MATEMATICAS V

Bernardo Acevedo .

UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA SEDE MANIZALES

Junio 2005



ii



Contenido

1 Series de Fourier 1
1.1 Funciones Pares e Impares . . . . . . . . .. .. ... .. .. 1
1.1.1 Propiedades de las funciones pares e impares . . . . . ... ... .. 1

1.2 Funciones perfodicas . . . . . . . . . . . . .. 2
1.2.1 Algunas Propiedades . . . . . .. ... ... ... ... ... .... 2

1.3 Criterio de Dirichlet . . . . .. . .. .. ... . 6
1.3.1 Derivacién e integracién en series de fourier . . . . . . .. .. ... 21

1.4 Serie de Fourier en forma Compleja . . . . . .. ... .. ... ... .. .. 32
1.5 Integral de Fourier . . . . . . .. .. ... ... o o 40
1.6 Integral Compleja de Fourier . . . . . . . .. ... ... ... ........ 46
2 Transformada de Fourier 51
2.1 Funcidénescalén . . . . . . ..o 51
2.2 Algunas propiedades de las transformadas de Fourier . . . . . .. ... .. 59
2.2.1 Linealidad . . . . . . .. . .. ... 59
2.2.2 Dilatacion . . . . . .. e 59
2.2.3 Corrimiento con respecto a la frecuencia . . . . ... ... ... .. 61
2.2.4  Corrimiento con respecto al tiempo . . . . . .. ... ... ... .. 63
2.2.5 Propiedad de la derivada, . . . . . .. ... ... 65
226 Potencial por f(t) . . . . .. ... 71
227 Simetria . . . . . ... e 72
2.2.8 Integracién en el tiempo . . . . .. ... 74
2.2.9 Transformada de una funcién periédica . . . . . . . . ... ... .. 75
2.2.10 Convolucién . . . . . . . . . . 7
2.2.11 Transformada de fourier del tren infinito de impulso . . . . . . . .. 96

1l



iv CONTENIDO
3 Transformada Zeta 99
3.1 Generalidades. . . . . . . .. ... 99
3.2 Algunas propiedades . . . . . . .. .. 102
3.3 Algunos Métodos para hallar la inversa . . . . . ... ... ... ...... 114
3.3.1 Métododelosresiduos . . . . . . ... . ... 114

3.3.2 Método de Fracciones Parciales . . . . ... ... ... ....... 116

3.3.3 Métododeladivision . . . . . . . . ... ... 117

3.3.4 Método de la convolucién . . . . .. ... Lo 117

4 Ecuaciones derivadas parciales 123
4.1 Algunas ecuaciones de la ffsica matemdtica . . . . . . . . ... ... ... 123
4.1.1 Punto Ordinario . . . . . . . . . . . . . .. . 123

4.1.2 Puntosingular . . . .. ... ... 124

4.2 Ecuacién de Legendre . . . . . . . . . . ... 124
4.2.1 Polinomios de Legendre. . . . . . . . .. ... ... 0L, 127

4.2.2 La férmula de Rodrigues . . . . . .. ... ... oL 129

4.2.3 Algunas propiedades . . . . . .. ... L 130

4.2.4  Ortogonalidad de los polinomios de Legendre . . . . . . . .. .. .. 132

4.2.5 Seriede Legendre . . . . . . . ... Lo Lo 135

4.3 Ecuacién diferencial de Bessel . . . . . . . ... ... 0oL 139
4.3.1 Algunas propiedades . . . . . .. ... oo 145

4.3.2 Ecuacién modificada de Bessel. . . . . . .. ... ... ... ... 148

4.4  Problema de Sturm Liouville . . . . . . . ... ... ... ... ... .. 150
4.4.1 Ortogonalidad de las funciones propias. . . . . . . . ... ... ... 152

4.5 La ecuaciéon de Hermite . . . . . . . . . . . ... .. ... . ... 155
4.6 La ecuacion de Laguerre . . . . . . . . . .. .o 156
4.7 Ecuacién de Chebyshe . . . . . . ... . Lo 157
4.8 Definicién de Ecuacién diferencial Parcial . . . . . . . .. ... ... ... 161
4.9 Meétodos para solucionar algunas ecuaciones en derivadas parciales . . . . . 162

4.10 Ecuacién de Laplace en coordenadas polares. . . . . . . .. .. ... .. .. 210



Prologo

El objetivo del presente libro, es el de facilitar al estudiante de las carreras de ingenieria, la
asimilacién clara de los conceptos matemaéticos tratados, pues es el fruto de un cuidadoso
andlisis de los ejemplos resueltos y de los ejercicios propuestos con sus debidas respuestas,
basado en mi experiencia como docente de la Universidad Nacional sede Manizales.

Desde luego que los escritos que se presentan no son originales, ni pretenden serlo, toda
vez que es una recopilaciéon organizada y analizada de diferntes textos y de mi experiencia
personal.

Este texto constituye un material de consulta obligada de los estudiantes, el cual les
genera un didlogo directo con el profesor.

Bernardo Acevedo Frias
profesor asociado
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Capitulo 1

Series de Fourier

1.1 Funciones Pares e Impares

Definicién 1 f(z) es par sii f(—x) = f(x) para todo xeDy y si f(—x) = —f(x) para
todo xeDy entonces f(x) es impar

Ejemplo 1.1 f(x) =22, f(z) = |z|, f(z) = cosx, f(z) = |z|cosz, f(x) = 2% |x|sin® z,s0n
funciones pares y f(x) = 23, f(x) = x|z|, f(z) = sinx, f(x) = sin® x cos x, son funciones
mpares

1.1.1 Propiedades de las funciones pares e impares

1. El producto de funciones pares es par.

En efecto: (fg)(—z) = f(—x).9(—z) = f(x).9(x) = (fg)(z)

N

. El producto de funciones impares es par

3. El producto de una funcién par por una impar es impar

4. Si f(x) es impar e integrable en [—a, a] entonces [ f(z)dz =0

—a

5. Si f(x) es par e integrable en [—a, a] entonces [ f(x)dz =2 [ f(z)dz
—a 0
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En efecto,

a

/af(x)dx _ /Uf(x)der/af(x)dx:Z/f(x)dx va que

0 0

/f(x)dx _ —/Of(—u)du:/af(u)du:/f(x)dx (r = —u, dz = —du)

1.2 Funciones periodicas

Definicién 2 f(z) es periddica de periodo T, si f(z+T1) = f(z) para todo x en el dominio
de la funcion y al menor T > 0, tal que f(x+T) = f(z) se llama el periodo de la funcion.
figura 1.1

1.2.1 Algunas Propiedades

1. Si f(x) es periédica de periodo T', entonces nT es un periodo de f, neN

2. Si f(x) es periddica de periodo T', entonces f(Mx) con M # 0, es periddica de periodo

(
T
M
En efecto: f(M(x%—%)) = f(Mz+T) = f(Mz)

Ejemplo 1.2 f(z) = sinz = sin(x + 27) = sin(x + 47) = sin(x + 2nw) y f(z) = cosx
= cos(z + 27) = cos(x + 4m) = cos(x + 2nm), tienen periodo T = 27, el menor T >0
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21

Ejemplo 1.3 f(x) = cos 3z tiene periddo ?ﬂ, flz) = sin% tiene periddo — = 4w

2

Nota: Si f(t) = sin(wst) + sen(wst) tiene periodo T, es decir,
f(t) = sin(wt) + sen(wqt) = sin(wy (t + 1)) + sen(wa(t +T)) =

= SiIl(UJlt + U)lT) + SQTL(U}Qt + U)QT)
w T w 2mn n
entonces w1 = 2mn, wyI' = 2wm, por tanto L =l —, en otras palabras,
w I wy 2mm  0m

. . . , wn . . .
si f(t) = sin(w;t) + sen(wsqt) tiene periodo T entonces — es un nimero racional, es decir,
W2

wy 2mn

n
we  2mm m
. W1 . . . T
Si — no es un nimero racional, entonces f(t) = sin(w;t) + sen(wst) no es periodica

f@)::&wz(%)-+cos<£)

tiene periodo T = 24w, ya que
f(t) t n t t n T n t n T
= sen| = cos| -] =sen| =+ —= cos| -+ —| =
3 1 373 11
t t
= sen <§ + 2n7r> + cos (Z + 2m7r>

T
yasi — =2nm y — = 2mn luego T = 6nm = 8mm y para el menor valor que se da la

Ejemplo 1.4 La funcion

tgualdad es paran =4 ym = 3 luego T' = 24r.

Ejemplo 1.5 La funcion
t t
f(t) = sent + senz + cos 3

tiene periodo 127 | ya que

f(t) = sent + sen’ + cos = = sen(t +T) + A b
= Ssen 8€n2 COS 3 = sen SEN 5 5 COS 3 3

por tanto

T =2nnm, — =2mm,— =2r, luego T =2nm = 4mn = 6lw

2 3
y para el menor valor que se da la igualdad es para n=6 y m=3 y =2 luego T' = 127
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Ejemplo 1.6 la funcion

f(t) = senmt + sen(%)

no es periodica ya que — = 2T no es un numero racional

ST

3. Si f(x) es periddica de periodo T' entonces

T C+T
/ flz)dz = / f(z)dz C cualquier nimero real
0 c

Definicién 3 Dos funciones f(z) y g(x) se dicen ortogonales en un intervalo a <z <b
8%

Ejemplo 1.7 f(x) =z y g(x) = z*, son ortogonales en —1 < x <1, ya que

1 1
/m:de = /m3dat =0
1 1

Un conjunto de funciones reales {¢,(x), ¢, (), ps(z), ...} se dice ortogonal en un intervalo

a<zx<b s
b

/Spn(ﬂﬂ)(Pm(x)dat =0 para m#n

a

Ejemplo 1.8 FEl conjunto de funciones reales

nmx nmnxr
17 i T T = 172737“}
{ Sin i COs 7 n

es un sistema ortogonal en —L < x < L
En efecto hay que mostrar que :

1.
L

/sin ?dm =0,
“L

(ya que el integrando es una funcién impar)
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2.
L L f oL
/COS MY g = = /COS nudu = — [sinnz]; =0
L s ™
—L -7
3.
L
nwx mnx
sin —— cos dx =0
/ L L
-L
(ya que el integrando es una funcién impar)
4.
L
nwT mnx
COS —— COS dr =10 ara M *n
/ 7 7 p #*
“L
x
En efecto, si u = % entonces
L g
nne mmnx L
CcOS —— COs dxr = — [ cosnucosmudu =
L L s
—L -
L
=5 cos(m +n)u + cos(m — n)udu
T
L |sin i — T
__[ (m+n)u+sm(m n)u] —0 m#n
2T m+n m—n .
5.
L
nwr . mnT
sin —— sin der =0 para m#n
/ in ——sin — p #*
L

(Ejercicio)

Definicién 4 Una funcion f(x) se dice seccionalmente continua en [a,b], si f estd acotada
en la,b] y si existe un nimero finito de discontinuidades, estas deben ser de salto

Ejemplo 1.9 f(z) = 2? es seccionalmente continua en cualquier intervalo [a, b]
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Ejemplo 1.10 f(z) = [x] parte entera de z, es seccionalmente continua en cualquier
intervalo |a, b

1
Ejemplo 1.11 f(z) = — es seccionalmente continua en [5,8|, pero no en [—5,8], la

discontinuidad no es de salto
Ejemplo 1.12 La funcion

(x) 1 si x esirracional
r) = . ]
0 s T es ractonal

no es seccionalmente continua en ningun intervalo cerrado, el nimero de discontinuidades
no es finito

1.3 Criterio de Dirichlet

f(x) seccionalmente continua en el intervalo [—L, L] y periédica de periodo 2L,
entonces la serie

o0 . .
ag nwx . nmT f(x) si f(x) es continua en x
—+ ap, cos — + b, sin — = + -
2 Z " L " L Hrg ) @) i () no es continua en xq
n=1 2
A la expresién
[e.e]
ag nww . T
-+ @y, €OS —— + by, sin ——
2 nZ:; " L " L

se llama la serie de Fourier y a

ag, an, b, sellaman los coeficientes de Fourier y estdn dados por

L L
1 1
an =7 /f(x) cos ?dw, b, = I / f(z)sin ?dm
L —L

o en forma mds general

C+2L C+2L

1 1
an =7 / f(x) cos ?dﬂ? b = 7 / f(z)sin g para C' un nimero real
c c

Ahora mostremos como se halla el valor de a,,.
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Como .
= %%—Zancos%—i—bnsmn—zx

entonces

<f(x), Cos ?> = <% + Zan cos ? + b, sin m[ix, Cos mgm>
n=1
por lo tanto

<f(x), COS?>Z/‘f($)COSn—2$dx y

<§+Zancosn%—l—b smmLm cosnLLx> =

/ mm:d n < 7rx+b . mc) mrxd
5 €08 —— coSs — sin — ) cos ——dx + .....

T aq I 1 S1n I I T -+

L
L
N < nm + b, mr:c) nrz
@y, COS —— sin cos —dr + .. =
L L L
L
2nmx
L L
14+ cos ——

/an cos %dm / fl’ dr = a,L

L L
(pues las demds integrales son cero) luego

2nmx
L L
1+ cos
<f(a:), cos@ /f cos@dac—/ancos2 nzxdx—an/ fl’ dxr = a, L
L —L

entonces

L
1 nmx
—z/f(x)cosde
L
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Se ha utilizado el desarrollo ortogonal en [—L, L] de {1, sin ?, cos ?, n=123,.,}
con cos @, en forma andloga para calcular ag, hacer el desarollo ortogonal de
{1,sin ?,cos ? n=123.1
con 1 en [—L, L], y para hallar b, hacer el desarollo ortogonal de
{1, sin ?, cos ?, n=123,.,}
con sin L en [—L, L]
L
Ejemplo 1.13 Hallar la serie de Fourier de la funcion
flz) = 0 SZ: r<r<0 flz+2m) = f(z) figura 1.2
T—x st 0<zx<m

En efecto: FEl periodo de la funcion es T =21 =2L L =m entonces

G = %/f(x)dx%[f(x)dw% ZM%Z@@M
.
2
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s

0
1 1
a, — z/f(x) cos @dm— /f )cosnxdr = — /Odm+/(7r—:p) cos nxdx
0
s —T 0

1 sinnx .
= = |:(7T — 1) } + — | sinnzdr =

T n |, nr

0

_ o 1 cosnz W_l—cosmr_l—(—l)”
N ntoono |, n n?m  on2r

En forma andloga

L

1
b, = z/f(x) sinmdx— /f ) sin nzdr =

0 T
1 1
/Od:v—l—/ m—a)sinnxdr| = — /(W—m)sinmcdm
T T
0
1 [—(m—=)cosnz +sinna: !
o n n? |, n
Por lo tanto la serie de Fourier estd dada por
( 0 st —m<xz<0
* /1 1y ) T— st O<z<m
%%—Z(%)cosnx—i-ﬁsinnx: 7T+O:E s =0
n=1 2 2
OQLO:O 51 T ==+7
\
Observe que
T0 _w_ f00)+ f00) _ Sprm o)t lim ©)
2 2 2 B 2
040 _,_ Jlr)+f(r) _ OOt B lm o)
2 2 B 2
040 fler)+ fon) I 0, )

2 2 2
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Ahora si en la igualdad

0 st —mt<x<O0
© Iy . T— st O<ax<m
E+Z L cosnx + —sinnx = ™+0 w
4 — n?m n 5 =3 si z=0
OQLO_O si  x==%mw

remplazamos x por x = 0 obtenemos

T o= (1= (=1)" 1. T o= 1= (=1)" T+0 7
Z—FZ(T)cosnO—l—ﬁsmnO:z—l—;( . =5 T3

n=1
luego
T o= /(1= (=1)"
4 vt n2m 2
es decir
i 1-(-)"\ 7 7 7
— n2m 2 4 4
y asi
— (1—(-1)\ =?
Z n2 -4
n=1
es decir
LI TR S
T tm =3

Ejemplo 1.14 Hallar la serie de Fourier de la funcion
fle)=|z|] —nm<zxz<m flx+2r)=f(x) figura 1.3

En efecto: FEl periodo de la funcion es T =21 =2L, L =m entonces

™ m m

agz%/Lf(w)dw:%/ﬁf(x)dx:%/|x|da::%/!m\dazz%/;dezﬁ
L o

—T 0 0
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1
anzz/f( )cos@dx— /|x|cosnxdx— /xcosnxdxz

2 {:c sin nx | cos n:c} 2(cosnr —1)  2((-1)"—1)
7T 0

n n? m™n? mn?

o
3
Il

%/f(g;) sin mrx /f )sinnxdr =

1
= —/|x!sinnxdw=0 ( |x|sinnz es Impar)
m

por lo tanto la serie de Fourier estd dada por

1" —1 :
—+Z< ))cosnx: [z st —m<z<m7

Si se desea hallar la serie de Fourier de la funcién

f(x)_{x—fiﬂ st br <z <Tm fr+2m) = f(e) T=o2r

|l 8r—2 si Tn<x<8nr

ésta coincide con la serie anterior, pues por ejemplo

T+

- %/Lf(x)da: =y = %/Wf(:v)d:v = % / fz)de = %7]‘(3?)(196

—m+TT

Ve 8w

:1/(x—67r)dx+%/(87r—x)dx:7r

v
61 T

11
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L

/f(fﬂ) cos @dx = /f cosnxdr =

—L

Ay =

1
L

8w

1
= /(87r — z) cosnzdr =

m
T

8m s
1 1
= —/f(x) cosnrdr = — / (x — 6m) cos nzdx +
7r m
6m

L
1

—z/f( sin@dx— /f ) sin nxdxr =
“L

8

1

— /(87r —x)sinnxdr =0

T
e

_ 1) r—6r s Or<z<Tim
_+Z cosnx = Sr — s Tr <z <8r

Ejemplo 1.15 Hallar la serie de Fourier de la funcion

81 T
1 1
= —/f($) sinnxrdr = —/(m — 67) sinnzdr +
T 7r

fle)=2 —7m<zxz<nm flz+2m) = f(z)

En efecto: El perfodo de la funcién es T'= 27 = 2L, L = 7w entonces

L

aO:%/f(x)d /f /mdm-O

L
1
an =7 / f(x) cos @dx = /f cos nrdr = /xcos nxdxr =0
_L —7
L

1
b, = 7 /f(a:) sin @dx = /f sinnxdr = /xsin nrdr =
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™

2 / , 2 {—x cosnz sinnz|" —2mcosnm  2(—1)"*!
= — [ xsinnxdr = — + =
m m

n n? |, n n
0
entonces la serie de Fourier es

r st —rwm<xr<T
oo

2—1 n+1 .
n
n=1 0 st T=-7

Ejemplo 1.16 Hallar la serie de Fourier de la funcion

flxy=2> —na<w<n flx+27)=f(v)
En efecto: El perfodo de la funcién es T'= 2m = 2L, L = m entonces

L T ™
1 1 2 272
ao:—/f(x)dx:—/f(x)dxz—/xzd:p:—ﬂ
L T T 3

L —7 0

™

L
1
a, = z/f( cos @dx— /f ) cosnxdr = — /I‘QCOSTML‘dZL‘

2 {x sin nx N 21 cos nx ZSlnnm] 4(—=1)"
0

T n n? n3

L
1
:Z/f( sinwdx— /f )sinnzdr =0
“L
por lo tanto, la serie de Fourier de la funcién estd dada por
2
T Z

Ahora podemos afirmar que

cosnr 2sinnx
—I—Z ( — ) —nr<r<Tm

n

2 .
cosnr= r° st —nm<x<T
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Ejemplo 1.17 Hallar la serie de Fourier de la funcion

fl@y=2 O<z<2r  f(z+27)=f(v)

En efecto: El perfodo de la funcién es T'= 27 = 2L, L = 7w entonces

2

_ %/Lf(x)dx — %/ﬂf(x)dx — %7f(x)dx - %/mdm — o
L o 0

0

2w

L
1 1

ayp = Z/f( cos@dx— /f ) cosnzdr = — /:Ccosnxdx
“L

0

1 {xsinnx cosnx] 2
+ —0
0

T n n?

L
1
b, = —/f( sin@dx— /f )sinnzdr = — /xsinnxdw

L
—L
1 | —xcosnx sinnx 2m -2
= — —|— 5 _
T n n 0 n

por lo tanto, la serie de Fourier de la funcién estd dada por

r st 0<ax<2m

) .
7r+2781nnx: T st r=0

T St T =2’

Ejemplo 1.18 Hallar la serie de Fourier de la funcion

flxy=2> O<z<2r f(z+27) = f(x) figura 1.4
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e (x-2m? Jix-4m2

En efecto: El periodo de la funcion es T'= 2m = 2L, L = 7 entonces

r . 2m 2
— 1 [t@iz = [ s = [ e == [arie =

2

L
1 1
a, = z/f( cos mdx— /f ) cosnxdr = — /x2cosnxdx
)

1 [a?sinna: N 2T cos nx ZSmn:U] oy
0

[e=]

T n n? n3

L

1
b, = T /f( ) sin @d:ﬁ = /f sin nxdr = /x sin nxdzx
~L
1 [—2%cosnz 2xsinnz 2cosnz]’™  —Ar
- = + . + . -
T n n n 0 n
por lo tanto, la serie de Fourier de la funcién estd dada por
( x? si 0<z<2m
2
412 X 4 4 0+ dm =212 si x=0
—+Z—2cosnx——81nn:c— 2
oA ! 0+ 47
n= ™
5 =271% si T =27

\

Si en la igualdad anterior se reemplaza x por cero se obtiene
42 XK 4 4 42 K4 )
T%—Zﬁcosnﬂ—;smn(): ?—I—Z— =27
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rlq

—2ar o 1 27 3

es decir -
Zi:w_@:Q_WQ
n? 3 3
n=1
y asi
<1 _772
=
—~mn 6

Si se reemplaza x por 7w se obtiene

472 N 4 4 4 4 )
—-I—Z—cosmr——smmr:?—F;ﬁcosmr:w

3 — n? n
luego
iojicosmr—wz—ﬁ = —W—2
£ n? B 3 3
por tanto
i (_1)n+1 B 7r_2
n? 12

n=1
Ejemplo 1.19 Hallar la serie de Fourier de la funcion

-1 s1 —m7<x<0

ro={ 70 TS s -

En efecto: FEl periodo de la funcion es T' =27 = 2L entonces L =m

ag = %/Lf(x)dx—%/ﬂf(:z:)dm—%/o(—l)da:—i—%/ﬂld:ﬁ
“L n Zn 0
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L m
1
an =7 / f(z) cos n—zxdx = /f(x) cosnzdr =0 pues f(x)cosnz es impar
-
. NTx . 1 [ )
/f sin —dx = /f sin nxdx = /—sm nxdr + —/1.smn:cd:c =
7T
0
0 1 2 2
_ _[cosnx} _[_Cosna:l _ 2 (1= cosnm) = 2 (1— (—1)")
Tl n 1l 7 n lo nrm nm

por lo tanto la serie de Fourier de la funcién esta dadd por

( -1 st —m<x<O0
———sinnr =9 _ 0
— nimw 3 S xr =
=0 s A
\

T
Si reemplazamos en la igualdad anterior x por x = 5 obtenemos

2(1— (—1)™) 21— (=)™ . 7w 4 1 1 1
_ J ) — = 1=+ =4 ..
; nr o ; a9 T 375 77"
4K (1) s
= — =1 0< =<
W;Qn—i—l yadie B=9 =7
luego

— ()"
ZZn—l—l T4

n=0

Ejemplo 1.20 Hallar la serie de Fourier de la funcion

0 st —2<z<~—1
flx)=4 1 si —-1<z<l1 flz+4) = f(x) figura 1.6
0 sz 1<z<?2

En efecto: El periodo de la funcién es T'= 4 = 2L entonces
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-2-10 1 2 3 4 5

2 nmw 2
1
1
/f smmdxzi/sin%dx:()

por lo tanto la serie de Fourier de la funcién estd dada por

. o/nm 0 sT —2<r<-—1
1 X 2sin (7) nmx 1 st —l<az<l
_+Z cos = )
2 nm 2 0 si l<ar<?
B % ) r==+1

Ejemplo 1.21 Hallar la serie de Fourier de la funcion
f(z) =sin’x

El periodo de la funcién f(x) = sin®z es T =7 (haga el grifico) luego

™

b, = /f(x) sin n_z:cdx = / f(x)sin 2nxdr =

—L

1
— / sin?z sin2nzdr =0
L T

N\:\
[ME]
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Y
f ) | f f 2 [ (1-cos2
1 _
ao—Z/f(x)dl’:;/f(ﬂc)dm:;/f(w)d:c:W/sm xdm—ﬂ/( CZOS x) x
_I -3 0 0 0
L % iy
1 2
=7 /f Cos @dx = / f(x) cos 2nxdr = — /f(:z:) cos 2nxdr =
T
L x 0
2 [ 2 [ (1-cos2 -
— /sin2a:cos 2nzdr = —/ (ﬂ> cos 2nxdr = — /(cos 2nx—cos 2z cos 2nz)dr =
s T 2 T
- 1
=— /(cos 2nx—§ (cos(2 + 2n)x + cos(2 — 2n)z) dox =
T
0
1 [sin2nz sin(2 4 2n)x  sin(2 —2n)z\ 1"
w{ on ( or2n T 2- )], si n70 y s

y si n = 0 entonces

y si n = 1 entonces

us

2 2 1-— 2
/f cos —dw = /f(:v) cos 2xdx = —/ (ﬂ> cos 2xdx =
m T 2
0

2

™ ™ K

1 1 1 1 4 1

== / (1 — cos2x) cos 2xdr = — /(cos 22 —cos® 2x)dx = O——/ SeosAr de = —=

7r T T 2 2
0 0 0

por tanto la serie de Fourier de la funcién f(z) = sin®x es

ao nmwE . NTT _ ag B
—+ZanCOST+bnSIHT = E—l—alcosQa:f

1 1 — cos2z 9
—Ccos2r = —— =sin“x

2

[\DIH
[\3
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Ejemplo 1.22 Hallar la serie de Fourier de la funcion

1 4
f(z) =cos’ 2z = #
El periodo de la funcion f(x) = cos?2x es T = g (haga el grifico) luego
1y i) 4
b, = — / f(x)sin MY g = = / f(z)sindnxdr = — / cos? 2z sin4nzdr = 0
L L T T
-L 7 —%
L T T
1 4 8
ap = — / f(z) cos MY gy = = / f(z)cosdnzdr = — /cos2 2x cosdnxdr =
L L 7r us
L 7% 0

jus

8 [ /1 4 4
= —/ <¥) cosdnzxdr = — /(cos dnx + cosdx cosdnzx)dr =
s T

3

n 2(4+4n) N 2(4 — 4n)

Sin =0 entonces

0

_ 4 [Sinélnx sin(4 +4n)xr  sin(4 — 4n)x} i 0 sind0yde
7T

INE

us

L I
1 4 1 4 4
ao:_/f(x)dx:_/(M>dx:—/(1+cos4az)d:v:1
L s 2 T
-L

0

s
4

y sin =1 entonces

L I I
1 T 4 8
a L/f(x) cos Ld:c 7T/f(:lc) cos4dxdx 7T/cos x cosdxdr
iy 7% 0

8 1 4 4 1
= _/ 1+ cosar cosdxdr = — (14 cos4dx)cosdrdr = =
T 2 T 2

> T nmw 1 1 cos4dx 1+ cosdzx

@—FZancosnTijnsinTx:§+alcos4:c:§+ 5 5

o
ENE
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1.3.1 Derivacién e integracion en series de fourier

Si f(x) es continua en todas partes y tiene una expansién en serie de fourier

nwx
n b, sin ——
+ Z a cos —i— sin 7

entonces si f’(x) satisface las condiciones del criterio de Dirichlet se tiene que:

nm nmwx nm ., nnx

/ fr— — —_—— — —
f (m)—anL €08 —— — @y sin —

es la serie de Fourier de la funcién derivada y si f(x) satisface las condiciones del criterio
de Dirichlet en [—L, L] y tiene una expansion en serie de fourier

nwxT . nrww
= —+ E a,, COs - + b, sin - entonces

para
—L <z <x<Lse tiene que

ag nmt
t)ydt = n b, sin — | dt
/f() / —l—Za cos 0 + smL]
1 1

t
— / dt—i—Z/(ancos + b, sin%) dt

1

es la serie de Fourier para la integral

Ejemplo 1.23 Sabemos que la serie de Fourier de la funcion f(x) = |x| para —m <z <
m  estd dada por

g—Fi(W)COSHIL’— 2| si —m<z<w f(x+2m) = f(x)

Observe quef(z) = |z| si —m <z <7 con f(x+2m)= f(x) esuna funcion continua

en todo R, luego derivando ambos miembros de la igualdad anterior se tiene

j 2 /2((-1)" =1
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B =) .

i 2(1— (=)™ . 1 si O<z<m
— | SIn hxr = .
™™ -1 st —m<x<0

n=1

ast que

es la serie de Fourier de su derivada

Ahora hallemos la serie de Fourier de la funcién

, B 1 st 0<zx<nm
f<x)_{—1 si —m<xz<0

integrando.
Integremos entre 0 y x, la serie de fourier de f'(z)

T

5 [ (AU = [ S22 (2 ] -

n=1 0

5 == . (RO=C0) -
2t grmtate) _i(W)m:
S (2 o -
S (1121(1 Ly )nx
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por lo tanto

mn?

|m|—g—;<w>cosnx si —r<z<m f(r+2m) = f(x)

Pero podemos también integrar entre -m y x la serie y la funcién , f'(z), asi

i? (M) sinntdt = [i—_l (w) Cosntr )

n=1

s (20 0) o+ 3020 U D

mn? mn?
n=1 n=1
SN S (20200
— mn2 — mn?

n=1 n=1
Ahora si 0 < x <7 entonces
x 0 T
/f(t)dt_/—ldt+/1dt_ r4a
- T 0

pero
n 22 : (1 ( 1) )
—TH+r=—=—— (T cos nx

luego despejando x se obtiene

™

n=1

23
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Si —7m <x <0 entonces

x T

/f@Mh:/—uu:_x_ﬂ

—Tr —Tr

2 — (=)
oo T2 (A DTN
2 T n?

luego despejando —x obtenemos

pero

- T2y (“—(2—1 ' )cosnx

asi

Ejemplo 1.24 La serie de fourier de

flzy=2> —w<az<7 f(z+2r)=f(z) viene dada por

2 0 n
2 _ T (1)
=—44 E
T 3 2 n2 cosnx

Como f(x) es continua dentro y en los extremos del intervalo —m < x < m entonces la
serie de Fourier de su derivada viene dada por

n+1
2r =4 Z sinnr =4 Z sinnz por tanto

1 n+1

sinne —rm<z<m f(z+2n)=f(x)

x:2§:(_

Ahora integrando entre 0 y x ambos miembros de la igualdad anterior se tiene

xT

oo n+1
/ Z / sinntdt por tanto
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x

2
X

tdt = — =
/ 2

T

Qi (_12)n cosnt] = Zi (_12)n

n n

[ee] _1 n
cosna:—QZ ( )
n=1

n2

3

2
T
cosnr + 5 luego

n

cosnr si —nm<z<m flx+27)=f(x)
n

2 o0 n
2 T Z (-1)
Tr = ? + 4 £ 3
Si integramos entre —m y x cada término de la iqualdad

0 —1)nt1
22 (—)sinna:

Tr =
n=1 n
obtenemos que
/tdt 22.0:/(_1)“+1 in ntdt tant
= ————sinn or tanto
n=1 n !

n

2 2 ® (1) ; . (=1)" 1
/tdt:%—%: [2 (nQ) cosnt] :2;( 2) cosnx—Q;ﬁ luego

2 2 0 —1)" 2
% — % = 2; ( n2) COSNIT — % entonces
2 2 0 —1)»
r_r + 2 Z ) cosnr y asi obtenemos la serie de Fourier para 7 asi
2 6 —~ n?
x2—ﬂ—2+4i(_1)ncosnx si —m<z<m f(z+2r)=f(2)
3 n=1 TL2 B B

Si integramos entre —m y x cada término de la igualdad anterior, se obtiene

/tht = /W—2dt+4§:/ (=" cos ntdt luego
3 — n?

2 2r

3 > (=1)"
34_?:%-{-%4—4;( >sinnxp0rtant0

n3
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3 2

AR oh = (=)™ .
e sin nx as? obtenemos
33 —4 Y

n=1

(=D"

n3

g(x):x3—7r2:v:12z sinnr si —w<zx<m g(r+2m)=gx)
n=1

3 _n?%r si —n<z<nm

que la serie de Fourier de la funcion g(x) = x
Ejercicio 1
1. Hallar el perfodo de las funciones siguientes

a) f(x)=sin3z b) f(zr)=cos2rx c) f(x) =|cos3z| d) f(x) = cosh3zx

2. Hacer un bosquejo del grifico de las siguientes funciones periddicas en el intervalo

(10, 10]
a) f(z) = ¢ —nm<z<nm T=27m b) f(z)=¢" 0<z<2r T =27
¢) flz) = € dr<ax<6brm T=2r d) fz)=2 4<zx<6 T=2
e) fle) = 2z(10—2) 0<x<10 T=10 f) f(zr)=2—2 —1l<ax<4 T=5
0 s = {TEE TS feen) = )

W s = {670 ISIE ek = f)

3. Mostrar que los resulados siguientes son validos

0 s2 T ==+2

4 K (-1 nma { T osi —2<1<2
- sin =
7r n 2

b)
0 st —d<x<O
3+i3(1—cosmr) . nTr 3 st 0<z<d
2 — nm S 5 % st x==Ed
3 _
5 st r =
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1 so —1<2<0

3 = (-1)"-1 1 ;
Z—i—z%cosnwx—n—ﬂsinmm: TSZ O<z <l
n=1 5 St r =

d)
1 sine 1 (=1)"+1 .O st —m<x<0
-+ +—Z—cosnz: sinz st O<az<m
s 2 T 1 —n? .
n=2 0 s z=0
ded s 1+ 1 1 . 1
eduzca ue _—— - _—— T o eeeees
Y 4 42713 35 57

2sinhr |1 o= (=1)" . e’ st —m<z<m
- §+z; T (Cosmc—nsmnx)] = { coshr  si y—
£)
2= 2(=1)" —1)m+! 2
% + nzjl <n2) cosnx + << 31 ~ 4 . (G 1)) simw]

B 0 st —m<x<0
- 22 si O<az<m

2 1 1 1
y deduzca que W—:H———i———i———i—....

6 22 32 42
h)
7T—2+4§o:(_:l)ncosnx:ﬁ si —n<z<n7
3 — n?
2y EU | m<a<n flet2n) = f(2)
simnr=x sl —Tt<zxz<T z+2m) = f(x
n=1 n

3 > /(-1 =1 1 P
W—i— E <L>cosm:——sinm::{ T SZ. T<r<0
T

n st O<ax<m

w2 = 1
y deduzca que g = Z m

n=1
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J)
25 [(2 -2 - 2] s o —m<a<
— — —— | (-1)"— = |sinnz =z|x —nm<z<7
T [\n® n n3 -
k) Mostrar que la serie de Fourier de sin®§ es 2sinf — 1 sin 3¢

Es decir, muestre que

3 1
sin39:Zsin9—Zsin39 —r<z<T flx+27) = f(x)

Indicacion

1T, .
a, = — [ sin® zcosnzdr =0 (impar)

T

1, > L
b, = — [ sin’ zsinnxdr = — | sin’ xsinnxdx =

T T

> [ (3 3 1 1

:;/<§cos(x—mc)—gcos(x+nx)+§cos(3x—l—nx)—gcos(3x—nm)> de =

203 sin(z —na)\  3sin(z+nz)  1lsin(Bz+nz) Lsin(3z—na)]”
Heae |

8 1+n 8 34+n 8 3—n

T8
=0 para n#1 y n#3
Si

1—n 0

1 3
n=1, blz—/sin?’xsinxd:v:—
7 4

1] 1
y para n = 3, bgz—/sin?’xsin?)xdx:—z
T

—T

L)

2 4i 1 ont — [sint]
—_ — — COS ZNnt = |S1n
T 7r:14n2—1
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En todos los ejemplos y exposiciones anteriores comenzamos con una funcién periédica y
la serie de Fourier estd determinada por las férmulas de los coeficientes de Fourier. Sin
embargo en algunas aplicaciones existe la necesidad de usar series de Fourier para una
funcién definida en un intervalo de la forma 0 < z < L y queremos representar sus valores
por una serie de Fourier en senos y cosenos o en solo cosenos o en solo senos y para ello
definimos la extensién periddica

h(z)=f(z) O0<axz<L h(x+L)=h(z)

y suponiendo que f(x) satisface las condiciones de Dirichlet en (0, L), la nueva funcién
h(x) tendra una expansién en serie de fourier y como h(x)=f(x) en (0, L) se sigue que
la expansién en serie de fourier de h(x) serd representativa para f(x) en (0,L). Si se
quiere la serie de fourier en solo cosenos el primer paso es la extensién de f al intervalo
—L < x < 0 y gracias a esto podemos extender f al eje real completo, mediante la
condicién de periodicidad f(z +2L) = f(x).

Si f(x) esta definida en 0 < & < L, podemos hacer una extensién par de periédo 2L que
estd dada por

o ={ JO) 5 OSEEl fam = s

y una extensién impar para solo senos dada por

o ={ R Yresh e = s

y las series de Fourier vienen dadas por

%-I—;ancos%:fp(m):f(x) O<zxz<L

L L L
1 2 2
con  ap =g / fp(x) cos n_zxdx = Z/f(x) cos n—zxdx ap = Z/f(m)dm y b,=0
- 0 0
para la prolongacién par y por
ansm?:fi(x):f(x) O<z<lL
n=1
L L
1 2
con b, = 17 /fz(x) sin n_za:dx = Z/f(x) sin n—zmdx y a,=0
“L 0

para la prolongacién impar
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Ejemplo 1.25 Sea f(z)=2? 0<x <, su prolongacion par es

2 .
¢ st O<z<m
fp(x)—{ 2 si —m<x<O0

™

nmtzx

2
a, = /f cos —dm = /x2 cosnxdr =
T

0

= [n 22 sinnx — 2sinnx + 2nx cos nﬁ]

n3 0
(20 cos ) = (~1)"
= cos —-1)"—=
—5— (2nm cosnm =
L T
1 1
b, = E/fp(x) sin?dw- 7T/xQSinnxdx:O
—L -7
[ 2 [ 212
= = de = = 2de = =—
ag 7T/f(x) x W/x T =3
0 0

luego la serie de Fourier en solo cosenos viene dada por
o0
m? 2
? g —cosnx—x O<z<m

Ejemplo 1.26 Hallar la serie de Fourier de f(x) = 2> 0 < x < 7 en solo senos.

2 s O<zx<m

o ={ 2

-z 51 —m<x<0
es su prolongacion impar , luego

L T g
nmwx

b, = %/f(:v) sin de— /fl(:v) sin nxdxr = %/f(x) sin nxdx

—L - 0

2 2 2 2 T
= — ——Cosnx+—x81nnx+—3cosna:
n n? n 0

2w cosnm 4
= - + —— (cosnm — 1)
n nim
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L
1
@ =7 / fi(x) cos ?dm =0
-

luego la serie de Fourier en solo senos viene dada por

= 2m cos 4
Z(— TR (Cosmr—l))sinnx: 2 si 0<z<m

n n3m
n=1

Ejemplo 1.27 Desarrollar f(x) =z 0<xz <2 en serie de Fourier en solo senos

Hacemos la prolongaciéon impar de periédo 4. Luego 2L = 4, L = 2 entonces

L 2

. nmx . nmx
/f(:v)sde:B—/xsdex—

0 0
—2 nwx -4 | nmx 2 4
— | cos — sin = ——cosnm
nw 2 n2m? 2 0 nw

L
1
an =7 /fl(m) cos n—?dw =0
L

b, =

2
L
—_= |::L‘

luego la serie de fourier viene dada por

> 4
Z(——cosmr)sin?:x O<ax<?2

nm
n=1

b) Desarrollar f(x) =2 0 <z <2 en serie de Fourier en solo cosenos. Hacemos la
prolongacion par de periddo 4, luego 2L =4, L = 2, asi que b, =0 y

2

L
2 /f( ) mrxd / nm:d 2r . nnx —4 nrr\]?
ay, = — x)cos —dz = [ xcos —dxr == | —sin — cos =
L L 2 nm 2 n2m? 2 0
0

0

L 2

4 2

= (cosnm —1) y agzz/f(x)dx:/a:da::2
0 0

n2m?
luego la serie de Fourier viene dada por

= 4
1—1—2”%2 (cosmr—l)cos%:x 0<z<2
=1
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Ejemplo 1.28 Desarrollar f(z) =sinx 0 <z <7 en serie de cosenos y muestre como
ejercicio que la serie de Fourier de f(x) =sinz 0 <z <7 en solo senos es sent.

En efecto, hacemos la prolongacién par de la funcién, por lo tanto 2r =2L, L =7 y
b, =0y

L 7r g
2 2 1
a, = Z/ ) cos @da: = /sinxcos nrdr == — / [sin(x + nx) + sin(z — nx)| dx =
T T
0 0 0
1[ cos(n+ 1)z cos(n—1)z|" 1[l—cos(n+1)m cos(n—1)7r—1
7r n+1 n—1 o T n+1 n—1
1 [1+4cosnmr 1+ cosnm —2(1 4 cosnm) |
== — = sin#1
| n+1 n—1 m(n?—1)
2 n 2 <2 ™
sin=1 a = —/sinxcosa:c& = — [sm x} =0
m T 2 ],
0
. 2 [ .4 | |
si n=0 ap=— [ sinzdr = — [—cosx]; = — luego la serie de Fourier es
7r T T
0

cosnr =sinx O<z<m

2 2 o= (14 cosnr
Z((+ )

T n?—1)

3
3

n=

1.4 Serie de Fourier en forma Compleja

flx) = ——i-Zancos——i-b Sinn_zcc:
- %Jrgan o ze”’“ —ib, ™ _26”’””' —

- & + Z cne U+ kpe © Ahora
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L L
~ (ap—ib,) 1 1/ nwT z/ . onrr
C, = 5 =51z f(z) cos 7 dx 17 f(z)sin 7 dx

“L -

nmwx 1 =npei
= /f cos——zsmT} dx—ﬁ/f(x)e

-L
L
n .bn 1 nrzt
-L
por lo tanto
flx) = —|—ZC emim —i—Kne_L = Z Cnemim
n 97, x)e i
-L
asi la serie de Fourier compleja viene dada por
- L
nmwxi 1 —nmrxi
f(z) = Z Cpe © con C, = ﬁ/f(m)e Y odx
n=-—oo gy

Ejemplo 1.29 Hallar el desarrollo de Fourier complejo de la funcion

1 st O<e<m
-1 st —wm<x<0

En efecto

™

con

33

L ™
C, = %/f(g;)enﬁmdg::%/f(m)emd S (f(x)cosnz —if(z)sinnx)dr =

2

—T

= 0— —/f )sin nxdr = ——/smn:z:d:z:— /Smnxdx— ! (cosnm — 1)
nm

L L ™
1 70£rzi 1 1
_L/f(33)6 dx:ﬁ/f(x)de%/f(x)dxz
iy —L -7
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entonces
S 1 st O<z<m
Z—(cosmr—l)e"””jt(): -1 st —m<x<0
nm .

n=—o0 0 st xr=0,m,—7

n#0
Los coeficientes de la serie real estdn dados por

o — ib, | ot i, .
C, = u entonces 2C, = a, —ib, y K, = M , luego 2K,, = a, + ib,

2
y ast se tiene el sistema de ecuaciones

2

2C, =a, —1ib, y 2K, =a, +1b,

cuya solucion es
a,=C,+ K, y b,=i(C, - K, )
por lo tanto

a, =C, + K, = L (cosnm — 1) — L (cosnm — 1)

nm nm
Y . .
i i
b, =1i(C,, — K, ) =1(— 1)+ — —-1)) =
i ) Z(mr (cosnm — 1) + — (cosnm — 1))
22 (cosnr — 1) = 2 eosnm — 1) = 2 (1~ cosn)
= — (cosnm — 1) = — (cosnm — 1) = — (1 — cosnw
nm nm nm

luego la serie real viene dada por

x5 1 st O<aoz<m

E — (1 —cosnm)sinnr = -1 s —7m<2<0
nm :

n=1 0 st x=0,m,—7

Ejemplo 1.30 Hallar el desarrollo de Fourier complejo de la funcion

1 st O0<ax<m
f(x>_{0 st —m<x<0

En efecto
L T 0 ™
Y xT)e $_27r T)e $_27r z)e T om z)e T
—L —T —T 0
0 T T
1 —nxzi 1 —nxi 1 ..
= — [0e dr+— [le drx=— [ cosnz—isinnx)dr=
2T 2 2T
g 0 0
1 [sinnz  cosnx]” i
= — +1 = — (cosnm — 1)
2 n n 0 2nm
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entonces

o . 1 1 sz O<z<m
22—(608717?—1)6”1‘/”—1—5: 0 si —m<x<0

an:Cn—i—Kn:mi—ﬂ(cosnw—l)—ﬁ(cosmr—l):()

b, =1(Cp, — K, ) = z(ﬁ (cosnm — 1) + ﬁ (cosnm — 1)) =

1
= — ]_ —
— (1 — cosnm)

ag = C() + KO =1
por lo tanto la serie real estd dada por

o0 1 st O<z<m
1 _ 1 )

E —(1—cosmr)s1nnx+§ = -1 s —7m<z<0

1 U 1/2 st v=0,m —m

Ejemplo 1.31 Hallar el desarrollo de Fourier complejo de la funcion
fx)=2> —7n<z<n

En efecto,

L T g
—nmrri 1 —nxi 1
C, = 37 / f(x)e © dx= oy e dr = gy (2% cos nw — ix? sin nw)dr =

—L -7 -7

1 ) . 7
= — /x2 cosnxdr +0 = — [n2x2 sinnx — 2sinnz + 2nx cosm:]o =

n3m n?

35

2cosnm
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™

1 2
Co /£C2dSC = %

2m
—T
luego
oo
) 2cosnmw . w
T = E ¢+
n 3
n=-—oo
n#0

Si se quiere la serie real entonces (la parte imaginaria es cero)

= 2cosnw ... w2 —1 9cosnm . 2cosnm
2 _ nwT - - —
- = _Z—nZ e + 3 =3 +nz_oo—n2 cosnx—i-; 2 cosnr =
n#0 - -
2 o
T 4 cosnm
= — + cosnx
3 ;::1 n2
Recuerde que
C, = % entonces 2C,, = a, —ib, y K, = % , luego 2K, = a,, + b,

y asi se tiene el sistema de ecuaciones
2C, =a, —1b, y 2K, =a, +1ib,

cuya solucién es
a,=C,+ K, y b,=1i(C, — K, )

y de aqui se pueden hallar los coeficientes de fourier de la serie real. En nuestro ejemplo

2cosnm  2cosnm 4 cosnm

a, = C,+K,= 3 + = 3 n#0
w2 w2 272
i = 0 ent =Co+Kjy=—+—=—
sin entonces, ag o+ Ko 3 + 3 3
Y 2 2
. _2cosnm cos nmw
b, =i(C,, — K, ) =i( T T3 )=0

luego la serie real viene dada por
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3 - s 5n

Ejemplo 1.32 Hallar el desarrollo de Fourier complejo de la funcion

flz)=¢" —m<z<nm T=27m
En efecto
L ™
1 nTTL ]. ]_ 6(1_ni)x
Cn - T dr = — 7nzmd - (1— nz)xd o
2L/f<x)e o 27/ = /. R
—L -7
(14ni) [(ed=mdm — e(=ni(=m) (L4+n8) ¢t r wri i
_ — I —e e
27(1 + n?) 1 27(1 + n?)
(14+ni) , . o - o
= — (e cosnm —ie" sinnw — e " cosnmw — ie smmr) =
27(1 + n?)
1 —1)™(1 /) sinh
= —( + i) (e’r cosnm —e " cosmr) = (Z1)"(1 + na) sinh 7
27(1 + n?) (14+n?)m

Fourier es

sinh 7 i (—1)"(1+nz’)enm .
T (1+n?)

n=—oo

Si se quiere la serie real entonces

sinh 7 i (—1)”(1+m’)€mi B

T~ (1+n?)
1 0o
inh 1)*(1 h "(1 ;
_ sinh7 Z ( )" (1 + ni) i SlIl T Z + ni) i
T (1 +n?) 1+n2

n=1

m (1+n2?) + n?)

n=1

_sinhr o~ ()T = nd) gy sinhw o= (1)1 4 0d)
— > e+ — Zl i e+

=e€ —nm<r<T

sinh 7

™

™

sinh 7

|

37

entonces la serie de
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= —mT<zr<nmT

sinh 7 i 2(—1)"(cosnx — nsinnx) N sinh 7
T (14 n2?) T

haciendo las operaciones algebraicas y tomando la parte imaginaria igual a cero

n=1

Una forma més practica para hallar los coeficientes de fourier de la serie real es asf

(—=1)"(1 4+ ni)sinhw  (=1)"(1 — ni)sinh 7

anp = Cn+Kn:

(1 + n?) 7(1+ n?)
(—=1)"sinh (1l +ni+1—ni) 2(—1)"sinhnw
(1 + n?) 1+n%2 =

) sinh7m sinhm  2sinhn
si n =0 entonces ag=Cp+ Ky = + —
T T T

il (D" +nd)sinhr (=1)"(1 — nd) sinh 7
(—1)"sinh7(1+ni —1+mni)  (=1)"sinh7(2ni®)  2n(—1)"*'sinh~
7(1 + n?) - (1 + n?) RS -

luego la serie real viene dada por

e’ = cosnx + smnr —rnm<xr<TmT

1+n?2 =« 1+n2 T

., sinhT N i 2(—1)"sinh 7 2(—1)""psinhm |
T n=1

Ejercicio 2 Verifique las igualdades de las series de Fourier en solo senos

1.
2 (. sin2rx  sin3mw
— | sin7z + + +..])=1-2 0O0<zx<l1
m 2 3

2.
8 (. +sin3x+sin5x+ ( ) O<z<
— | sinz | = (m—2 r<m
T 33 53

Verifique las igualdades de las series de Fourier en solo cosenos
3.

1 2 Tr 1 37ra:+1 57TI+ ] 0 s O<o<l
5 - cos2 _BCOS 5 5cos 5 )TN 6 1ex<9

Verifique las igualdades de las series de Fourier en complejos
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4.
2 — 1 , -1 si —m1<x<0
et (2n+1)iz _ =
r 2 i { 1 si O<a<n JEHI=S@)
5.
¢ i S —r<r<m flz+2m) = f(x)
— n
0
6.
e 2(—1 n+1 )
Muestre que
4 2(—1)"*! 4(—1)+
= — n — 2 = bn - 0
o=z (7r(4n2 - 1) m(4n? — 1) Y
2 = 4(-1)"*t
Cosg_}_knzz()%cosnx si —m<z<m
7.
7
2 —e"M =2 O<zx<?2 2) =
+Zn7re T T flx+2) = f(z)
"nAt0
Muestre que
—4
a=4 a,=0 b, = — y
nmw
20 = ——ilsinnmc st 0<a<?2
N s n

n=1

8. Hallar la serie compleja para f(t) = { é z g z i i ?) f(t+3)=f(t)

9. Hallar la serie compleja para f(t) = { (1) zz (1) i i z i ft+4)=f(t)

10. Hallar la serie compleja para f(t) =cost 0<t<2 f(t+2)= f(t)
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1.5 Integral de Fourier

Las series de Fourier constituyen una herramienta poderosa para abordar problemas en
los que intervienen funciones periédicas. Sin embargo si la funcién no es periédica el
problema se puede generalizar con la integral de Fourier, que es nuestro objetivo a partir
de este momento. Consideremos la funcién

1 stz <1
flz) = { 0 si |z|>1 figura 1.9

que no es una funcién periédica, entonces a partir de ésta, definimos una nueva funcién
de periédo 2L, fr(x) asi

0 st —L<xrx<-1
fox)y=<¢1 si —-l<z<l T =2L figura 1.10
0 st 1<z <L

y observe que Llim fo(z) = f(z).

Como fr(x) es periddica, su serie de Fourier estd dada por

nwE
+ an cos +b sin — =
Z 7

. nmwr
/fL dv—{—z /fL cos—dvcos—+ /fL sm—dvs1 n——
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Ahora si
w, = % entonces Aw,, = Wy — W, = (n—i_Tl)?T - % = % luego % = A;Un
asi que
L - L L
1 1 1 . .
fr(z) = i/fL(v)dv + Z 7 / fr(v) cos w,vdv cos wyx + 7 / f1.(v) sin w,vdv sin wy,x
"y n=l 7 L
L L L
= % / fL(v)dij% /fL €oS Wy, vdv coS Wy, T + / fr(v) sinw,vdv sinw,z | Aw,
L n=1"p L
L
ysi L — oo entonces % —0 y i /fL(v)dv -0 / |f(z)] dx existe) y
L
o= > fu(@) — f(z)  luego
n=1 n=0

flz) = / /f coswvdvcoswx+/f ) sin wvdv sinwzx | dw

N =

/ ) cos wx + Ty(w) sinwz) dw
0

con

/f Yecoswodv y  Te(w /f ) sin wodv

Expresiones conocidas como transformada de seno y de coseno. En conclusién
[e.e]

Si f(x) seccionalmente continua en todo R y la integral [ |f(x)|dx es convergente en-
—0o0
tonces

o0

1 o [e.9]
—/ /f(v)coswvdvcoswx—l—/f(v)sinwvdvsinwx dw
7r

0

- { f(z) st f(z) es continua en x

+ —
w st f(x) no es continua en X
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6
[e.e] . .
1 f(x) st f(z) es continua en x

- / (T.(w) coswz + Ty(w) sinwzx) dw = { F@) 1 (5)
0

st f(z) no es continua en X

Ejemplo 1.33 Hallar la representacion en integral de Fourier de la funcion

1 sz <1
f(x)—{ 0 si |z >1 figura 1.11

y
1
< > X
-1 0 1
En efecto
o) 1 1 94
T.(w) = /f(v) coswvdvz/f(v) coswvdv:/coswvdv: S:jw
—00 -1 -1

0 1 1
Ts(w) = / f(v) sinwovdv = /f(v) sin wvdv = /sinwvdv =0
—o00 -1 -1

entonces la integral de Fourier estd dada por

1 r 2 OOsinw Losi o <1
— / (T.(w) coswz + Ts(w) sinwzx) dw = —/ coswzdw =< 0 si |z|>1
T m w 1o

0 0 3 st orx==1

De aquf se puden calcular muchas integrales, como por ejemplo si en ambos miembros de
la igualdad

9 T sinw 1 si |z| <1
—/ coswzdw =< 0 si |z|>1
o 1osi o==1
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reemplazamos x por cero obtenemos

o0 o0
2 sin w 2 sin w
— coswldw = —
T T
0 0

es decir

o0 oo
/ mw /smm
0 0

En forma andloga se tiene que

[e.o] o0

i 3 i 3
/smwcos wdw:/smxcos xdsz(a:zB)
w T
0 0
y que
/smwcoswdw: /smazcosxdm: ™ (x=1)
w T 4
0 0

Ejemplo 1.34 Hallar la representacion en integral de Fourier de la funcion

e’ st x>0
f(x)—{ 0 si z<0 figura 1.12
y
e-X
« X
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En efecto
T,(w) = = e _ !
c(w) = f(v) coswvdv = [ e coswvdv = o2 Y2 due
—o0 0
s
£(cosax) = /e_”C cosardr = ——— luego si s = 1y a = w la integral
52 + a?
0
_ _ 1
/e *cosardr = /e *coswrdr =
1+ w?
0 0

Ti(w) = /f(v) sinwvdv = /e” sinwvdv = 1fw2 ya que
—00 0

a
£(sinazr) = /e_sxsinaxda::ﬁluego si s =1y a=w la integral
s2+a
0
_ . . w
/e Tsinaxdry = /e Tsinwxdr =
1+ w?
0 0
entonces
1/(T() +Ty(w) sinwz) d 1/ ! + Y nwe)d
- (w) coswz (w)sinwz)dw = — CoS W sinwz | dw
T T 1+ w? 1+ w?
0 0
e st x>0
= 0 st <0
% st x =

Del anterior resultado se concluye que

2) 7C083x+x8m3xda::7re3 b) 7cos5x—xsin5xdx ~0 o) 7 1 dx:g
0 0 °

1+ 22 1+ 22 1+ 22

Ejemplo 1.35 Hallar la representacion en integral de Fourier de la funcion

)=

e ™ st x>0

e’ siox <0 figura 1.3
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y
ex ex
X
En efecto
= [ Fw)coswrdv =2 [ " coswodv = —
= v) cos wudv = e " coswudy = -5y
[e'S) 0
= /f(v) sin wvdv = 0
entonces la integral de Fourier es
] 0 1 o0 e’ st x>0
—/(Tc(w) coswx + Tg(w) sinwz) d —/ scoswrdw = e si x <0
T s T 0 1 st x=

Del anterior resultado se concluye que

o o0
cos 5x COS T me~ !
1+ x2 1+ x2 2
0 0
Analogamente a las series de Fourier, existen integrales de Fourier para funciones pares ,
integrales de Fourier de coseno y para funciones impares, integral de Fourier de seno

Ejemplo 1.36 Hallar las integrales de Fourier de coseno y de seno de
flxy=e™ si x>0

a) Consideremos f(x) como funcién par, por lo tanto

o0 o0

2
= /f(v) cos wvdv = 2/6“ cos wvdv =

1+ w? Y
0
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Ts(w) = / f(v)sinwvdv = 0 ya que el integrando es una funcién impar
—00

luego

o) o

1 1 2
—/Tc(w) cos wrdw = —/ coswrdw = e si x>0
T ) 14+ w?

0 0

b) Consideremos f(x) como funcién impar, por lo tanto

o0 [e.@] oo 2
Ty(w) = / f(v) sinwvdv = 2 / f () sinwvdv = 2 / e’ sinwvdv = . +ww2 y
—o0 0 0
To(w) = / f(v) coswvdv = 0 ya que el integrando es una funcién impar
por lo tanto
17 1 2
—/Ts(w) sinwzdw = —/ Y sinwrdw= e si x>0
T ) 1+ w?
0 0
1.6 Integral Compleja de Fourier
Sabemos ya que
1 i x st x) es continua en x
— / (T.(w) coswz + Tg(w) sinwzx) dw = f(xf)if)(m—) , /@) ,
T =020 si f(r) no es continua en xg
0
Ahora

N | =

/ (Te(w) coswz + Ty(w) sinwzx) dw =
0

o0 o0

1 o
= —/ /f(v) cos wudv cos wx + / f(v)sinwvdv sinwz | dw
T
0 —00

— OO
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/ / f(v) cos(wv — wzx)dvdw =

1 (o e Xe o]
=5 / / f(v) cos(wv — wz)dvdw — % / / f () sin(wv — wz)dvdw =

—00 —00

>1|r—

[e=]

[e.o]

1 T — f (x) st f(x) es continua en x
//f dv dw—{ )

si f(z) no es continua en xq

—00 —00

Expresién conocida como la integral compleja de Fourier

Ejercicio 3 En los ejercicios siguientes verificar la igualdad considerando la funcion par
o impar si es el caso

1.
2 smw 2cosw  2sinw 2 st 0<z<l1
— — cos wrdw = )
T w? w3 0 si z>1
0
Observe que Ty (w) =0 = /f(v) sinwvdv y deaqui  f(v) es par
por lo tanto
¢ st O<z<l
0 st z>1
flz) = 22 si —l<ax<0
0 sz r < —1
2. -
2 2 sin 2w COSZw—l z st O<zoz<?2
— cos wrdw = i
T w2 0 si x> 2
0
3. .
2 3 i
_/—w ST = e~ cosz i x>0
T wt+4

0

Observe que T (w) = / f(v) coswuvdv y de aqui  f(v) es impar, es decir
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10.

11.

CAPITULO 1. SERIES DE FOURIER
e Tcosx st x>0
f(x)—{ —e®cosx si x <0
z sin 7w sin wx du — sinz st O<z<m
T ol —w? N 0 si zx>7
0
2 cos 55 cos wx duw — ] cosz si o] <5
T 1—w2 N 0 si |z[>7F
0
. 1 s1 O0<z<1
2 Sin w cos wx 1 i
—/(—> dw = 5 St T =
7r0 v 0 si o>1
2 [ (w?+2)coswx ﬁ )
— o dw=¢e"cosx si x>0
T w
0
9 Ool—coswk 1 si O<a<k
—/—Sinwxdw— % st r =k
WO v 0 so o>k
7 2sinwm 2coswm b ost —wm<i<m
/[  — }Sinwtdw: :l:g st T =+7
9 T v 0 si [t] > 7
o0 9 -1 st —wm<t<0
/—[1—cos7rw]sinwtdw— 1 si O<t<m
s T 0 si |t|>=
o0 9 1 st O0<t<x1
— [2sin4w — sinw]coswtdw =< 2 st 1<t<4
T 0 si t>4

0
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12.

[e.e]

2
t/ﬁ——-H-+COSUJ—-20084U48H1U¢dﬂ):
Tw
0

1
2
0

S
S
S?

O<t<1
1<t<4
t>4

49
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Capitulo 2

Transformada de Fourier

2.1 Funcién escalon

La funcién escalén unitaria estd definida por

1 se t>0
”<t)_{o si t<0

Su gréfico se puede observar en la figura 2.1

u(t)

1

A partir de la funcién escalén construyamos las funciones

0 si t<0
u(t)y=9 £ si 0<t<a 8 (t) =
1 st t>a

Su gréficico se puede observar en la figura

U0 X0

I/a

0

1
0

tfa/ 1

t

S
S
St

o1

t<0
O0<t<a
t>a
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y observemos que

i, g (£) = u(?)
ali%lJr 5a<t) = 400
lim 0,(t) = lm u(t) —ult —a) _ lim u(t —a) — u(t)
a—0 a—0 a a—0 —a
() —u()
= m n = u'(t) = 0(t)
t 00
i u(t) = Jlim o(u)du = / d(u)du =1

Ahora definimos la funcién impulso (abusando del lenguaje) por

o st t=0
5(t){ 0 si t#0
y goza de las propiedades siguientes
1. si f™(t) es continua en ¢, entonces

/5(n)(t—t0)f(t)dt:{ (=) f™(ty) si a<ty<b

0 en otro caso

2. si f(t) es continua en t, entonces

(e o]

/ 5 (¢ — 1) f(B)dE = (—1)"f (ko)

— 00

d(at +b) = id (t+é) ' (at +b) = i(gf (t+é)

lal a lal a
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Ejemplo 2.1
1 3 00
1. /eté(t)dt =’ =1 2/ (> =5t+7)6t)dt =17 3. / §(t — 2) sintdt = sin 2
92 —00

-1

e’} 1 00
1 1 1
4. / t2e 3t §(t — §)dt = Z—le’% 5. /t3<5(t + g)dt =0 6./ex25(:c)dx =0
—00 0 1
0o d 1
7. / senzd' (z)dr = 0 (sinz),_, = —cos0=—1 8. /(t + 1)o(t)dt =1
x
o -3
9. / §(x —1)e**dr = 4e?
Definicién 5 Recordemos que la integral compleja de Fourier viene dada por
1 7 7f( ) —iwv iw:pd d o ]' OOF( ) iwxd
5 v)e """ dvdw = 5 w)e™ " dw

f(x) si fes continua en x
— + —
w si f es discontinua en x,

y a la integral

/ fw)e ™ dv = F(w) = F(f(v))

se llama la tr ansformada de Fourier de f: es decir, si f es seccionalmente

continua en R y la integral [ |f(t)|dt converge, entonces la transformada de Fourier de

f, notada por F(f(t)) se dej_i;oe como
FU©) = Fw) = [ foe ™ty a

FUF@) = f(H)=5- / Fw)e™ du

—00

se llama la transformada inversa de Fourier
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Ejemplo 2.2 Hallar la transformada de Fourier de la funcion

et st t>0
0 st t<O

En efecto, aplicando la definicion de transformada a f(t) se tiene

o] 0 00
F(f(t) = / ft)e ™dt = / Oe~"'dt + / e te it
o s 0
/ —(iw)t { 1 —(Hz‘w)t] ~
14w 0
0
1 o —(1+iw)b 1 . —b b
= , [1 — lim e ] = , [1 — lim (e™” cos wb — ie™” sin wb)
14w b—o0 14w b—oo0
B 1
14w
ya que como
-1 b 1
—1<coswb<1 entonces — < cosw < — ycomo lim — =0
eb el eb b—oo b
por el teorema del empareado
cos wb
im =
b—o00 eb
y en forma andloga
sin wb
im =0
b—oo €b
por lo tanto
1 1 et si t>0
F(ft) = F(w) = -t = =¢ 0 si t<0
) =Fw) =0 v F ) =IO =1 0 st
! =

Ejemplo 2.3 Hallar la transformada de Fourier de la funcion

—(1+)t o
e st t>0
ft)= {

0 st t<0
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En efecto, aplicando la definicion de transformada a f(t) se tiene

F(f@) = 7f(t)e‘mdt - 76—(1+z‘)t

0

= — [1 — lim (" cos(w + 1)b — ie " sin(w + 1)b)

_ ;6—(1+i+iw)t =
1417+ w 0
1
1 1

T+i+iw 14+ i(w+1)

i) -

o

0

_ 1 [1 ~ lim e—(1+i+iw)b] _

b—oo

1404w

eIt g >0
0 st t<O0
1 s t=0

Ejemplo 2.4 Hallar la transformada de Fourier de la funcion

ft) =

En efecto, aplicando la definicion de transformada a f(t) = e~ se tiene que

[e.e]

F(I(1) = /f@fmﬁ:

0

—0o0

0 [e's)
/ ete—iwtdt + / e—te—iwtdt
—00 0

— /6(1—iw)tdt+/€—(1+iw)tdt:
0

1 o0 1 s
— (1—iw)t . —(14iw)t
1—dw [e ]*00 14w [e }0
! 2
o l—dw 14w 14 w?
luego
Fle ) =F) =1y Flg) =l
1+ w? 1+ w?

Ejemplo 2.5 Hallar la transformada de Fourier de la funcion

fle) =

|

95
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t2

En efecto, aplicando la definicion de transformada de fourier a f(t) = e™"" se tiene
FUw) = Fw) = [ s = [ eFeita= [ oo
'uu2 T 2 w2 i 2

= e 1 / e dr=e 1+/T ya quesil= /e‘x dx entonces

I? = /e“vzdx./e_yzdy: / /e_$26_y2dxdy: / /e_(””Q’Lyz)dxdy
2w oo

= //e"Qrdrdﬁ =1 entonces I =+/m

0 0

por lo tanto
11)2 '11}2
}"(e’ﬁ) =F(w)=e¢ tyr y Flletyn) = et
Ejemplo 2.6 Hallar la transformada de Fourier de la funcion

f(t)_{(l) ¥ miz — u(t +a) — u(t - a)

En efecto, aplicando la definicion de transformada de fourier a f(t), se tiene

a

F(f(t) = Flw)= 7 / (t)e_mdt:/ et = - {%e—iwt];

—a

elwa _ efiwa 5 elwa _ efiwa 2sin wa
' 2w

w1 7 w

por lo tanto

2sinwa _1,2slnwa 1 SZ: [t <a
F(f) = Flw) = =20y FAER —py =9 0 s >0
% st t==a
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Ejemplo 2.7 Hallar la transformada de Fourier de la funcion

A st —a<t<O
ft) = —A . 0<t<a

st
0 fuera

En efecto, aplicando la definicion de transformada de fourier a f(t), se tiene

a

F(f@) = / ft)e ™tdt = / f(t)e ™tdt = / Ae"tdt — / A"t
0

(1-— (emwa — 2A 2A iwa —iwa
= - 4 =—— 4 — (e =
wi wi wt 2w
2A 2A 2A wa
. (coswa — 1) ” (1 — coswa) - sin ( 5 )

Ejemplo 2.8 Hallar la transformada de Fourier de la funcion

1 s1 0<tx1l
f=4 -1 si —1<t<0
0 s It > 1

En efecto, aplicando la definicion de transformada de fourier a f(t), se tiene

1

F(ft)) = F /f Je "t = /f Je tdt = j—mﬁ+/‘mﬁ:
1

1 + ezw (efiwa _ 1) 6 671

w1 w1 w1 2w W W
2 2 sinw

W w

Ejemplo 2.9 Hallar la transformada de Fourier de la funcion

F(t) = 6(t — a)

En efecto, aplicando la definicion de transformada de fourier a f(t) = d(t — a) se tiene
F(5(t— a)) = / 5(t — a)e~dt — e~ Juego Fl(e ) = §(t — a)

Yy ast
o0

F(o(t) = / S(t)e ™dt =e ™ =1 luego F (1) =6(t)

—0o0
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Ejemplo 2.10 Hallar la transformada de Fourier de la funcion
f(t)=0(t —1)tsint

En efecto, aplicando la definicion de transformada de fourier a f(t) = 6(t — 1)tsint se
tiene

o0

F(6(t — 1)tsint) = / 5(t — 1)tsinte"'dt = (tsinte™™"),_ =sinle™™

Ejemplo 2.11 Hallar la transformada de Fourier de la funcion

f(t) =" (t)e*
En efecto, aplicando la definicion de transformada de fourier a f(t) = §"(t)e* se tiene

o0

FE @) = [ 50 = (1)

—00

2 &
i

(e2t€—iwt)t:0 — (zw . 2)2

Ejemplo 2.12 Recordemos que

- | -
F 16w —a)) = o / S(w — a)e™ dw = %emt

luego

Yy ast

Ejemplo 2.13

Fl(cosat) = F (#) = %f(emt) + %}"(B_iat) =7 (6(w —a)+6(w+a))

y en forma andloga

F(sinat) = —im (0(w — a) — §(w + a))
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2.2 Algunas propiedades de las transformadas de Fourier

2.2.1 Linealidad

Si
F(f(t) =F(w) y F(g(t)) =G(w) entonces

Flaf(t) £bg(t)) = aF(f(1)) £ bF(g(t)) = aF (w) + bG(w)

En efecto

o0 o)

Flaf(t) £ bg(t) /mﬂ>i@u)ﬂ%ﬁ—a/f wtaren [ glneas
G (w) -

— aF(f(1) £ bF(g(1)) = aF (w)
y de aqui

F Y aF(w) £bG(w)) = af(t) £ bg(t) = aF (F(w)) £ bF 1 (G(w))
2.2.2 Dilatacién
si F(f(t)) = F(w) entonces F(f(at)) = 1| F ( )

En efecto

o0

! . 1 »
= / flat)e ™ dt = / f(u)e " du = (E> siu=at paraa >0
a a

y por lo tanto

La demostracion si a < 0 es andloga

Ejemplo 2.14 Recordemos que

entonces

Fle ) = F(w) =

T 1 2 1 [ 24 2|al
F(e lt‘):_ 2] =70\ 2 2]~ 2 2
al \iv @) "W \@Ter) T @

y F 2 |al > — o latl
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Ejemplo 2.15 Recordemos que

2
Fle) = F(w) = T entonces

N 2 1213\ _ 6
Fle™) 13\<1+()2> ]3](32+w2> 9 4 w?

Ejemplo 2.17 Como

Fle tu(t)) = — entonces

a
_m1~|—wf ~ a| (a + wi)

Ejemplo 2.18 Como

entonces

1 -1 1

+w—; (=24 wi) (2 — wi)

1
21
< 2w ) e*u(—2t)

1+ 2w
6 — w? + Siw

F(eu(-21)) =

Ejemplo 2.19 Hallar la inversa de

F(w) =
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En efecto
14w 14w 14w
Flw) = —— 0 T .
6 —w?+biw (iw)?2+dw+6 (2+iw) (34 w)
A B -1

entonces

5w 3tiw 24w 31w

1+ iw 2 1
-1 _ 1 _ 1 _ 9p—3t 2t
d (6—w2+5iw> d (3+z’w> d <2+iw) e u(3t) — e u(3l)

2.2.3 Corrimiento con respecto a la frecuencia
Si F(f(t)) = F(w) entonces F(f(t)e'™)=F(w—a) y
FH(F(w = a)) = f(t)e™

En efecto:

o0 [e.9]

F(F)e™t) = / F(#)eite vt gy — / F(#)et =) gt = P(w — )

Ejemplo 2.20 Como
w2
Fle)=eT\/7 entonces

_(w=1)?2

Fle ety =e "7 n
w— 2 .
y F <e_( T ﬁ) — Vet

Ejemplo 2.21 Como

2
Fle !t = T entonces
- 2
F =3ty - 2
(6 € ) 1+ (w _ 3)2

2 )
por lo tanto fil (m) = €7|t|€37lt
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Ejemplo 2.22 Hallar la transformada de fourier de

g(t) = f(t)sinat
En efecto :

F(f(t)sinat) = F (f(t) (%)) - % [F (ft)e™™) — F (f(t)e )]

= S [Flw—a)~ Flwta)] 8 F(f(t) = F(w)

Andlogamente F (f(t) cosat) = % [F(w—a)+ F(w+a)]

Ejemplo 2.23 Hallar la transformada de fourier de

cos2t si —a<t<a
f(t)_{ 0 st Jt|>a

En efecto : Como
f(t) = (cos2t) (u(t 4+ a) — u(t — a)) entonces

F ((cos2t) (u(t + a) —u(t —a))) = Singuw__;)a Singuw—l—+22)a

Ejemplo 2.24 Hallar la transformada de fourier de
f(t) = e "u(t) cos 3t
En efecto :
1
1+w
1 1 1

F (e_tu(t) cos 3t) =51t i(w — 3) * 1+i(w+3)

Como F (e tu(t)) = entonces

Ejemplo 2.25 Hallar la transformada de fourier de
f(t) = e Msinat

En efecto :

2
Como F (e"”) = T5w? entonces
w

1 2 2
It gin 4¢) = — _
Flesindt) = o 1+ (w—4)2 1+ (w+4)?
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Ejemplo 2.26 Hallar la inversa de

Flw) = 2sin(w — 3)a
w—3
En efecto :
: 1 st |t <a _ 2sinwa
Si f(t) = { 0 si |t|>a entonces F (f(t)) = o por lo tanto
F(f(t)e™™) = 2sinw — 3)a sn;(}w_— 3)a luego F~! (—2 SHL(]w_; 3)a> = f(t)e*

2.2.4 Corrimiento con respecto al tiempo
Si F(f(t)) = F(w) entonces F (f(t —a)) = F(w)e ™™ y
FH(F(w)e™ ™) = f(t — a)

En efecto
F(f(t—a)) = / £t — a)emtdt — / Ft)emm+o) gy — =i p(yy)

Ejemplo 2.27

6—27,11)

(3 +iw)

F(u(t —2)e ) = F (u(t)e ™) e =

Ejemplo 2.28 Hallar la transformada de Fourier de
f(t) = 3u(t —2)e™
En efecto :

F (3u(t — 2)67315) = F (3u(t — 2)6*3(t*2+2)) — 3¢S F (u(t _ 2)6—3(1572))
3~ 2iw+3)

= 3¢ OF (u(t)e ™) e = B

Ejemplo 2.29

}“(e*\tﬂ%\) _ (1 +2w2> o 5w

63



64 CAPITULO 2. TRANSFORMADA DE FOURIER

Ejemplo 2.30

En efecto :

2 2 ,
como F(e Iy = 5w entonces F(e 1"73) = (1 n 2) e B
w w

2 .
1 —3iw —[t—=3
7 () ) e

Ejemplo 2.32 Hallar la inversa de

11]2 :
F(w)=e¢ T/me ™
En efecto :
Como F(e™¥')=e T\/m entonces Fle V) = e 7 /me ™
w? ; 2
y F! (e_T\/Ee_””) = (1)

Ejemplo 2.33 Hallar la inversa de

Flw) = (2 sin wa) o3

w
En efecto :

1 si |t|<a
0 si |t]|>a

Ff(t—3)) = (ZSinw“> e Juego F! ((28inwa> e—f’”‘w) = f(t—3)

w w

9 g
sabemos que F (f(t)) = S a por lo tanto
w

si 1) = {

1 s |[t=3|<a
con f(t_?’)_{o si [t—3]>a
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Ejemplo 2.34 Hallar la transformada inversa de

» e—2(w—3)i
W) = 5w =3
En efecto :
. o—(2w—6)i - e—2(w=3)i
5+ (w— 3)i 5+ (w— 3)i
1 —2w1i
Como F (e "u(t)) = S W entonces F (6_5(t_2)u(t —-2)) = 5w PO lo tanto
F (eBite5(-2) 9 e 2lw=3y /
{2 - - t _ -
(e*"e u( ) g P uego
o~ 2(w=3)i _
f‘—l — 3it ,—5(t—2) t—9
(5+(w—3)7j) ere T u(t=2)
Ejemplo 2.35 Hallar la transformada inversa de
2e4 sin 2w
F =
(w) 9 + w?
En efecto :
f—l 2€4wi sin 2w _ F—l 2e4wi (€2wi _ €—2wi) /2Z _ _Z‘f-—l e4wi <€2wi _ e—Qwi)
9 + w? 94 w? 94 w?
€6wi _ eQwi €6wi €2wi
- _ ']:'—1 - = — f’—l . f_l
' ( 9+ w? > @[ (9+w2) 9 + w?
—q 666w’i 6€2wi i
= — |F1 — F1 — _ [,8lt4e] _ —3[t42]
s 17 (55) 7 ()| = e
ya que
2 6 Gebwt
F (e 1B = — F (e BE+6I) —
(™) 350+ (2)) 9twr ? ( )= 05w

2.2.5 Propiedad de la derivada

Sea n un entero positivo y f ™ (t) continua con / Ki () ()| dt convergente

—00
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y lim f®@) = im fP#) =0 k=0,1,2,..n—1,si F(f(t)) = F(w) entonces

F(™@) = (w)" Flw) y  FH((iw)" Fw) = f"()

La demostracion se hard para n =1. En efecto sabemos que

F(@) = [ rweva o= rod u=c]

= f(t)e ™ +iw / f(t)e ™t dt = iwF(w) pues

—00

lim f©O(t) = lim f(o)(t) =0y ‘efi“’t‘ = 1,y por lo tanto

t—oo

b |00 i [0 =0

t—o0

entonces ]—"(f’(t)) = wF (f(t)) = iwF(w)
Si la funcién es continua a trozos y las discontinuidades son de salto y finitas con a; =
f(&5) = f(t;,) el tamaro del salto entonces

n

F(f'(t) =iwF(w) — Zake—iwtk

k=1

Supongamos que f tiene solamente una discontinuidad de salto en to con a = f(tg)— f(ty)
entonces

fﬁﬁ»::/}' ”th/f ‘mﬁ+/f ety

= f(t)e*lwti —|-zw/f ﬂwtdt—i— f(t)e fzwtt —|—zw/f fzwtdt

o0

= lim f(t)e ™ +iw / f)e™dt — lim f(t)e™™" + iw / f (e ™tat
t=ty t—t]
= J

= St e i [ f e

= [f(t5) = FED] 7™ +iwF (f () = iwF (w) — ae™""
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Ejemplo 2.36 Hallar la transformada inversa de

w2

F(w) = (iw)e™ /7

En efecto :

2

Fle™)=eT/m entonces F(—2te ™) = (iw)e T /7
y asi F* ((iw)e_wT ﬁ) = —2te"
Ejemplo 2.37

La funcion signo de t se define por sig(t) = —1 4 2u(t) y su derivada por

67

% (sig(t)) = 2u'(t) = 20(t) entonces F <i (sig(t))) =2F (0(t)) =2 =iw F (sig(t))

dt

2
[ F(sig(t)) = —
uego F (sig(t)) = —
Ejemplo 2.38 Transformada de fourier de la funcion escalon

sig(t) 1 1

Flu) = (50 1) = L+ wtw)

w

y Flult—a))= (.i + 7T5(w)) ¢iwa

mw

7 (vm)

Ejemplo 2.39 Hallar

En efecto : Como

2 .
F (sigt) = — ent F (e71%sigt) = ————— por tant
(sigt) - entonces (e7 " sigt) i(w + 10) por tanto
F (6_10i(t—1)82~g(t — 1)) = ﬂ asi que
i(w + 10)

ffl e—iw B e—lOi(t—l)Sig(t -1
i(w+10)) 2
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f(t)

3t

Ejemplo 2.40 Hallar la transformada de Fourier del pulso triangular
2t s 0<t<1
fty=¢ 3—t st 1<t<3

0 en otro caso

Su grifico se pude observar en la figura 2.2

Se mostrardn varias soluciones posibles

1 Se hard por la definicién de transformada,es decir

[e.e]

F(I(1) = /f@fmﬁ:

0

— /f _Zwtdt—f—/f —zwtdt+/f —zwtdt_l_/f —iwtdt
3

0

= / 0.~ ™'dt + / 2te”"™tdt + / (3 —t)e ™dt + / 0. "idt
3

—00 0 1
2 — 3eTW 4 3w

(iw)’

2 Se deriva la funcién

2t st 0<t<1
ft)y=¢ 3—t si 1<t<3 paraobtener
0 en otro caso
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2 st O<t<l
fle)=¢ -1 si 1<t<3
0 en otro caso

Su gréfico se pude observar en la figura 2.3
()

2

y escribimos a f'(t) como combinacion lineal de la funcién escalon, es decir,

F16) = 2[ut) =l = D]+ [u(t = 1) —u(t = 3)] (=1)
= 2u(t) —3u(t —1) + u(t — 3)

y derivando cada término de la igualdad anterior se tiene
f7(t) =20(t) —30(t — 1)+ o(t — 3)

y aplicando transformada a cada término de esta igualdad se tiene

F(f"(1) = (iw)* F(w) = F (20(t) —35(t — 1) + 6(t — 3)) =2 — 3¢ ™ 4 ¢~

y asi
(iw)? F(w) = 2 — 3™ 4 %

luego

2= 3e W e

F(w
(w) (iw)2

(cuidado! cuando la funcién sea discontinua)

3 Escribimos la funcién f(t) como combinacién lineal de funcién escalon, es decir,

ft)=2tut) —ult—1)]+ult—1) —u(t—3)](3—1)

69
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y derivando cada término de la igualdad se obtiene

f'#) = 2[u(t) —u— 1] +2t[0() —6(t — 1] — [u(t — 1) —u(t — 3)]
+@ =)ot —1) —4(t —3)]
= 2u(t) — 2u(t — 1) + 266(t) — 2t6(t — 1) — u(t — 1) + u(t — 3)

-1
F(B =)t —1)— (3—1)5(t—3)
y ast

F'(@t) = 46(t) —66(t — 1)+ 2t6'(t) — 3td'(t — 1)
+38"(t — 1) +26(t — 3) — 30" (t — 3) + t0'(t — 3)

por lo tanto ' '
F(f"(t) = (iw)’ F(w) =2 — 3e™™ + ¥ ya que

Fas(#) = / S(E)e Mt =4 F(65(t— 1)) = / 65(t — 1)e—tdt — 6

—00 —0o0
o0

! ! —iw d —tw
F 25 (t) = /2t5 (t)e tdt:—QE (tem™"),_, = —2

—00
o0

FOoa-1) = [ 30— D = 35 (e

i =-3 (e’ —we” )

t=1

—00

F(30'(t—1)) = / 30'(t — 1)e ""dt = —3 (—iwe™™)

—00
oo

F(25(t=3)) = / 20(t — 3)e~"™'dt = 2¢~

— 00

FB5(t—3)) = / 357t — 3)e~iutdt — 3(iwe)

—00
o0

F(td'(t—3) = / t6'(t — 3)e”™dt = — (e — Biwe™ ™)

—00
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Ejemplo 2.41 Hallar la transformada de fourier de

f(t):{ii si 3<t<11

0 en otro caso

Su grifico se pude observar en la figura 2.4

f(t)

En efecto como
ft)=5u(t—3)—ult—11)) f'(t)=5(6(t—3)—0d(t—11)) entonces

F(f'(t) =iwF(w)=F (5(6(t —3) —6(t — 11))) =5 (e*** — e~ "'™) por lo tanto

Fw) =

sin 4w

5 (67311)@' _ eflliw> 10 64wi _ 6741'11) i 10€f7iw
= — _— [ =
21 w

o0

11
= / ft)e dt =5 / wit
—00 3

2.2.6 Potencial por f(t)

W w
o

Si F(f(t)) = F(w) entonces F (t"f(t)) = i"F™(w) y F* (i"F(”)(w)) =t"f(t)
Se hard la demostraciéon para n=1. En efecto

o)

F(w) = / f(t)e ™dt entonces F'(w) = / f@)(—it)e ™ dt = —iF (t f(t))

por lo tanto F (¢ f(t)) =i F'(w)

71
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Ejemplo 2.42 Hallar la transformada de fourier de

fity=te™”
En efecto:
2 d w2 2 w2
F (te_t ) i (e—Tﬁ> — _ymiZle %
dw 4
Ejemplo 2.43

F(td'(t) = / &' (t)te™ ™ dt = (—1) (™" —dwte™™"),_ = —1
Ejemplo 2.44

Flt(u(t +a) — u(t — a)) = i (ZSinwa) . (awcos(wa) —sin(wa))

dw w

Ejemplo 2.45

Fltue ™) =i F () =i () = o =

2.2.7 Simetria

Si F(f(t)) = F(w) entonces F (F(t)) =2nf(—w)

o0 o0

1 , .
En efecto, f(t) = Q—/F(w)e“"tdw entonces 27 f(t) = /F(w)e’wtdw
7r

Ahora 27 f(—t) = / F(w)e ™'dw y reemplazando t por w se tiene que

2nf(—w) = / F(t)e ™ dt = F (F(t))
Ejemplo 2.46 Como
Fle lth = 2 F(w) entonces
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a) f( 2 ) = 21 f(—w) = 2me” V!

1+¢2

2 .
-9 —|w| —3ws
b) - <1+(t—3)2) Te e

sin 3t T —lw-3 —|w+3 1 —|wl
c) f(1+t2):2_i[6 | — emlwt3]] yaque]:(l_i_752 = Te

Ejemplo 2.47 Como

Fle tu(t)) = — = F(w) entonces

o) F <1in) — 2meu(—w)

b F (1+4i) = 2 [l (w — ) + el (w + )]

c)]-"( ! )zi%(?ﬂewu(—w))

1+t
9 i
Ejemplo 2.48 Como F((u(t +a) —u(t —a))) = szr;wa entonces
4 sin 2w
ft) =F2u(t+2) —u(t—2)) = " por tanto

F (451;1 2t) =2m.2 (u(2 — w) — u(—w — 2)

Ejemplo 2.49 Como
F(cos3t) = F (1.cos3t) = 7 (6(w + 3) + §(w — 3)) entonces

F(m(0(t+3)+6(t —3))) =27 cos 3w por lo tanto
S(t+3)+4(t—-3)
2

F 1 (cos3w) =

Andlogamente

71 (sin3u) — HOC+D) . 5(t - 3))

73
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Ejemplo 2.50 Hallar la transformada inversa de fourier de

F(w) = e "3 cos(2w — 6)

En efecto :
F! (e"“”3| cos(2w — 6)) = F (€*|w73l cos2(w — 3)) pero

1 1
F (e—htl COS 225) =17 (w22 + 15 (w1 27 entonces
F ( 1 + L ) = 21e "l cos 2w por lo tanto
14+ (t—2)2 1+ (t+2)?
o3t o3t
F (1 g T 2)2) = 2me” " cos 2w — 3) y asf

-1 (_—|w-3| e 1 1
Fre eosQu=6)) = S \ T ap YT g g2

sint
7 (sre)

1 ) 2T 4
= —e¢ entonces

Ejemplo 2.51 Hallar la

En efecto : Como

8
F (6_4‘“) = entonces F <16 T S

16 4 w?

sint )
F _° —4jw+1| _ —4w—1|
<16 T t2> 5 ‘ )

2.2.8 Integracién en el tiempo

Si
F (f(t)) = F(w) entonces

@ + 7 F(0)8(w)

F ] flu)du | =
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Ejemplo 2.52

t
F (tel j —4
- /ueawdu _FLe) (20 VY de
w w \ dw \ a? + w? (a2 4+ w?)

— 00

Ejemplo 2.53

F (/ = ) T R RO)(w) = T ()

1+ u? w 1w

—00

2.2.9 Transformada de una funcién periédica

Si f(t) es periddica de periodo 2L, su serie de Fourier compleja viene dada

f(t) = Z C,he"T" entonces

n=—0oo

F(f(t) = f: CoF (") = f: Ca2md (w = "F)

n=—oo n=—oo

Algunos ejemplos aplicando las propiedades anteriores.

Ejemplo 2.54 Hallar

F <e“”(7r<5(w+2)+ ! ))

i(w+2)

En efecto : Como

F((u(t)) = mo(w) + i entonces F (e *"u(t) = md(w + 2) + -

as? que
iw i(w+ 2) 1

F (e’%(t’l)u(t — 1)) =e " (md(w +2) +

) por lo tanto

1
i(w+2)

) _ e—2i(t—1)u<t . 1)

Fi (e_“” (md(w + 2) + w+2)

Ejemplo 2.55 Como
F(1+ cos(4nt)) = F(1) + F(cos(4rt)) = 276 (w) + 7 (6(w — 47) + §(w + 47))

entonces
F12md(w) + 7 (§(w — 47) + §(w + 47))) = 1 + cos(4rt)
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Ejemplo 2.56 Como

1 ~ 1
F(sign(t)) = o entonces F(e*"sign(t)) = =3 por tanto

S5iw
F (¥ sign(t +5)) = - ‘

i(w — 3)
Ejemplo 2.57 Como

61w
—3\t+6|) be

318\ _
JT(e )_ 9+ w?

5 entonces F (e

9+w

Y como

2i6(ebiv — p2iw 64 gin 2
F (6—3\t+6| - 6—3\t+2l) _ 4 2(;9 - wi) ) = 2@‘% por lo tanto

ffl 6ediv gin 2w B 673\t+6| _ 673\t+2|
9+w? ) 2

Ejemplo 2.58 Hallar
F (e cos(2w + 8))

Como
1 6 6 3 3
F (e 3 cos(2t)) = = =
(e eos2) = 5 g "o w_22] 9T (@i 07 (w27
entonces
F 3 + 5 = 2me 1"l cos 2w ast que
9+ (t+2)2 9+ (t—2)2
36—4it 36_4“
-9 —3|w+4| 2 4
(Frirar t o ap) ot
de donde
36—42'15 36—4z‘t 1
f'fl —3|w+4| ) ])) = -
(e cos(2w + )) 9—|—(t+2)2+9+(t—2)2 o
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2.2.10 Convolucién

La convolucién de f(t) y g(t) notada por f(t)*g(t) se define por

o

/f t—udu—/g(u)f(t—u)du

—00

Demostracién
Sabemos que

/ g(t —u)e ™ dt = F(g(t — u)) = e "™"“G(w) por lo tanto

— 00

o0

F(f(t) * g(t) = / F(8) * g(t)e "t — / / F)g(t — w)due—"tdt

—00 —00
oo o0

/f g(t —w)e ™t dudt = //f g(t —w)e ™tdtdu

/. /1
70 Flu)e G / Flu)e ™ du = F(w)G(uw)

Ejemplo 2.59 Hallar f(t)* f(t) si

ro={ w1z

st t<0

7

En la figura 2.5 se observan los gréficos de f(u) y de f(-u) y en la figura 2.6 se observan

los graficos de f(t — u) y f(u)
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£f(u) £(-u)

En efecto:

f(t)*f(t):/f(u)f(t—u)du:{ teo_t T s

S

sit < 0, en la figura 2.6 se observa que el producto f(u)f(t —u) =0, es decir

t 0 0
f(t) /f flt —u)du = /O.e_(t_“)du+/0.0du+/e‘“.0du =0
—0o0 t 0
£ ()

Si t > 0 dela figura 2.7 se puede observar que el producto f(u)f(t —u) # 0 solamente en

0 t 00
f) = f(t) = /f f(t —u)du = /O.e(t“)du—i- /e“.e(t“)du—l— /e“.Odu =te !
—00 0 t
1 1 1

Asi que F(f(t)* f(t)) = F(w).F(w) = l+iw 1+iw (1+iw)2

o ((;) = f(t)* (1) = { PR

St
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y%

0 t b
Ejemplo 2.60 Mostrar que st
1 s ft]<a
ft) = { 0 si [t>a entonces

oo 0 si t< —2a
0= oo {477 5

St
0 S? t > 2a

Su grifico de f(u) y de f(t-u), se pude observar en la figura 2.8

f(t-u) W

t-a t t+a -a a

En fecto :

Sit < —2a de la figura 2.8 se observa que el producto de f(u)f(t —u) =0

t—a t+a —a a o0
fl&)=f(t) = /0.0du+/O.ldu+/0.0du+/1.0du~l—/0.0duzo
—o0 t—a t+a —a a
t—a —a t+a a o]
Si—2a < t<0 f(t)xf(t)= /0.0du+/0.1du+/1.1du+/1.0du—|—/0.0du:
—00 t—a —a t+a a

= t+2a, yaque f(u)f(t—u)=11si —a<t<t+ay cero fuera figura 2.9
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= U
t-a -a t 0 t+ta a
—a t—a a t+a oo
0 < t<2a f(t)* f(t) = /0.0du—l—/1.0du+/1.1du+/0.1du+/0.1du
—00 —a t—a a t+a

= 2a—t yaque f(u)f(t—u)=11si t—a<t<ay cero fuera, figura 2.10

» U
-a Ota a't t+a
—a a t—a t+a o]
Sit>2a f(t)* f(t)= /0.0du+/1.0du+ /0.0du—l— /O.ldu—l— / 0.0du =0
— 00 —a a t—a t+a

yaque f(u)f(t—wu)=0, parat>2a  figura 2.11

-a 0 a ta t t+a
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2sinwa 2sinwa

Asi que F(f(t)* f(t) = F(w).F(w) = ‘ _ (25inwa>

w w w

por lo tanto

0 st t< —2a

2sinwa ) > t+2a si —2a<t<0
_1 . _ —_— —_—
7 (( w )>_f(t)*f(t)_ 20—t si 0<t<2a

0 St t > 2a

Ejemplo 2.61

1 s ] <1
Sean g(t)—{ 0 si H;l y h(t)

entonces

et si t>0
0 st t<0

Su grifico se pude observar en la figura 2.12

h(t) h(-u)

> "t o

»” U
1 0 1

Mostrar que

o0 0 si t<—1
g(t) = h(t) = / g(u)h(t —u)du = 1—e (D si —1<t<1 pues
e~ — =) 4 t>1

—00

ey
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sit<—1, f(u)f(t—u)=0 figura 2.13

t -1 1 00
g(t) * h(t) = /O.e(t“)du—l—/0.0du+/1.0du+/0.0du:()
—00 t —1 1
_———_’/‘
> u
1 0 t 1

—1<t<1 f(u)f(t—u)#0 solamente en el intervalo [—1,¢] figura 2.14

-1 t 1 0o
g(t) * h(t) = / 0.~y + / Le Wy + / 1.0du + /0.0du =1—e D
—oo -1 t 1
—
1 0 R

sit>1 f(u)h(t —u)#0 solamente en el intervalo [—1,1] figura 2.15

-1 1 t o)
g(t) xh(t) = /O.e(t“)du—i—/l.e(t")dqu/O.e(t“)du—i-/0.0du
— -1 1 t

o (t=1) _ = (t+1)

Asi que F (g(t) * h(t)) = G(w).H(w) = 2s1nw‘ ! — por lo tanto

w 1+ 1w
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2sinw 1 0 st b=l
Fl ( T ) = g(t) * h(t) = l—e D) 5 —1<t<1
w1+ e~ (1) — =) g t>1
o 0 si t<—1
h(t) * g(t) = / h(u)g(t —u)du = 1—e (D si —1<t<1 yaque
et — o= (D) g t>1

—00

Si t<—1 h(t)*g(t) =0 todas las integrales son cero figura 2.16

h(u)
g(t-u)

t+1
Si—1<t<1 h(t)xg(t) = / e "du = 1—e Y lasotras integrales son cero figura 2.17
0

Si t>1 figura 2.18 h(t)xg(t) = / e du = e~V e~ Jas otras integrales son cero

Ejemplo 2.62
1+t si —1<t<0 1 si 1<t<?

Sean h(t)=¢ 1—t si 0<t<1 gy z(t)= entonces
0 en otro caso
0 en  otro caso

Su grifico se pude observar en la figura 2.19
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g(t-u)

hw

* 1
0 1 t1 t tHl
h(t) X(t)
1
1+t 1-t 1
1 it 1 2t
0 s? t<0
>0 t si 0<t<1
() # h(t) = / s(Wh(t—w)du= 3t— 23 s 1<t<2 pues
2
e (Bt i 2<t<3
0 S1 t>3

En efecto

Si t <0 z(t)xh(t) =0 ya que todas las integrales son cero. figura 2.20

x(u)

1

v
c

t-1 t t+1 0 1 2

t+1

2

Si 0<t<1 figura 2.21 x(t) * h(t) = /(1 + (t —u))du = %
1
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t-1

t

Si 1 < t<2 figura 222 z(t)*h(t) = /(1 — (t —u))du + /(1 + (t —u))du

1

3
= 3t—t*—=
3 2
3—1t)
Si 2<t<3 figura 2.23 x(t) / (t—u)) =( 2)
=1

h(t-u)

3 tr1° ¢

Sit >3 figura 2.24 z(t) * h(t) = 0 todas las integrales son cero
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X(u) h(t-u)

0 1 2 a1 t g
0 51 t<0
£ si 0<t<1
Ahora mostrar que h(t)*x(t) =< 3t—t*—3 si 1<t<2 pues
B g 2<t<3
0 st >3

Si t—1< —1, figura 2.25 h(t) * x(t) = 0 todas las integrales son cero

h(u)
X(t-u)

t—1
Si —1<t—1<0 figura2.26 h(t)*x(t) = /(1+u)du—

-1

2

X(t-u

h(u)

0 t—1
3
Si 0<t—1<1 figura 2.27 h(t) / du+/1—udu-3t—t2—§
Z2



2.2. ALGUNAS PROPIEDADES DE LAS TRANSFORMADAS DE FOURIER

X(t-u)

Sil<t—1<2 figura 2.28 h(t)*x(t):/(l—u)du:

h(u)

Sit—1>2 figura 2.29 h(t) *xx(f) =0 todas las integrales son cero

h(u) X(t-u)

Ejemplo 2.63
Sean z(t) = e'u(—t) y y(t) = u(t) entonces

Su grifico se pude observar en la figura 2.30

bt <
verificar que z(t) * y(t) = { 61 i ; 8

87
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X(t)
1 y(t)

t

—00

P

0
Sit>0 =z(t)*y(t) = / e'du =1 figura 2.32

yit-u)

x(u)

Si t<0 y(t)xz(t)= [ ¢ “du=¢" figura 2.33

Si t>0 y(t) x z(t) = /et_“du =1 figura 2.34

t
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z{t-u)
yu)

\m\.

t 0

Ejemplo 2.64 Hallar la transformada inversa de

1

F = —
(w) 2 — w? + 3iw

En efecto :
-1 1 . 1 1 1 R iy »
. (2—w2—|—3iw) N (2+Z’w‘1—|—iw> = FH(F (e7u(t)) F (e7'ult)))

=
= FH(F(Eult) e u(t) = e ult) x e u(t) = (7 — ™) u(t)
Ejercicio 4

I. Hallar la transformada de Fourier de las funciones siguientes

1)
a) f@)::2—35U—5)+30082hyﬁrén+-y%ﬂe&-+éé(u(ﬂe&)

1 sint N 1 sin3 (¢t —1)
d4it 14+12 94 (t—2)° t—1

¢) h(t) = te"tu(t) cos 4t+t* sin 5t+e tu(t)xe 4t (u(t + 1) — u(t — 1))

b) g(t) = e " (u(t) —u(t — 6))+ +2

¥iu)

—_—
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2)
h(t) = fla(t =0))+tf(3+t)+ (1 —1t) f(1—1t)+ (t—2) f(2t) —tj—J;
0 51 t< -2
2t4+4 s1 —2<t< -1
3) Sea f(t)= 2 s —1<t<1
4-2t si 1<t<2
0 st t>2
a) Mostrar que
ft) = Jut+2)—ut+1)]2t+4)+ [ut+1) —u(t—1)]2+

b) Mostrar que

") = 2t+4)0(t+2)— (2t +4)0(t+1)+46(t+2) —45(t+ 1)+ 25 (t + 1)
=28t —1)+ (4 —-2)0(t—1)—(4—2t)6"(t —2)+46(t —2) —40(t — 1)

c)
(iw)? F(w) = 26%% + 272 — 2¢™ — 2¢™™ por lo tanto
F( ) 2€2iw + 26721'111 _ 262'11) _ Qefiw
w) =
(iw)*
d)

') =ult+2) —ult+1)] 2+ [ult—1) —ut —2)] (-2)

f"(t) =20(t+2) —20(t+ 1)+ 20(t —2) — 26(t — 1) por lo tanto

2€2iw + 26—21'10 _ 261'11) _ Qe—iw
(iw)®
Las mismas preguntas para los numerales 4,5,6 y 7
0 S t< -2
—t—2 s1 —2<t< -1
4) f(t) = t st —1<t<1
2—t st 1<t<2
0 S1 t>2

F(w) =




2.2. ALGUNAS PROPIEDADES DE LAS TRANSFORMADAS DE FOURIER 91

0 sz t< —2
-2 s1 —2<t< -1

5) ¢g(t) = 1 s —1<t<1
-1 s 1<t <2
0 st t>2
0 st t<0

6) f(t)= t st 0<t<?2
0 st t>2

0 S1 t< —2
24+t st —2<t< -1

7) g(t) = 1 s1 —-1<t<1
2—t si 1<t<2
0 s t>2

I1. Hallar la transformada inversa de Fourier

1)
sin 3w 3 1
N S ) — ) ) —
i) Flw) w(2 + iw) i) F(w) w141 iif) F(w) w? — 2iw — 1
eBw=0) 12 12
w) Flw) = ——— v) F(w) = +
) Flw) 5—(2—w)i ) Fw) 16+ (w—2)> 16 + (w+2)?
o - o(20—4w)i - wi
vi) F(w) = cosw vii) F(w) = -G ow)i viil) F(w) = AT iw) @1 iw)
2si — 2si
i) F(w) = sin5 (w — 3) X) Fw) = sin 5w
w—3 w
2 sin dHw 1
) = o ) F() = s
III. Mostrar la veracidad de los siguientes resultados
00 2

1. [ tPe "t cos2t6(2t — 2m)dt =5 [ t2e” 5! cos2t6(t — m)dt = %

2. [cos(t +1)8'(t — 2)dt = — < (cos(t + 1)),_, = sin 3
0

3. [o(t+3)etdt=¢?

—00
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100
4. [ 6(t—10)Intdt =1In10

1

5
5. [6(t—10)t3dt =0

-3

6. [ 6(t—1)(f +4)di =5

—00

7. [ §'(t)sintdt = — (cost),_, = —1

20
8. [4(t)(Bt*+2t+5)dt =5
-3

20
9. [(t)(Bt* +2t+5)dt =0
3

10. z(n) =2"u(—n) h(n) = u(n) entonces

y(n):x(n)*h(n):Zx(k)*hn— 22'“ 22’“_2 sin>0y
k=—o00 k=—o00 k=0
00 1 k—n
y(n) = x(n)*h(n):Zx(k)*hn— Z2k Z2k Z()
k=—o00 k=—0c0 =0
0 1 k o0 1 k
— n __9n __ on+l :
9 2(5) 9 2(5) — 2 i<
k=00 k=0
11.
1 s1 0<t<T t st 0<t<2T
$<t>_{ 0 en otro caso h(t)_{ 0 en ofrocaso Chtomoes
( 0 si t<0
¢
f(t—u)du:g si 0<t<T
00 0
T
x(t)xh(t) = /x(u)h(t—u)du: f(t—u)alu:tT—%2 si T <t<2T
0
—00 T
[ t—uwdu=tT+3 - i 2T <t<3T
t—2r
0 St t>3T
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( 0 St t<0
t
fudu:g si 0<t<T
[e') 0
t
h(t)*x(t): /h(u)gj(t—u)du: f udu:tT—% st T <t<2T
“r
- 2Tt 2 2
[ udu=tT+3= -4 s 2T <t<3T
=1
L 0 S? t> 3T
12
_ 1 sz ]t|§1 _ t st 0<t<3
x(t)—{ 0 en otro caso h(t)_{ 0 en otro caso entonces
( 0 st t< —1
t
Jt—wdu=5+t+1 si —-1<t<1
- 1
1
x(t)*h(t)—/x(u)h(t—u)du— [(t—wdu=2t  si 1<t<?2
21
e L
t—w)du=4+t—-L s 2<t<4
2
t23
L 0 S? t>4
( 0 si t<—1
t+1
fuduz%—l—th% si —1<t<1
% *
h(t) * x(t) = /h(u)x(t—u)du: [ udu =2t si 1<t<?2
t21
—00 3
fudu:4+t—% si 2<t<4
21
L 0 S t>14
13.

1+t  si -1<t<0

, —1 <t<
z(t) = Losi =110 h(t) = 1 st 0<t<1 entonces
0 en otro caso 0 en obro Caso
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( 0 si t< =2
t+1
[ (14t —u)du = SZ si —2<t<—1
o) -1
t 0
x(t)xh(t) = / z(u)h(t—u)du = fl du + { (1+t—u)du=1-— % si. —1<t<0
e 0
[ du=1-—t si 0<t<1
-1
\ 0 St t>1
( 0 si t<-—2
t+1
[+ u)du = = si —2<t<—1
7 0 - t+1 ,
h(t)xx(t) = / h(wz(t—u)du=q [(1+t—u)du+ [du=1-5 si —-1<t<0
¢ 0
e L
fdu:l—t st 0<t<1
t
\ 0 sio t>1
14.
270 s t>0 0 st t>0
x(t) = { 0 en <0 h(t) = { gt on ¢ Chtonces
o0 J2ustudu =25 si t<0
() # h(t) = / 2t — w)du =4 0,
% [27u3ttdu =22 si t>0
t
¢ t
o0 [ 27t3udu = 3% si £ <0
h(t) * z(t) = / h(u)z(t —u)du =< ~F
e [ 2 tw3idu =22 si t>0
15.
x(t) = e*u(—t) h(t) = u(t — 3) entonces
t—3
o [ e®du= 32" i t <3

x(t)*h(t):/:c(u)h(t—u)du: o

0
e i eQudu:% si t>3
—0o
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% 7062(t*“)du =129 g t <3
h@*aw:/ﬁmmu—mmz 5o
% [ty =1 si t>3
¢
16.
z(t) = e u(t) h(t) = u(t) entonces
o0 0 si t<0
_ _ _ ) ¢
x(t) x h(t) = / z(u)h(t —u)du [etdu=1—e" si t>0
—00 0
oo 0 st t<0
_ _ _ ) ¢
h(t) * z(t) = / h(u)x(t — u)du [et=ndu=1— e si t>0
—00 0
17.
141 st 0<t<1
h(t)=6(t+2)+25(t+1) x(t)= 2—t si 1<t<2 entonces
0 en  otro caso
x(t) « h(t) = / z(u)h(t —u)du = / h(uw)z(t — u)du
= /(5(u +2) +26(u+1))x(t — u)du
t+3 si —2<t<-1
) t44 s —1<t<0
= z(t+2)+2z(t+1) = 5 _ 9 i 0<t<l1
0 en  otro caso
18.

h(t) = e 3u(t) z(t) = u(t —3) —u(t — 5) entonces

. 1—6‘5““” si 3<t<5
x@*mw:/Qmm@—mmz aeteses
s 0 s7 t<3

95
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96
19.
h(t) = e u(t) z(t) = u(t —3) —u(t —5) entonces
o'(t) « h(t) = / 2 (u)h(t —u)du = / (6(u—3) — 6(u—5)) eVt — u)du
= 3yt — 3) — e3Pyt — 5)
20. " o
1 st |t <3 e s t>0
() = { 0 en |t|>3  MO= { 0 i t<q cntonces
0 st t< =3
[e.e] t —
“2(t-u) gy = Q=e XY . —3<t<3
x(t)*h(t) = / z(u)h(t—u)du = _f36 " 2 o
3
-0 f 6_2(t_u)du — w SZ' t Z 3
-3
0 st t< =3
[} t+3
“ugy = A= 3ot <3
h(t) * 2(t) = / et —wdu = ¢ =T st
_ t+3 _9 —2(t—3) __—2(t+3) )
o0 f e Mduy = ——=—— si t>3

t—3

2.2.11 Transformada de fourier del tren infinito de impulso

Consideremos el tren infinito de impulsos figura 7.36

dr

3T 2T T 0 T 21 3T 4T

dr(t) = Z d(t —nT) El periédo es T=2L, entonces la serie de Fourier es

n=—oo
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I =2 2nrt
or(t) = T + ; 7 €os (—2? ) ya que
[ 2 z 2
1
g = Z/(ST(t)dt: T/(S(t)dt_ ?
,L 72
2
[ 2 : 2 2
1 t t
a, = Z/M(t)cos%dtzf/é(t)cos 7;? dt:T
L _%
%
1 t 2 2nmt
b, — Z/éT(t) Sin%dt: T/5<t> sin ”T” dt =0
L T
2
La serie de Fourier compleja viene dada por
- > nmit > 1 nmit
or(t) = z_: d(t—nT) = z_: Cet = z_: TQT
L
]_ nmit
pues C, = 5T dr(t)e” L dt =

_T
2

y la transformada de Fourier viene dada por

vaque F (1) = 27m6(w) y F(f(t)e™) = F(w — a)

97
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Capitulo 3

Transformada Zeta

3.1 Generalidades.

Recordemos que si f(t) es una funcién continua, la transformada de Fourier esta dada por
Fw) = / F(t)eitd

y si f es una funcién discreta

(0.9}
Flw)= Y f(k)e ™"
k=—o0

corresponde a la transformada de Fourier en el tiempo discreto para |z| = 1 si z = ¢™™
con w real y de manera general, cuando |z| no estd restringida a la unidad, la sumatoria
se conoce como la transformada Zeta de f(k).

La transformada Zeta es un procedimiento matematico que consiste en crear una funcién
analitica a partir de una sucesién de nimeros .El vehiculo que permite crear la funcién es
una serie de Laurent cuyos coeficientes son los elementos de la sucesién y se aplica a una
variedad de fenémenos modelables mediante ecuaciones en diferencia , en el procesamiento
de senales y sistemas.

Definicién 6 La transformda Zeta de una funcion discreta x(k) se nota por Z(x(k)) =
X (z) y se define por
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donde z es una variable compleja

Al igual que en la transformada de Laplace, existe la transformada unilateral y la trans-
formada bilateral. En este escrito trabajaremos con la tranfomada unilateral, es decir,
vamos a considerar que

z(k)=0 st k<0
Ejemplo 3.1 Hallar la transformada Zeta de
z(k) = 1"
En efeto :

7z (1’“) = Zlk.z_k = Z (z_l)k =1 _121 = i 1 }z_l‘ < 1, es decir, |z| > 1
k=0 k=0

72— ) =1
z—1

Ejemplo 3.2 Hallar la transformada Zeta de z(k) si

. [{1,2,3,4} 0<Kk<3
si (k) = { 0 k>4
En efecto :
Z(x(k) = w(k)z™" =2(0) + z(1)z 7 + 2(2)z 2 +2(3)z° = 1+ 227" + 3272 + 427
k=0
’ (1.2.3.4)
1,2,3,4} 0<k<3
-1 -1 —2 -3\ _ ) Sy — —
Z7' (14227143277 + 4z )_{ 0 b4
Ejemplo 3.3 Hallar la transformada Zeta de
z(k) = e*
En efecto :
o0 o0 1
Z (e™) = Ze“k.z_k = Z (e“z‘l)k = a1 : - s ezt < 1, es decir, |z > |e
— prd — e’z z—e€
Y

‘I
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Ejemplo 3.4 Hallar la transformada Zeta de

z(k) = ek

En efecto :
Z (e7™) = ie_“k.z_k = i (e‘“z_l)k = ! == si 2| > |e7"|
1—e9z7l  z—e@
k=0 k=0
)
Zfl 4 — efak

z—e ¢
Ejemplo 3.5 Hallar la transformada Zeta de

z(k) = a*
En efecto:

Z@) =Yt =Y () == i e
l—az! z-a
k=0 k=0
Y
Z*l z — ak
z—a
En particular, Z (1%) = : . Z((-1)F) = - . Z((-2)F) = -
zZ— z+1 z+2
Ejemplo 3.6 Hallar la transformada inversa de
X(2)=1+21+272427°
En efecto : Como
1¥ si 0<k<3
_ -1, -2, -3 —1 _ _ SRS
X(z)=14+z2z"+2"+=2 entonces 7 (X(z))—:c(k)—{ 0 si k>4

Ejemplo 3.7 Hallar la transformada Zeta de
z(k) =6k —a)

En efecto :

Z@o(k—a) =) dk—a)zF=2" y ZE((k) =) k) =2"=1
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Ejemplo 3.8 Hallar la transformada inversa de

X(z) = \/Esin%

En efecto :

N S - N Ce Vs Zé)%+1 ()"
Vasin e =2 G (ﬁ) :; T |

1" 1
por lo tanto Z (ﬁ) = /zsin —

(2n + 1)! N
)
) O T G O
o (Ve ) = i
Ejemplo 3.9

por lo tanto

0 o= (a2 ) S az " S
e = E = E entonces Z | — | = €%
nl nl [
n=0 n=0
_ 1 a™
por lo tanto 7! (e“z ) ==
n!

3.2 Algunas propiedades
1. Sea Z(x(k)) = X(2) v Z(y(k)) =Y (z) entonces
Z (ax(k) £by(k)) = aZ(x(k)) £bZ(y(k)) = aX(2)) £0Y (2) y

Z M aX(2)) £b0Y (2) = azx(k) £ by(k) = aZ 1 (X(2)) £bZ (Y (2))
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En efecto :

Z (az(k) £ by(k)) = Z k) £by(k)z™" =

Zx ‘kiny X(2) £bY(2)

=0

Il
S

Ejemplo 3.11 Hallar la transformada Zeta de

z(k) = sinak
En efecto :
eakz _ efakz 1 ) ) 1 1 1
7 (si k - 7 A aki) 7 —aki —_ : _ :
sinat) = 2 (55 ) = L2 - 2 ()] = 5 | - e

1 2 2 L (2z—e ) —z2(z—e™)

2 |z—et oz e 2 (z —e®)(z — e~ B

B 1 = (eai _ e—ai) B Z@

20\ 22— z(evife) 4 1) 22_22M+1

zsina ai 1 —ai 1

e vw——T |z| > 1 (|ez |<1 Yy ’e z |<1)

)

Z1 Zsina = sin ak
22 —2zcosa+1

En forma andloga mostrar que
2

2% — zcosa
Z (cosak) = 22 —2zcosa+ 1 2> 1
En efecto :
et 4 ekl 1 z z
Z (cosak) = Z (T) =3 [Z—e‘” + z—e—‘“'] =
1 (2(z—e ")+ 2(z — ) 1 22—z(e"+e )
T2 ( (z — e¥)(z — e=™) ) T2 (22 — 2 (e? + e~ai) + 1) -
22— zcosa
T 22— 2zcosa+1 2> 1
Y

2

2% —zcosa

zZ7t = cosak
(22 —2zcosa+ 1)
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Ejemplo 3.12 Mostrar que

zsinha
Z (sinh ak) =
(sinhak) 22 —2zcosha + 1
En efecto :
ak _ _—ak 1 1 1 1
Z (sinhak) = Z S I — S D
2 2 1—etz7l  1—eoz71 2 |z—e* z—e@
1 fz(z—e) —2(z—e)]| Z(%) B zsinha
2 (z—e%) (z—e9) B 22(“+8_“)+1_22—2zcosha+1
)

inh
z7t S a = sinh ak
22 —2zcosha +1

En forma andloga mostrar que

2(z — cosha)

Z (coshak) =
(cosh ak) 22 —2zcosha + 1
_ 2(z — cosha)
z! = coshak
yoaue <22—2zcosha+1) cosha
2. Si Z(x(k)) = X (z) entonces
Z(x(k+m)) = 2"X(2) — 2™x(0) — 2" 12(1) — 2" ?2(2) — ... —zax(m—1) sim >0
En efecto :como -
X(z) =Y a(k)z""
k=0
entonces multiplicando por 2" ambos miembros de la igualdad anterior, se obtiene
que
X(z)2" = Zx(k)z_k+m =
k=0
= Zx(k—l—m)z’k:zmx(O)—l—zml (1) + ... + zz(m +Zxk+m
k=—m k=0
por lo tanto
2" X (2) = 2™x(0) — 2" (1) — ... —zw(m—1) = Zx(k’ +m)z " = Z(z(k +m))
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Ejemplo 3.13 Mostrar que

Z (a") = ﬁ, z(k) = a”

z—a
En efecto :
Z(akH)—zX(z)—zx(O)—z(l ! _1)—2_ Z I
—az zZ—a zZ—a
Ya que
X()=ZG) =7 () = ——— g 2(0)=a’=1

Ejemplo 3.14 Mostrar que

Z (e720+) = 22 (1;) 1 e

En efecto : Como x(k) = e 2 y

entonces

7 (e22) = 2 (;) —220(0) — za(1) =

Ejemplo 3.15 Mostrar que

ak+1 o bk+1 22
Z pu—
( a—b ) (z—a)(z-b)
En efecto :

Z<ak+1—bk+l): Ll ) - 2 (o)) = [az bz]

a—b a—>b a—blz—a z-0b
1 [az(z—b)—bz(z—a) 2% (a —b) _ 22

Ta-b| (z—a)z—0) }:(a—b)(z—a)(z—b) (z—a)(z—b)

por lo tanto
. Z2 ak-i—l _ bk-i—l
Zﬁ p—
((z—a)(z—b)) a—2>b
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Ejemplo 3.16 Solucionar la ecuacion

x(k+2)+3x(k+1)+22x(k) =0 z(0)=0, z(1) =1
En efecto : Como
Z(x(k+2)) = 22X(z) - 2%2(0) — z2(1) = 2°X(2) — 2
Z(x(k+1) = 2X(z)—2x(0) =2X(2)

Z(x(k)) = X(z) entonces
Z(x(k+2) 4+ 3x(k+1)+2z(k)) = Z(0) =0 y como
Z(x(k+2)+ ZBx(k + 1)) + Z(22(k)) = 22X (2) — 2 + 32X (2) +2X(2) =0

por lo tanto factorizando X(z) se tiene

X(2) (" +32+2) =2

ast
X(z)_ 1 B 1 1
2 2243242 241 242
entonces
(z): .z
z+1 z4+2
luego

Z71 (2 j_ 1~ j_ 2) = (=DF — (=2)% es la solucion
3. Si Z(z(k)) = X(2) entonces
Z(x(k—m))=2"X(z) si m>0
Demostracién (Ejercicio)

Ejemplo 3.17 Como

z
Z(e™F) =
(™) z—e 1
entonces .
—(k—1 -1 i
a) 2" )=z <z—e—1>:z—e—1
1
b) 7 —(k=2)y — ,—2 Z —
) Zle )=z z—el z(z—e 1)
1
Tl = o1 < _
¢) Za) =z <z — a> z—a
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Ejemplo 3.18 Sea

1 si 0<Kk<10
x(k)_{o fuera

entonces mostrar que
Zyk)=1—-z")(1+z"+22 4272+ .. +271)
En efecto :
Z(yk) = Z(x(k) —ax(k—1)) = Z (x(k)) = Z (z(k — 1)) = X(2) — 27 X(2)
= 1-2N)XE)=0-2")1+z"+27+27"+...+271)
4. Si Z(z(k)) = X(z) entonces
Z(e "% x(k)) = X (ze%)

En efecto
Z(e " x(k)) = Z z(k)e %k 7F = Z o(k) (e%2)7F = X (e%2)
k=0 k=0
Ejemplo 3.19 Como ‘
Z(sinak) = Z5md
22 —2zcosa+1
entonces .
ezsina
Z(e " sinak) =
(7" sin.ak) (e2)? —2(ez)cosa + 1
Como )
Z(cosak) = 2% — zcosa
22 —2zcosa+ 1
entonces 4 »
Z(e™ cos ak) (e7*2)* — (e7*2) cosa

(e742)2 — 2(e*z) cosa + 1
Ejemplo 3.20 Hallar la transformada Zeta de

Z(cos k)
En efecto :

2 2
— 1
Z(cosmk) = s Azt 2): °_ entonces
22 —2zcosm+1 2242241 (z4+1) z+1

e 1z

Z(@k COS 7T]f) = m
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5. Si Z(z(k)) = X(z) entonces
Z(a*a(k) = X(2)

En efecto :
Z(a*z(k)) = Y a(k)ab=* =Y a(k)(a2)F = X(a'2) = X (2)

Ejemplo 3.21 Verificar que
z

z+4+2

a) Z(2%cosmk) =

En efecto :

Como Z(cosmk) = e er 1 entonces Z(2" cos k) = (24+1)  z+2

luego
Z_1< : ):2kcos7rk
z+2

b) Z(3"1) = —

z
z 2
8 _ — 5 por lo tanto

entonces Z(3%.1) = -
Z = 3

Zl< z 3) —3k1
Z_

22 — zbcosa
AUK k) =
°) (0" cos ak) 22 — 2bzcosa + b2

Como Z(1) =

2
2?2 — zcosa
Como Z(cosak) = entonces
22 —2zcosa+1
2
(%) — Zcosa 22 — zbcosa lo tant

= or lo tanto

22 — 2bzcosa + b2 P

Z(b* cosak) = — =
(%) — 2% cosa+1

N

2

1 2% — zbcosa k

=0 k
<z2—2bzcosa+b2> cona
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6. Si Z(z(k)) = X(z) entonces

Z(k.a(k)) = —2— (X(2))
En efecto : Como
Z(x(k)) = x(k)z" entonces % (X(2)) = a(k)(—k)z*" = _iz > a(k)(k)z"
luego — Zdiz (X(2) = Zx(k)(k’)z_k = Z(k.x(k))
Ejemplo 3.22
a) Como Z(1%) = . i .
entonces )
Z(k1") = =2 (X(2) = —= (<z: 1)2) -5 - 7
por lo tanto
M= RECRL
b) Como Z(k) = (z—zl)?
entonces
o d z ~ 2(z41)
2=~ () -5
por lo tanto
(21N
() -+
En forma andloga
! 0 20 = 2(22+42+1)
(z=1)
d) Aplicando la propiedad Z(k.x(k)) = _Zdiz (X(z)) se tiene que

(£)-2(o) -t o)
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Ejemplo 3.23 Hallar (k) si
X(z)=1In (1 + 271)

En efecto :
Z(ka(k)) = —zdilz (X(2)) = _Z% (In(1+271)) = —= (fj;) - - i_zl_l ~
= 042 ' =242 -2+ = i(—l)k“zk
P
por lo tanto » .
ka(k) = (=D y w(k) = ~—
entonces 1 .
w={ 5
7. La convolucién
Sea Z(z(k)) = X(2) y Z(y(k)) = Y(2) entonces
Z(x(k) = y(k)) = X(2)Y(2)
ZH X ()Y (2)) = a(k) = y(k)
Ejemplo 3.24 Verificar que
Z (1) = i21>2
En efecto:
201 =20 209 = i -
Ademds
) . k ;
7! <(z i 1)2) =15 %1k = n;oox(n)(yk —n) = ; 1" 1k = ; 1= (k+1)1*

por lo tanto

Z-1 ((zi—i)?) = (k+1)1*
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Ejemplo 3.25 Verificar que

52
Z (kx2) = (z—=1)%(2—2)
En efecto :
z 2 2

entonces

Z(x(k) xy(k)) = Z (k=2") = Z (k) Z (2*) = (z—1)2 2 —2 - (z—1)2(z — 2)

9 k
—1 4 _ E_ k-n _ ok+l
7 ((2_1)2<z_2))_k*2 _ngzon.Z =2 — k-2

- 1— gt
pues como Zx’“ A entonces
k=0
Zn: o A=) (=) — (- () (L—w) (cn—1)a 4 (12
k=0 (1—2) (1 —x)?
ast

X

Zn:k:v’“ = {(1 —z)(—n (—11_)27;2+ (1— an)}

(-1

(=)o (-0)7)

= —n2 -2l 9

SO [u%)mn@)u(l(%f“)] (

as?

o0

w(k)sy(k) = kx2t = 3 w(ly(k—n) = 3 n2t" =

n=—oo n=—0oo

0 k<0
— k k
) Yn2br=2F%n2m = 2F(—g27F 2R 4 2) =28 k-2 k>0
n=0 n=0
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Ejemplo 3.26

Sean x(k) ={1,2} = {z(0),z(1)} y(k) ={3,4} = {y(0),y(1)} entonces
X(z)=14+22"" y Y(2)=3+4z""! yasi
X(2)Y(2)=(1+22"") (3+427") =3+102""+82" entonces
Z7H(X(2)Y(2)) = 2(k) * y(k) = {3,10,8} = 35(k) + 106(k — 1) + 85(k — 2)

Ahora lo haremos por medio de la convolucién

o0

w(k)*y(k) = > w(n)y(k —n) = z(0)y(k) + z(1)y(k — 1)

los demads términos de la suma son cero, entonces
sik=0
z(0) *y(0) = z(0)y(0) + z(1)y(—1) = 1.3+ 2.0 =3
si k=1
(1) *xy(1) = z(0)y(1) + z(1)y(0) = 1.4 + 2.3 = 10
sik=2
z(2) xy(2) = z(0)y(2) + (1)y(1) + z(2)y(0) = 1.0+ 24+ 0.3 =8
por lo tanto
7N X (2)Y(2)) = z(k) xy(k) = {3,10,8} = 35(k) + 105(k — 1) + 83(k — 2)
Ejemplo 3.27
Sean x(k) ={1,2,0,—1,1} y(k) ={1,3,—1,—2} entonces
X(2) =142 402 —2242% ¢y Y(2)=1+321—22-223 yast

X(2)Y(z) = (142274022 =242 (1432 —22-227%) =
= 1452 4522523 —624+425+27%—2277 entonces
Zil (X<Z)Y<Z)) = l’(k) * y(k) = {17 57 57 _57 _6747 17 _2} =
=0(k)+55(k—1)+55(k—2)—55(k—3) —60(k—4)+46(k —5) +d(k—6) —20(k—T7)

Ahora lo haremos por medio de la convolucion verificar que

o)

x(k) xy(k) = Z z(n)y(k —n) =

=2(0)y(k) + 2(Ly(k — 1) + 2(2)y(k — 2) + 23)y(k — 3) + x()y(k — 4) =
= {1,5,5,—5,—6,4,1, -2}
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8. Teorema del valor Inicial. Sea Z(z(k)) = X(2) entonces
z(0) = lim X (z)

Z—00

En efecto :

X(z) = Z (k)2 = 2(0) +2(1)z7 + 2(2)272 + ... entonces
k=0

lim X (2) = lim {z(0) + z(1)z~' +2(2)z 2 + ...} = 2(0)

zZ—00 Z—00

Ejemplo 3.28

z

Z(x(k)) = Z(2F) = o entonces x(0) = Zh_{go X(z) = ler& oyt 1
9. Teorema del valor Final. Sea Z(x(k)) = X(z) entonces
klglgo z(k) = igl} (1-27") X(2)
En efecto : Sea
Z(x(k) =Y 2(k)z"=X(2) vy Zx(k—-1))= Zx(k: — 1Dz " =271X(2)
k=0 k=0

por lo tanto

Z(x(k) = Z(x(k—1)) = X(2)—z'X(2)=> ak)z™* =) a(k—1)*

= Z(x(k) —2(k— 1))z asf que
X(2) = 27'X(2) = > (a(k) — x(k — 1))z

y tomando limite cuando z tiende a 1 en ambos lados de la igualdad se tiene

lim (1-27") X(2) = lim) (a(k) —a(k 1) = > (x(k) — x(k — 1))
= fim o)~ a(-1) = Jim 2(k)

Esta propiedad permite conocer el comportamiento de la funcién x(k) en el infinito
a partir de su transformada sin necesidad de conocer la funcién
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3.3 Algunos Métodos para hallar la inversa

3.3.1 Meétodo de los residuos

Si
Z(x(k)) = X(z) entonces z(k) = Z Re(#*7'X(2)) C: |z|=R>1
polos de zF~1X(z)
En efecto
Z(x(k)) = X(2) = Z(x(k:)z_k = 2(0) + z(1)z7t + 2(2)272 + ... + 2(k)z " + ...entonces

X(2)=2(0)+ 21z +22)272 + ...+ x(k)z" + ...

k—

y multiplicando ambos lados de la igualdad por z*~! se obtiene

FX(2) = 2(0)2" (D)2 22" (k) (k1)

que es el desarrollo en serie de Laurent de la funcién z*~1X(z) en el polo z = 0. Sea C
una circunferencia con centro en el origen tal que contenga todos los polos de 2¥~1 X (2)
entonces

]{ (X (2)) d=

C

= 33(0)7{2'“1dz—|—x(1)7{zk2dz++a:(2)7{zk3dz—|—...+x(k—1) ]{dz+x(/€)j{zldz+..

C C C

= z(k) ]{z_ldz = 2miz(k) ( las demds integrales son cero)

entonces
1 k-1
z(k) = e ("' X (2)) dz =
= oom Y RGMIXG)= Y Re(HIX()

polos de zF~1X(z) polos de zF~1X(z)
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Ejemplo 3.29

2°—z
H  X(z)=—— 2
allar x(k) si X(2) =213
En efecto :
2 k—1 _ 1 k
X(2)25 ! = (2* — 2)z _ (-1
(z=2)(z4+3) (2—2)(2+3)
tiene dos polos de orden 1 en z =2 y en z = —3 luego
' (22 — 2)2h1 ‘ (22 — 2)2h1
k) =1 —2)———+ 1 ) — =
w(k) ZIH%(Z )(z—2)(2+3)+zg£13(2+ )(z—2)(z+3)
— ljmu + lim u = + _(_3)k

z2—2 (Z —+ 3) z——3 (Z — 2) 5 5

por lo tanto

2k 4
k) =—+—(=3)*
o(k) = 5+ £(-3)
Ejemplo 3.30
z—2
Hall k) si X(2) = —7———=
allar z(k) si X(z) CEErE)
Observe ( 2) -1
(Al = (BT 2)2
(2)2 (z—=4)(z+3)
y que cuando k =0, en z =0, en z =4 y en z = —3 hay polos de orden 1, luego para
k =0 se tiene
, (z—2)z71 , z—2 , z—2
0) =1 ——+ 1 3 1 —4
#(0) zl—>r%z(z—4)(z+3) +zi>r£13(z+ >z(z—4)(z+3) —1—21311(2 >z(z—4)(z+3)
— l _ 3 + 3 =0
6 21 28
y para k # 0 se tiene que
, (z —2)2F1 , (z —2)2F1
k) = 1 ——— +1 —4)— =
(k) = Mm e+ 3) =y P I
(2= 2)2M (z—2)*1 5 k1 24kl
= 1 lim ———— = —(— —(4
S Py L S S (=3 30

entonces
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3.3.2 Meétodo de Fracciones Parciales

Si se desea calcular

z z
Z1 (M) se expresa (algunas veces ) en fracciones parciales no la expresién ]% sino
q(z

q(2)

(2)
2q(2)
Ejemplo 3.31 Hallar xz(k) si

la expresion ya que la mayoria de la transformadas tienen z en el numerador

z¢ =2z
L oy py
En efecto :
f sea X(z) = @2 = 2z —2) entonces
(z+3)(z—4) (z+3)( —4)
X(z) z-2 A B 2 5[ 1 2[ 1
z  (243)(z—4) 2+3 z—4_z—|—3 c—4 T|z+3] "T|z-4
; R RS
Xiz):%[zig]—i—%[ziél} y asi X(z :g[ [ : }porlotanto
1 22 — 22 _5 2
w(k) =2 ((z—i-?))( 4)>_?<_ ) ?()
Ejemplo 3.32 Hallar z(k) si
(z—2)
=T e
En efecto :
=2 5[ 1 2 1 ]
sea X{z) = <z+3><z_4>—7{z+3]+7[2_4}
1 1 21 1
- Z(1+3zl)+?2 1—421) -
RS N R NI R A I
k=0 k=0 k=0 k=0
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entonces

5 2
?(—3)’“1 - ?(4)"?—1 si k>1 y 2(k)=0 si k=0

z(k) =
3.3.3 Meétodo de la divisién

_1 [ Pz ., . ., .
Para hallar Z—! <% se transforma la expresién racional en z, en una expresion racional
q(z

de 27! y se efectua la divisién como si dividiera dos polinomios

Ejemplo 3.33 Hallar (k) si

z
X(z) =
(2) = ——
En efecto :
_ _ -1 2_—2 3.3 4_—4
X(z)—2_4—1_4z_1—1—|—4z + (42 + @)+ W)+
entonces

X(z) = 2(4)]“2”“ por lo tanto x(k) = 4F

00
k=0

Ejemplo 3.34 Hallar (k) si

En efecto :

22 — 22 1—2271

Seo X(2)= 5 =T 1_12.7 "

entonces

3.3.4 Meétodo de la convolucién

Sea Z(x(k)) = X(2) y Z(y(k))=Y(z) entonces

Z(x(k) x y(k)) = X (2)Y (2) yast Z7H (X (2)Y (2)) = w(k) * y(k)
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Ejemplo 3.35 Sean

¥ si k>0 k si k>0

m(k)_{o st k<O y y(k)_{O st k<O
entonces

26w ) =XV = (55) (555) = oy
Y 2

Z" <(z — 1)3) = x(k) xy(k)
Ahora
00 k k k k
w(k)«y(k) = Y zn)y(k—n) =Y am)ylk—n)=> 1"k—n)=> k= n=
k=—00 n=0 n=0 n=0 n=0

k k
kk+1) Kk
kgl—Zn—k(k—l—l)— 5 _54_5

La solucién por el teorema de los residuos es

ol g L (SR L (e

=—12d22 (z—1)3 —12d22 \ (z—1)3
1d? , . k(k+1)
=l 5o ) =7
por lo tanto
k(k+1
o(k) = HETD)

Ejemplo 3.36 S:

x(k) ={1,1} y wy(k)={1,—1} entonces

oo

X(z) = Zx(k:)z‘k =1+z" y Y(2)= Zy(k’)z_k =1—2"1 entonces
k= k=0

=]

Z(xk)xyk) =X()Y ()= (142" (1-2")=1-2"?
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luego
1 s k=20
—1 =2\ . St k=1
A (1 z )—:L‘(k)*y(k)— 1 s _ 9

0 en otro caso

1—z272= = Z(x(k) *y(k)) entonces

(22 —1)2F1!
52
st k =2 un polo de ordenl, luego

£(0) = lim i (M) i 1L (2 —1) = lim > (2) = 1

tiene si k =0, un polo de orden 3, si k =1, un polo de orden 2 y

20 2 dz? z3 2—0 2 dz? 2—0 2
d (22?2 —1) 1d ,, ,
93(1)—,1;1%@( 22 >—£Lom(z —1) =lim5 (2) =
L 2(22 = 1) L 9 B
@ =ty () <t =
Yy ast
1 s k=
-1 =2\ 0 S? k=1
2= = 6 ke

0 en otro caso
Ejemplo 3.37 Ahora veamos ejemplos como hallar la inversa por varios métodos si

1. X(2) = : . entonces

(-1 (=1 (-1

a) Por Convolucion

k k
w(k) =1% %1% = 21”1’“" o1t =Y1=k+1
n=0 n=0

b) Por teorema de los residuos

, 1 d AR d o e
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¢ ) Por fracciones parciales

X(z) = o1 = G- + T entonces v(k) =1+ k

d) Por division

X = (2 i21)2 T2 —2222 F1 1- 2211 Y2 42574327 bk (B 1)
por tanto
x(k)=k+1
Ejemplo 3.38 )
z
2. X(z)= =2 (=1

a) Por Convolucion

k k k 1 n 1 (l)n-f—l
_ ok k __ nik—n __ a1k nq4—n __ 4k _ 1k 2
p(k) = 28wl = onahr =4k y omn =y Z(§> —4 (1_—1)
n=0 n=0 n=0 2
4k+1 2k+1
2 2
b) Por teorema de los residuos
k1,2 k=12
k) =41 —4). li —2). =
o) =ty (=905 ) i (-2 )
4k+1 ok+1
22
¢ )Por fracciones parciales
X(2) z —1 N ;
= = entonces
2 (z—=2)(z—4) (2—2) (2—4)
2z z
X(z) = -
Sy B .
por tanto
4k+1 2k+1
z(k) = - —

2 2
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Ejercicio 5 Verificar la igualdad en los siguientes ejercicios
1.
2(1-d) = ¢ i(ll)zzaz 3

Z(k2a") = a(ZZ(iZ;)

' zsinh o 2(z — cosh )
Z(sinhak) = 22 —2zcosha +1 Y Z(cosh.ak) = 22 —2zcosha + 1

. B zasinh « B _ 2(z—acosha)
Z(a"sinh k) = 22— 2zacosha +a® Z(a” coshak) = 22 — 2za cosha + a?
Z(sinak) = Zoma y  Z(cosak) = 2z — cosa)
22 —2zcosa+1 22 —2zcosa+1
b B za sin o A ~ 2(z—acosa)
Z(a"sinak) = 7 acosara Y Z(a" cos ak) =

22 — 2za cos o + a?

2_1 i 2 1 —9
Z(ksinak) = d )sina vy  Z(kcosak) = 2(27 + 1) cosa — 22)
(22 —2zcosa + 1)2 (22 —2zcosa + 1)2

, az (2% — a?)sin az(2* + a?) cosa — 2za)
Z(ka" sin ak) = Z(ka" k) =
(ka” sin k) (22 — 2zacos a + a?)? ¥ Z{ka” cos ak) (22 — 2za cos o + a?)?

. z(zsinp + asin(a — ¢))
Z(a" sin(ak =
(a" sin(ak + @) 22 — 2zacos a + a?
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10.
Z(a" cos(ak + ) = z(zcosp — acos (a — @))

22 — 2zacosa + a?

11. Hallar la convolucién de

:L“(k‘) = {1v0’3} Yy y(k) = {275}

12. a)
k—1 1
la solucién de la ecuacién z(k) — % =0(k) es xz(k) = (é)k
b)
la solucién de la ecuacién x(k+ 1) —22(k) =0 con z(0) =1 es z(k) = 2*
c)
g g (k)
la solucién de la ecuacién z(k+2)—z(k+1)+ 9 = 1 con z(1)=1 z(0)=1
® 9 7 /1\" 2\"
E==+—-|(=] =7(=
w=3+3s) 7(3)
d)
. . 1
la solucién de la ecuacion kx(k) —x(k—1) =0 con z(0) =1 es z(k) = T

13. Verificar que

g ((5;!) :C"Sh\/g

14. Verificar que




Capitulo 4

Ecuaciones derivadas parciales

4.1 Algunas ecuaciones de la fisica matematica

Recordemos algunas definiciones importantes :

4.1.1 Punto Ordinario
Se dice que = = a es un punto ordinario de la ecuacién
y'+ P(x)y' + Qx)y =0

si P(x) y Q(x) son funciones analiticas en z = a, es decir, si P(x) y Q(x) admiten una
serie de potencias alrededor de a, y en caso contrario z = a se llama singular
Si z = a es un punto ordinario, entonces la ecuacién

y'+ P(x)y +Q(z)y =0

tiene dos soluciones linealmente independientes de la forma

cuyo radio de convergencia es por lo menos igual a la distancia de a, al punto singular
(real o compejo) més cercano de la ecuacién

123
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4.1.2 Punto singular

Se dice que x = a es un punto singular regular de la ecuacién
y'+ P(x)y' + Qx)y =0

(z—a)P(z) y (z—a)’Qx)

son analiticas en x = a y en caso contrario es singular irregular
Si x = a es un punto singular regular de la ecuacién

y' '+ P(x)y' + Q(z)y =0

entonces existe por lo menos una solucién de la forma

y(@) = 3 Co (o — )™

m=0

Y si se tiene que f(x) es una solucién de
y'+ Pe)y +Qx)y =0

entonces otra solucion linealmente independiente estd dada por

o) =10 [ (g )

4.2 Ecuacién de Legendre

La ecuacién
(1—2%)y" =22y +n(n+1)y=0 neER

se llama ecuacién diferencial de Legendre y se hallard la solucién alrededor del punto
ordinario z = 0, que es de la forma

y(ﬂj) = Z Cmmm = CO + Ciz + 021,2 + 03553 + C45E4 + C5ZL‘5 + C’GxG + ...
m=0

y calculemos los coeficientes.
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En efecto :
y'(x) = Z mCpa™ = Z mCpx™
m=0 m=1
y'(x) = Z m(m — 1)Cpa™ % = Z m(m — 1)Cpz™ 2
m=0 m=2

luego reemplazando en la ecuacion
(1—a2)y" — 22y +n(n+ 1)y =0
se tiene que :

(1—2?)y" —2zy + n(n+ 1)y =

= (1 —2?) Z m(m —1)Cpz™ % — 2z Z mCpz™ ! +n(n +1) Z Cpa™ =
m=2 m=1 m=0
= Z m(m —1)Cpz™? — Z m(m — 1)Cz™ — 2 Z mCpx™ +n(n+1) Z Cra™ =
m=2 m=2 m=1 m=0
= Z(m+2)(m+1)C’m+2$m - Z m(m—1)Cpz™—2 Z mCpxz™+n(n+1) Z Cra™ =
m=0 m=2 m=1 m=0

= Z [(m+2)(m+1)Chyz — (m(m —1) +2m —n(n+ 1)) C,] 2" +2C5+3.2C32—2C x +

m=2

+n(n+1)Co+n(n+1)Ciz = 0+0x+ 02 +0z° +0z* +02° ...

—

e igualando los coeficientes respectivos en la ecuacion anterior se tiene que :

1) 2C5+n(n+1)Cy =0 entonces Cy = _w
2)  3.205 — 20, +n(n+1)C, = 0 entonces Cy = (2 — n(?;'Jr D) _ (1- négn +2) o,

3)  (m+2)(m+1)Cphia—(m(m —1)4+2m —n(n+1))C,, =0 entonces

(m(m—=1)+2m—n(n+1))C, (m*—m+2m—n?—n)C,

(m +2)(m + 1) N (m +2)(m + 1) N
- (m*4+m—n*—n)C,  (m*—n*+m-—n)Cp (m—n)(m+n+1)Cp,

(m+2)(m+1) —  (m+2)(m+1) (m +2)(m + 1)

C(erQ
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luego
(m—n)(m+n+1)C,,
(m+2)(m+1)

Cm+2 =

por tanto, de la igualdad anterior se tiene que

— . (0=n)(0+n+1)Cy  —n(n+1)Cy
Slm—0,00+2—02— (O—|—2)(O—|—1) = 51

sim=1,Cs= (1—n)A+n+1)C _ (1—=n)(n+2)Cy

(1+2)(1+1) 3!

Co _2-n)n+3)Cy  —n(n+1)(2—n)(n+3)Co
sim=2,0C,;= 15 = 0

— _ (B=n)(n+4)C5  (1-n)(n+2)3—n)(n+4)C,
sim=3,Cs5= 5 = =

w4 A=) A5)C  —n(n+ 12— n)(n+3)4 - n)(n+5)C

e 6.5 - 6l
y asi

y(z) = Z Cont™ = Cp + Cr + Coz® + C32® + Cyz* + Csa® + Cea® + ...
m=0

n(n+1)Cy , N (1 —=n)(n+2)C4 B —nn+1)(2—n)(n+ 3)00354

= G+ G+ ————u 31 4l T
nn+12?2 nh+Dn-2)n+3)z* nn+1(n—-2)(n+3)(n—4)(n+5)z°
- (1_ ( 2.1) N ( )( . )( )zt n( )( )( . )( )( ) N
n—1)(n+2)z? n—1)n+2)n-3)(n+4)z°
Y ERUELCES SNCEUEL I U

= Coyr(z) + Crys(z).

Como y1(z) y ya(z) son linealmente independientes, pués

y cada una converge en el intervalo (—1,1) entonces

y(x) = Coyr(z) + Crys(x)

es la solucién general.
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4.2.1 Polinomios de Legendre.
En muchas aplicaciones, el pardmetro en la ecuacién de Legendre es un entero positivo,
entonces de

(m—n)(m+n+1)C,,

Cni2 = (m+2)(m+ 1) si se toma s = m se tiene que

(s—n)(s+n+1)C
(s+2)(s+1)
de donde si n es par, y;(z) se reduce a un polinomio de grado n y si n es impar y,(x) se
reduce a un polinomio de grado n, estos polinomios multiplicados por una constante, son

llamados los polinomios de Legendre y para hallarlos se procede asi : Se toma

® y de aqui si s = n se tiene que Cpyo = 0= Cpig = Cpig....

Cs+2 -

~ (2n)!
" onplpl

un valor fijo y de la ecuacién

(s —=n)(s+n+1)C;
(s+2)(s+1)

Cs+2 =

despejando C se tiene que :

o = 2D+ 1)C - (s+2)(s+1)Cip
" (s—n)(s+n+1)  (n—s)(s+n+1)

y sl s =n — 2, entonces

S (m—=2+42)n—241)Ch242  n(n—1)C,  n(n—1)(2n)!
ST m—m=2)(n—-2+n+1)  22n—1)  2(2n—1)2"nlnl
o nn-1)2n)2n-1)2n-2)! (2n —2)!

2(2n — 1)2n(n — Dn(n —1)(n—2)!  27(n —1)!(n — 2)!
Si s =n — 4, entonces
o ¢ 7_(n—4+2)(n—4+1)0n_2 _ (n=2)(n-3) (2n —2)!
St T i —4)ntn—4+1) 420 -3) 2°(n—1)!(n—2)

 (n—2)(n—23) (2n —2)(2n — 3)(2n — 4)! B (2n — 4)!
B 42n—3) 2n(n—1)(n—2)!(n—2)(n —3)(n —4)!  2.27(n — 2)!(n — 4)!
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Si s =n — 6, entonces

co— C . (n=6+42)(n—-6+1)Chy  (n—4)(n—5)cn-a

S YT = (n—6)(n+n—6+1) 2.3(2n — 5)

(n—4)(n —5) (2n — 4)!

2.3(2n —5) 2.27(n —2)l(n —4)!

(n—4)(n —5) (2n —4)(2n — 5)(2n — 6)! B (2n — 6)!
2.3(2n—5) 2.27(n—2)(n —3)(n—4)(n—5)(n—6)!  31.27(n — 3)!(n — 6)!

Si s =n — 8, entonces en forma andloga se obtiene que

(2n — 8)!

Co=Cns = 41.27(n — 4)!(n — 8)!

y en forma més general si s =n —2m ( n > 2m ), entonces

(2n — 2m)!
ml.2"(n —m)l(n — 2m)!

Cs = Cn72m = (_1)m

y asf los polinomios de Legendre se dan por

(5]

Falr) = :O(_I)mm!zn(n —m)!(n — 2m)!
asi que
B . 0 .
(2.0 =2m)! £072m o (=2m)l z2m
Bolz) = mzo(_l) m!.(QU(O - m))!(O —om)l 2 (1) m!.(20(—77)1)!(—2m)! =1

es una solucién de la ecuacién (1 — 22)y” — 2y’ = 0

[%] 1—2m 0 —9m)! pl-2m
Pl(:v):Z(—l)m (2.1 =2m)! z B Z(_l)m (2 —2m)! .,

m!.21(1 —m)!(1 —2m)! m!.21(1 —m)!(1 — 2m)!

m=0 m=

es una solucién de la ecuacién (1—22)y”—2xy'+2y = 0

m!.22(2 — m)!(2 — 2m)! m!.22(2 — m)!(2 — 2m)!
41z 21 3P
2

Py(z) = Z(_l)m (2.2 —2m)! z*72m _ Z(_l)m (4 —2m)! =™

1
222121 4 2
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es una solucién de la ecuacién (1 —22)y” — 22y 46y = 0

523 3

P3(z) = % — 73: es una es solucién de la ecuacién (1 — 22)y” — 22y’ + 12y = 0
35zt 152% 3

Py(x) = ; - 4x + g solucién de la ecuacién (1 — z%)y” — 2zy’ + 20y = 0

4.2.2 La férmula de Rodrigues

Para deducir la férmula de Rodrigues tengamos en cuenta que :
1)

% (2°72™) = (6 — 2m) (5 — 2m) (4 — 2m) 2> " =
~ (6—2m)(5—2m)(4—2m)(3—2m)la*>*" (6 —2m)la> "
(3 —2m)! (3 —2m)!
whane d" (2n — 2m)lgn—2m
dzn (w57) = (n —2m)!
2)

m=0 m=0
1 [%] TL' dr <x2n—2m) 1 4" [%] n
— 1™ dx™ _ —1\)™ 2\n—m
2nn| m:O( ) ml.(n —m)! 2nn! dzn n;)( ) <m> (@)
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luego
1 d n
Pula) = o [0~ 1))

expresion conocida como. La férmula de Rodrigues y a  P,(x) se llama también funcién
de Legendre de primera clase.

4.2.3 Algunas propiedades

1. Verificar que
P (@) = (14 2n) Py(x) + P, (2)

En efecto :
: I d° n
Si P,(x) = Sl dg [(z*=1)"] entonces
1 dntt n+1
Pria(w) = 2+l (n + 1) dont? [(12 -1) ]
. 1 drtt 2 \n
1 dnJrl n
~ vl (z (=" = 1))
= 2”n' da:” ((mQ 1)” +n (x2 — 1)n_1 2x2)
_ ZW dxn (@ =1)"+n (= 1)"" 22~ 1+1))
- Z”n' dx” ((x2 1)"+2n(2* = 1)" 4+ 2n (2° — 1)n_1>
- 2”n' dx” ( 1+2n x —1)”—1—271 (xQ—l)n_l)
o B 1 dTL 2 n—1
= (1+2n)Pn()+P’ ()
luego

Fra(z) = (14 2n) Py(x) + P,y (2) v asi

Prlz+1( z) — P, ()

Py(x) =
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2. De

se tiene que

_ Paya(z) — Pia()
/P"(x)dx T (1+2n)

Recordemos que

% (2f(@)) = af'(z) + f(x)
(@) = 2 @)+ 2F @
dd_; (zf(x)) = zf"(x) + 3f"(x)
jxn_; (zf(z) = o f" V(@) + (n+ 1) ) (2)

3. Aplicando la propiedad Demuestre que
Fpi(z) = 2By (z) + (n+ 1) P, (x)
De la propiedad anterior se tiene que :

P (x) = L (z (22 = 1)") = r—r
n+l ~ 2npldgnt! — onpl |V dgntt

= P, (x) + (n+1)Fu(z)

y ast
Fra() = 2P (z) + (n + 1) Fu(x)

4. Verificar que
nPy(z) = aF(z) — P,_(z)

En efecto, igualando 1 y 3, se tiene
Bri(x) = (142n) Py(x) + B, 4 (z) = 2P (z) + (n + 1) P, (2)

es decir,
nby(z) = xP,(x) = P,_y(x)
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4.2.4 Ortogonalidad de los polinomios de Legendre

La ecuacién de Legendre
(1—2*)y" —2zy +n(n+1)y =0

se puede escribir como

d dy
— (1 =2%) == Ly =0
o (( a:)dx)—irn(n—l— )y
y como P,(z) es una solucién, satisface la ecuacion, es decir,
d
. (1—=2*) Pi(z)) +n(n+1)Py(z) =0  (5)

de la misma forma

% (1 =) PL(«)) +m(m + 1)Pp(z) =0 (6)

y multiplicando ambos miembros de la ecuacién (5) por P, y la ecuacién (6) por P, y
restando se obtiene
d

Pt (1= 4) Po(a)) = Pase (1= 2) Ph() + n(n 4+ 1) = m(m +1)] PPy = 0

d
= [(1=2%) (PuPl = BuPp)] + [n(n+ 1) = m(m + 1)] By P, = 0
e integrando miembro a miembro entre -1 y 1 la ecuacién anterior se tiene

1 1

/ % [(1—2%) (PnP, — P.P,,)] dz + [n(n+ 1) — m(m + 1)] /Pm(ac)Pn(x)dx =0
y como la integral

1

/% [(1—a?) (PnP. — PuPL)] dz = ((1 = 2°) (PP, — PuPL)) ., =0

entonces

n(n + 1) — m(m + 1), /Pm(x)Pn(x)dx —0
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y asi
1

/Pm(x)Pn(a:)da: =0 si m#n

-1

propiedad que se conoce como la ortogonalidad de los polinomios de Legendre.

Si se desea conocer el valor de la integral

1

/ﬁmm

-1

ésta se puede deducir de la relacién

P.(
V1—2xz+ 22 Z
Para demostrar esta propiedad desarrolle

1 1 1

V1212422 V1— (22 — 22) VI—a

133

y agrupe todos los terminos que contienen a 2" y verifique que la suma de estos términos

es P,(x)z"

Ahora elevando al cuadrado la expresion

\/1—2:EZ+Z2 ZP

se tiene que

1
1 —2x2+ 22

e integrando la igualdad entre —1 y 1 se tiene

](L> Z][P§($)+Pf(a:)zZ+P22(:1:)z4+....+p§(x)z2n+m] du

1—2z2 + 22
-1 —1

= [Po(2) + Py(2)2 + Po(2)2% + Py(2)2° + Py(z)2* + ...]7
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Ahora la integral
1

dx 1 du 1 1 1
— = — | —=—-—(1 =——(In(1-2 2
/(1—2202—4—22) 2z u 2Z(nu) 22(“( xz—i—z))_l
~1
1 9 9 1
— _2—(ln(1—z) —In(1+2)%) ===(n(1-2)—In(l+2))
Z z
1 1 2 3 2 3
— ;(ln(l—l—z)—ln(l—z)):;((2—%+%—...)+(z+%+%—l—....
1 9 +2z3+2z5+2z7+ +222"+1+
= - z e I — .. =
z 3 5 7 2n +1
B 2+2z2+2z4+226+ . 222" .
- 3 5 7 cese 27—,/_'_1 .o
luego
1
222 224 26 2221
P? P(2)2* + P2(x)z* + ... + P? dor = 2+ =+ 4+ .
[ 18+ Pr@)2 + B ot R+ Jdr =2 2o B 2y B

~1
y asf igualando los coeficientes de sus respectivas potencias, se tiene que
1

2
/Pi(x)dx =
2n+1

por lo tanto

Sien

\/1—2xz+z2 ZP

se hace x = 1, se tiene
1

1
VI—2z24+22 1-2z

luego se concluye que igualando coeficientes

P,(1)=1

= 12+ 42542+ = Py(1)+ Py (1) 2+ P (1) 2%+ P3(1) 224+ Py (1) 24+

En forma andloga
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4.2.5 Serie de Legendre

Si f(x) estd definida en el intervalo (—1,1) entonces
f(@) = CoPy(z) + C1Pi(z) + CoPy(x) + C3Ps(x) + CuPy(z) + ...
luego haciendo el desarrollo ortogonal se tiene que
(f(x), Py(x)) = (CoPy(x) + C1Pi(x) + CoPa(x) + C3Ps(x) + CyPy(x) + ..., Pu(x))

por lo tanto

1 1
/f(:v)Pn(x)da: = /C’n.Pz(m)dﬁc los demds términos son cero
S

-1

entonces

Ejemplo 4.1 5i

entonces
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ast que
f(z) =0.P,(x) + gPl(x) +0.Py(x) — ng(x) + 0.Py(x) + 1—P5(x) + ..

llamada serie de Legendre de

-1 s1 —1<x<0
f(a:)—{ 1 st O<z<l1

Si en la ecuacién de Legendre

(1—2%)y" —2xy +n(n+1)y=0
1
se le hace el cambio de variable = = n entonces

dy dy dt _ @

de ~ dtdz dt
d*y d o dy d ody ) dt dy  od%y 2 2Py 5y
-2 == 2 22— —t"— | (—1°) =t"— + 2t°—
dz? dx ( dt) dt < dt) dx ( dt dt? ( ) dt? * dt

y con este cambio de variable, la ecuacién se transforma en

d*y d 2 d
(1— —) (t4dt2 2t3d‘z) — ;( t? di) +n(n+1)y=0

que simplificada se tiene que

d*y dy n(n+1)
—1 2t— _—
T

y una solucién en serie de potencias de t es
o0
Yy = Z Cont™ con Cy #0

Haciendo el desarrollo se encuentra que

r=n+1 'y r=-n
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En primer caso se considera que r =mn -+ 1 y se obtiene que C; =C3=C; =C7; =0y

que (n+1)(n+2)....(n + 2m)Cy

Com =
94, 2m.(2n + 3)(2n +5)...(2n + 2m + 1)
y si Cy es
n!
O —
T 135..(2n+1)
entonces la expresién Cs,, toma la forma de
(n+1)(n+2)....(n + 2m) n!

Com :
2 2.4..2m.(2n + 3)(2n +5)...2n + 2m + 1) 1.3.5...(2n + 1)

2"(n 4 2m)!(n + m)!
m!(2n + 2m + 1)!

y asi

[e.e]

- 2"(n + 2m)! !
y = Y =% (n+2m)!(n +m) p2mintl
m=0

m!(2n + 2m + 1)!

o0

_ 2”(n+2m)!€n_|_m)! 1 2m+n+1_
} mz::o m!(2n + 2m + 1)! (;) = Qu(®)

llamada funcién de Legendre de segunda clase .
Con r = —n se obtiene otra solucién que coincide con P, (), luego se puede concluir
que una solucién general de la ecuacién de legendre es

y(x) = AP,(z) + BQn(x) con A y B constantes
Si en la ecuacién de Legendre
(1 -2y — 22y +n(n+ 1)y =0

derivamos m veces cada término, se tiene
. [(1—2%)y"] - 2—m(a:y’) +n(n+1)y™ =0
dx™ dx™

pero por la férmula de Leibniz se tiene que

CZp_mm [(1 _ xz)y"} _ Z <T]:> (y//)(mfk) (1- x2)(k) _

m
k=0
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= (D) a=ay e () e e () 6 - ) -

=y (1 — 2%) — 2may™ Y — m(m — 1)y™

am o /m m— m m m m . .
dx_m(xy/) — Z (k) (y')( k) (z)®) = (0>y( “)x—i—(l)y( ) = 2y Ly (m)

k=0

y reempazando se tiene

qm

d;cm 5 10 = 0] =2 )+l 1y

_ m+2)<1 ) _ 2m$y(m+1) _ m(m _ 1)y(m) -9 (xy(erl) + my(m)) + n(n + 1)y(m)
2

= (1= = 2(m+ D)y + [n(n + 1) —m(m + 1))y =0
es decir, la ecuacién queda
(1 —22)y™ ™ —2(m + Day™™ + [n(n+1) —m(m+1)]y™ =0 (7)

y ésta tiene por soluciones

m) _ A" Pn() v a d"Qn(x)

y dxm dxm™

y si en la ecuacién 7, se hace

v=20

dv
1—2%)— — 22— 1) —
(1—2%) a:x+ n(n+1) [

llamada ecuacion asociada de Legendre y tiene por soluciones a

. den( )

Cdam

w d" P, ()

dx™

Pl(z) = (1—a%)% Qn(z) = (1-2a%)%

llamadas funciones asociadas de Legendre.
Se puede demostrar que

1
0 si n#k
/ B (@) P (z)da = { 2 (em)l

. %+l (h_my St
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4.3 Ecuacion diferencial de Bessel

A la ecuacion
2y +ay + (27— N)y=0

se llama ecuacién diferencial de Bessel, y una solucién en serie de potencias de x viene
dada por

= Z Crnz™" con Cy #0

y se hallarén C,, y r.
En efecto :

Z m + 1) Cpz™ "t Z m+7)(m+r—1)Cpa™ 2
m=0 m=0

y asi

2 "+xy’+(:c2—)\2)y:

[
(e

(m+7r)(m+r—1)Cpa™" + Z (m 4 1) Cpnz™ + (22 — N?) Z C, "t =

m=0

3
I
o

[
NE

m=0 m=0 m=0

3
Il
=)

M]3

(m+7r)(m+r—1) C’mxm+r+z (m+7) C’mmm“}z Cgx™TT—\2 Z C,x™tT =
m=2 =

0 m=0

3
I

[((m+7r)(m+7r—1)+ (m+7r) = A)Cp + Crna] 2™ +(r(r — 1) + 7 — X*) Coz"+

M]3

3
Il

+ (L4 r)r+1+r—2)Ciz"™ =0+ 02" + 02" + ..+ 0™

por lo tanto igualando coeficientes se tiene :

1.
(r(r=1)+r—=X)Co=0
2.
(A+7r)r+14+7r—X)C =0
3.

(m+r)m+r—1)+m+7) = A)Cp + Cpa =0

(m + 7“) (m +r— 1) Cm$m+T + Z (m + 7”) meerr + Z mem+r+2 _ )\2 Z mem+r _
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Ahora como
(r(r—1)+7r—X*)Co=0 entonces (r(r—1)+r—A*) =0

y asi
r2 — X2 =0 entonces r = +\

Luego si
r=A>0

entonces reemplazando r = A, en 2 se tiene
(A+r)r+147r=X)Cr=(+r*+1+r—X)C; = (2A+1)C; =0 entonces C; =0
y €como

[(m+r)(m+r—=1)+(m+71) = X)Cp + Crns] = [(m+71)> = N] Cppy + Cpppa =

= (m?*+2mA)Cy, +Cp_y =0

se tiene que

C, = —% = —% para m > 2, luego si m = 3 se tiene que
Ch
C3=————==0, C5=0..C"..
3 33+ 2\) v Us 7
Si se toma ]
Co = PT(A+1)
entonces
S B R
2T A4+4n T 22(1+ N 2T(A+1) 2T (A +2)
Cre G, G 1 1 B 1
T4 +2)) T B2+ BR+A)DTT(A+2) 2F2T(A +3)
C 1 1 1
Cs = L = =

T6(6+2)) 6234+ N)2MH2T(A+3)  2M63IT(A +4)

ey
222mmIT( A+ m + 1)

C(2m
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y asf una solucién es

f( ) ; ( ) i (_1)mx2m+/\
€Tr) = €Tr) =
A £t 2m A mID (A +m + 1)
En forma andloga para r = —\ se tiene otra solucién
e -1 mx2m—)\
o) = Toa@) = s

L 2mAmIT(=A + m + 1)

por lo tanto una solucién general de la ecuacién de Bessel es
y(x) = A J\(z)+ B J_x\(x) si N#£Z

Ejemplo 4.2 La solucion general de la ecuacion

2y +ay + (2°=3)y=0

y(x) = A Jz(x) + B J_z5(x)

Ejemplo 4.3 La solucion general de la ecuacion

1
2y + zy + <x2 — 5) y=0

€s

y(x) = A Ji(x) + B J_1(x)
Ejemplo 4.4 La solucion general de la ecuacion

x2y”+a:y'+ <CL‘2—

€s

- (_1)mx2m+% _\/E I x? zt B
H0 =2 oty V2 \T@ 1 g

m=0
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2 [z x3 N x 2 x3 N 2 Z7
=4/= (== — === =
mr \ 1 1!22% 2!2433 T 31 57!

2
=4/ —sinz
T

En forma andloga

J

(z) = \/gcosx

Hay algunas ecuaciones que mediante un cambio de variable se pueden transformar en
una ecuacion de Bessel, como por ejemplo

VI

Ejemplo 4.5 Solucionar la ecuacion

1
v+ <62x — 5) y =0 haciendo e¢* = z

En efecto:
dy dy dz _dy , dy
dr  dzdr  dz © == dz

dz? dx dz  dz de \dz /)  dz dz \ dz ) dx

d
= e —+e—e =z—+2——
z
entonces reemplazando se tiene

1 dy d*y 1 d*y dy 1
" 2z 2 2 2 2
= — 0
Y (6 9) Y Zdz ‘ dz? <Z 9) vy== dz? Zdz : 9 Y

que tiene por solucién general a

Y(z2) =AJi(z) + B J_1(z) = A Ju(e") + B J_1(e") = g(x)
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Ejemplo 4.6 Solucionar la ecuacion

1

2?y" + zy —|—4(m —Z)y:O si 1t =z

En efecto
@ B @ dz dy
de  dzdx  dz

d?y d (dy dy d [dy dy d (dy\ dz
SO o 2 (o) =2 o (D) =22 40
dx? dx (dz ) dz * r (dz) dz * iz \dz ) dx

—2x

dy d?y dy A%y
= 2—=+4+2 —2 =2-—= + 4z
dz Rt T L T
entonces
1 dy d?y dy 1
224" 4 2 _ 2_ Ar? —79 4 22— =
2y’ +ay +4 (o 4 y dz+ dz? T dzx Al 4 y
%y dy 1
= 427> 4>—= 4+ 4 - = =0
dz? * “dz * (Z 4) Y

que equivale a

d?y dy 1

52 2

+ + =0
dz? Zdz (z ) Y

y tiene por solucion
y(z)=A J%(z) + B J,%(z) =A J%(xz) + B Jfé(:cQ) = g(x)

Ejemplo 4.7 Solucionar la ecuacion

(NI

2k
y' +Eay =0 si u= 2=

Sl=

Como )
y = u\/x entonces y = §u9£*% +u'\/x

y' = —lux_g + lu':v_% + lu’x_% +u'T =T+ ua — lux
4 2 2 4

reemplazando en la ecuacion se tiene que

_3
2

1
y' + kKay = T+ — Zuaf% + k2zuy/z =0
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y si multiplicamos por \/x se tiene que

1
xu” +u — Zux*1 +E222u=0

Ahora
yo e duds _du
dr  dzdr dz
d*u d y du v d (du 1 _idu
1/ — - k: 5 :k 5 __ - - o
B 2 dr \ z) <x dx <dz)+2x dz)
_ g ( By e L gduy d (duy s L adu
B dz \dz ) de 2 z) dz \ dz 2 dz
d? k d
= k%% 5;5 %d—z luego
1 dPu  k _idu 1du
" I = -1 2 .2 — 2.7 7 5 5___ -1 2.2,
ru’ +u 14 + k*z*u x(kxdzz+2x2dz>+ mdz 14 + k*x*u
d?u 3k i1du 1
_ g2 20U Ok 10w 1oy 2,2
= k 73 2:10 e 4u + k*z*u
st multiplicamos la iltima ecuacion por gx se tiene
4 d®uv 43k sdu 41 4 d’u du 1
Zp2p3dt  2oF sdu 22 2128, = 22 Y ou 2 1 —0
oV T aE T Ted Tt Zdz2+zdz+(z 9>”
luego
u(z) =A J%(Z) + B J,%(z)
Yy ast
2k 2k
w= % A J%(?x%) +B J_%(gx%)

y por lo tanto la solucion de la ecuacion es

2k s 2k s
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4.3.1 Algunas propiedades

1)
Jon(z) = (=1)"Jn()
En efecto:
o (_1)m 2m—n e (_1)m 2m—n
an — —
(z) n;) 2 2mml(—n +m + 1) ; 2= 2mmIlN(—n +m + 1)
00 (_1)m+n$2(m+n)fn
B mZ:o 2—nt20m4n) (m + )T (—n +m +n + 1)
B i (_1)m+nx2m+n B i (_1)m+nx2m+n
B = 22m40 (m +n)!l(m + 1) B =22l (m 4+ n + 1)
e (_1)mx2m+n
= (=1)" = (=1)"J,
(=1) mZ:O 22mtnmIl(m +n + 1) (=1)" ()
2)
d
. (2 (2)) = 2 a1 ()
En efecto
d d o (_1)mx2m+2)\ 0 2m + 2/\) 2m+2X—1
o (xAJ)\(x)) = o Z 2t Ay | Z 2m+>\ |
x dr \ ~= 2 m!l'(m+ A +1) — 2 m!l(m + A+ 1)
B i (_1)m(m + )\)x2m+2>\—1 - N ( )m 2m—+2A—1
-~ 22m+)‘*1mlf‘(m FA+1) A= 22m Il (m A
_ )\Z 1)m 2m+Ai—1 _ x}\J
22m+A 1T (m + \) At
y por tanto
/$)‘J,\_1(1:)d1: =2 \(z) 4+ ¢
3)

% (m_’\JA(x)) = 2 (2)

En efecto



146 CAPITULO 4. ECUACIONES DERIVADAS PARCIALES

d . B d > (_1)ml.2m+)\f)\ B d > (_1)mI2m
%(“" @) = dx <mzzo 2mApID(m+ A+ 1) ] dz Z 22m+/\m!F(m+)\+1)

m=

B i 2m( 1) x2m 1 _)\ i me 1 )\
B = 22l (m + A + 1) 22m+’\m'F (m+A+1)

)mx2m+)\ 1

_ 7)\
B E:?wM1 —D)IT(m+A+1)

( 1>m+1 2(m~+1)+1—1
= ”Z
%mH+A%m+1—1mwn+1+A+n
m+1 2m+1+)\

—
- Z 22m+1+)\ N (m+ 2 + )\) T J)‘Jrl( )

Luego
/:U’\J,\H(m)dx =2 () +e

Ahora como y
— (2 (7)) = 2o (2) = A () + 2 L (2)

dx
se tiene
A\ (x
Tyala) = @) + 22
y COmo
d
e (27 (2) = =2 M (z) = =AM (z) + 27N (@)
se tiene
Ay (x
rala) = ) - 22
despejando Ji(x) de 4 y 5 e igualando se tiene
A A
Jr1 — M = M — Jys1(x) , es decir
x x
2AJ\(x
hoate) = 22D @)

X
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si sumamos 4 y 5 se obtiene

I-1(x) = g (z) = 273 (2)
y de aquf
1
5 [ her(a) = () do = @)
Como ya sabemos que
J () = (=1)"Jn(2)
es decir J_,(z), J,(x) son linealmente dependientes.

Si A no es un nimero entero J_,(z), J\(z) son linealmente independientes y de acuerdo
con la teoria de las ecuaciones diferenciales lineales

Ja(z) cosmA — J_»(z)

sin A

Y/\(x) =

es tambien una solucién de la ecuacién diferencial de Bessel y si en ésta solucién se hace
A = n se llega a una indeterminacién y esta se evita derivando numerador y denominador
con respecto a A asf:

—-J 2(J A—J_
Y, (z) = lim V() = lim Iz (z) co;z;\r)\ Joa(z) lim ox (I )800sw A(2))
- - —n 5 (sin )

pero

0 0 [ & (—1)mg?mFA 0 [ (—1)mz?m T\
o) = 5y Z:()Z*Jr?mm!l“()mtm%—l)) T oA (Z 22mm!F(A+m+1> <§> )

=0
m .2m—+A\

fu—

-+ una serie de potencias

" > 2 ¢ PF2nI TN+ m + 1)

m=

= In

(
(

0 e (=1)matn -
8 (@ = 2 (Z PR Y 1>) )

- % (ZO 22mmv<r_(1—)zi:z +1) (g)_A> -

m=

N8 N8

) \(x) + una serie de potencias

0
Y, 7 (—1)™x > r?mtr 1
- <§> n <§>Zz2mm|r(A+m+ +mz 2’\+2mm' N <F()\+m+1)
(=)™

)
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B N\ —A T 0 (_1)m 2m oo m p2m— A o 1
__<§> ln<§>z:022mmlr( A+ m+1) +Z 2- A+2mm' aA( I(— )\+m+1))

m= m=0
e —1)™ 2m—A\
= —1In (g) mzjo 2/\+2”§mlf>‘(f)\ p— + una serie de poencias

—In ( ) J_x(x) 4 una serie de potencias
asi que

Ja(x) cosmA — J_x(x) L (Ja(z) cosTA — J_x(x))

Y, = limY, = li = li
n(®) Ao \() P sin A b 2 (sinm\)
_ g (J,\( ))cosmA — Jy(z)sinTA — %(J_,\(x))
B /\3111 (cosmA) 7
_ 1 i @ B (Ja(2)) cosTA — Jy(z) sinmA — Z(J_x(z))
T A—n (cosTA)
1 x x . .
= = [ln <§> Jp(z) + In (§> Jn(:v)} + una serie de poencias

= —In (g) Jn(x) + una serie de poencias
m

luego como Y, (z) y Ji(x) son soluciones linealmente independientes de la ecuacion de
Bessel entonces

y(x) = A Jy(2) + B Yi(a)

es la solucién general
Maés ain

lim DESTIAD) g =0,1,2,3,4

Jn () cos.wan—n(x) st n#0,1,2,3,4,
Yn<I) _ simnm

A—n

4.3.2 Ecuacién modificada de Bessel.

La ecuacién
2y +ay — (2P +N)y=0
se llama ecuacién de Bessel modificada y mediante un cambio de variable apropiado se

transforma en la ecuacion de Bessel.
En efecto :

2y +ay — (22 + X))y =2+ a2y + ((iz)> = A\*)y=0 ycon z=ix se tiene que
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dy dy dz dy
dv  dzdx dz

Py _d (dy) _d () d () de
dz?  dx dz Cde \dz)  dz \dz) dx dz?

2
2y +ay + ((iz) = Ny = <§>2i2d—y+5@i+(z2—)\2)y

luego

y asf una solucion es

B B o (_1)m22m+)\ B e (_1)m(i$)2m+>\
y(z) = JI(z) = mz:() A2 I\ 4+ m + 1) B Z 2)\+2mm!1"()\ +m+1)

o ( 1>m 2m—+\ 2m+)\ /\ 1)m 2m 2m+)\
; 222mm I + m + 1) Z « 2202mmIT(A +m + 1)
2m+A

— P i
o Z 2>\+2mm11"(,\ +m+1)

= Z)\]/\(I)

por lo tanto una solucién general de la ecuacién modificada de Bessel es
y(x) = A I\(z) + B I_\(z) si AN#£Z
Ejemplo 4.8 Una solucion general de la ecuacion
22y + xy — (w2+§>y—0 es
ya) = AT (o) + B 1 ss(v)
Algunas propiedades

1)

2)
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3)
d
e (1’_’\1}\(1’)) = 1’_/\[,\4_1(33)
Otra solucién de la ecuacién modificada de Bessel es
T .
Ay [L-x(z) = I\(z)]  six#Z
Ko = ;I—IE-L Ky = /1\1—131 2sin A (@) = D)

y asi

y(z) = A I\(z) + B K)(x)

es la solucién general de la ecuacién de Bessel modificada

4.4 Problema de Sturm Liouville
Una ecuacién diferencial de la forma

d d
. (T(aﬁ)%) + [¢(z) + Ap(x)] y = 0 que satisface las condiciones

Ay(a) + By'(a) =0  donde A y B no son ambas cero
Cy(b) + Dy'(b)=0 donde C y D no son ambas cero

con p(x), r'(x), q(x), r(x) funciones reales y continuas para todo x en un intervalo
a < x < by A un parametro independiente de x, y. A, B, C, D constantes reales, se
llama ecuacion diferencial de Sturm-Liouville.

Ejemplo 4.9
v +xy=0 y(0)=0 y(L)=0 esuna ecuacion diferencial de Sturm-Liouville

pues es de la forma
y”+Ay:i B +[0+A1]y=0
dr \ dz '
Ejemplo 4.10
% <x3—i) + [4x3 + )\xﬂ y=0 con
3y(1) + 4y'(1) =0
4yB3) - 3yB) =0

es una ecuacion diferencial de Sturm-Liouville
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Un problema de Sturm-Liouville consiste en solucionar su ecuacién, es decir, en hallar
una funcién que satisfaga la ecuacién con sus dos condiciones. Una solucion de cualquier
problema de Sturm-Liouville es la solucién nula, que no es muy 1itil, por tanto centraremos
nuestra atencién en la busqueda de soluciones no nulas f(x), llamadas funciones propias
y los valores de A para los que esas soluciones existen se llaman valores propios.

Ejemplo 4.11
y'+Ay=0 5(0)=0 y(L)=0 esuna ecuacion diferencial de Sturm-Liouville

pues es de la forma

d dy
"y = —(1.22 0+N1]y=0
Y+ Ay dx( dw)+[+ Jy

Para hallar la solucion procederemos asit :
a) Si A = 0 entonces
y"' =0 luego y(r)=Ar+ B ycomo y(0)=A.0+ B =0 entonces B =0
por tanto
y(x) = Az y como y(L)= AL =0 entonces A=0

y asi la solucién de la ecuacién es
y(z) =0
b) Si A < 0 entonces y” + Ay = 0 tiene por solucién

y(r) = AeV AT L Be~VAz y como y(0) = A+ B =0 entonces A = —B

por tanto

y(z) = A(emw - 67\&1) y como y(L) = A(eﬁL — efﬂL) = 0 entonces A =0

y asf la solucién de la ecuacién es
y(z) =0

c) Si A > 0 entonces la solucién de la ecuacién y” + Ay = 0 es
y(z) = Acos V Az + Bsin vV Az y como y(0) = Acos VA0 + Bsin VA0 = A = 0 entonces
y(z) = BsinVAz y como y(L) = Bsin VAL = 0 entonces sin VAL = 0 y de aqui

2,2
n
VAL = nt entonces \ =

72 que se llamard valor propio
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por lo tanto la solucién es
y(x) = Bsin ? que se llamara funcién propia
En forma andloga considere la ecuacion
y'+Ay=0 y(0)=0 y'(L)=0
y mustre que la solucion es
y(x) = Acos ? que se llamara funcién propia

correspondiente al valor propio

4.4.1 Ortogonalidad de las funciones propias.

Supongamos que las funciones p(x), 7'(x), q(z),r(z) de la ecuacién diferencial de Sturm-
Liouville £ (r(2)%) + [¢(z) + Ap(z)]y = 0 son reales y continuas en el intervalo a <
x <b.Y sean Y,,(z) y Y, (x) funciones propias del problema de Sturm-Liouville las cuales
corresponden a los valores propios diferentes A, y \,, entonces las funciones Y,,(z) y Y, (x)
son ortogonales en el intervalo a <z < b con respecto a la funcién p(x).

En efecto:

Como las funciones Y,,(z) y Y, (z) son soluciones de la ecuacién diferencial de Sturm-

Liouville entonces
(r(2)Yy,(2)) + [q(x) + Xp(2)] Yin () =0 (1)

(r(@)Y,)(2))" + [a(z) + Aup(2)] Ya(z) = 0 (2)

Multiplicando (1) por Y, (z) y (2) por —Y,,(z) y simplificando se obtiene que
(A = An) [p(@) Y (2) Yoo (2)] = (r(2)Y;1(2)) Yiu () = (r(2) Yy (2)) Ya(2)

si integramos entre a y b se obtiene

o — ) / ) Yo () V() e = / (H(@)Y(2)) Vo () — / (H(@)Y(2)) Yo()dr =
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b b
- M@mmn%uﬁ—/?@numzu@meuw%mnuwz+/#unamxxmm

= 7(0) [V, (0)Yn(b) = Y (0)Ya (b)] = r(a) [V, (a)Yim(a) — Y, (a)Ya(a)]

luego

Asi que:
1) Si
r(a)=0 y r(b)=0
entonces ,
(A — An) /p(x)Ym(x)Yn(ﬁ)dx =0 por lo tanto
b
/p(x)Ym(x)Yn(ﬁ)dx =0 si m#n
2) Si
ra)#£0 y r(b)=0
entonces

AY,(a)+ BY,(a) =0
AY,,(a) + BY, (a) =0

si multiplicamos la primera ecuacién por Y,,(a) y la segunda por —Y,,(a) y sumando se
obtiene que

B(Y.(a)Yy(a) =Y, (a)Y,(a)) =0 y como B # 0 entonces

n

Y (a)Yn(a) =Y, (a)Y,(a) =0 y asi

n

b
(A — An) /p(x)Ym(x)Yn(x)d:E =0 por lo tanto

a

[raa@Vatets =0 s mta

a
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en forma andloga si multiplicamos la primera ecuacién por Y, (a) y la segunda por —Y,!(a)
y sumando se obtiene que

A(Y,) (a)Y,(a) — Yiu(a)Y,(a)) =0 y como A # 0 entonces

n

Y, (a)Y,(a) — Yin(a)Y,(a) =0

n

y asi
b
(A — An) /p(x)Ym(x)Yn(x)dx =0 por lo tanto

. a

[raa@Vaeir =0 5 mtn
3) Si

r(@)=0 y r(b)#0

entonces

AY,(b) + BY/(b) = 0
AY,,,(b) + BY'.(b) = 0

si multiplicamos la primera ecuacién por Y;,(b) y la segunda por —Y,,(b) y sumando se
obtiene que

B(Y,(b)Y(b) =Y, (b)Y,(b)) =0 y como B # 0 entonces

n

Y (a)Y(a) =Y, (a)Y,(a) =0 y asi

n

(A — An) /p(x)Ym(:c)Yn(a:)dx =0 por lo tanto

a

b
/p(ﬂﬂ)ym(ﬂf)Yn(m)daj =0 si m#n

a

Andlogamente si A # 0
4) Si

considere las condiciones

AY,(a) + BY! (a) = 0 AY,,(b) + BY,(b) =0
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AY,(a) + BY!(a) =0 AY, (b) + BY!(b) =0

y andlogo a los casos anteriores
5) Si
r(a) = r(b) entonces

n

b
(Am—=An) / p(2)Ym(2)Yo(x)dz = r(b) [Y,(0)Yin (b) — Y7, (0)Ya(b) — Yi(a)Yin(a) — Y, (a)Ya(a)] = O

Ejercicio. Esto completa la demostracién

Ejemplo 4.12 La ecuacion de Legendre se puede escribir como
(1 —2Y)y] + M y =0 A=n(n+1)

por tanto es una ecuacion de Sturm Liouville con r(z) =1—2% q(z)=0 y p(z)=1.
r(z) =0 sii x ==+1 entoncesa = —1,b=11y P,(x) son las funciones propias, entonces

1

/Pn(x)Pm(:z:) =0 s m#n

-1

4.5 La ecuacion de Hermite

y' —2zy +2ny=0 n=0,1,2,.

se puede escribir como
" / =z —x2 —x2 22 7\ —x?,
Yy =2xy +2ny=e "y —2xe "y +2ne " y=(e "y | +2ne " y=0

es una ecuacién de Sturm Liouville y los polinomios de Hermite estdn dados por

[ ] n—2m
—1 mn‘ 2z 2 d” _x2
Hi) = m)! (n E 273@)! = (D% o (e >

N3

m=0
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y ademds los polinomios de Hermite son ortogonales en (—oo, +00), ( lim e = 0) es

r—=+00
decir,
2 B 0 st m#En
/6 Hn(x)Hm(x)d:r—{ 2"nl\/m si m=n

Calculemos los polinomios de Hermite.

g2 d™t ar g2 dn—1 2
t=c¢e entonces — = —— (e ) = — (—2:1:6 z )
dz™  dxm™

dn—Z 5 dn—3
= ((4° = 2) ™) = 5 (—(82° — 122) ) =
entonces
ar 2 dnfl g2 dn72 i
dzm (e ) T dgnl <(—1)H1(x)e ) = dgn-2 ((—1)2H2(x)) e
dni?’ 2 dnfn . 2
= — (-1)°Hz(z)) e™ = ... = p (=1)"H,(z)) e
luego
dd? (eiﬂ) = (~1)"H,(z)e™™ asf que
N
H(w) = (-1 gz ()

4.6 La ecuacién de Laguerre

2y’ + (1 =2)y +ny=0
se puede escribir como
ze "y + (1 —x)e "y + ne "y = (a:e*xy')/ +mne %y =0

es una ecuacién de Sturm Liouville y los polinomios de Laguerre estdan dados por

n

(=1)"nlz™ e’ d" _
Ln — - n_—
@ = 2 =y~ i )
y ademads los polinomios de Laguerre son ortogonales en

[0,4+00),(r(0) =0 y lim ze™® =0)

m=0

es decir,

76‘%(%)%(50)@ = { [(n(;!f 22 :Ziz
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4.7 Ecuacién de Chebyshe

(1-2*)y" —ay +n’y =0
Se puede escribir como

! n2y
VI=2%) + L =0
( Y V1— 22

Los polinomios estdn dados por

! n—2m (.2 __ 1 n
T (z) = nlx (x )
= (2m)! (n — 2m)!
y
T,(z)=1 Ti(z)=2 Tyz)=22>—-1 Ty(x) =423z
y si

cosf =z 0<6 <, observemos que T, (z) = cosnf = cos(narccosz) -1 <z <1

ya que
To(z) = cos(0arccos x) = cos(0) = 1
Ti(x) = cos(1. arccos x) = cos(arccos x) = x
Ty(z) = cos(20) = 2cos? — 1 =227 — 1
T3(z) = cos(30) = 4cos®§ — 3cos ) = 42 — 3z
r(z) =0 sisi x = £1 luego mostraremos que
L 1 0 si n#m#0
/ an(x)Tm(x)dx %r z; n ) Zlm 0
En efecto :
1 1 1 d
/ — xZTn( VT () = / cos(n arccos a:)lco_siga arccos x)dx _

sin(n+m)0 sin(n—m)
2(n+m) * 2(n—m)

:/cosnecosmGdQZ 013 =0 sin#m#0
0
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Si
1 1
n = m = ( entonces
/ v1 / V1-— x2
“1
Si
1 T T
1
n = m entonces / : 2Tn(x)Tm(a:)ala: = /cos nf cos nfdh = /cos2 nbdh = g
-
-1 0 0

Ejemplo 4.13 FEcuacion paramétrica de Bessel
Sabemos que J,,(Ax) satisface la ecuacién diferencial
22y +ay + (V2? —n?)y =0

y que esta ecuacién la podemos escribir como
! ! 712 2
2y (@)] + | —— + Xz | y(z) =0

2

e (Ax)] + <—% + A%) Jo(Az) =0

luego nuestro propdsito es buscar aquellas soluciones en [0, R| que satisfacen la condicién
de frontera J,(AR) = 0, que forman un conjunto ortogonal en [0, R] .Denotemos por
AR = iy, los ceros de J,(AR), o por A = A, = ®= y asf obtenemos para n =1,2,3,..
fijo que las funciones J,, (A7), forman un conjunto ortogonal en [0, R] con respecto a la
funcién p(x)=x, es decir, que

R

/a:Jn()\mnx)Jn()\knx)dx =0 sim#k
0

Ahora mostraremos que

R
/:L“JQ()\x)dx = R*J, 1 (AR) _ R*Jp 1 ()
0

En efecto )

e (M) + (—% + )\231:) Jo(Az) =0
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y multipliquemos ambos miembros de la ecuacién por 2z.J) (Ax) para obtener

[ (A\x)] 22! (\x) + (—%2 + )\2317) Jo(Ax)2xJ) (Ax) =0

que se puede escribir como
{le 1, )Y + (Wa? = 0®) {[Ja(A2)]*} = 0
si integramos entre 0 y R se tiene
o R

[[:EJ;L(/\m)ﬂO = —/ (\2® —n?) [{[Jn()\x)]Q}'} dx

A) hagamos dv = [{[Jn()\x)]z}’] dx, entonces
v=[J.(A2)]?, u= (N2® —n?), du=2\zdx

luego

[wroa?]” = - / (\22? — ) [{[. \a)]2)] do =

0

159

= —[(V%® = n?) [LOa)]] + 2N / 22 (\r)dr = 2)\? / 2 J2(\r)da

B) Recordemos que

d
. (27 (z)) = —2 M Jaya(z) y de aqui se tiene

e (z) = A T (@) — 27 M g ()

y si reemplazamos x por s y A =n se tiene
s (8) = ns " L (8) — 8" Ty (s)
y multiplicando por s"™! se tiene

sJp(5) = nn(s) = sJnya(s)
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si s = \x entonces

_ddu(s) _ d(w)dr _ dJ,(\) 1 Ji ()

/ _ 2\ ) - e\
) = =g de ds  dr & x %
'(A
ST (s) = (Ax) Jn(A ) ! () = nd(02) — Az (\)
y ast
, 2] R 2R 22 72
[[mJn(Ax)] }0 — [[nJu(A2) = A Jups )] = N R2JZ, (AR)
asi que
R
2)\2 / zJE(A\x)dr = N R*J2,  (AR)
0
luego

R
R2J2(AR)  R2JZ  (amn)
2 )\ d — n+1 — n+1 mn
/xJn( x)dx 5 )
0

Si f(x) admite un desarrollo en serie de Bessel entonces
f(@) = CrJn(Ainz) + Cadn (M) + C3Jp(Asnz) + Cadyy(Aan) + ..

donde
R

2
- —RZJ,%H(amn) [mf(x)]n()\mnm)dm

Los modelos mateméticos de muchos fenémenos conducen a ecuaciones en derivadas par-
ciales ya que en ellos intervienen dos o méds variables independientes

Cm

1. Mostrar que

1 2
i gPO(x) +0.Py(z) + g.PQ(ZL’) +0.P3(z) + ...

3

2. Mostrar que la serie de Hermite de f(x) = z* viene dada por

3. Solucionar la ecuacién

y" + e*y = 0 madiante el cambio de variable e = z
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4. Mostrar que

.1 1 4
2 =2 (———)J)\x 0<z<l1
2500 By~ ap) Bw)

5. Mostrar que

2 1 — 2 1
Jo(2) = _(smx xcosx) J () = _(xsm$~|—cosx>

2 ™ i ™ T

indicacién J3(z) = —J_1(z) + 1 J1(z). Andloga para la segunda

2 2
6. Mostrar que

y = 2" J,(z) es solucién de la ecuacién zy” + (1 —2n)y' + 2y =0 x>0

Indicacién, hacer el cambio de variable u = — y tranformarla en la ecuacion de
x

Bessel

7. Mostrar que
/CCBJO(ZC)dSU = 22 Jy(x) + 202, (x) — 42® Jy ()

4.8 Definicion de Ecuaciéon diferencial Parcial

Una ecuacion diferencial en derivadas parciales, es una ecuaciéon que contiene una o mas
derivadas parciales de una funcién desconocida de mdas de una variable, por ejemplo

’u  0%*u 82u_

0
0x? * 0y? * 072

es una ecuacién en derivadas parciales con u(x,y,z) funcién desconocida de tres variables
X7Y7Z

En este capitulo, se hard un estudio de las ecuaciones diferenciales parciales lineales de
orden 2

En general una ecuacion diferencial parcial lineal de orden 2, de dos variables independi-
entes x y y es de la forma

9%u 2 2u ou ou
Si H(x,y) = 0 la ecuacién
0*u 2u 2u ou ou
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se dice homogénea y en caso contrario no homogénea.

La solucién general de una ecuacién diferencial parcial lineal no homogenea, es la
solucién general de la ecuacién diferencial parcial lineal homogénea, mds una solucién
particular de la no homogénea.

Si uq, usg, us, Ug,.... son soluciones de una ecuacién diferencial parcial homogénea y si
a,b,c,d ...son constantes reales entonces

u=au+buy+cus+dug+ ...

es también una solucién de la ecuacién diferencial parcial homogénea.

4.9 Meétodos para solucionar algunas ecuaciones en
derivadas parciales

Ejemplo 4.14 Solucionar la ecuacion

02
uo_ 0
0x 0y
En efecto :
0%u 0 (Jdu , : ,
= — | — | = 0 entonces integrando con respecto a x la igualdad, se tiene que
Oxdy Oz \ Oy
ou . .
ol f(y) e integrando con respecto a y la igualdad, se concluye que
Y

u(z,y) = F(y) + G(z)

con F y G funciones diferenciables

Ejemplo 4.15 Solucionar la ecuacion

0*u
0x 0y

=zy si u(z,0)=2x y u(l,y) =cosy

u_ 0 (ou) _
dxdy Oz \ Oy -

entonces integrando con respecto a x, ambos lados de la igualdad se tiene que

En efecto

ou %y

8_y:7+f(y)
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e integrando con respecto a y se tiene que

2202 2202
o) =+ [y + gle) = T2+ hy) + gl
ast -
x
u(z,y) = =~ +hly) +g(2)
es la solucién general .
Ahora como
u(z,0) =z = h(0) + g(x)
entonces
g9(x) =z — h(0)
y asi
22y
u(zy) = =5+ hy) + 7~ h(0)
y €cOmo
2
u(l,y) = cosy = yz + h(y) +1 — h(0)
entonces

2
h(y) = cosy — T 1+ h(0)

por lo tanto

2,2 1'22 2

u(e,y) = - +h(y)+ o —h(0) = = +cosy — T = 1+ h(0) +2— h(0)
$2y2 2

= + cosy — yz — 14+ es la solucién pedida

Ejemplo 4.16 Solucionar la ecuacion

Fu  Ou_
ozot | ox

La ecuacion se puede escribir ast

R LT
Ooxr \ Ot vp=7

y ast integrando con respecto a x ambos lados de esta igualdad, se tiene

ou 2%t
%ﬁ+uf—5+f@
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Y como

ou 9, z2t

tEJru_ a(tu) = 7+f(t)
entonces
2212
ut = -t (/ f(t)dt) + h(x) por lo tanto
2t F(t)  h(x)
ulet) =+ =

es la solucion general, si [ f(t)dt = F(t)

Ejemplo 4.17 Solucionar la ecuacion

En efecto: Supongamos que la solucion esta dada por

U = emw+ny
y hallemos m y n.
Como u = e™**t™ entonces
ou ou
— =me™t  y —— =ne™ ™™ por tanto
&v 8y
ou ou
a— + b— = ame™ ™ 4+ bne™ ™ = (am + bn)e™ ™ =0
Jdxr Oy
por lo tanto
) bn
am+bn =0y de aqui m = ——
a

y asi
u=e Tt = gilay=bo) _ f(ay — bx) con f diferenciable

entonces la solucién de la ecuacién

ou ou

u(z,y) = flay — bx)
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Ejemplo 4.18 Si una funcion F(z,y) se puede escribir como x"G(2) se llama funcion

homogenea de grado n y cualquier funcion homogenea diferenciable de orden n satisface
la ecuacion

OF  OF
Al il o Ejercici
T +y o nF(x,y) (Ejercicio)

Aplicar este resultado para hallar la solucion de la ecuacion
ou ou

o + ya_y =2u(x,y) con u(l,y) =20cosy

En efecto : Como la solucion es de la forma
u(z,y) = APG(), putsn=2 y u(z,y) = F(z,y)
x

entonces
u(l,y) = AG(y) = 20 cosy

por lo tanto

A=20 y G(y)=cosy luego G(g) — cos?
x x

y ast
u(w,y) = 20;152(}’(%) = 2022 cos%

es la solucion

Ejemplo 4.19 Solucionar la ecuacion

0*u 0*u 0*u
T 92" 4182 "
0x? 983581/ + 88y2 0

En efecto : Supongamos que la solucion es de la forma

U = em:c+ny
entonces
2 2 2
a u _ 2 _mz+ny a u 2 mx+tny a u _ mx+ny
a5 = me a5 = ne = mne
ox dy 0xdy
entoces
9%u 0%u 0%u
-9 +18 = m2em™t  _ 9mpe™ T 4 18p2emrty

0x? 0xdy 0y?

= (m®>—=9mn + 18n%)e™ ™ =
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por lo tanto
m? —9mn + 18n* = (m — 3n) (m — 6n) =0

luego
m=3n ym=06n

por tanto

3nxz+ny

up =e = "3t = f(y + 31), uy = "6 = g(y + 61)

luego la solucion de la ecuacion

0?u 0%u 0%u
27 180"
Ox? 98:683/ * 88y2 0

u(w,y) = ui(2,y) +uz(z,y) = fy +32) + gy + 62)

con fy g funciones diferenciables y en forma mds general

Solucionemos la ecuacién diferencial parcial lineal homogenea con coeficientes con-
stantes
0% 5 0%u 0%
o2 + 0xdy + 08y2
Se supone que la solucién es de la forma f(y + mx) (método de los coeficientes indeter-
minados) entonces

=0

d%u " 0%u " 9%u Y
Ch=wi ) Sl —mfybmn) SR = )

entonces reemplazando en la ecuacién se tiene que

a02u b 0*u N C(?Qu
0x? 0xdy Oy?

= am?f"(y + mx) + b f" (y + mx) + cf"(y + mz)
= (am*+bm+c)f"(y +mx) =0
y como f(y + mx) es solucién entonces

am?® +bm+c=0= (m —my)(m — my)

y analizando el tipo de raices se tiene que :
1) a # 0 las raices pueden ser diferentes y en tal caso la solucién general es

u(z,y) = fly +mix) + g(y + max)
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con f y g funciones diferenciables
2) Las raices pueden ser iguales y en tal caso la solucién general es

u(z,y) = f(y +miz) + 29y +muz) 6 wu(x,y) = fly+miz) +yg(y +miz)

3)Si a=0 y b#0, entonces la solucién general es

u(x,y) = fly +mir) + g(x)

4)si a =0, b=0y c+# 0 entonces la solucién general es
u(z,y) = f(z) +yg(x)

Ejemplo 4.20 Solucionar la ecuacion

0*u 0*u 0*u
- 62— =0
0x? 5(%83; * oy?

Aqui se tiene que m* —5m+6=0=(m—3)(m—2) yasim=2 y m =3 luego la
solucion general de la ecuacion
0*u 0?u 0*u

ox? 58x3y +68y2 =0

u(z,y) = f(y +2x) + gy + 32)

Ejemplo 4.21 Solucionar la ecuacion

0%u 0u 0?u
—4 4 =0
0x? 0x0y * 0y?

En efecto :

Aqui se tiene que m?> —4m+4=0=(m—2)(m—2) yasim=2 y m =2 luego
la solucién general de la ecuacion es

u(z,y) = fly+ 2z) + o f(y + 2x)
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Ejemplo 4.22 Solucionar la ecuacion no homogenea
Pu_ Pu 5y,
ox?  0y?
La solucion de la ecuacion homogenea es
up(z,y) = fly+2)+gly—2) pues m*—1=0 y m==l
Para hallar la solucion particular se supone que la solucion es de la forma

up(x,y) — A62x+3y

y para hallar la constante A se deriva, se reemplaza en la ecuacidn y se igualan coeficientes
, es decir,

0%u d%u
—— =4 At — =94y ast
Ox? 0y? Y
v O%*u
53~ 5a = 4Ae®3 _ AT = 542 = 2T entonces
22 Oy

1
—bA=1 yasi A:_S

y la solucion particular es

1
U’P(‘Tu y) = A€23€+3y = —562m+3y
por lo tanto la solucion general es
1 X
w(x,y) = up(z,y) +up(z,y) = fly+2)+ 9y —x) — 562 +3y

Ejemplo 4.23 Solucionar la ecuacion

0%u N 0*u B 282u _ sin(z +y)
0xr?  0xdy oy? Y

La solucion de la ecuacion homogenea es
up(r,y) = fly —22) + gz +y) pues m+m?*—2=0 y m=-2 y m=1
Para hallar la solucion particular, se supone que la solucion es de la forma

u, = Azxsin(z +y) + Bz cos(z + y)
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entonces
2
%;217 = 2Acos(x +y) — 2Bsin(z + y) — Azsin(z + y) — Bz cos(z + y)
2
aa:; = —Azxsin(z + y) — Bz cos(z + y)

2

g gp = Acos(x + y) — Azsin(z + y) — Bz cos(z + y) — Bsin(z + y)
oy

entonces reemplazando y haciendo las operaciones algebraicas se tiene que

2 2 2
v, 0%y, 0%,

o2 T 900y 2 T 3Acos(x + y) — 3Bsin(z + y) = sin(x + y)
luego
1
3A=0y —-3B=1 yasi B:_§ y A=0
entonces
1
Up == cos(z + y)

y la solucion general es
1
u=fly —22) +g(z +y) - gwcos(z +y)

Ejemplo 4.24 Solucionar la ecuacion

0%u 0%u

_ 2x+
oz tgp ¢

La solucion de la ecuacion homogenea es
up(z,y) = fy+22) +g(y — 22) pues m*> —4 =0y m = £2

Para hallar la solucion particular se supone que la solucion es de la forma

uy(x,y) = Axe*™ ™ pues en la homogenea se repite e** Y

y para hallar la constante A se deriva, se reemplaza en la ecuacion y se igualan coeficientes
, es decir,

2 2
% = 4Ae* Y 4 4 Age®®TY 0u

927 3_y2 = Aze®™™ y asi
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v 0*u 2+ 20+ 20+ 2+ 20+
T GE 4Ae™ ™Y 4+ 4Axe™ ™Y — 4 Axe®™™Y = 4 ATV = e**Y  entonces
z Y

1
4A=1 yasi A:Zl

y la solucion particular es

1
up<$?y) - er2z+y

por lo tanto la solucion general es
1
u(@,y) = un(,y) + wp(z,y) = f(y +22) + gly — 22) + qwe™™

Ejemplo 4.25 Solucionar la ecuacion

0 0
8_Z + 25_Z =0 si u(0,y)=4eY +2e

Ahora en este ejemplo se aplicard el método de separacion de variables, que consiste en
suponer que la solucion es de la forma

u(r,y) = X(2)Y (y)

entonces

EoXE@YG) v G- XE@YW)
luego 9 9
a_z Qa—Z = X'(2)Y (y) +2X(2)Y'(y) =
Yy ast X,( ) y! )
x Yy)
2X() t Y ()

por lo tanto

= — = )\ wuna constante

y de aqui
X'(z) —2XX(2) =0 y Y'(y)+ Y (y) =0
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y soluctonando estas ecuaciones se tiene que
X(x) = ke y Y(y) =pe ™
y la solucion general es
u(z,y) = X (2)Y (y) = be® e = per2r=)
Ahora buscaremos la solucion que satisfaga la condicion inicial
u(0,y) = 4e7¥ + 2 = p Y
que no es cierta para ninguna eleccion de las constantes b y .

Para solucionar este inconveniente se utiliza el hecho de que si
ur(z,y) = bt y) oy us(z,y) = by (22 =Y)

son soluciones de

ou ou
—+2—=0
Ox dy
entonces
u(z,y) = b e ey 4 b, e?2(227Y)  og yna solucién
y asi

u(0,y) = de™Y + 2™ = bje MY 4 hye MY

por lo tanto
by =4, — A\ =-1, by=2, —XA=—4

y asf la solucién de la ecuacién es

u(z,y) = 4e27=Y) 4 904(2r—Y)

Ejemplo 4.26 Solucionar la ecuacion

0 0?
8_1; = a—;; con |u(z,t)] <M si u(0,t)=0, u(4,t)=0

y  u(x,0) =sindnxr — 3sin27wx + Ssinmx  figura 9.1
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u(0,t)=0 u(4,t)=0
u(x,0)=send x-3sen2 x+5sen X

En efecto, se supone que la solucién es de la forma

u(z,t) = X(x)T(t)

y asi
0%u ou
- :X// T i /
CL=XT@T) vy o= X(@)T()
luego reemplazando en la ecuacion
" : X"x) T'(t)
X T(t) = X(x)T'(t d { = =
@70 = X@T'(0) v deaqut = 8 =

y asf hay que solucionar las ecuaciones
X"(z)—aX(x)=0 con X(0)=0, X(4)=0 y T'(t) —aT(t)=0

pués como
u(z,t) = X(2)T(t), u(0,t) = X(0)T(t) =0

por tanto se concluye que X (0) = 0, de lo contrario T(t) seria nula y asf u(x,t) serfa nula.
Como u(4,t) = X(4)T(t) = 0 se concluye que X (4) = 0, de lo contrario T(t) seria nula y
asf u(x,t) seria nula. Ahora nuestro objetivo es hallar las soluciones no nulas asf :
a) Si o = 0 entonces X "(z) =0y asi X(z) = azx + b, como X(0) = a0+ b =0 entonces
b =0y por tanto X(z) = ax y como X (4) = a4 = 0 entonces a = 0 y asi X(x) =0
luego

u(z,t) =0 si a=0

b) Si a = A? > 0 entonces
X"(x) =X (z) =0

cuya solucién es
X(z) = Ae™ + Be ™™

Como X (0) = (A+ B) = 0 entonces A = —B luego X(z) = A(e* — e ) y como
X(4) = A(e** —e ) =0 entonces A =0 y asf u(x,t) serfa nula
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c) a = —A* < 0 entonces
X"(2) + XX (x) =0y T'(t)+ NT(t) =0

y asi
X(z) = acos Ax + bsin \x

por lo tanto, como
X(0)=0= Acos\0+ Bsin \0 = A entonces A =0y asi
X(z) = Bsin Az

y como
X(4) = Bsind\ =0 entonces Bsin4\ = 0 por lo tanto 4\ = nm o sea A = %
pues si B = 0 la solucién serfa la nula, luego
X(z) = Bsin o

4
Ahora para este valor de \ la solucién de

nwm 2
T't) +N°T(t)=0 es T(t) = ce N = ce ()t
por lo tanto
nmwx _<%)2 nmwx

up(x,t) = X(2)T'(t) = Bsin 4 ¢ ' = B, sin Te_(%) " es una solucion,

ademss

7’L17T£E _("17" nom
€

T)Qt + By sin n22$€_(4)2t + B3sin ngﬂ-xe_(%)zt

u(z,t) = By sin
es también solucién y como

u(z,0) = sindmx — 3sin 27wz + Ssinmx

nymx NoTXT nsmx

+ By sin

+ Bssin

= Bjsin

se tiene que

nym

Bl = 1, B2 = —3, B3 = 57 4 - 47T7 hlego ny = 16’
nﬁTﬂ = 2w, por tanto ng = 3§, ni}’Tﬂzﬂ y ast nzg=4

luego la solucién buscada es

U(Jf, t) = (Sin 47T.Z')6_(47r)2t — (3 sin 27-(_%')6_(27")275 + 5(sin ,ﬂ.w>€—(7r)2t
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Ejemplo 4.27 Queremos determinar la distribucion de temperatura de una barra delgada
homogenea de longitud L, conociendo la distribucion de temperatura inicial a lo largo de
la barra en el tiempo cero, si los extremos se mantienen a temperatura cero durante todo
el tiempo. El problema consiste en solucionar la ecuacion

ou  d%u

5 = a2 O lu(z,t)| < M y si

u(0,t) =0, u(L,t)=0 y u(z,0)= f(x) figura 9.2

u(0,t)=0 u(L,t)=0

u(x,0)=f(x)

En efecto
u(z,t) = X(x)T(t) u(0,t) = X(0)T(t) = 0 entonces X (0) =0

u(L,t) = X(L)T(t) =0 entonces X(L)=0

Ahora 52 5
u u
— = X"(2)T — =X ()T’
T X y 2= X1
luego
X" T'(t
X"(z)T(t) = X(x)T'(t) y de aqui < ((xx)) =7 (<t)) =« y asi solucionaremos las ecuaciones

X"z)—aX(z)=0con X(0)=0 X(L)=0 y T'(t)—aT(t)=0

a) Si @ = 0 entonces X"(x) = 0y asi X(z) = ax + b,y como X(0) = b = 0 entonces
X(z) = azx y como X (L) =aL = 0 entonces a = 0y asi X(z) = 0 luego

w(z,t) = X(@)T(t)=0 si a=0
b) Si a = A\? > 0 entonces
X"(x) = XX (z) =0 cuya solucién es

X(z) = ae* +be™™ y como X(0) =a+b=0 entonces b = —a
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y asi
X(z)=a (e —e)

y como
X(L)y=a(e"—e"™) =0

se concluye que a = 0 entonces X (z) = 0 luego
u(z,t) = X(@)T(t)=0 si a=A>0
c) Si a = —\? < 0 entonces
X"(x)+ NX(x) =0y T'(t)+ NT(t) =0

cuyas soluciones son

X(x) = acos Az + bsin Az T(t) = ce Nt
y como

X(0) =0=acos A0+ bsin A0 = a entonces a =0y asi X(z) = bsin Az

y como

X (L) =bsin AL = 0 entonces sin A\L = 0 por tanto AL = nm o sea \ = %

luego

nm 2
X(x) = bsin ? y T(t) = ce Nt — ce~("F)"t entonces

nm 2
up(z,t) = X(2)T(t) = b, sin n_zxe,(f) " es una solucién

y para que se pueda satisfacer la condicién inicial es necesario superponer un nimero
infinito de soluciones, es decir, la solucién debe ser de la forma

U(l’,t) = Zun(xyt) = an sin ?6_(T) t
n=1 n=1

que para t = 0 nos da
nmw

u(z,0) = f(z) = an sinT
n=1
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que equivale a desarrollar f(x) en una serie de fourier en solo senos para hallar b,,, es decir,

L L
1 2
bn—z/f(x)sm—d:v—z/f sm—da:
L 0
y asf la solucién buscada es
oo oo L
u(z,t) = Zlbn sin ?e*(f) b= > E/f(x) sin ?dm sin n—zxe’(f) ¢
n= n= 0

Ejemplo 4.28 Queremos determinar la distribucion de temperatura de una barra delgada
homogenea de longitud L, conociendo la distribucion de temperatura inicial a lo largo de
la barra en el tiempo cero, si los extremos se mantienen aislados, es decir no hay pérdida
de energia durante todo el tiempo. El problema consiste en solucionar la ecuacion

%—% con |u(z,t)| <M y si
%(O,t) =0, %(LJ) =0 y u(z,0)= f(x) figura 9.3
L . Su o
—x({lt)_ﬂ _K(L =0
ux, O—1i(x)
En efecto
u(z,t) = X (x)T(t) %(m,t) = X '(2)T(t) entonces g (0,t) = X'(0)T(t) =0
por tanto X '(0) =0
%(L, t) = X'(L)T(t) = 0 entonces X'(L) =0
Ahora 52 5
T = X'@TW) v S = X@T(
luego
X"(2)T(t) = X(x)T'(t) y deaqui X () = () =a vy asi

X(x)  T()
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hallaremos las soluciones no nulas de las ecuaciones
X"(z) —aX(x)=0 con X'(0)=0 X'(L)=0 y T'(t)—aT(t)=0
En efecto™:

a) Si = 0 entonces X "(x) =0y asi X(z) =ax +b, X'(x) = a entonces X'(0) =a=0
y entonces X (z) =by asi X'(z) =0 luego X'(L) = 0 por tanto X(z) =b T(t) =c

u(z,t) = X(@)T'(t)=bc=A si a=0

b) Si a = A? > 0 entonces
X"(x) = XX (2) =0

entonces X(z) = ae™ +be ™  X'(x) =ale™ —Xbe™™ X'(0)=a—b=0luegob=a
yasi X(z) = a(eM+e ™) X'(z)=a(AeM — Ae™)
X'(L) = a(he™ —Xe™F) =0 se concluye que a = 0 entonces X (z) =0

luego
u(z,t) = X(@)T(t)=0 si a>0
¢) Si @ = —\* < 0 entonces
X"(x)+NX(@) =0y T'(t)+ \T(t) =0
y asi

X(z) =acosAx + bsin Az T(t) =ce ™ X'(z) = —adsin Az + bA cos Az
como
X'(0) = b\ =0 por tanto b = 0 entonces X () = acos \x
y €como

X'(z) = —aXsin Az entonces X '(L) = —aXsin AL = 0 por tanto AL = nm o sea \ = %

luego
X(x) = acos % y como T'(t) = ce Nt

un(z,t) = X(2)T(t) = an cos ?e‘(%ﬁ) t
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y para que se pueda satisfacer la condicién inicial es necesario superponer un nimero
infinito de soluciones, es decir la solucién debe ser de la forma

e nﬂ' 2
= A+ E up(z,t) = A+ E ancos@e_ )
que para t = 0 nos da

u(z,0) = A—I—Zancos@

que equivale a desarrollar f(x) en una serie de fourier en cosenos, es decir,

L L
1 nwT 2 nm
ay, = Z/f(x) cosTdm = Z/f(m)cos ——dzx
- 0
L ) L
A = — entonces 24 = qy /f(x)dx =7 / f(z)dz luego
L 0
L

y asf la solucién buscada es

L L
- nTr _(nx)?, 1 = (2 nmx nww
u(z,t) = A—i—Z ay cos e~ (T) " = T /f(x)dx—i-z 17 / f(z) cos Tda: cos —e
n=1 0 n=1 0
Ejemplo 4.29 Solucionar la ecuacion
2
ZZ; g Y con lu(z,t)| < M y si
u(0,t) = u(x,0) = f(x)
En efecto:
0*u ou
— = X"(2)T(t — = X(z)T'(t
TE=X"@T() v e = X@)T'()
luego
X// T/
X"(x)T(t) = X(x)T'(t) y de aqut (z) _ T =« yasi

X(z) T
X"(z)—aX(x)=0 X(0)=0 T'(t)—aT(t)=0
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a) Si w = 0 entonces X "(xz) = 0y asi X(z) = ax + b, y como X(0) = a0+ b = 0,
entonces b =0y asi X(z) =azrydeaquia=0 (Ju(z,t)] < M), luego X(z) =0, por lo
tanto

u(z,t) =0

b) Si a = A\* > 0 entonces

X"(x) = XX (2) =0 entonces X(z) = ae + be "

y como X (0) = a+b = 0,entonces b = —a y ast X (z) = a(e* —e ) y como |u(z,t)| < M
entonces a = 0, por tanto X (x) = 0, luego u(x,t) =0

¢) Si a = —A\? < 0 entonces
X"(x)+NX(@) =0y T'(t)+ \*T(t) =0
y asi
X(x) = acos Az + bsin Az
y como X (0) = acos A0 + bsin A0 = a = 0 entonces X () = bsin Az luego

un(z,t) = (bsin Az)e

Ahora debemos sumar sobre A\ para todo A > 0, y esto se hace reemplazando »_ con

n=1
)

[ ..dz y haciendo
0

- -
u(z,t) = /uA z, t)d\ = —/ )sin \x) e M\ con
7r 7r
0 0
= /f(v) sin(\v)dv
por lo tanto
u(z,t) = / /f ) sin(Av) sin Az e M dud
0 — 00

En forma andloga la solucién de la ecuacion

— = — con |u(z,t)| <M y si
x
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0H=0 a0 f)
estd dada por
1 o o
u(z,t) = —/ (/ f(v) cos(Av) cos )\:U) e Nt dvd
T
0 0o
Ejemplo 4.30 Solucionar la ecuacion
0 0?
3_2;:8_:1:1; con |u(z,t)| <M y si

w(z,0) = f(z)  figura 9.4

< >
u(x,0)=f(x)
En efecto e 5
u " u /
o = X @T(@) ¥ S = X@T'()
luego
X"(x) T'(t)

X"(x)T(t) = X(2)T'(t) y de aquf

X)) T ¢V

X"(zx)—aX(x)=0 T'(t) —aT(t)=0

t)
a) Si w = 0 entonces X "(x) =0y asi X(z) =azx+ b,y T'(t) = 0 entonces T'(t) = ¢ por
lo tanto

u(z,t) =c(axr+b) = Ax + B luego A=0 ( |u(z,t)] <M )y asi

u(z,t) = Be=D

b) Si a = A? > 0 entonces
X"(z) — XX (2) =0 entonces X(z) = ae™ +be ™ y T(t) = ce*

por lo tanto u(z,t) = (aem + be_’\‘”) ceXt = (Ae)‘”“" + Be_’\x) Nt =0 pues A=0y B=0

ya que |u(z,t)] < M



4.9. METODOS PARA SOLUCIONAR ALGUNAS ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES181

c) Si @ = —\? < 0 entonces
X"(x)+NX(x) =0y T'(t)+ \*T(t) =0
y asi
X(z) =acosAx +bsin\z  T(t) = ce ™"y asf
ux(x,t) = (acos Az + bsin Ax) e

Ahora debemos sumar sobre \ para todo A > 0, y esto se hace reemplazando Y con [ ..dx
0

y haciendo

(e

17 17
u(z,t) = — /u,\(x,t)d)\ == / (A (X) cos A\x + B (\) sin Az) e M'd)\ con
T
0 0

o0

AN = /f(v)cos()\v)dv y B(\) = /f(v)sin()\v)dv

por lo tanto

o0 o0

u(z,t) = %/ / f(v) cos(Av) cos Az + f(v)sin(Av) sin Az e Nt dvd\

0 [e's)

Ejemplo 4.31 Solucionar la ecuacion

ou  J*u :
92 T flz,t) si w(0,t)=0 w(Ll,t)=0 wu(z,0)=g(x)=1

Solucionemos la ecuacion para un caso particular, si f(x,t) =3 y escojamos una solucion

de la forma

w(wt) =3 ka(t)sin (”—f)

n=1

asequrando que satisface las dos condiciones de frontera y en forma andloga escribimos

fle.t) = Cult)sin (?)
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con C, calculado por

L

/3sin (n_zx) dr =

0

Colt) =

1o
1o

7f(m,t) sin (?) dx =
0

(1 — cosnm)

S|e

Ahora

ik' sm<mm>
o =~ 2ok () sn ()

y reemplazando en la ecuacion y agrupando se tiene que

i <k;(t) + k(1) (%)2 —~ Cn(t)) sin (”_Z""”) _0

entonces )
, nm
K1) + () kalt) = Calt) = 0
por lo tanto
/ PN =0
K (£) (L> kalt) = — (1 = cos )

que es una ecuacion de la forma

d
d—g; +p(t)y = Q(t) cuyo factor integrante es el PO

luego

efp(t)dt% PO Py (1)) PO

que se puede escribir como

jt (efp t)dty> _ Q(t)efp(t)dt

y de aqud integrando con respecto a t se tiene

efp(t)dty — /Q(t)efp(t)dtdt L C
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Yy ast
o Tttt / ro
y(t) =e Q(t)e dt+C
luego
ko(t) = e /P® (/Q efpt)dtdt+0)
= 1) dt(/ J(E) @ 2 cosmr)dt—i—C)
_ () (/e(L) 0 (1—cosn7r)dt+C)
nw
2 2 o\ 2
— () (ﬁe( ) n67r (1 — cosnm) + C’)
2 2
= (GL)3 (1 — cosnm) + Ce (£
nm
como .
. [/nTx
.0 = 3k 0)sin () = 90
entonces
2 y 2 y
nwx nwx
k.(0) = z/g(m) sin <T) dx = Z/l sin (—) dx
0 0
2 nmwr\ 1L 2
= [— cos <T>]o = (1 — cosnm)
Y como
612 2
kn(0) = () (1 —cosnm)+C = — (1 — cosnm)
entonces 5 612
C= <n7r (n7r)3> (1 — cosnm)
Yy asi
u(z,t) = il{: (t) sin (@) =u(x,t) = i 6L° (1 —cosnm)+ Ce™ (*£)) sin (@>
’ " L ’ (nm)3 L

3

= il ((ii; (1 — cosnm) + (% - %) (1 — cosnr) e—("Lft) sin (?)
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En forma andloga se soluciona la ecuacion

ou  0*u
o =3 @) s u(0.) =0 u(Lt)=0 u(z0)=yg)

Ejemplo 4.32 Solucionar la ecuacion

ou  0*u |
5 =g S w0)=A  wl)=B  uz0)=[()
Se hace
u(z,t) = v(x,t) + @(x)

donde p(x) representa la solucion en estado estacionario y v(x,t) en estado transitorio

ou Ov 0%u 0%v

G- Ve Tam TP

luego

% B % +¢"(z) con v(0,t)+p(0)=A v(L,t)+¢(L)=B v(z,0)+¢(x) = f(z)

y para simplificar estas ecuaciones tomamos

P'(x) =0 p0)=A p(L) =B
Yy asi
o(x) :C$+d:A+%(B—A)
ya que
B-A
pe(0)=d =A p(L)=cL+d =cL+ A= B entonces c = —
Y T
0(@,0) = u(x,0) — p(a) = () = (A+T(B - 4))
por lo tanto la ecuacion
ou  Pu
% oz o u(0,t) = A u(L,t)=DB u(z,0) = f(x)
se transforma en
o v

S =50 con v(0.) =0 v(L1)=0 v(:v,o):f(x)—(AJr%(B—A))
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cuya solucion es

v(z,t) = ansinﬂ;e_<%)t=

n=1
L
_ N2 (a+EB_ in " g | sin T ()"
= Zl (L/<f(x) (A—i—L(B A)))sm 7 dm) sin ——e
n= 0
luego
T 2 _ Tip_ in i T ()
u(:z:,t)—A—l—L(B A)—i—Z; (L/(f(x) <A—|—L(B A)))sm 7 dx) sin ——e"\ -
n= 0
Ejemplo 4.33 Solucionar la ecuacion
ou  0u
5% = o2 O u(0,t) = A(t) u(L,t) = B(t) u(z,0) = f(x)
Se hace
u(@, 1) = vz, 1) + plz, 1)
@7@+8_¢ 82u782v+82<,0
ot ot ot Y o2 o2 ' da?
luego
o de_ o, o
ot ot 0z Ox?
Yy ast
w_0v_0e By
ot 0z2 022 Ot
ahora

v(0,t) = u(0,t) — ¢(0,t) = A(t) — p(0,t) = 0 entonces A(t) = p(0,1)

v(L,t) =u(L,t) — @(L,t) = B(t) — ¢(L,t) =0 entonces B(t) = p(L,t)

Yy ast
o(a,1) = A(t) + T (B(H) — A(}))
Te=0 y P a+ T (B0 - A0)



186 CAPITULO 4. ECUACIONES DERIVADAS PARCIALES

ov v , T, , B
S~ =~ (A + T B®) - AW) = f(=,)
luego
ov 0%
o 02 + f(z,t)  con
x
v(0,8) =0 v(L,t) =0 w(z,0) = u(z,0)~p(z,0) = f(z)=A(0)++ (B(0) - A(0)) = g(z)
que ya fue resuelta
Ejemplo 4.34 Solucionar la ecuacion
ou  *u
5 =92 % u(0,t) = A u(L,t) =B u(z,0) = f(x)

Se hace
u(z,t) = v(z,t) + p(z)

donde p(x) representa la solucion en estado estacionario y v(x,t) en estado transitorio

du _ v fﬁ_ﬁﬁ+~()
ot ot Yoz "o PV

luego

% - % +¢"(x) con v(0,t) +¢p(0)=A v(L,t)+¢(L)=B v(z,0)+e(x) = f(z)

y para simplificar estas ecuaciones tomamos

¢'(x) =0 p(0) =A p(L) =B
Yy asi
gp(x):chrd:AnL%(B—A)
ya que
B—-A
0(0)=d =A o(L)y=cL+d =cL+A=8B entoncesc:T
Yy

0(@,0) = u(x,0) = ¢(z) = f(x) = (A+F(B - 4))

por lo tanto la ecuacion

2
W_Th s w0 =4 w(L)=B  u(n0)= @)
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se transforma en

ov 0% x
=53 con v(0.) =0 (L) =0 v(,0)= f(x)- (A+7(B-24)

cuya solucion es

nr\2
v(x,t) = ansinﬂ;e_<T) t—

— °_° (%/ (f(x) — (A—l— %(B — A))) sin —dx) sin ?e(n;)%

Ejemplo 4.35 Solucionar la ecuacion

2
=S s w00 =0 w5, =3 u(s,0) =0

Se hace
u(w,t) = v(z,t) + p(z)
ou Ov 0%u v 9%p

EZE y 0x? :8x2+8x2

2

0 3
luego y ast —f = 0, por tanto p(r) = gpues u(0,t) = v(0,t) + ¢(0) = 0 entonces

©(0) =0 yu(b,t) =v(5,t) + p(5) = 3 entonces p(5) = 3 y asi como luego

dv v
E = w con
o(0,) =0 v(5,) =0 v(x,0) = ulx,0) — p(z) — —3% )

que ya fue resuelta
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Ejemplo 4.36 Solucionar la ecuacion

ou  Pu du ou
5% = 9.2 + % si 8x(0’t) 0 ax( ,t) =10 u(z,0) =0

En efecto : La solucion se puede escribir como

u(z,t) = Ao(t) + Z A, (t) cos nrr

2 L
n=1
A(0)
u(z,0) = 02( >+2An(0) os — =0 por tanto A,(0) =0
n=1
)
L2 AP SN (1) nmx
2 _
=t ; 5 s
luego
At) =, nTr n\ 2 nmr L2 ALP SN (1) nma
T+;An(t)COST:;—<7) An(t)cosTjL?ﬂL = ; 5 08—
luego

MO L5 (e + (51 A - 5 Yoo =0

Al L2 21,2 2172
o(t) — — =0 ast Ay(t) = —— por tanto Ay(t) = t
2 3 3
)
, nm\ 2 412 (—1)”
AL () + (f) Anlt) =~ =0
9 9 2/ _1\n 2
— A (1)eF) (% Sl - L ED g
™ n
entonces p AL (=1)
a ()r) = A2 DT ()
o (el E) 1) = =
Yy ast

A, (1)eE)T Z 4,(0) = AL? (Z1)"L2 (nzyr,  4L% (Z1)"L

w2 n?(nm)? w2 n2(nmw)?
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Yy ast
A (pelE)t = AL D (AL (C1)"L7

L
w2 n2(nm)? w2 n2(nm)?

por lo tanto

s

n 2
AL? (—1)"L? 4L (—1)"L%(F)

An(t) =

w2 n?(nm)?2  w? n?(nm)?
entonces
Ao(t) | N
— A,(t
5 +; (t)
o0 2 (~1)" L2 2 (—1)" L2 (me)%
4L "L AL (=1)"Lel nwT
+ ; ( w2 n?(nm) 72 n?(nm)? ) ST

luego la solucion es

u(z,t) =

3 w2 n?(nm)? 2 n?(nm)? o’

L

n=1

L, i <4L2 (—1)"L2 412 (—1)"[2e(F) t) —_—

Ejemplo 4.37 Solucionar la ecuacion

o’y 0%y dy(x,0)
APV, — L.t) = — U
=S g0 =0 (L) =0 yw,0) = fx) , Lo <0
En efecto :
La solucién es de la forma
0%y 0%y
y(z,t) = X(2)T'(t) y ast Pk X"(@)T(t) y o2 X(2)T"(t)
luego reemplazando en la ecuacién se tiene que
X// T//
X"(x)T(t) = X(x)T"(t), luego (z) = ®) =«

X(z) T(t)
asi solucionaremos las ecuaciones
X"(z) —aX(z)=0con X(0)=0, X(L)=0

T"(t) —aT(t) =0, T'(0) =0
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para ello solucionemos la
X"(x) —aX(x) =0con X(0)=0, X(L)=0

asf:
a) Si @ = 0 entonces

X"(z)=0, X(x)=ar+b, y como X(0) =a0+b=0

entonces
b =0, por tanto X (x) = ax y como X (L) =alL =0

entonces a = 0 y la solucién serfa

b) Si a = A? > 0 entonces
X"(x) —aX(x) = X"(z) — N2X(x) = 0 entonces X (z) = ae + be
y €cOmo
X(0) = ae* +be™® = a + b =0 entonces a = —b y asf
X(2) = a(e™ — e™*) y como X (L) = a(e — e™*) = 0, se tiene que a = 0
asi X (z) = 0, por tanto la solucién seria
y(o,1) = X(2)T(t) = 0

c) Sia=-X\ <0 entonces

X"(x) —aX(z) = X"(x) + \2X(z) = 0 cuya solucién es

X(z) =acosA\x + bsin Az X(0) =acos A0+ bsin\0 =a =0

luego a = 0, entonces X (x) = bsin Az y como X (L) = bsin AL = 0, se tiene que sin AL =
0, por tanto AL =nm y asi A = % por tanto la solucién es
nmwx

X(ﬂf) = bsinT

y para este A la solucién de la ecuacion

t
T"(t) + N2T(t) = 0,T(0) = 0 es T(t) = Acos %
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por tanto la solucién es

> nwT nmt
t) = b, sin — —
y(x,t) ; sin cos —
luego
- nmx
0) = b, sin — =
10 = S5 0
por tanto
L
2
b, = —/f(a:) sin 0 gy
L
0
y asi
- L
2 t
y(x,t) = 1 Z/f(x) sin %dz sin?cosn%
n= 0
es la solucién buscada
Ejemplo 4.38 Solucionar la ecuacion
Py Py . dy(z,0)
2 = 9a2 +2z si y(0,t) =0 y(2,¢)=0 y(z,0) = f(z) , BT =0
En efecto :
Para hallar la soluciéns de esta ecuacién se hard la sustitucién
y(x,t) =v(z,t) + Az)
Py v 0Py v
vy _“" cI9_ v A//
oz~ oz 92 ou2 +A@)
luego reemplazando en la ecuacion se tiene que
v 0% "
w = @ + A (:C) + 2z
_ 3 .3 4
por lo tanto A”(z) + 2z = 0 asi A(z) = Tm +kr+d= Tm + ?m pues

v(x,t) = y(z,t) — A(z), v(0,t) = y(0,t) — A(0) =0si A(0) =0y

0(2,1) = y(2,1) — A(2) = 0 51 A(2) = 0
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Por tanto
v 0% 3 4z Ov(x,0)
ﬁ:% U(Oat):()a U(2,t>:OU(.I',O):y(l',O)—A(l’) :f($>+§_?7 ot =0
y
t
v(z,t) = Z; / <f(x) + % - g) sin nzﬂda: sin? cos% =y(z,t) — A(z)
n= 0
entonces
3 o0 2 3
— 4 4 t
y(x,t) = Tx + Ex + 1 / (f(a:) + % — g) si n;r_a:dm sin?cos%
n= 0
es la solucién buscada
Ejemplo 4.39 Solucionar la ecuacion
Py Py dy(z,0)
ﬁ:@sz y(0,t) =0 wu(L,t) =0 y(z,0)=0 , g = f(z)
En efecto :
La solucién es de la forma
, 2y 1 82y !
Yo t) = X(@)T() yasi 5% = X"@)T(0) y 22 = X(@)T"(1)

luego reemplazando en la ecuacién se tiene que

X”<£U) _ T/l(t) _
X(x)  T®)

X "(2)T(t) = X (2)T"(¢), luego

asi solucionaremos las ecuaciones
X"(z) —aX(z)=0con X(0)=0, X(L)=0

T"(t) — T (t) =0, T(0) =0

para ello solucionemos la

X"(x) —aX(x) =0con X(0)=0, X(L)=0
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asf:
a) Si a =0 entonces X (z) =0y

b) Si a = A* > 0 entonces
X"(x) —aX(x) = X"(x) — N2X(z) = 0 entonces X () = ae + be "
asi X (x) = 0, por tanto la solucién seria
y(x,t) = X(2)T(t) =0
¢) Sia= -\ <0 entonces
X"(x) —aX(z) = X"(x) + \*X(z) = 0 cuya solucién es

X(z) = acos Ax + bsin \x

y la solucién es

X(x) = bsin?

y para este A la solucién de la ecuacion

t
T"(t) + N2T(t) = 0,T(0) = 0 es T(t) = Bsin ”%
por tanto la solucién es
> nwy nmt
t) = b, sin — sin —
y(z,t) ; sin sin —
luego
dy . nm . nux nrt
5(%,2&) = ;bnTSIDTC ST
ay( 0) ib nw . T f(z)
— = n in— = f(z
ot c~ "L L
por tanto



194 CAPITULO 4. ECUACIONES DERIVADAS PARCIALES

y asi

por tanto

n=1

L
[ 2 t
y(x,t) = Z (E /f(:v) sin ?d%) sinniLxcosn%
0

es la solucién buscada

Ejemplo 4.40 Solucionar la ecuacion

Pu O .
72+ i 0 si u(0,y9)=0 u(L,y)=0 ulx,M)=0 u(z,0)= f(x) figura 9.5
o | ux, My=0 (LD
u(0.y)=0 B(l-)=0
O ul(x . 0=f(x) T. )
La solucién es de la forma
e = XY () yasi S5 =X"@Y0) ¥ 55 = XWY"()

luego reemplazando en la ecuacién se tiene que

X"(2)Y(y) = =X (2)Y"(y) y de aqui ))((HE:)) = —};”((yy)) =« y asf

(
X"(z) —aX(z) =0y Y'(y) +aY(y) =
Como u(zx,y) = X(x)Y (y) entonces

u(0,y) = X(0)Y(y) =0  entonces X(0)=0

u(L,y) = X(L)Y(y) =0  entonces X(L)=0
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u(z, M) =X(x)Y(M)=0 entonces Y(M)=0
entonces hay que solucionar la ecuacién
X"z)—aX(z)=0 X(0)=0 X(L)=0 y Y"(y)+aY(y)=0 Y(M)=0

luego buscaremos la solucién no nula
a) Si a = 0 entonces X "(z) =0y asi X(z) = axr + b, como X(0) = b = 0 entonces
X(z) =azr y como X(L)=alL =0 entonces a =0y as{ X(x) = 0 luego

u(z,y) = X(@)Y(y) =0 si a=0
b) Si a = A? > 0 entonces

X"(x) — A*X(x) = 0 y tiene por solucion

X(z) = ae* +be ™ como X(0) =a+b=0 entonces b = —a
yasi X(z) = a(e™—e™) ycomo X(L) =a(e —e ™) =0

se concluye que @ = 0 entonces X (x) = 0 por tanto
u(z,t) = X(@)Y(y)=0 si a>0
¢) Sia=-A\<0 entonces
X"(x) + A\X(z) =0 que tiene por solucién

X(z) = acos Ax + bsin \x

y como

X(0)=a=0 entonces X(z)=bsin Az
y €como
X (L) =bsin AL = 0 entonces sin A\L =0y asi A\L = nm o sea A = % entonces

X(z) = bsin?

Ahora con este valor de \ se soluciona la ecuacién
Y”(y) +aY(y) =0 con Y(M) =0 para este « = —\*> < 0 pues en los demds X (z) =0

es decir, se soluciona
Y”(y) =AY (y) =0 con Y(M) =0
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En efecto: La solucién viene dada por
Y(y) = Ae + Be™ o Y(y) = Acosh\y + Bsinh\y y como

A cosh(AM
Y(M) = Acosh(AM) + Bsinh(AM) =0 entonces B = _ Acosh(A\M)

lo tant
sinh(\M) POT O O

Acosh(AM)
sinh(AM)
= Ksinh (AM — \y) luego

A
Y(y) = Acosh\y — sinh \y = SHh (D) (sinh(AM) cosh Ay — cosh(AM) sinh \y)

un(z,y) = By sin ? sinh (AM — Ay) es una solucién

por lo tanto

nmwx nmw
x,y) = Z B, sin A sinh (f (M — y)) es también una solucién y asi como
n=1

Z B, sin @ sinh (n[ir (M )) entonces

L
i nm M 1 . nmx )
B,, sinh ( 7 > =7 / f(z)sin wa y asi

Bn m/f sin Td.T luego
L
Z L sinh ( mM) /f(:r) sin ?dm smn—zxsmh (TZT (M—y))
= 0
es la solucién buscada
En forma andloga se solucionan las ecuaciones
D T G w0, =0 WLy =0 ule, M) =) u(r,0)=0
- - = sl u = U = ulx = T u\x
ax2 8 2 7y ’y )
o) T T G w0 =0 wLy) = fl5) (e M) =0 u(z,0)=0
— — = 1w = U = u(x = u(z,0) =
812 8 2 ’y ’y y ) )
(32u 9%u

922 8 - =0 si u(0,y)=f(y) u(l,y)=0 w@,M)=0  u(z,0)=0
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Ejemplo 4.41 Solucionar la ecuacion

%—1—% =0 s %(O,y) =0 %(L,y) =0 u(z,0)=0 u(x,M) = f(z) figura 9.6
M ux, M)=1(x) WMD)
2R (0.3)=0 SU@¥)=0
0 u(x,0)=0 L i
La solucién es de la forma
wr.n) = XY ) yast TE=X"0¥G) v 8= XY ()

luego reemplazando en la ecuacion, se tiene que

X'"z) __Y"(y)

X"(2)Y(y) = —X(2)Y"(y) y de aquf X Yl « y asf
X"(z) —aX(z) =0y Y(y)+a¥(y) =0
Como u(z,y) = X(x)Y (y) entonces
%(O, y)=X'(0)Y(y) =0 entonces X'(0)=0
%(L,y) =X'(L)YY(y) =0  entonces X'(L)=0

u(z,0) = X(2)Y(0) =0  entonces Y (0)=0

entonces hay que solucionar las ecuaciones
X"z)—aX(z)=0 X'(0)=0 X'(L)=0 y Y"(y)+a¥Y(y)=0 Y(0)=0

entonces
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a) Si = 0 entonces X "(x) =0y asi X(z) =ax+b, como X'(z) =a, X'(0) =a=0
entonces X(z) = by como X'(x) = 0 entonces X'(L) = 0 y asi X(z) = b. Ahora
Y"(y)+aY(y) =Y"(y) = 0 entonces Y (y) = cy +d y como Y (0) =d = 0 se tiene que
Y(y) = cy luego

u(z,y) = X(@)Y(y) =bcy=Ay si a=0

b) Si a = A? > 0 entonces
X"(x)=XNX(2)=0 y ast X(z)=ae +be™ y X'(x) = are™ — bhe ™ luego
X'(0) = aX —bA = 0 entonces a = b y asf X(z) = a (X + e )
X'(z) =ar (¥ —e ™) X'(L) =aX(eM —e ) =0 por tanto a = 0 entonces X (z) =0
yasi u(z,y)=X(@)Y(y)=0 sia=X\ >0
¢) Si a = —\? < 0 entonces

X"(x) 4+ X (x) =0 que tiene como solucién a X (z) = acos Az + bsin Az

y asi
X'(z) = —alsin Az + b cos A\r, X'(0) =bA =0, luego b =0

entonces X (z) = acos Az X'(z) = —adsin\x X'(L) = —aAsin \L =0

nmw nmwx
entonces sin AL =0, luego AL =nm, y asi A = T entonces X (r) = acos —

L

Ahora se soluciona la ecuacién

Y"(y) +aY(y) =0 con Y(0) =0 para este a = —A\* < 0

como Y(y) = Ae + Be ™ es una solucién y como Y(0) = A+ B =0

entonces A = —B yasiY(y) = A(e™ — e ) = Csinh \y luego
u(z,y) = Ay + ; ay,, COS n_zx sinh % es solucién y como

nmwx nmM

u(z, M) = f(x) = AM + ZancosTsmh
n=1

entonces

. QAo . _l , . 2
AM = 5 entonces 2AM = ag = L/f(m)dacyasaA——QML/f(x)dx y
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L L
. ,nmM 1 nmw 2 nwx
a, sinh 7= z/f(x) cos de— z/f(x) cos Tdm entonces
L 0

an /f(x) cos ?dw por lo tanto

B 2
~ Lsinh 24
0

L

L L
1 - 1 2 nmwT nwr ., NIy
u(z,y) = (m/f(x)dw) y+z (@z/ﬂm) cos Tdaz) cosTsth
0 n=1 0

es la solucion deseada

En forma andloga se solucionan las ecuaciones

1) %+%:0 si %(O,y)zo %(L,y):() u(z,0) = f(x) u(x,M)=
) S840t =0 5 S0 =0 SHwa =0 w0)=f0) (k) =0
9 T80t =05 S0 =0 SHwa =0 w0)=0 u(ly)=f0
4) %+%_o s %(O,y)—o W(Ly) =0 u(z,0) = f(z) ulz, M) =0
5) %+%‘2‘:0 s u(0,y) =0 %(L,y):o w(z,0) = f(z) ulz, M) =0
6) %+giy‘2‘=o S u(z,0) =0 %(m,M)zO w(0,9) = f(y) u(L,y) =0
7) %+§%:o . g—Z(a:,O):o w(e, M) =0 w(0,y) = F(y) u(L,y) =0
9 Gator=0s w0 =0 =0 N0 =0 uly)=f0)
9 SErTE=0 s Sn0 =0 S =0 w0y)= ) Ge(ka)=0
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ufx , M=0
M (x, M)
u(0.7)=f(y)
0 u(z,0)=0 i
Ejemplo 4.42 Solucionar la ecuacion
2 2
% + g—yz =0 st u(0,y)=f(y) wlx,M)=0 u(x,0)=0 figura 9.7
La solucién es de la forma
0% 0%u
u(z,y) = X(@)Y(y) yasti - =X"@)Y(y) v 55 =X(@)Y"(y)
ox dy
luego reemplazando en la ecuacién
Pu P
ox2  oy?

se tiene que
X"(2)Y(y) + X(2)Y"(y) =0 y de aquf dividiendo la igualdad por X (2)Y (y) se tiene

X"x) Y"y) asf X"(x) :_Y”(y) = o por tanto
Xy "y Y Xy T ) e per et

X"(x)—aX(@) =0y Y'(y)+aY(y) =0

Como u(z,y) = X(x)Y (y) entonces
u(z,0) = X(2)Y(0) =0  entonces Y (0)=0

u(z, M) =X(x)Y(M)=0 entonces Y(M)=0

entonces hay que solucionar las ecuaciones
Y'y)+aY(y)=0 Y(0)=0 Y(M)=0 y X"(z)—aX(z)=0

luego
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a) Si o = 0 entonces Y"(y) = 0y asi Y(y) = ay + b,como Y (0) = b = 0 entonces
Y(y) =ay y como Y (M) =aM =0 entonces a =0y asi Y (y) = 0 luego
u(z,y) =X(@)Y(y) =0 si a=0
b)Sia=-\<0
Y (y) = ae™ +be Y, como Y (0) = a + b = 0 entonces a = —b luego
Y (y) = a(e)‘y — e"\y) y como Y (M) = a(e’\M — e_’\M) = 0 entonces a = 0 y asi
Y(y) =0y por tanto u(z,y) = X(2)Y(y) =0
¢) Si a = A% > 0 entonces la solucién de Y "(y) + aY (y) = Y"(y) + A*Y (y) =0 es

Y(y) = Acos \y + Bsin Ay como Y (0) = A = 0 entonces

Y(y) = BsinAyy como Y (M) = Bsin AM = 0 entonces sin A\M =0y asi A\M = nw

luego A = % por tanto Y (y) = Bsin %

Ahora para este valor de « solucionamos la ecuacién
X"(z)—aX(x) = X"(2) - NX(x)=0yasi X(x)=Ce + De " entonces
X(z) = CeM4 De™™ = De™ (C = 0) por tanto

. MY _nnz .,
u(z,y) = E by, sin € M es solucién y como

n=1

u(0,y) = fly) = Z by, sin % entonces

n=1

M
2
b, = ” / f(y)sin %dy luego
0

es la solucién
En forma andloga se solucionan las ecuaciones
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Pu  O*u

1). @—i—a—yQ:O si u(0,y)=0 w(z,M)=0 u(z,0) = f(x)

2). %+%:o S u0,y) =0 u(e,M)=f(z) (@0 =0
3). %+%:o S u(@0) =0 u0y) =fly)  ully) =0
4). %+%:o sou(@,0) = f(z) ul0,9)=0  wu(L,y)=0
5). %+§%:o S u(0) =0 u0y) =0  wly) =)
6). %+%:o si %(O,y)zo u(@,0) = f(z) %(L,y):o
D TEETE=0 s w00 =) Sw0=0 (k) =0
9. TEESE=0 s w0)=0 Pw0=0 Ly =10
9). %+%:o i %(O,y)—() w(@,0) = f(x) u(L,y) =0
10). %+%:o si g—Z(x,M)zo %@:,o):o u(0,9) = f(y)

Ejemplo 4.43 Solucionar la ecuacion

’u  O%*u

@4_8—?}:0 si u(0,y) =0 wu(z,0)= f(x)

La solucién es de la forma

, a2u " aQU’ n
u(z,y) = X(2)Y(y) yast -5 =X"0)Y(y) v 55 =X(=)Y"(y)
ox dy
luego reemplazando en la ecuacion
Pu  0%u

922 T =Y
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&

u(0,y)=0

0 ulzx, 0=

se tiene que

X"(2)Y(y)+ X(x)Y"(y) =0 y de aqui );/;(;)) = —};I(;y)) =« y asf

X"(x)—aX(x)=0con X(0) =0y Y"(y)+aY(y) =0

a) Si « = 0 entonces X" (x) =0y asi X(z) =ax + b, y como X(0) = b = 0 entonces
X (x) = azx por tanto a = 0 y asi X (z) = 0 entonces

u(z,y) =0
b) Si a = A% > 0 entonces

X"(2)=A?X(x) =0 tiene como solucién X (x) = ae*+be ** como X(0) =a+b=0 a= —b

e)\a:

. 6—)@)

por lo tanto X (x) = a( entonces a =0 ya que |u(z,y)] <M

y astu(z,y) = X(2)Y(y) =0
c) Si a = —\? < 0 entonces
X"(x) 4+ XX (z) = 0 tiene como solucién
X(x) =acos \x 4+ bsin Az y como X (0) = a = 0 entonces
X(x) =bsin \x

Ahora para este valor de « solucionamos la ecuacién

Y"(y) — MY (y) = 0 que tiene por solucién Y (y) = Ae + Be ™
entonces Y (y) = Be ™ pués A =0y asi

ux(z,y) = Bsin Az e~ es solucién, por tanto
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u(z,y) = - /B()\) sin Az e Md\
0

entonces como
o0

1

u(z,0) = — / B(A)sin Az d\ = f(x) entonces

7T
0

e}

B(\) = / f(v)sin Avdv y asi

1 o0 1 [c.oluNe o]
u(z,y) = - /B()\) sin Az e Wd\ = ;/ / f(v) sin \vsin Aze ™ dvd\
0 0 —o0

es la solucion

Ejemplo 4.44 Solucionar la ecuacion

u  0%u

et u(z,0) = f(x)

La solucion es de la forma

. a2u " 82” "
u(r,y) = X(@)Y(y) yasi 5 =X"@)Y(y) vy -5 =X@)Y"(y)
ox Jy
luego reemplazando en la ecuacion
o
oz Oy?

se tiene que

X"(2)Y(y)+ X(x)Y"(y) =0 y de aqui );I;S;) = _Y;’(;y)) = -\ yast

X ”(m) + )‘QX(x) =0 vy Y”(y) - /\QY(y) =0 cuyas soluciones son
X(z)=acos Az +bsin\z y Y(y) = ce™ +de ™™ = de ™ pués c =0

luego

u(z,y) = X(2)Y (y) = (acos Az + bsin Az) (ce™ + de ) = (Acos Az + Bsin Ax) e
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por tanto N
% / ) cos Az + B(\) sin Az) e Md\
y como 0
u(z,0) % / ) cos Az + B(A) sin Az) e d\ —% / ) cos Az + B(A)sin \x) dA =
0 0

entonces por el teorema de la integral de Fourier se tiene

= /f(v)cos/\vdv y B(\) = /f(v)sin)\vdv

ast que

17T *
_ _/ (/ f(v) cos Avdv cos Az + / f(v) Sin)\vdvsin)\gg) e M\
™

0 00

oo o0

_! / / F(v) cos(Av — Az)e MdvdA

m
0 —o0

Analizar el caso en que a =0y a = A%

Ejemplo 4.45 Solucionar la ecuacion

u  Pu  O*u

=0
0x? * 0y? + 072

st
u(0,y,2) =u(l,y,2) = u(x,0,2) = u(x,1,2) = u(z,y,0) =0, u(z,y,1) =xy
En efecto : La solucién es de la forma

u(z,y, z) = X(2)Y (y)Z(2)
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derivando y reemplazando en la ecuacién se tiene que

Pu  Pu O
o+ a;j + o5 = XYL+ XY Z+ XY 2 =0

y dividiendo por XYZ se tiene que

X// Y// Z//
T
X + Y + Z
y de aqui
X// Y// Z//
X v z °
por tanto
X// Y// Z//
XY Sy oz
luego
X'"—aX =0 X(0)=0,X(1)=0
y la solucién no nula de esta ecuacién coresponde cuando o = —\* = —(nn)? y ella es

X(x) = asinnrz

Con este valor de a solucionemos

Como Y” Z” Y// ZI/
-V 7 = = —(mr)2 entonces v = 7 + (WT)Z =p
entonces
Y” " 2
V_ﬁy_f—i_(nﬂ-) =p
luego

Y'—BY =0 conY(0)=0,Y(1)=0

Que tiene por solucién no nula
Y (y) = bsinmmy cuando 8 = —(mmn)?

por lo tanto

—— + (nm)? = —(mn)? luego Z" — 7*(n* + m*)Z =0 con Z(0) =0
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cuya solucién es
Z(z) = acosh (7T\/n2 + m2> 2 + bsinh <7r\/n2 + m2> 2 = bsinh (W /n2 + m2> .

luego la solucién es

u(z,y,z) = Z Z bym Sin nx sin mmry sinh (7T\/ n? + m2> z

n=1 n=1
y €cOmo
u(z,y,1) = Z Z by Sin nrx sin mma sinh <7T\/ n? + m2> 1=ay
n=1 n=1
entonces
11
by sinh (7r\/ n? + m2) =4 / / xy sin nwx sin mrydxdy
0 0
por tanto
11
b 4 / / i i dxd
nm — . TYSIN NTL SIN MTYax
sinh (7?\/ n? + m2) 4 yaray
00
Por tanto
u(w,y,2) = Z Z bpm sin na sin mry sinh (7‘(‘\/’/7,2 + m2> 5 =
n=1 n=1

11
= zy sin nwx sin mmydxdy | sin nmz sin mry sinh <7T\/ n? + m2) z
Z Z sinh (m/n2 + m2) ) Y yarey Y

Ejercicio Solucionar la ecuacién

u  Pu  O*u
+ i =

si

u(0,y,2) = u(L,y,z) = u(x,0,2) = u(xr, M, z) = u(r,y,0) = 0, u(x,y, P) = f(z,y)



208 CAPITULO 4. ECUACIONES DERIVADAS PARCIALES

Ejemplo 4.46 Solucionar la ecuacion

2 2 2
0“u  0%u 8u:0

otz Oa? + 0y?

St

0
u(0,7,t) = u(2m, y,t) = u(z,0,t) = u(z, 2m, t) = 0,u(z,y,0) = 2*siny, 8—1;u(:v, y,0) =
En efecto : La solucién es de la forma
u(@,y,z) = X(2)Y (y)T'(t)
derivando y reemplazando en la ecuacién se tiene que
XYT'=X"YT + XY"T
y dividiendo por XYT se tiene que
T/l X// Yl/ X// TI/ Y//
T T x Ty emenes =y
y de aqui
X/I T/I Y//
—_—— = — = — )\2
x 17 v °
por tanto
X// T// Y//
X e Y7oy
luego
X"—aX =0 X(0)=0,X27)=0
y la solucién no nula de esta ecuacién coresponde cuando o = —\* = —(%)? y ella es
X(x) = asin ne
2
Con este valor de a solucionemos
T/I Y/I n 9
D Y
Como

T Y n., Y T n.,
-y = —(5) entonces v -7 + (5) =p
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entonces
Y/l T/l
=By =+

v =+ (5 =5

luego
—pBY =0 conY(0)=0,Y(2mr) =0

Que tiene por solucién no nula

t
Y(y) = bSiDm? cuando [ = _(%)2
por lo tanto
TI/ 1
A N TR

cuya solucién es
1 1 1
T(t) = @ COS (5 V TL2 + m2> t+ bSin§ (\/7’L2 +m2) t = a cos (5’/77/2 +m2) t
luego la solucion es

1
u(z,y,t Zanm sm—sm@ cos (5\/712 + m2) t

2
n=1 n=1
y como
. mz
u(z,y,0 Zanmsm—smT—x sin y

n=1 n=1
entonces

21 27

mx
=4 / / r?siny sin ¥ sin Tda:dy

por tanto

1
u(z,y,t) Zanm&n—smTycos <5\/n2+m2)t:

n=1 n=1

[e.9] o0 1
= ZZ 4//1’2 smysm%sm dexdy sian—xSin%COS <§Vn2 +m2) t
0 0
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4.10 Ecuacion de Laplace en coordenadas polares.

Pu  *u
Pasar la ecuacién 92 + W = 0 a coordenadas polares.

En efecto recordemos que x = rcosf y = rsinf y asi u depende de r y 0 es decir
u(z(r,0),y(r,0)) luego

du_oudr ouon P _ 0 (uor uon\_ 0 (ouor) 9 (u08
Oxr  Ordx 000x’ 0x2 Ox \Or (‘33: 90 Ox or Ox Ox \ 00 Ox

_lé(%)@+ﬁ(@>%}&+@&+{2(@)&+2(%>%}@+
Oor \Oor) 0x 00 \0r) x| dx  Or 0x? or \od0) ox 00\00) Ox| Ox
ou 020

6 922

y

du_Ou0n 0u0 D (0udr Dy O (Dubr) D (e
Oy Ordy 000y 0y Oy \ordy 000y Oy \ Or dy Oy \ 00 dy

2 ()2 2 (o) 2] 0 (2 [0 (000 0 (o) 00
or \or) oy 00 \0r)oy|dy 0Jr \oy? or \of) oy 00\00) dy| oy
ou 020
26 9y
entonces

Fu 0w _ 0% (or\* 0w 900r Qudir 0w dgor 9w (09\*
ox2  oy?  Or? 000r Ox 0x ~ Or 022  O0rd0 0z O0x 06 \ Ox

Ox

000 | 0% (O\' | O 000r  Oudr | 0 ohor 0% (09’
00 0x2 ~ 0r?2 \ Oy 000r Oy oy  Or Oy2  0rdfoydy  96* \ Oy

000
90 92

om (o' (o) 0% (00N} (00\P) | 0% (onor onor
- Or? ox dy 06> ox oy 000r \ Ox 0x Oy dy

L0 (0% O\ 0u (0% 0%\ | 0% (or  00or
or \ 0x?  0y? 00 \ 0z>  0Oy? ordf \ Ox 0x Oy dy
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% , o O0%u (cos’f sin*@ 0%u (sinfcos® sinfcosd
:W(COS 6+ sin 8)+892< r2 * r2 >+398T( r B r >+
du <0082«9 sin29)+8_u (—2sin9c:059 N 2sin96039)+ 0%u (sin@cos@ B sin@cos@)
or r r 00 r2 72 orob r r

— a_zu + ia_% + 1@ =0
o2 r290>  ror
or tanto
b Pu  Pu 9% 10% 18u_0

+ t Sy o =
or2 Oy  orr  r290° ror
es la ecuacién de Laplace en cordenadas polares
Ahora como

x=rcosf y =rsinf r=+/22+y? tand = Y 9—arctan? entonces

x x
or T _ cosd 9 -y _ sinf 0% 2zy  2sinfcosf
Oxr /222 "Or  x24y: r 0x2 (12 +y2)? 72
02r B sin?@ Or _ sing 02r B cos?f 00 _cost 020 B _QSiHQCOSQ
oz r Oy o o2 r dy r Oy 72

De la deduccién anterior se desprende que

82u+(‘92u+82u_62u+l82u+18_u+@
ox2  Oy? 022 Or2  r290®>  ror 022

=0
es la ecuacién de Laplace en cordenadas cilindricas

Ejemplo 4.47 Una placa en forma de sector circular de radio a, tiene un angulo central
B. Si la parte circular se mantiene a una temperatura f(0), 0 < 0 < B, mientras que
los rayos limitantes se mantienen a una temperatura de cero, hallar la temperatura en
condictones estables en cualquier punto del sector.

En efecto, solucionaremos la ecuacién

0%u 10%u 1%

W+ﬁW+T3T =0, si u(r,0) =0, u(r,3) =0, u(a,d) = f(0)

Como
u(r,0) = R(r)0(0)

entonces 5?2 5 5?2
U " _u ! _u _ "
57 = R0P0)., 5= R080). S = R)E'(6)
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y reemplazando en la ecuacion

0%u 10%u 10u
ot trar
obtenemos
RY(1)0(0) + 5 RI)(0) + - R ()0(0) = 0

y dividiendo esta igualdad por R(r)60(0), se tiene
R 1676 1R
(), 16'60)  1LR()

R rz 0 r R

=0

y de aqui se obtiene
R"(r) LR(r)  16"(0)
R 7R 2 g
y multiplicando ambos lados de la igualdad anterior por r? se obtiene que
/! R/ 9// 0
7“2R (r) + +r (r) (9)

_ 29 _ 2 1 / . _ " -0
B 5 7 a luego r*R"(r) +rR'(r) —aR =0 60"(0) + ab

y asi solucionaremos las ecuaciones

0"(0) +af =0 0(0)=0 6(B)=0 y r*R'(r)+rR(r)—aR=0

luego si

a) Si a =0 entonces 6”() = 0, por tanto 6(0) = af + b y como 6(0) = a0 +b =0 se
tiene que b =0y asi 0(0) = af y como 0(F) = af = 0 se tiene que a =0y asi u =0

b)Sia<0,a=-A 0"(0)+ad = 0"(0) —\?0 = 0 cuya solucién es 0(8) = ae*? +be=
y como 0(0) = ae® + be ™ = a4+ b = 0 entonces a = —b y asf 0(0) = a(e*? — be ) y
como () = a(e* — be™*’) = 0 entonces a = 0 y asf u = 0

c)Sia>0,a=A 0"0)+al =0"(0) + \*0 = 0 cuya solucién es 0(6) = acos \0 +
bsin A0 y como #(0) = acos0+bsin0 = a = 0 entonces a = 0y asi () = bsin A y como

0
0(8) = bsin A\ = 0 entonces \G = nm por tanto A = %T y asf 6(0) = bsin%

Ahora para este valor propio solucionaremos la ecuacién
r?R'(r)+rR'(r) —aR=r*R"(r) + rR(r) = N>R =0

que es una ecuacion de cauchy cuya solucién es de la forma R = r™, con n = £\, es decir,
R = ar* + br= = ar” por lo tanto la solucién de la ecuacién es de la forma

nm

. 7 7
u(r,0) = Z b,r P sin %
n=1
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y como
nm
- 0
u(a,0) = f(0) = ana B sin 2
n=1
entonces
nm 8 8
2 2
=3 / ) sin —de por tanto b, = —z / £(0) sin%redé
0 Ba B0
y asf la solucién es
nm
- 2 0 3 0
u(r,0) = Z — /f ) sin nid@ r sin%
n=1 ? 0
Ejemplo 4.48 Solucionar la ecuacion
2 2 2
Ou  Ou Ou_ 0 si u(r,0)=0 wu(r,a)=0 u(l,z)=f(2)

+ o+
ox?  0y? 022
Pasando la ecuacion anterior a cordenadas cilindricas se tiene que

P Lo 10
or2  ror  r2o0* 022

es decir, soluctonaremos la ecuacion

’u  10u 82u7

= 0 con temperatura interior independiente de 0

R(r)Z"(z)

oot =Y
Como
u(r,z) = R(r)Z(z), entonces u(r,0) = R(r)Z(0) =0, luego Z(0) =0
y u(r,a) = R(r)Z(a) =0, entonces Z(a) =0
0?u " 0u
Como u(r,z) = R(r)Z(z) entonces 92 = R"(r)Z(z), i

213
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por tanto reemplazando en la ecuacién

Pu Ao pu_
or2  ror 022
se tiene que
1
R"(r)Z(z)+ -R'(r)Z(z) + R(r)Z"(z) = 0 y dividiendo por R(r)Z(z) se tiene que
r

R'r) 1R'G) L Z'G)_ R 1RU)_ Z')
R0 T r R0 T z(z) e Ry R 720

luego hay que solucionar

Z"(2)+aZ(z) =0 con Z(0)=0, Z(a)=0 y r*R"(r)+rR'(r) —ar?R=0

a) Sia =0, 2"(z) =
Z(z) = cz y como Z(a)
u(r,z) = R(r)Z(z) =0

b) Sia = -\ <0, Z"(z) — \*Z(z) = 0, entonces Z(z) = Ae** + Be ™ como
Z(0) = A+ B = 0 luego A = —B y por tanto Z(z) = A(e™ — e **) y como Z(a) =
A(e* — e7*) = 0 se concluye que A = 0 luego Z(z) =0y u(r,2) = R(r)Z(z) =0

¢) Sia=\>0,2Z"(z)+ NZ(z) = 0 tiene por solucién

0 entonces Z(z) = cz+d y como Z(0) = d = 0 entonces
= ca = 0 se tiene que ¢ = 0 por lo tanto Z(z) = 0 y asi

Z(z) = Acos Az + Bsin Az y como Z(0) = A =0 entonces Z(z) = Bsin Az y como

Z(a) = Bsin Aa = 0 se tiene que sin Aa = 0 luego Aa = nm por tanto \ = nr
a

yasi Z(z) = Bsin 2
a

Ahora para este valor de « se soluciona la ecuacién

r*R"(r) +rR'(r) — ar’R = r2R"(r) + rR'(r) + ((A\ri)* — 0)R = 0 cuya solucion es

R(r) = CIo(\r) + DEo(Mr) = CIo("20) + DE(Ml) = CIo(M™l) pues D =0
a a a
ya que Ky en r = 0 no es acotada,

= nwr nmz
por tanto u(r, z) = g bnlo(i)sini y como
a a
n=1

u(l,z) = f(z) = Z bnlo(%r) sin% se tiene que

n=1
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b [0 /f sin —dz entonces b, (= /f sin —dz
CLIO 7
por tanto u(r, z) = ; " % /f sin —dz Io(mw) sin?

es la solucion

Ejemplo 4.49 Solucionar la ecuacion

2 1 1 2 2
0“u ou 0“u a_u =0 si U(T,O) :f(’r) u(r,a) =0 u(l,Z) =0

o " ror 2o 02
con temperatura interior independiente de 6

es decir, solucionaremos la ecuacion
82u+ 18u+ 0%u 0
or2  ror 022

Como
u(r,z) = R(r)Z(z), entonces u(r,a) = R(r)Z(a) =0 luego Z(a) =0y
u(l,z) = R(1)Z(z) =0, entonces R(1) =0
Ahora

u(r,z) = R(r)Z(z) entonces 92 = z 52

por tanto, reemplazando en la ecuacién
5’2u+ 18u+82u _0
oz ror 022

se tiene que

1
R"(r)Z(z) + ;R,(’I‘)Z(Z) + R(r)Z"(z) = 0 y dividiendo por R(r)Z(z) esta igualdad

se tiene que

R) (1R, 27(3) = 0 entonces - = =
Ry v R T Z(z) o ent R0) R Z0)

R"(r) 1R'(r)  Z"(2) .
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luego hay que solucionar
Z"(2)+aZ(z) =0 con Z(a)=0y m*R"(r)+rR'(r) —ar’R=0con R(1) =0
a)Sia=0
rR"(r)+rR'(r) —ar*R =r*R"(r) +rR'(r) = 0, entonces r*u'(r) + ru = 0, luego

Inu=1In <E> entonces u = - = R'(r), por tanto R(r) = clnr+k =k y como R(1) =0=Fk
T r

entonces luego R(r) = 0, luego u(r,z) =0
b) Sia =\ >0,
r2R"(r) +rR'(r) = AX>r? R =0 = r?R"(r) + rR'(r) + ((irA\)> —=0)R = 0

que tiene por solucién
R(r) = Aly(Ar) + BKy(Ar) = Aly(Ar) pues B =0y como R(1) = Aly(A\) =0

entonces A =0y asi u(r,z) =0

c) Sia=—-\ <0,
P2R"(r) + rR'(r) + N*r?R =0 =r’R"(r) + rR'(r) + (r\)> = 0)R = 0

cuya solucién es R(r) = AJy(Ar) + BYy(Ar) = AJy(Ar) y como
R(1) = AJy(N) = 0 entonces Jo(A) = 0 por tanto A\, ,, = Ay asi R(r) = AJy(ron)
Ahora
Z" = N2 Z =0y asf Z(z) = Acosh Apyz + Bsinh A\, ,z y como

cosh A\, ,a

Z(a) = Acosh A\, ,a + Bsinh A\, ,a = 0 entonces B = —A y asi

sinh A\, ,a

Z(z) = dsinh (A, ,(a — 2z)) por lo tanto

u(r, z) = Z b Jo(Aonr) sinh (A, (a — 2)) y asi

n=1

u(r,0) = f(r) = anJo()\o,nr) sinh (A, ,a) entonces

n=1

1 1

/TJO(/\O,nT)f(r)dr = by, sinh (A, ,a) /r [L]()()\Om?“)]2 dr y de aqui
0 0
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1
Jrdo(Nonr) f(r)dr
b, = 0 - por lo tanto
sinh (A, ,a f?“ AonT)] er
0
1

- Jrdo(onr) f(r)dr
u(r, z) = Z 0 - Jo(Aonr) sinh (A, (@ — 2))

n=1 | sinh (Ao na) [ [Jo(Aonr)]” dr

0

es la solucién
Ejemplo 4.50 Solucionar la ecuacion
Pu 10u  10% *u

a2 Trar o T o2
u(b,0,2) =0, u(r,0,0)=0, u(r,0,h)= f(r,0), wu(r0,z2)=0, u(r,m,z) =0

=0si

Como
u(r,z) = R(r)Z(2)0(0), entonces
0%u Y ou Pu Pu Y
s = RY)Z(00), 5 = RUNZE00), T3 = RO g = R Z"(2)006)

0z?
y reemplazando en la ecuacion

Pu 10u 10%u 0*u

W+rar+ﬁﬁ+@:0

obtenemos

1
R”(T’)Z(Z)@—F;R’(T)Z(2)9+R( rZ"(z )(9—|— 9”RZ = 0 y dividiendo por R(r)Z(z)6(6) se tiene que

R"(r) ER/(T) Z"(2) _9_" 0 enfonces r?R"(r) +TR’(7“) N r?Z"(z) _9_” W
R(r) 7 R(r) Z(z) 1240 R(r) R(r) Z(z) 6
luego hay que solucionar

D)

0" +af =0 con 6(0)=0, 6(r) =0

a) Sia=0,60" =0, luego § = A0 + B, y como 6(0) = B = 0, entonces § = Af, y
como f(m) = Ar = 0, entonces 6 = 0
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b)Si a < 0, = —\? entonces 0" + afl = §” — A\?0 = 0 por tanto § = Ae*? + Be ™|y
aplicando las condiciones iniciales se concluye que 6 = 0

¢)Sia >0, a =\ entonces §”+af = 0"+ >0 = 0, por tanto § = Acos A0+ Bsin \f,
y como 6(0) = A = 0, se tiene § = Bsin A, y como 0(m) = Bsin Ar = 0, se concluye
sin A\m = 0, luego Am = n7, y asi A = n, por lo tanto § = B sin nf

)
r?R"(r) TR,(T) r?Z"(z2) 2 eon _
Re) R0 Tz om0
entonces
R"(r) +1R’(r) Z"(z2) _ n_2
R(r) r R(r) Z(2) 72
R'0) 1R 2'()
R(r) 7 R(r) 2 Z(2) -
entonces

r*R"(r)+rR'(r)+pr*R—n*R = T2R'/(r)+rR/(r)+(pr2 — nZ) R=0y Z"(2)-pZ(2)=0

luego
a) Si p = 0, entonces

TQR”(T) + TRI(T') 4 (0 _ nz) R =0, entonces R(r) = 1™

y asi

m(m —1) + m —n? =m? —n? = 0, por tanto m = £n y asi

R(r) = Ar" 4+ Br " = Ar" como R(b) = Ab" =0, entonces A =0y asi R(r) =0
b) Sip= -\ <0,

r?R"(r)+7rR'(r) + (—)\2r2 —n*) R=r*R"(r) +rR'(r) + ((irA)> =n®)R =0
que tiene por solucién
R(r) = AL, (A\r) + BK,,(Ar) = AL,(Ar) pues B =0y como R(b) = Al,(bA) =0

entonces A =0y asi u(r,z) =0

c) Sip=2A>0,
rPR"(r) +rR'(r) + XNr? = n*)R=0

cuya solucion es R(r) = AJ,(Ar) + BY,,(Ar) = AJ,(Ar) y como



4.10. ECUACION DE LAPLACE EN COORDENADAS POLARES. 219

T Anm

R(b) = AJ,(Ab) = 0 entonces J,(Ab) = 0 por tanto A, ,, = Aby asi R(r) = AJ,( ; )

III) Ahora

2

A m A
Z" — bé Z =0y asi Z(z) = Acosh

> + Bsinh =222 v como
b b oY

Z(0) = A = 0 entonces

Z(z) = Bsinh <>\7Zm z) por lo tanto

>\n,m .
z asl
b y

A
u(r,0,h) Zsmn@Zanm . Anm smh( %mh> = f(r,0) entonces

u(r, 0, z) ZZanmsanJ )\b )Sinh(

n=1 m=1

ZanmJn(AnT’mr) sinh ()\%m > /f r,6) sin nfdf

b b s
2
Qpnm Sinh (A’th) /TJS()\%’mT)dr = (/ rJn()meT)—/f(r, 9) sinn@dﬁ) dry asi
™
0 0

0

b
(f rd(252r)2 [ f(r,60) sin n9d9) dr
0

b
frJZ(’\"T’mr)dr
0

f(r,0)sin n9d9) dr

sin n@Jn()\nT’mT) sinh (A%m z)

b
J rJEL(A"T”"r)dr
0

es la solucion
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Ejemplo 4.51 Hallar la distribucion de temperatura en el interior de la esfera de radio
1, si la temperatura es independiente de 0 y en la superficie es, u(1,¢) = f(p).

Solucionaremos la ecuacién

82u+28u+ 10%u 1 . 0u+ 1 0%
— - ot p—+ ——5——5 =
or?2  rdr  r2op? 12 S0090 2 sin” 99>

u
En efecto : Como La temperatura es independiente de 0, — ETel = 0 luego hay que solucionar

82u+28u+ 1 82u+ 1 . ou 0 ) (1.o) = £(9)
— 4+ —-——4+ =+ s cotp— = si w =
or2  ror 120?12 (’D&p ’ ad 14
y ast

u(r, ) = R(r)A(p)

derivando y reemplazando en la ecuacién se tiene

2 1 t
R//A + _R/A + _ZA//R + Cco 90
T T T

5 A'R =0y dividiendo por R(r)A(p), se tiene
R" 2R 1A" 1 A

S + — cot = (0 vy separando variables tenemos
R rR A A Y sep v

r?’R"  2r* R A" A
R —FTE:— <7+C0tg02) =«

luego

" / QR// 27,,R/
— (7 + cot 902) =a y 7 + - a y de la primera ecuacion se tiene

" !/

ot cot b= sisi A" + cot 9 A’ + aA = 0 el cual para solucionarla

hacemos el cambio de variable x = cosyp, luego

0A  0A Ox %
8@ or ('3<p ox

PA 0 (0A 0 (0A n 0A
92 = op\aon sin &,0 £ sin ¢ 5 CO5¢

0 (0A 0A 0?A 0A
s \ox sin . sin ¢ + —— cos ——51 go o COs

ox 0x?
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luego

0?A 0A

A
A"+ cot pA' + aA = o7 —sin®p — 5 oS  + cot (gzc (— singp)) +aA=0

y simplificando

2 2
(1 — cos® @)g—A—Qcosgpg—A—f—aA (l—x)%—Qx%—l—aA—O

que tiene soluciones acotada en el intervalo (—1,1), solo si elegimos @ = n(n + 1) con
funciones propias a P, (z), luego A(x) = CP,(z) y con el valor propio @ = n(n + 1)
solucionaremos la ecuacién

r?R" +2rR' — n(n 4+ 1)R = 0 que es una ecuacién de cauchy cuya solucién es

R(r) = Br" ya que la otra solucién no es acotada

y asi
u(r, o) = Z A,r"P,(cos ) y como
n=0
u(l,0) = 3" A, Pa(cos) = £(9)
n=0
entonces
/ sin @ Py (cos ) f(p)dp = An / sin @ P?(cos ¢)dg
0 0
de donde
J sinpPu(cos o) f()dy
I
[ sin@P2(cos p)dyp
0
y asi

o [ [ sinpP.(cos ) f(p)dy

u(r, @) = Z A,r"P,(cos p) = Z 0 " P,(cos p)
n=0 n=0 [ sin pP?(cos p)dep
0
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Ejemplo 4.52 Hallar la temperatura u(z,y,t) de la lamina 0 <z < L, 0 <y < M , si
la temperatura inicial u(x,y,0) = f(z,y) en toda ella, y si los bordes se mantienen a una
temperatura de cero. Solucionaremos para ello la ecuacion

u Fu_ou
o2 oz ot
U(O’ y7 t) = 0’ U(L’ y7 t) = O’ u(x’ 07 t) = 07 U(fL‘, M’ t) = 07 u(a?’ y? 0) = f(x7 y)
En efecto
u(z,y,t) = X(2)Y (y)T'(t)

Yy ast

X"(@)Y (y)T(t) + X (2)Y"(y)T(t) = X (2)Y (y)T'(t)
y dividiendo por XYT, se tiene

XI/ YII T/ )

X + v -7 entonces separando variables tenemos que
YII T/ Xl/
_—— = —— = (X
Y T X

luego se tienen las ecuaciones

D)
X"+aX =0 con X(0)=0,X(L)=0

cuya solucién es

2,2
X(z) = Bsin? para o = \? = nL—Z
1)
Y// T/ n27r2 Yl/ T/ n27r2
? — T = 72 luego ? = ? + 72 = p entonces

Y'—pY =0 Y(0)=0, Y(M)=0

cuya solucién es

2,2
Y (y) = Csin mj\?;y sip=—-\= —Tr]LWZ
111)
T n?m?  min? . n?w?  m2r?
Pl s alaly ot es decir, T" + (7+W)T:0

cuya solucién es

T(t) = Ko (' +58
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por lo tanto
22 22

. m’n’y _(n ™ +m s )t
u(z,y,t) E 5 Anim sm sm e \ L ' M2

M
n=1 m=1
y como
mmy
u(x,y, Qrm sm s1n = f(z,
I Y _ fay)
luego

M L
2 2
anm_Mz//f(a:,y) sin?sin mﬂzydxdy
0 0

M L
o0 oo 4 _ n271'2 m27'r2
u(:v,y,t):zz —//f(x,y)sin?sm i dmdy Sin?sm mj\?;ye (225t
0 0

La serie doble de Fourier para una funcién f(x,y) definida en una regién rectangular
viene dada por

fz,y) = apo + Z o cos

—|— Z Aon cos —_ —i— Z Z Ay COS Ccos nj\zy

m=1 m=1n=1
donde
M L
1
oo =77 | [ Fldudy
0 0
M L
2
Gmo L//fx y) cos zzdxdy
0 0
M L
2
(on = 777 f(x,y) cos Wd:pdy
0 0
M L
4 mmx nmy
i, = m//f T, Y) CoS cosﬁdxdy
0

Ejercicio 6
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Solucionar la ecuacién

’u  J%*u ou ou

Solucionar la ecuacién
0’u  0%*u ou
—+ — = i — = M) = L = =
Gt s =0 s @0 =0 u@ M) =0 u(L.y) =0 u(0.y) = ()

Solucionar la ecuacién

Pu 0%u . du
%ﬁ—a—yz_o si u(z,0)=0 ——(v,M)=0 u(L,y)=0 u(0,y) = f(y)

Solucionar la ecuacién
Pu  O%u . Ou ou ou

Solucionar la ecuacién

Pu  O%*u
[R— —_— = ) f— L f— M p— pr—
Et gm0 s u0y) =0 u(ly)=0 @)= f@)  u@0)=0
Solucionar la ecuaciéon
?u  0%*u
[R— —_— = y f— L p— M p— pr—
o2 T 9 0 siu(0,y)=f(y) u(l,y)=0 wu@,M)=0  u(z,0)=0
Solucionar la ecuacién
u  O%*u
E g =0 S0 =0 u(ly) =) u@M)=0 u(0.y) =0
Solucionar la ecuacién
u  O%*u ) ou
Solucionar la ecuacién
*u  O%u , ou
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