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Introduccion

Sea Q C RN un dominio acotado (es decir,  es abierto, conexo y acotado). Para una funcién
u € C?(Q), el operador Laplaciano se define como

Au=div(Vu) =) —.
= O

El problema de valores propios para —A en {2 con condicién de Dirichlet homogénea en

00 (o simplemente condicién de Dirichlet, para abreviar) consiste, informalmente, en hallar

los valores A € R para los cuales existe u = uy # 0, en un espacio de funciones “adecuado”,
tal que

—Au =MXu en €,

{ 0.1)

u =0 en OS).

Si Q es, ademds, un dominio suave (de clase C'), el problema de valores propios para —A
en ) con condicién de Neumann homogénea en 92 (o solamente condicién de Neumann,
cuando no haya lugar a confusion) consiste, informalmente, en hallar los valores A\ € R para
los cuales existe u = uy # 0, en un espacio de funciones “adecuado”, tal que

—Au=Mu en €,

0.2
@ =0 en  0f), (0.2)
on
donde g—;; denota la derivada normal exterior de uw en 9f2.

Los resultados conocidos con relacién al espectro del operador —A con condicién de Dirichlet
han sido estudiados ampliamente por distintos autores y hoy dia, hacen parte de la teoria clasi-
ca de las ecuaciones diferenciales parciales elipticas lineales (ver, por ejemplo, [CH|, [MMP],
[B], [Ke], [Ev], [MZ] y las referencias alli contenidas). Las técnicas desarrolladas han sido
especialmente ttiles en las ultimas cinco décadas para abordar problemas no lineales del tipo

(0.3)

Au+ f(u) =0 en Q,
u =0 en 09,

siendo f : R — R una funcién dada. El estudio de (0.3) es todavia un area de investigacién
activa en la cual, recientemente, ha crecido el interés en los casos en que la condiciéon de
Dirichlet en la frontera se sustituye por una condicién de Neumann o una condicién mixta.



Introduccién

El valioso trabajo de Courant y Hilbert, en adelante [CH], contiene los resultados principales
del problema de valores propios para —A bajo condiciones de frontera que comprenden, como
caso particular, las condiciones de Dirichlet y Neumann. No obstante, el enfoque de [CH]
presenta ciertos aspectos desfavorables, a saber:

(i) El tema esta disperso en varias secciones de los tomos I y II.

(ii) El tratamiento de [CH] no incluye espacios de Sobolev; un asunto que desde el punto de
vista moderno, extiende y dificulta algunos argumentos.

(iii) El desarrollo de la teoria tiene lugar en el plano.

Por otro lado, en contraste con la abundante bibliografia moderna que trata el problema (0.1)
(ver [B], [Ev], [Ke], [MMP], [MZ], entre otros), no es facil hallar en la literatura referencias
que expongan minuciosamente el problema de valores propios para —A con condicién de
Neumann. Por ejemplo,

(i) en [B] se demuestra que el conjunto de valores propios de —A con condicién de Dirichlet
se puede escribir como el rango de una sucesiéon {\,} -, creciente y estrictamente
positiva, tal que lim A, = oo. También se comprueba que la correspondiente sucesién

n—oo

de funciones propias {u,}>°; es una base ortonormal para el espacio de Hilbert L? (£2).
No obstante, se omite la caracterizaciéon variacional de los valores propios y no se hace
alusi6én alguna al problema (0.2).

(ii) En [Ev], para operadores elipticos de segundo orden con condicién de Dirichlet en la
frontera, se estudia la existencia de una sucesién creciente de valores propios {\,}oo;
tal que lim A\, = co. Mas aiin, se discute la caracterizacién variacional del primer valor

n—oo

propio y se propone como ejercicio, al final de la seccion, el teorema de Courant-Fischer
(teorema que enunciamos mas adelante en el Capitulo 2). En [Ev] no se menciona el
problema de valores propios para el operador —A con condicién de Neumann.

(iii) En [Ke| se muestra la existencia de una sucesién de valores propios para el operador —A
con condicién de Dirichlet y se presentan las caracterizaciones variacionales en términos
de minimo y méximo, al igual que la formulacién mixta min-max (Teorema de Courant-
Fischer). Sin embargo, no hay comentarios relativos al problema (0.2).

(iv) En [MMP] se estudian los hechos més relevantes sobre el espectro de —A con condicién
de Dirichlet, pasando por las caracterizaciones variacionales y las propiedades mas im-
portantes de los valores y funciones propias correspondientes. Aunque [MMP] se destaca
como una de las referencias més completas, ciertos argumentos no son facilmente apli-
cables a problemas més generales. A esto se suma que en el caso (0.2), si bien se listan
teoremas equivalentes, la mayoria aparecen sin demostracién.

(v) En [GP] (cuyos argumentos seguimos de cerca en el Capitulo 1) se estudia a fondo
el problema de valores propios para un operador lineal, compacto y auto-adjunto. A
continuacién, se enuncian sin demostracion las caracterizaciones variacionales de los
valores propios para un operador eliptico de segundo orden con ambas condiciones de
frontera (Dirichlet y Neumann).

vi



Introduccién

(vi) En [MZ] se inicia con un repaso (sin incluir pruebas) de los principales teoremas relacio-
nados con el espectro de operadores lineales compactos y auto-adjuntos. Luego, través
del operador (—A)™! (que introduciremos més adelante en el Capitulo 2) y la teoria
abstracta preliminar, se estudia el problema de valores propios para el operador —A con
condicion de Dirichlet y algunas de sus propiedades fundamentales. Si bien [MZ] plantea
un punto de vista que se puede aplicar a problemas més generales, el tratamiento del
tema tiene pocos detalles y s6lo se aplica al problema (0.1) (esto es, el caso Dirichlet).

Tomando en cuenta la descripcién anterior, en este trabajo presentamos una revisién completa
del problema de valores propios para el operador —A con condicién de Dirichlet y condicién
de Neumann, respectivamente. Atin en el caso (0.1), hemos procurado recoger en un solo
documento, resultados provenientes de diferentes fuentes bibliograficas. Ademaés, como hecho
clave, adoptamos la estrategia de estudiar los problemas (0.1) y (0.2) a partir de la teoria
espectral abstracta aplicada a operadores lineales, compactos, auto-adjuntos y definidos po-
sitivos en espacios de Hilbert reales. Esta aproximacién difiere de aquella que siguen muchos
de los textos que hemos citado (exceptuando [GP] y [MZ]), en tanto que en ellos, se incluyen
pruebas ad hoc de la mayoria de teoremas y proposiciones. En ese sentido, consideramos que
nuestro enfoque abre la posibilidad de abordar operadores un poco mas generales (operadores
tipo Schrodinger), usando bésicamente el mismo procedimiento.

Para terminar, explicamos brevemente la estructura del trabajo: en el Capitulo 1 recorda-
mos varios conceptos familiares de andlisis real, teoria de la medida y espacios de Sobolev,
asi como los principios de la teoria espectral abstracta para operadores lineales, compactos,
auto-adjuntos y definidos positivos en espacios de Hilbert reales. En el Capitulo 2 definimos
de manera precisa la nocién de valor propio para el operador —A con condicién de Dirichlet
y presentamos en detalle las propiedades cualitativas de los valores y funciones propias aso-
ciadas. En el Capitulo 3, que es la principal contribucién de la tesis, definimos de manera
precisa la nocién de valor propio para el operador —A con condicién de Neumann y, siguiendo
el enfoque del Capitulo 2, estudiamos las propiedades de los valores propios y las correspon-
dientes funciones propias. Finalmente, en el Capitulo 4 mostramos ejemplos tipicos en una
y dos dimensiones, donde se explora una interesante conexion entre los valores propios y la
teoria de niimeros.

vii



CAPITULO

1 Resultados preliminares

En este capitulo presentamos parte de la teoria que sirve de base a las ideas centrales de este
trabajo. En la Seccién 1.1 comenzamos con un repaso de algunos resultados clasicos de analisis
real que usaremos frecuentemente para discutir los problemas propuestos y probar sus pro-
piedades esenciales. En la Seccién 1.2 definimos los espacios funcionales adecuados (espacios
de Sobolev) para formular de manera precisa el problema de valores propios para el operador
—A con condicién de Dirichlet y condicién de Neumann, respectivamente. Finalmente, en las
Secciones 1.3 y 1.4, desarrollamos los aspectos fundamentales de la teoria espectral abstracta
en el contexto de operadores compactos, auto-adjuntos y definidos positivos en espacios de
Hilbert reales.

1.1. Resultados de andlisis real

Iniciamos con un lema sencillo de mucha utilidad a futuro.

Lema 1.1.1. Sea A C (0,00) un conjunto acotado y no vacio. Si

1 1

— == A

1= {5:acaf,
1

entonces 5 estd acotado inferiormente y se cumple

DEMOSTRACION. Por hipétesis, existe sup A y
0<a<supA Vac€A;
es decir,

1
sup A

<

ISl

Va € A. (1.1)



1.1. Resultados de analisis real

La ecuacién (1.1) muestra que % es acotado inferiormente y

Lo ]
inf —.
supA — A

Para comprobar la desigualdad opuesta, razonemos por contradicciéon y supongamos que
1 ’ 1 . . .2 . .z o0
spA < inf . Por la propiedad de aproximacién al supremo, existe una sucesion {an},”,
en A tal que a, — sup A cuando n — oco. Tomando reciprocos de los términos a,, es inme-

diato que

1
— conforme n — oo. (1.2)
ap,  sup
Sea ¢ = fnf & — su;1>A > 0. Por (1.2) existe N € N tal que si n > V., entonces
1 1 ‘ - 1 ey 1 ot 1
— - 5 —<e = inf —,
an, supA Y an sup A A
lo cual resulta absurdo por la definicién del infimo. En suma, inf % = Sul 1 O
p

Enunciamos ahora, sin demostracién, algunos resultados tipicos de analisis real en varias
variables. Las pruebas se pueden consultar en los textos que aparecen como referencia.

Lema 1.1.2. Sea Q un rectingulo en RN. Eziste una funcion ¢ : RN — R de clase C™ tal
que ¢ (x) >0 para v € Int Q y ¢ (x) =0 en otro caso.

DEMOSTRACION. Ver [Mu, pag. 136] Lema 16.1.

Teorema 1.1.1 (Teorema del multiplicador de Lagrange). Sean X un espacio de Banach y
U C X un conjunto abierto. Supongamos que para 1 < i <m, f,g; : U — R son funciones de
clase C1 (U). Six € S es un extremo relativo para f|s, donde

S={reU:gi(x)=0 1<i<m},
entonces existen constantes g, A1, ..., Ay, tales que
MV f(z) =MVar (@) + -+ AnVgm (2).
DEMOSTRACION. Ver [Ar, pdg. 266] Teorema 9.36, [ST, pag. 300].

Proposicién 1.1.1 (Férmula de integracién por partes). Sea Q C RN. Si f € C*(Q) y
¢ € C}(Q), entonces

of Oy _ .
/anicpd:w/gfaxi dr=0 Vie{l, .. N}.

DEMOSTRACION. Ver [MC, pag. 394] Proposicién 16.1.

Teorema 1.1.2 (Teorema de la divergencia de Gauss). Sea Q C RN un conjunto abierto y
acotado con frontera suave (o suave a trozos) 9S). Sea T el vector normal unitario que apunta
hacia afuera en 0. Si F : Q C RN = RN es un campo vectorial C', entonces

ﬁ-ﬁdaz/ divﬁdm,
o0 Q

donde o es la medida superficial en OS).



1.2. Teoria de la medida y espacios de Sobolev

DEMOSTRACION. Ver [Mu, pag. 319] Teorema 38.8, [Ru, pdg. 312] Teorema 10.51.

Teorema 1.1.3 (Principio del maximo fuerte). Sea Q C RN un conjunto abierto y conexo.
Supongamos que u € C? (Q) satisface la desigualdad

Au(x) >0 VreQ.

St u alcanza un mdximo M en un punto xqg € €0, entonces u = M en €.

DEMOSTRACION. Ver [PW, pag. 53] Teorema 2.

1.2. Teoria de la medida y espacios de Sobolev

En esta seccién definimos los espacios de Sobolev y mencionamos sus propiedades méas impor-
tantes. Informalmente, un espacio de Sobolev consta de elementos de L? (£2) cuyas “derivadas”
de cierto orden (en un sentido por precisar) también pertenecen a L (Q2). Este tipo de espacio,
aparte de ser un objeto interesante por si mismo, resulta ser el marco de referencia acertado
para estudiar el problema de valores propios para el operador —A con una condicién prescrita
en la frontera. Una revisién completa del tema, se encuentra en: [B] Capitulo 9, [Ev] Capitulo
5, [MC] Capitulo 16 y [Ke] Capitulo 2.

Antes de introducir los espacios de Sobolev, recordemos algunos hechos conocidos de teoria
de la medida:

Definicién 1.2.1. Sean f: RN - R y {witier la familia de todos los conjuntos abiertos de
RN tal que, para cadai € I, f =0 c.t.p. enw;. Siw = Uier wi, el soporte de f, que denotamos
por supp f, se define como

supp f = RN\ w.

Se puede demostrar (ver [B, pag. 105] Proposicién 4.17) que f = 0 c.t.p. en w. Este hecho es,
precisamente, el que motiva la definicién anterior.

Proposicién 1.2.1. Supongamos que Q@ C RN tiene medida finita y 1 < p < ¢ < oco. Si
f e L), entonces f € LP (Q) y

qa—p
£l e < 127 ([l -
DEMOSTRACION. Ver [Ar, pdg. 41] Proposicién 2.18, [MC, pag. 346] Proposicién 14.31.

Lema 1.2.1. Sea Q C RN un conjunto abierto. Siu € L}, (Q) y

/ugod:rzO Vo e C5° (),
Q

entonces u = 0 c.t.p. en €.
DEMOSTRACION. Ver [B, pdg. 110] Corolario 4.24, [MC, pag. 358] Proposicién 14.49.

A continuacion, definimos los espacios de Sobolev y listamos varias de sus propiedades prin-
cipales.



1.2. Teoria de la medida y espacios de Sobolev

Definicién 1.2.2. Sean Q C RN un conjunto abierto y 1 < p < oco. Definimos

3917927 L, 0N S Lp <Q) tales que
WP (Q)={ueL?(Q): A , ,
/ U dr = —/Qgigod:): Vo e C5° (), Vie{l,.., N}

8u

La funcion g;, que denotamos por 3 -, es unica y se denomina derivada débil de u respecto a

la variable z;. Sil < p < oo, WP (Q) se puede dotar con la norma

>;

[l = (\UII axz

En particular,

)2 (1.3

HY (@ =W"(Q) vy |ulm= (

En este caso, la norma estd inducida por el producto escalar

Ou Ov
(u,v)le/ <uv+zax 8:13)

Finalmente, H} () denota la clausura de C§° () en H (Q).

Puede probarse (ver [B, pag. 264] Proposicién 9.1) que para todo 1 < p < co, WP (Q) es un
espacio de Banach reflexivo y separable. Ademés, H! () es un espacio de Hilbert separable.

Lema 1.2.2. Sea v € H'(Q). Si ||[v|| > 0, entonces |[v| ;2 > 0.

DEMOSTRACION. Razonemos por el absurdo y supongamos que ||v]|;2 = 0. Como v = 0 en
), excepto quizas en un conjunto de medida cero,

Vv=0 ct.p. en €.

En vista de ello !, ||v]|%: = |[v]|32 + |[Vo||3 = 0, en contra de la hipétesis. O
Proposicién 1.2.2. Sea Q un conjunto abierto y conevo. Siu € H' (Q) y
Vu=0 ctp. en £,
entonces u es constante c.t.p. en Q.
DEMOSTRACION. Ver [B, pdg. 269] Observacion 7, [Ev, pag 291] Ejercicio 10.

Proposicién 1.2.3 (Densidad). Supongamos que @ C RN es de clase C'. Siu € H' (Q),
eziste una sucesion {up} -, de C§° (]RN>, tal que uplo — u en H' (Q). En otras palabras, la

restriccion a Q de las funciones C§° (RN) es un subespacio denso de H' ().

!Cuando sea necesario hacer referencia a Vull 2 (g, para abreviar, escribiremos |[Vul[,.

4



1.2. Teoria de la medida y espacios de Sobolev

DEMOSTRACION. Ver [B, pag. 277] Corolario 9.8, [Ev, pag. 252] Teorema 3.

Proposicién 1.2.4 (Desigualdad de Poincaré). Supongamos que 2 es un conjunto abierto y
acotado. Entonces, existe una constante C (que depende unicamente de Q) tal que

lull 2 < ClIVully,  Vu € Hy ().

Ademds, ||Vul|, es una norma en H} () equivalente a ||[ul ;1 y la expresion S [, 88;1- é?;i dx

es un producto escalar en H} () que induce ||Vul|y.

DEMOSTRACION. Ver [B, pag. 290] Corolario 9.19, [Ev, pag. 275] Teorema 1.

Proposicién 1.2.5. Sea u € H' (). Si suppu es un subconjunto compacto de Q, entonces
u € HE ().

DEMOSTRACION. Ver [B, pdg. 287] Lema 9.5.

Proposicién 1.2.6. SiQ C RN es un conjunto abierto y u € H' (Q) (resp. H} (Q)), entonces
ut,u™ € HY(Q) (resp. H} (Q)) y

0 c.t.p. en {u <0},

B —Vu  ct.p.en {u<0}
Vu~ =
0 c.t.p.en {u>0}.

—_— { Vu  ct.p.en {u> 0}
Uu =

DEMOSTRACION. Ver [MMP, pag. 6] Proposicién 1.29, [RP, pag. 187] Proposicién 8.2.

Teorema 1.2.1 (Teorema de encaje de Sobolev). Sean © C RN un conjunto abierto y acotado
de clase C* ym > 1 un mimero entero. Si 1 < p < oo, entonces

* N 1
W™P(Q) C LP" (Q) donde p* = Nfim s % -0,
m .1 m
W™P(Q)cC L1(Q)) Vqé€ [p,o0) 57 E_N:O’
1
WP () € L (9) il

y en el dltimo caso, es decir, cuando m > %, st

3] e (ne3) s

donde [ -] denota la parte entera de un nimero real, entonces

D%l o0y < Cllullyyms  Vlal <k

(D% (z) = Du(y)| < Cllullyymolz —yl” ctp.a,y€Q Vo] = k.
En particular, W™ (Q) C C* (), si m > %.



1.2. Teoria de la medida y espacios de Sobolev

DEMOSTRACION. Ver [Ke, pag. 79] Teorema 2.4.5, [B, pag. 285] Corolario 9.15, [Ev, pag. 270]
Teorema 6.

Teorema 1.2.2 (Rellich-Kondrachov). Sea Q C RN un conjunto abierto y acotado de clase
Cl. Se tienen las siguientes inyecciones compactas:

HY(Q)Cc L1(Q) Vge[1,2%) 28 = % si N> 2

H'(Q) Cc L1(Q) Vg€ [2,00) si N=2,

H' (©) C C (D) si N=1.
En particular, H' () C L? (Q) con inyeccién compacta para todo N.

DEMOSTRACION. Ver [B, pag. 285] Teorema 9.16, [Ke, pdg. 84] Teorema 2.5.3, [Ev, pag. 272]
Teorema 1.

Observacién 1.2.1. Si ) es un conjunto abierto y acotado, la conclusién del Teorema 1.2.2 es
véalida para H} (), sin apelar a la hipdtesis de frontera suave. (ver [B, pag. 290] Observaciéon
20).

Teorema 1.2.3. Sean Q C RN de clase C* yu € H' (Q)NC (ﬁ) Las siguientes propiedades
son equivalentes:

(i) u=0 en ON.
(i) u € H} (Q).
DEMOSTRACION. Ver [B, pag 288] Teorema 9.17.

Definicién 1.2.3. Dada una funcion u definida en Q C RN, denotamos por @ (x) a la exten-
sion trivial de v a RY, es decir,

u () si x€Q,
(x) = . N
0 sioze R\
Teorema 1.2.4. Sean Q C RN yu € L?(Q). Siu € H (Q), entonces u(x) € H* (RN) y se
cumple g = ax 0w pora todo i € {1,...,n}.
DEMOSTRACION. Ver [B, pag. 289] Proposicién 9.18 y [B, pag. 290] Observacién 20.

Teorema 1.2.5. Sea Q) un conjunto abierto de clase C* con frontera acotada. Sean f € L? (Q)
yu € H (Q) que satisfacen

/Vu‘chda:—F/ugodx:/fgodx Yo e H (Q).
Q Q Q

Entonces u € H? () y ||ull 2 < C||f|l 2, donde C es una constante que depende tinicamente
de Q. Mds atin, si §) es de clase C™ 2 (Q) y f € H™ (Q), entonces

ue H"2(Q) y  ullgmez < CIf ]l g

En particular, si f € H™ () con m > N/2, entonces u € C? (ﬁ) Finalmente, si Q0 es de
clase C® y f € C° (ﬁ), entonces u € C* (ﬁ)

6



1.3. Teoria abstracta de operadores lineales compactos, auto-adjuntos y definidos positivos

DEMOSTRACION. Ver [B, pdg. 298-299] Teoremas 9.25 y 9.26, [Ev, pdg. 309-314] Teoremas 1
y 2.

Teorema 1.2.6. Sean Q un conjunto abierto arbitrario, uw € H' (Q) y f € H™ () tales que
/ Vu-Vedx :/ fodx Yo e CF(Q).
Q Q

Entonces Ou € H™ 2 (Q) para cada 6 € CF° () y decimos que u € H"*(Q). En particular,
si f € C®(Q), entonces u € C* ().

DEMOSTRACION. Ver [B, pag. 306] Observacion 25.

1.3. Teoria abstracta de operadores lineales compactos,
auto-adjuntos y definidos positivos

En esta seccién recordamos varios conceptos fundamentales relacionados con analisis funcional
y teoria espectral abstracta. Aunque algunas ideas se pueden generalizar a operadores lineales
acotados definidos en espacios de Banach (ver [Ar]), buena parte de nuestro estudio tendra
lugar en el contexto méas natural de los espacios de Hilbert y los operadores lineales, compactos,
auto-adjuntos y definidos positivos. En las condiciones descritas, enunciamos y probamos,
entre otras cosas, la caracterizaciéon variacional de los valores propios y la existencia de una
base ortonormal del espacio en términos de vectores propios.

Comenzamos con dos definiciones indispensables.

Definicién 1.3.1. Sea X un espacio vectorial normado. Supongamos que T : X — X es un
operador lineal y p € C. SiT, =T — ul : X — X es biyectivo y T/jl continuo, diremos que
p pertenece al resolvente de T, que denotamos por p(T'). El conjunto o (T) = C\p(T) se
llama espectro de T'.

Definiciéon 1.3.2. Supongamos que X es un espacio vectorial y T : X — X wun operador
lineal. Decimos que p € C es un valor propio de T, si existe x € X, x© # 0, tal que

Tr = pz.

En tal caso decimos que x € X es un vector propio de T asociado al valor propio p. Si X
es un espacio vectorial cuyos elementos son funciones, los vectores propios suelen llamarse
también funciones propias.

Continuamos con algunos resultados preliminares acerca de operadores lineales compactos en
espacios de Banach (cuando sea apropiado, nos concentraremos en espacios de Hilbert).

Proposiciéon 1.3.1. Sean X, Y y Z tres espacios de Banach yT : X =Y yK:Y = Z
dos operadores lineales. Si T es continuo y K compacto (resp. T compacto y K continuo),
entonces K oT es lineal y compacto.

DEMOSTRACION. Ver [B, pag. 159] Proposicién 6.3, [DM, pag. 181] Teorema 4.8.9.
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Teorema 1.3.1. Supongamos que X y Y son espacios vectoriales normados y T : X — 'Y
un operador lineal y compacto. Sea {xn} > tal que z, € X para todo n € N. Si {z,},7,
converge débilmente a x € X, es decir,

Ty, — T,

entonces,
Tx, — Tx

en norma.
DEMOSTRACION. Ver [Ar, pdg. 95] Teorema 4.13, [DM, pég. 183] Teorema 4.8.15.

Proposicién 1.3.2 (Alternativa de Fredholm). Supongamos que X es un espacio vectorial
normado y T : X — X un operador lineal y compacto. Si u # 0, entonces ker (T — ul) es un
espacio vectorial de dimension finita.

DEMOSTRACION. Ver [Ar, pdg. 97] Proposicion 4.15.

Definicién 1.3.3. La dimension de ker (T — pl) en la Proposicion 1.3.2 se llama multiplici-
dad de p.

Proposiciéon 1.3.3. Supongamos que X es un espacio vectorial normado y1T : X — X un
operador lineal y compacto. El espectro o (T') consta sélo de valores propios y posiblemente
del 0 € C. Ademds, o (T) es a lo sumo contable (podria ser vacio) y, si es infinito, debe
acumularse en 0. En particular, si o (T') es infinito, el conjunto de valores propios no nulos
de T puede escribirse como el rango de una sucesion {pn}, - tal que

N e PN e N )

donde cada valor propio p, se repite de acuerdo a su multiplicidad finita.

DEMOSTRACION. Ver [Ar, pdg. 96] Proposicién 4.14 y su demostracion, [Ar, pdg. 99] Teorema
4.17.

El siguiente ejemplo, en dimension finita, se propone motivar los teoremas abstractos que se
presentan mas adelante en este capitulo. Con este fin, supongamos que M : RN — RN, M #£0
es un operador lineal, continuo y auto-adjunto. Sea

RN —R
x +— f(x):=(Mzx,z).

Consideremos el problema de encontrar los extremos relativos de la funcién f sujeta a la

restriccion g (z) = \|:1:||§ = YN | 22 = 1, escrita con frecuencia como el conjunto de nivel:
2
Si={zeRY: ||} = (z,2) =1} = {z e RN : o, = 1}. (1.4)
Sea
p:= sup (Mz,x). (1.5)
llzll,=1
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La funcién continua f|g estd definida sobre un subconjunto compacto de RN y por el Teorema
de los valores extremos, existe xg € .S, g # 0 tal que

f(x0) = (Mzo,x0) = sup (Mz,x) = p. (1.6)

[[zfl;=1

Hagamos notar que estamos en las hipdtesis del Teorema del multiplicador de Lagrange (ver
Teorema 1.1.1). Como f tiene un extremo relativo en xg € S, si Vg (z¢) # 0, existe A € R tal
que

Vf (o) = AVyg (20) - (1.7)

Veamos cémo calcular Vf (z9) y Vg (xg). Para todo h € RN, siendo que la matriz M es
simétrica y satisface (Mxg, h) = (z¢, Mh), se cumple

f (zo —l—h) = (M (370 + h),(x() +h)) = <Mx0,xo> + <Ma;0,h> + <330,Mh> + <Mh,h>

= (Mzg,x0) + 2 (Mxzg, h) + (Mh,h). (1.8)

Sea

Ry (h) = f(z0 + h) — f (v0) — 2(Mwzog, h) = (Mh,h). (1.9)
Visto que ||Ry, (R)|| < [IM|||R]*> — 0 cuando h — 0, Df (z9)h = 2 (Mg, h). Ademas,
considerando que Df (xg) € B (]RN, R), por el Teorema de representacion de Riesz, existe un

tinico elemento V f (zo) € RN tal que

(Vf(20),h) = Df (xo) h =2(Mzo,h) VheRN. (1.10)
Un procedimiento anélogo para g (z) = ||z/|3 muestra que
(Vg (x0),h) =2 (xzo,h) VheRN. (1.11)

Reemplazando las expresiones (1.10) y (1.11) en (1.7), para todo h € RN, obtenemos
(Mzo, h) = X (xo, h) (1.12)

y en consecuencia,
M o = Al‘o.

Al final, = f(2z0) = (Mo, x0) = (Azo,20) = Mzo]3 = A\. En otras palabras, el valor
maximo de f en S, corresponde a un valor propio del operador M.

Ampliamos ahora nuestro repaso de la teoria espectral con varios teoremas indispensables.

Proposiciéon 1.3.4. Sea H un espacio de Hilbert yT : H — H un operador lineal. Si T es
auto-adjunto, entonces

(i) (Tz,z) e R Ve Hy
(ii) o (T) CR.

DEMOSTRACION. Ver [Ar, pdg. 99] Proposicién 4.20 y Teorema 4.22. O
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Definicién 1.3.4. Sean H un espacio de Hilbert y'T : H — H un operador lineal, continuo
y auto-adjunto. El operador T se dice definido positivo, si para todo x € H, x #£ 0,

(Tx,x)y > 0.

Vale la pena mencionar que para 1" : H — H definido positivo, ker (7') = {0}. De lo contrario,
para algin x € H, x # 0, (Tx,x) ; = 0.

En lo que sigue y salvo mencion explicita, supondremos:
(i) (H,(-,-)p) es un espacio de Hilbert real con d := dim H € NU {oo}.
(ii) A: H — H denota un operador lineal, compacto, auto-adjunto y definido positivo.
Teorema 1.3.2. Si Hi es un subespacio cerrado de H, entonces
H=H @ Hj.
DEMOSTRACION. Ver [Ar, pdg. 76] Teorema 3.10 (b), [DM, péag. 130] Teorema 3.6.6.

Teorema 1.3.3. Vectores propios de A asociados a valores propios distintos entre si, son
ortogonales.

DEMOSTRACION. Sean u,n € R, u # n, dos valores propios del operador A. Si u,v € H

corresponden a vectores propios de p y 7, respectivamente, entonces

n(u, v) g = (u,v) i = (Au,v) i = (u, Av) i = (u, po) g = pfu, v) g (1.13)

Restando ambos extremos de la ecuacion (1.13) y teniendo en cuenta que p # 7, debe ocurrir
que (u,v)y = 0. O

En lo que queda de esta seccién, seguiremos de cerca los argumentos de [Ar] y [GP].
Teorema 1.3.4. Los valores propios de A tienen la siguiente caracterizacion variacional.

(i) Si
p = sup {(Az, )y : [|lz]| g =1},

existe up € H con ||ui| g =1, tal que Auy = piur y (Aug,ur) g = p.
(ii) Supongamos que 2 < d. Si
2 = sup {(Az, )+ |2l = 1, (@,u) = 0},
existe up € H con ||ug| g =1, tal que Aug = pous, (Aug, u2) y = po y (ug,u1) = 0.

(iii) Sean € N tal que 2 <n <d+1. Para 1 <k <n — 1, supongamos que uy es un vector
propio asociado a py, tal que ||ug| ; = 1. S

pn =sup{(Az,x)y : ||lz|| g =1, (x,ur)y =0 para 1 <k <n-—1},

existe up, € H con ||up||y = 1, tal que Auy, = ppty, (Atp,Un)y = pn Y (Un,ug) = 0
para todo 1 <k <n—1.

10
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(iv) El conjunto {u, € H:1<n <d+ 1, n € N} de vectores propios de A generados de for-
ma recursiva en los numerales (i)-(iii) es una base ortonormal de H.

(v) Siu es un valor propio de A, existe £ € N tal que u = py. Dicho de otra manera, los
elementos de {uy, : n € N} son todos los valores propios de A.

DEMOSTRACION.

(i) Claramente p; estd bien definido. Por la propiedad de aproximacién al supremo, existe
una sucesion {vy, },- ; tal que

(Avnvvn>H /( ,U’l y ”UWHH — ]. Vn € N

Ademds, como H es reflexivo y {v,},~, acotada, existe una subsucesion {v,, }p-; que
converge débilmente en H, digamos a v, y para la cual se cumple que

ol < lminf o, | = 1. (1.14)
En particular, ya que (Av, - ), : H — R es un funcional lineal continuo,
(Av,vp, ) gy — (Av,v) g (1.15)
De acuerdo con el Teorema 1.3.1, conforme k& — oo
Avy, — Av, (1.16)
y gracias a la desigualdad de Cauchy-Schwarz y a las expresiones (1.14), (1.15) y (1.16),

|(Avn,,, vy ) iy — (A, 0) | < [(Avng, Ung) g — (Av, 0, ) | + |[(Av, 00, ) iy — (Av, 0) g
< [(Avn, = Av,vn, ) |+ [(Av, ony = 0) |
< [[Av, — Avll gy vl g + 1AV g [[on,, = vl p — 0.

Més atin, como (Avy, , vy, )y — 11, la unicidad del limite implica
(Av,v) = 1. (1.17)
Sea S := pi1I — A. Usando (1.14), resulta
(S0.0) 1 = (10 — Ao, 0y = (o, 0) g (v, 0y = g ol — s < 1 — s = 0. (L18)

En cambio, para z € H arbitrario, x # 0,

(Sz,2)y = (mx — Az, 2) y = pi(w, x) y — (Az, )y = ||ZU||2 (Ml - %)

= Il (‘“‘ <A (um) ’uqu>H) (119

> ||l <u1 — sup (Ax,@H)

=]l =1

= ||=||% (11 — p1) = 0.

11
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Sean h € Hy x =v+th,t € R. Teniendo en cuenta que S es un operador auto-adjunto
(como consecuencia de que el operador A también lo es), de las desigualdades (1.18) y
(1.19), se obtiene

0 < (Sx,x)y = (S (v+th),v+th); = (Sv,v); +t(Sv, k) + t(Sh,v)y + t*(Sh,h)

< t2(Sh,h)y + 2t(Sv, h) ;.
(1.20)
En términos generales, no existe ninguna restriccion sobre el parametro ¢ en la expresién
(1.20) y podemos tomar t = 7(Sv, h) , con r € R atn por especificar. Por lo anterior,

0 < [r(Sv, h) y]*(Sh, B) g + 2 [r(Sv, h) ] (Sv, h) gy = 7 (Sv, h) 3 [r(Sh, by +2]. (1.21)
Sir <0y |r|es “suficientemente pequeno”, entonces
r{(Sv,h)3; <0 'y r(Sh,h)y+2>0.
Asi que, la expresion de la derecha en (1.21) también es menor o igual que cero, y por
consiguiente (Sv, h); = 0. Como h es arbitrario, Sv = (uil — A)v=0y
Av = pyv.
Para finalizar con lo propuesto, notemos que v # 0. En otro caso,

pr= sup (Az,z)y = (Av,v)y =0,
llzll z=1
lo que contradice la hipdtesis del teorema en cuestiéon (A es un operador definido po-

sitivo). En realidad, ||v||; = 1 como se probara en breve: si u; = o> entonces u
H

satisface
Aup = prur y  (Aug,w) = (paug, ) g = pa llwlly = p,

al tiempo que
(AU1,U1>H=<A <U>’“> _ MQ"
lollg ) ol [ ol

Por el numeral (i), existe un vector propio u; € H asociado al valor propio p; tal que
|luill; = 1. Si d > 2, entonces span{ui} C H y Q1 := {u1}* # {0} es un subespacio
vectorial cerrado de H, es decir, un espacio de Hilbert en si mismo. Ademads, para todo
U Qh

Luego u; = v.

(Az,ur) g = (x, Aur) g = (@, pur) g = pn (@,u1) g = 0
y en ese sentido, decimos que ) es un subespacio invariante bajo A, esto es, A (Q1) C Q1.
Sea A; := A|g,. El operador A; : Q1 — Q1 es lineal, compacto, auto-adjunto y definido
positivo. Por lo tanto, como
o = sup {{Arz, 2y ally = 1, 7 € Qi

el numeral (i) aplicado a A; concluye que existe un elemento us € Q1 con |lug||y = 1,
tal que

Ajug = Aug = pgug  y  (Aug, uz) g = po,

completando el resultado.

12
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(iii) Sin < d+ 1, entonces span{u1,---up—1} C Hy Qn_1:= {us, - ,un_l}L # {0} es un
subespacio vectorial cerrado de H, es decir, un espacio de Hilbert en si mismo. Ademads,
paratodox € Qp_1y1 <k <n-1,

(Az,up) = (@, Aug) = (x, prur) = p (2, ug) =0,

de modo que Q,—1 es un subespacio invariante bajo A. Sea A,,_ = A|g,_,. El operador
Ap_1: Qn_1 — Qn_1 es lineal, compacto, auto-adjunto y definido positivo. Por lo tanto,
como

pn = sup {(An—17, )y : |2]ly =1, © € Qn1},

el numeral (i) aplicado a A,,_1 concluye que existe un elemento u,, € Q,—1 con ||u, |y =
1, tal que
A, _qu, = Au,, = UnUp Y (Aumun>H = Hn-

(iv) Sid=dim H < o0, {u, € H : 1 <n < d,n € N} es un conjunto ortonormal de d vectores
linealmente independientes y, por definicién, una base de H. Por el contrario, si d = oo
(ver Proposicién 1.3.3), el conjunto de valores propios de A puede escribirse como el
rango de una sucesion {fij}ro tal que fiy > fio > -+ > i > -0y klirgoﬂk = 0.

Sea {uy} - la sucesién de vectores propios de A generada de forma recursiva segin el
numeral (iii). Supongamos que # := span {u, : n € N} # H. Por el Teorema 1.3.2, si
x € H\J, existe un tnico elemento v € #+ = {y € H : (y,un)y =0,n € N}, v # 0,

tal que

o0

T = Z (@, uk)ug, + v.

k=1

En particular, Z+ C Q,, = {uy, - - ,un}J‘ para todon € Ny
v v
A s ) < osup (Az,2) g = fni, (1.22)
lollg ) ol [ = zeqn
=l =1

donde pi,41 es un valor propio de A con base en el numeral (iii). En consecuencia,
como {p}req €s una subsucesién de {fig}r-, al tomar el limite cuando n — oo en
(1.22), el lado derecho tiende a cero mientras que el lado izquierdo no depende de n. Asi,
(Av,v) = 0 y dado que A es definido positivo, necesariamente v = 0. La contradiccién
demuestra que #+ = {0} y H = span {u, : n € N}.

(v) Razonemos por el absurdo y supongamos que u es un valor propio de A tal que pu # uy,
para todo n € N. Si w € H es una funcién propia asociada a p tal que ||w||; = 1, por
el Teorema 1.3.3,
(w,up)y =0 VYneN.

En estas condiciones, {u, : n € N} U {w} es un conjunto ortonormal que contiene pro-
piamente a {u, : n € N}. No obstante, este hecho contradice el numeral (iv), a saber,
que {u, : n € N} es un conjunto ortonormal maximal. O

Observacién 1.3.1. Antes de continuar, conviene destacar dos hechos importantes:

13
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(i) La caracterizacion variacional del Teorema 1.3.4 es consistente con el hecho de enumerar
cada valor propio de acuerdo a su multiplicidad. En efecto, supongamos que u, es un
valor propio de A tal que

Hn—1 > fbn = fn41 > Hnt2 = -0 .
Sea Qn—1 :={uq,..., un,l}L y Qn = {uq,... ,un}l. Debemos mostrar que
sup {{Az,2) g ¢ el = L € Quor} = sup {{Aw,a) < lelly = Lz € Q). (1.23)
Comparando ambos conjuntos en (1.23), es inmediato que
sup {{Az, 2 2l = L € Quor} 2 sup (A, 2y : izl = Lw € Qu}s

luego, bastara demostrar la desigualdad opuesta. Sea = € H tal que x € {uy,... ,un_l}l
y ||zl = 1. Como {u;};°; es una base ortonormal para H y A un operador lineal
continuo,

o0 oo oo
(Az, )y = <A <Z <$,UZ>HUZ> ,:1:> = <Z (@, us) g i, :E> = Z,ui (, uzﬁf

i=n H =n H =n
Definamos y tal que sus proyecciones en la base {u;};°, satisfagan:

0 sit<n

(y,u;) = \/<x,un>2 + (2, Upg1)? sit=n+1

Asi las cosas, y € {u,... ,Un}L y
2 - 2 2 2 - 2 S 2
Iyl = Z (Y, ui)gr = (T, un) g + (T, Unt1) g + Z (T, ui)y = Z (T ui)y = 1.
i=1 i=n+2 i=n

Ademas, en vista de que i, = fint1,

[e.9]
(Ay, ) = et (@, wa) 3y + (@ wngn) 3 )+ 2 (i)
i=n—+2

00 &)
= HUn <x7 un)?{ + fnt1 <x7un+1>%{ + Z i <x7u’l>?{ = Z,ui <x7 Uzﬁ{ = <Aa:, x>H

i=n+2 i=n
De esta manera,
sup (422 > (Apy)y = (Ana)y. (1.24)
Izl g =1
Puesto que z € {u1,...,up—1}" con ||lz|| ; = 1 se eligié arbitrariamente, al tomar supre-

mo del lado derecho de (1.24) se prueba la desigualdad deseada, de donde se sigue la
igualdad (1.23).

14
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(ii) Con la finalidad de usar
A
sup (Az,z)y v Sup%
(B w40 ||zl

indistintamente en lo que resta del trabajo, demostramos la identidad

A
sup (Az,z); = sup %
lzll =1 220 |zl

Sean

By = {(Az, )y : ||z|ly =1} ¥ BQ::{<A< 1 x), 1 x> :x;éO}.
@l ) Mllg /4

Observemos que

1 1 1 1
sup (Az,z)y; = sup (A T, z) <sup({A x|, T) .
=1 ]l =1 2/l (E P oy - 2/l g 1zl /5

Por otro lado, si <A (mw) , ”thx>H € By yov:= ”thx, entonces (Av,v),; € By y
By C Bi. Asi,

1 1
sup <A < m) , l’> < sup (Az,x)y,
20 el ) Nela /g ™ ellg=

lo cual prueba la otra desigualdad.

El préximo lema es til en la prueba de los Teoremas 1.3.5 y 1.3.6.

Lema 1.3.1. Sean € N tal que 2 <n < d+ 1. Supongamos que {w; € H : 1 <i <mn, i€ N}
es una coleccion arbitraria de vectores ortonormales. Si {vy € H:1<k<n-—1,k &N} es

n
un conjunto cuyos elementos son ortogonales entre si, entonces existe w = > fyw; € H tal

=1
que
n

253:1 y (wop)yp=0 Vke{l,.,n—1}.
1=1

n

DEMOSTRACION. Sea k € Ntal que 1 < k < n—1. Reemplazando w := }_ Sw; en (w,vg) g =
i=1

0 y empleando las propiedades del producto interno, tenemos

(w, vi) g = (w1, vk) g B1 + (wa, V&) g B2+ + (Wn, Vi) gy B = 0. (1.25)

Si suponemos ahora que k varfa, es ficil ver que (1.25) conforma un conjunto de n — 1
ecuaciones lineales con n incégnitas. De la teoria de algebra lineal, es bien sabido que el
conjunto de soluciones de un sistema homogéneo tiene estructura de espacio vectorial. En tal
caso, es suficiente elegir un vector solucién normalizado para terminar la prueba. O

A continuacién, mostramos una caracterizaciéon alternativa del n-ésimo valor propio de A.
Aunque la escritura de p, en el siguiente teorema no es mucho més clara con relacién al
Teorema 1.3.4 (iii), tiene la ventaja de no depender del conocimiento previo de los vectores
propios. Este enfoque tendra varias consecuencias interesantes en los Capitulos 2 y 3.

15
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Teorema 1.3.5. Sea n € N tal que 2 < n < d+ 1. Supongamos p, definido como en el
Teorema 1.3.4 (ii)-(iii). Si Zn—1 es el conjunto de todos los subespacios de H de dimension
n — 1, entonces

A
pn=_1Inf  sup (Az,z)y; = inf sup % (1.26)
YeZn1 yeyt YE€Zn1 peyl HxHH
llell =1 z#0

DEMOSTRACION. Sea {ux € H :1 <k <d+ 1, k € N} el conjunto de funciones propias de A
generadas de forma recursiva segin el Teorema 1.3.4 (i)-(iii). Definamos

H,_1=span{ug:1<k<n-—1}.
Con base en el Teorema 1.3.4 (iii),

pn = sup (Az,x)y,

:JcEH,f?1
lzll z=1
y considerando que H,,_1 € £,_1,
inf  sup (Az,z)y < sup (Az,z)y = pn. (1.27)
Ye€Zn-1 eyl zeHE |

llzll =1 | =1

Para verificar la desigualdad contraria a (1.27), supongamos que {vy € H:1 <k <n—1}
es un conjunto de vectores arbitrarios no nulos y mutuamente ortogonales. Definamos Y =

n
span{vg : 1 <k <n —1}. Por el Lema 1.3.1, existe u = > fu; € H tal que
i=1

Zﬁ?:l y (wug)y =0 Vke{l,..,n—1},
i=1

es decir, u € Y1 y ||ul|; = 1. Desarrollando (Au,u), y tomando en cuenta que 3 > pg >
-++ >y (ver Proposicién 1.3.3), obtenemos:

(Au,u) gy = <A <Z 51%‘) ,Zﬂiui> = <Z ﬁiAui,Zﬁiui>
im1 im1 =1 i=1 "

= <Z 5imui,Zﬁiui>
i=1 =1 I

n n
= Bl > pn Y B =
i=1 i=1

H

En consecuencia,

sup (Az,z)y > (Au,u)y > pp VY € Zq. (1.28)

zeY

llll =1

Tomar infimo en (1.28) variando Y en el conjunto de subespacios de dimensién n — 1 de H
concluye la prueba de la igualdad en (1.27). La segunda identidad de (1.26), se sigue de la
Observacién 1.3.1 (ii) y el resultado anterior. O
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1.3. Teoria abstracta de operadores lineales compactos, auto-adjuntos y definidos positivos

Un examen cuidadoso del Teorema 1.3.5 muestra que la caracterizacién variacional de p,
exige tomar el supremo sobre un subespacio, posiblemente, de dimensién infinita. Sortear esa
cuestiéon da lugar al siguiente teorema.

Teorema 1.3.6. Sea n € N tal que 2 < n < d+ 1. Supongamos p, definido como en el
Teorema 1.3.4 (ii)-(iii). Si &, es el conjunto de todos los subespacios de H de dimension n,
entonces

(Az,x) g

Iy = SUp 1nf Ax,x);; = sup inf —~% 1.29
" yez, s ” v < & YEZn 5"526 ||.TH§{ (1.29)
i

DEMOSTRACION. Sea {up € H:1<k<d+1, k€ N} el conjunto de funciones propias de
A generadas a partir del Teorema 1.3.4 (i)-(iii). Definamos H,, = span {ug 1 1< k <n}. Si
w € Hy, y |lw||y = 1, existen constantes aq,...,a, tales que w = Z apug y Z a2 =1.

=1
Combinando el hecho anterior y la Proposiciéon 1.3.3, resulta

(Aw, w)y = < (Z akuk> ,zn:akuk> < o Auy, En:akuk>
k=1 H H
= < QU fLk U, Z Oékuk> (1.30)
= H

k=1

|M3 HM:

n

n
= Z Z,U/k > fin Z O‘% =Hn-
= k=1

De la eleccién arbitraria de w € Hy, y la ecuacién (1.30), es inmediato que

inf (Az,x)y > fin,

TE€H,
llll =1
y
sup mf (Az,x) ;> Inf  (Az,x)y > pin. (1.31)
YL, cYy reH,
[l ||H=1 llell =1

Para comprobar la desigualdad opuesta a (1.31), supongamos que Y C H es un subespacio
arbitrario de dimension n y {vg : 1 <k < n} una base ortonormal de Y. Por el Lema 1.3.1,

n
existe v = Y fBrvr € H tal que
k=1

S B=1y (wu)y=0 Vje{l..n—1},

esto es, v € {ut, - un_1}Ty |lv||y = 1. De acuerdo con el Teorema 1.3.4 (iii) y las condi-
ciones impuestas al elemento v € H,

inf (Az,x); < (Av,v)y < pn. (1.32)
kS
)l z=1
Maés atn, dado que el extremo derecho de (1.32) no depende de Y,

sup Inf (Az,x)y < pn. (1.33)
YeLn  2EY
=1
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1.3. Teoria abstracta de operadores lineales compactos, auto-adjuntos y definidos positivos

Las expresiones (1.31) y (1.33) completan la demostracién de la primera igualdad en (1.29).
La segunda identidad:

A
fp = Sup in}f/ % (1.34)
veb. 18 el
se deduce de la Observacién 1.3.1 (ii) y el caso anterior. O

Teorema 1.3.7. Sean € N tal que 2 <n <d+ 1. Para 1l < k < n, supongamos que uy es
una funcidn propia asociada a pu, tal que ||ug||y = 1. Si Hy, = span{uy,...,u,}, entonces

A
pn = inf (Az,x),; = inf %
z€H, z€H, Hx”H
llell =1 z#0

DEMOSTRACION. El resultado es inmediato a partir de la prueba de la Proposicién 1.3.6;
concretamente, de las desigualdades (1.31) y (1.33). O

Observacién 1.3.2. Puesto que el infimo y el supremo se alcanzan en cualquiera de las ca-
racterizaciones anteriores, los resultados obtenidos podrian escribirse en términos de minimos
y maximos.
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CAPITULO

92 Valores propios del operador
—A con condicién de Dirichlet

Este capitulo estd dedicado a estudiar los principales aspectos del problema de valores pro-
pios para el operador —A con condicién de Dirichlet, fijando como punto de partida la teoria
abstracta del Capitulo 1, de la que hacemos amplio uso. En la Seccién 2.1, comenzamos discu-
tiendo varios conceptos relacionados con la formulacién variacional del problema de Dirichlet
homogéneo. En la Seccion 2.2, definimos de manera precisa la nocién de valor propio para el
operador —A con condicién de Dirichlet y empleamos algunas técnicas clasicas de la teoria
lineal de ecuaciones diferenciales parciales (elipticas) para demostrar propiedades cualitativas
de los valores y funciones propias correspondientes.

A lo largo de este capitulo y a menos que se indique lo contrario, & C RN es un conjunto no
vacio, abierto, acotado y conexo.

2.1. Resultados preliminares

Para una funcién u € C? (Q), el operador de Laplace o Laplaciano, se define como:
N 92
0“u
Ay = div (Vu) = —. 2.1
w=div (Vi) =35 (21)

Sea f: ) — R. Consideremos el problema

{—Au =f en

(2.2)
u =0 en 09,

donde 0f2 denota la frontera de €). La condicién u = 0 en 92 se acostumbra llamar condicion de
Dirichlet homogénea (o simplemente condicién de Dirichlet, cuando no haya lugar a confusién).

Definicién 2.1.1. Una funcién u € C? (ﬁ) que satisface (2.2) punto a punto se llama solu-
cion clasica de (2.2).

Una solucién clasica de (2.2), si existe, satisface la siguiente propiedad:
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2.1. Resultados preliminares

Proposicién 2.1.1. Siu:Q — R es una solucién cldsica de (2.2), entonces
/ Vu - Vudz :/ fodz, YveC§(Q).
Q Q

DEMOSTRACION. Sea v € C§° (£2). Supongamos que u € C? (ﬁ) es una solucién clasica de
(2.2). Multiplicando por v ambos lados de —Au = f e integrando en €2, nos queda

—/ (Au)vdx :/ fvdz. (2.3)
Q Q
Por la Férmula de integracién por partes, Proposiciéon 1.1.1, sabemos que

ou Ov d%u
= — — ) 1,... : 2.4
ania$idx Qaac%valnv Vie{l,..,n}; (2.4)

de esta manera, después de sumar (2.4) para todo i € {1,...,n}, obtenemos:

/QVU'V’U dx = —/Q(Au)vdac. (2.5)

Las identidades (2.5) y (2.3), en conjunto con la eleccién arbitraria de v € C§° (€2), completan
la prueba. O

La Proposicion 2.1.1 motiva la siguiente definicién.

Definicién 2.1.2. Una funcién u € H} () que satisface la ecuacion

/ Vu-Vvdr = / fodz, Yve H)(Q), (2.6)
Q Q

se denomina solucion débil del problema (2.2).

La Proposicién 2.1.2 indica que una solucién débil de (2.2), en circunstancias apropiadas,
realmente es una solucion clasica de (2.2).

Proposicién 2.1.2. Sea Q de clase C. Dada f € L*(Q) N C (Q), siu € H} ()N C? (Q)
es una solucién débil del problema (2.2), entonces u es solucion cldsica de (2.2).

DEMOSTRACION. Por hipétesis, u € H} () N C? (ﬁ) satisface
/ Vu-Vodr = / fodz, Yve€ H}(Q). (2.7)
Q Q

Tomando cualquier v € C§° (£2) en (2.7) e invocando la féormula de Green, ecuacién (2.5),
resulta

—/Q(Au)vdaz:/QVu‘Vvdw:/vadl“- (2.8)

Después de reunir los extremos y sacar factor comin, la expresién (2.8) se transforma en
/ (Au+ fude =0, YoeCP(Q). (2.9)
Q
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2.2. Valores propios y descomposicién espectral

Por lo tanto, luego de aplicar el Lema 1.2.1 a (2.9),
Au+ f=0 ct.p. en £,
y por la continuidad de Au + f,

Au+f=0 en Q.

Por tltimo, para confirmar que se trata de una solucién cldsica u € C? (ﬁ) de (2.2), basta
probar que ella satisface, ademas de la ecuacién diferencial —Awu = f, la condicién de frontera
u = 0 en 9. En efecto, como u € H{ (Q)NC? (ﬁ), segun el Teorema 1.2.3, u = 0 en 0. [

Las ideas que permiten estimar el grado de regularidad de una solucién débil son bastantes
delicadas y se omiten en este trabajo. El lector interesado puede consultar los textos de
referencia: [B] Seccién 9.6 y [Ev] Seccion 6.3.

2.2. Valores propios y descomposicion espectral

En términos generales, el problema de valores propios para el operador —A con condicién de
Dirichlet, consiste en hallar los valores A € R, para los cuales existe u = uy # 0, tal que

(2.10)

—Au =MXu en €,
u =0 en Of).

Un procedimiento andlogo al descrito en la demostracién de la Proposicion 2.1.1, motiva la
definicién precisa de solucién débil para el problema de valores propios (2.10).

Definicién 2.2.1. Una solucién débil de (2.10) es una pareja (A, u), con A € R yu € Hg (),
que satisface

/ Vu-Vodr = /\/ wodz, Yv e H)(Q). (2.11)
) Q

Un miimero real X es un valor propio de —A con condicién de Dirichlet si existe u € H} (£2),
u # 0, tal que (\,u) es solucion débil de (2.10). En ese caso, decimos que u € H} (Q) es una
funcion propia de —A con condicién de Dirichlet asociada al valor propio .

El proximo teorema juega un papel fundamental en el estudio de los valores propios del
operador —A con condicién de Dirichlet.

Teorema 2.2.1.

(i) Dada f € L?(Q), el problema con valores en la frontera

{—Au =f en Q,

(2.12)
u =0 en 09,

admite una tinica solucion débil u = Rf € HE () en el sentido de la Definicion 2.1.2.
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2.2. Valores propios y descomposicién espectral

(ii) El operador
R:L*(Q) — HL(Q)
f —u=Rf,
es lineal, continuo e inyectivo.

(iii) i K : H} (Q) — L%(Q) es la inyeccion compacta dada por el Teorema de Rellich-
Kondrachov (ver Teorema 1.2.2), los operadores S == K o R : L?(Q) — L?(Q) y S* :=
Ro K : H} (Q) — H} (Q) son lineales, compactos, auto-adjuntos y definidos positivos.

(iv) El conjunto de valores propios de S puede escribirse como el rango de una sucesion
{un}, 2, decreciente y estrictamente positiva, tal que 1i_>m tn = 0.
n o

(v) Eziste una base ortonormal {uy}oo, para el espacio de Hilbert (L* (), (-,-);2) tal que,
para cada n € N, u, € L?(Q) es una funcion propia asociada al valor propio ., de S.

(vi) Los wvalores propios del operador —A con condicion de Dirichlet son positivos.
(vil) Las siguientes propiedades son equivalentes:

(a) A es un valor propio de —A con condicion de Dirichlet (en el sentido de la Definicion
2.2.1) yu € HE (Q) es una funcién propia correspondiente a A,

(b) u= % es un valor propio de S* yu € HE () es una funcién propia correspondiente
al valor propio u,

(c) p= % es un valor propio de S y u € L?(Q) es una funcion propia correspondiente

al valor propio p.
DEMOSTRACION.
(i) Sea
Y HY(Q) — R
v — Y (v) ::/vada:.

Por hipétesis, f € L?(2) y de acuerdo con las desigualdades de Cauchy-Schwarz y
Poincaré (con constante C'),

[ ) < [fllzellollz < ClAl2llvll gy < oo

En otras palabras, 1 esta bien definido y es un funcional lineal continuo. Por el Teorema
de representacién de Riesz, existe un tinico elemento u € H& (Q) tal que

/Vu-Vvdx:: (u,v)lew(v):/fvdx Yo e H} (),
Q 0 Q

esto es, existe una tnica solucién débil del problema (2.12).
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2.2. Valores propios y descomposicién espectral

(i)

(iii)

La buena definicién del operador R es consecuencia de (i). Las demds propiedades se
prueban a continuacién:

Linealidad: Sean fi, fo € L?> () y a1, a € R. Como f = a1 fi + asfy € L% (Q), existe
una tnica funcién @ € Hy (Q) tal que Rf = 4. Si uj := Rf1 y uz == Rfs, entonces

/V(a1u1+a2u2)-VUd1::a1/Vul-Vvdaz+a2/Vu2-Vvdm
Q Q Q
:al/flvd$+a2/fgvdx
Q Q
- /Q (a1 fi + asfo) v da
:/fvdx Yo € HE (Q),
Q

es decir, R (a1f1 + aafo) = aqur + agus = a1 Rf1 + agR fo. El operador R es lineal.

Continuidad: Sean f € L () y u = Rf € Hi (). Si C es una constante que verifica la
desigualdad de Poincaré, entonces

1BF [y = lulfy = )y = [ Vu-Vuda

= /Qf“dx (2.13)

< (11l el
< Clfllgellullgy = CIFN2 RS g

Cancelando HUHH(} en ambos lados de (2.13), resulta

[Rf gy < ClflLz

o sea que el operador lineal R es continuo.

Inyectividad: Basta notar que ker (R) = {0}.

El operador K : HE (2) — L% () es lineal, compacto e inyectivo. Ademds, S y S* estdn
bien definidos y en ambos casos cumplen las siguientes propiedades:

Linealidad: la compuesta de los operadores lineales R y K es lineal.

Compacidad: Sy S* son funciones compuestas, a saber, del operador lineal continuo R
que asigna a cada f € L?(Q) la tinica solucién u € H} () del problema (2.12) y del
operador compacto K : H} () — L? (Q) dado por el Teorema de Rellich-Kondrachov.
La compacidad de S y S* es inmediata a partir de la Proposicién 1.3.1.

Auto-adjunto: Sean f,g € L* () y u,w € H} (Q) tales que

/Vu-Vvd:U:/fvdx Yo € HY (Q), (2.14)
Q )

/Vw'Vvdx:/gvda: Vo € HY (Q). (2.15)
Q Q
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2.2. Valores propios y descomposicién espectral

Siv=w=Sgen (2.14) yv=u= Sf en (2.15), entonces

<Sf,g>L2:/ngdx:/QVu-dex:/ﬂfwdx:<f,Sg>L2,

es decir, S es un operador auto-adjunto. Si f,g € HE (), haciendo v = g en (2.14) y
v = f en (2.15), obtenemos

(5F 9y = [ Vu-Vgdz = [ fgdo= [ V- Vwde = (1.5,

de manera que S* es un operador auto-adjunto.

Definido Positivo: Para f € L%(f2), la tnica solucién débil Sf del problema (2.12)
satisface
(Sfv)m = (fiv)e Vo€ Hy(Q). (2.16)

Siv=Sf en (2.16), entonces
(Sf, 1) 12 =(SF,5 ) gy = VS5 2 0.

En particular, siempre que (Sf, f);2 =0, VSf =0y
/VSf-Vvdx:/ fode =0 Yoe HE(Q).
Q Q

Como || < oo, f € L' () (ver Proposicién 1.2.1) y con motivo del Lema 1.2.1, f =0
c.t.p. ¥ € Qy por lo tanto, f =0 en L? ().

Por otro lado, si f € HE (),
(S S0y = (o) Vo€ HY (9. (2.17)
Eligiendo f = v en (2.17), (S, f) s = (F.f)z2 = IFI3 > 0y (S*F, f) sy = 0 si y s6lo
si f =0en L?(Q). Asi, por el Lema 1.2.2, (S*f, f>H01 = 0 implica que f =0 en H} ().
Segun la Proposicién 1.3.3 y las propiedades de S descritas en el numeral (iii),
H1 2 flg 2 - 2 iy 2 -0,

nh_)rrgo tn, = 0y para todo n € N, y, # 0 (de otro modo, existirfa un elemento u € L? (),

u # 0, tal que Su = ppu = 0. Absurdo, ya que S es un operador inyectivo).

Considerando que S es un operador lineal, compacto y auto-adjunto y L? (£2) un espacio
de Hilbert separable, de acuerdo con el Teorema 1.3.4 (iv), existe una base ortonormal
{un}o2, de L? (), tal que, para todo n € N, u,, es una funcién propia asociada a .

Sean A € R un valor propio de —A con condicién de Dirichlet y u € H} (£2) una funcién
propia asociada a A. Visto que (A, u) satisface

/Vu-Vvd;U:)\/uvdm Yo € H (Q), (2.18)
Q Q

y ul32 > 0 (ver el Lema 1.2.2), toda vez que v = u en (2.18)

\_ JolVuldr _ | Vully
Joutde ullZ
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2.2. Valores propios y descomposicién espectral

(vii) (vila) == (viib): Supongamos que A > 0 es un valor propio de —A con condicién de
Dirichlet y u € H} (), u # 0, es una funcién propia correspondiente a A. Para todo
ve HH(Q),

/QVu -Vudr = (u,v)Hol = Mu,v) 2 = (A, v) 2 = (S* (M) ,U>H& = <)\S*u,v>H5,

y por esa razon,

1
S*u = Xu

Luego, p = % es un valor propio de S* y u € H} (Q) una funcién propia asociada a p.
(viib) == (viic): Si u € H} (22)\ {0} es una funcién propia asociada al valor propio
de S*, entonces u # 0 en L? (Q) y

Su = S*u = pu.

Asi, y es un valor propio de Sy u € L? () es una funcién propia correspondiente a .

(viic) == (viia): Supongamos ahora que p > 0 es un valor propio de S y u € L? (1),
u # 0, es una funcién propia asociada a p. Como S (L? (2)) C H{ (),

u = iSu € Hj (Q), (2.19)

y al combinar la definicién de solucién débil y la expresién (2.19)

_ /1! _/s(L _ (L 1 !
(u, ’U)Hé = <MSU’U>H(} = <S (qu) ,v>Hé = <’uu,v>L2 = M(u,v>L2, Vv € Hy ().

Por lo anterior, A = i es un valor propio de —A con condicién de Dirichlet y u € H} ()
una funcién propia asociada a . O

Observacion 2.2.1. Con base en el Teorema 2.2.1, S (resp. S*) suele llamarse operador
menos laplaciano inverso y se denota (—A)f1 (el significado dependerd, en cada caso, del
espacio de Hilbert donde tenga lugar el analisis).

Proposicién 2.2.1. Los valores propios de —/A con condicion de Dirichlet, estan acotados
inferiormente por una constante positiva.

DEMOSTRACION. Sea A un valor propio de —A con condicién de Dirichlet. Si u € H} (2) es
una funcién propia asociada a A, entonces

(u, U>H§ = Mu,v) ;2 Yo € Hy(Q). (2.20)

Combinando la desigualdad de Poincaré (con constante C') y la ecuacién (2.20) con u = v,
tenemos:
2 211,112 2 2
[ullzz < €% lully = CoA [ullzz2

O sea que,

1
0<§§/\. O
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2.2. Valores propios y descomposicién espectral

Para continuar, probamos dos hechos adicionales acerca de las funciones propias de —A con
condicién de Dirichlet.

Teorema 2.2.2. Sean A y n dos valores propios de —A con condicion de Dirichlet y u,w €
H} (Q) funciones propias correspondientes a X y n, respectivamente. Se cumplen las siguientes
propiedades:

(i) Si X #n, entonces (u,w);2 =0 y (u, w)H& =0.

(ii) El conjunto
E), = {11 € H} (Q) : (\, @) es solucién débil de (2.10)}

es un espacio vectorial de dimension finita.

DEMOSTRACION.

(i) Supongamos que A # 7. Por hipétesis, u,w € H{ (Q) son funciones propias de —A con
condiciéon de Dirichlet y ellas satisfacen

/Vu.Vvd$:)\/uvd:L“ Yo € H (Q), (2.21)
Q Q

/Vw-Vvdx:n/wvdx Yo € H) (Q). (2.22)
Q Q

Siv=wen (2.21) y v = u en (2.22), después de restar ambas expresiones, resulta

(/\—n)/gzuwd:vzo.

Dado que A —n # 0, se sigue que (u,w);2» = [ uwdx = 0y por consiguiente, (u, w>H5 =
Mu,w) 2 = 0.

(ii) Si @ € H¢ () es una funcién propia asociada a A, el Teorema 2.2.1 (vii) afirma que +
es un valor propio del operador S* = (—A)_1 y @ € HE () una funcién propia corres-
pondiente a % Escribiendo el conjunto E) en términos de ST/A = S* — %I, obtenemos:

E) = {fL € H} (Q) : @ es funcién propia de — A con condicién de Dirichlet} u{0}
_ T x
= {u € HY(Q): S*ii = )\u} = ker (S}),).

La conclusion del teorema se sigue de la compacidad de S*, la Proposicién 1.3.2 y la
ecuaciéon E) = ker (Sf//\) = ker (S* — %I) ]

Definiciéon 2.2.2. Un wvalor propio de —A con condicion de Dirichlet se dice simple si
dim E)\ =1.

El préximo teorema retine varios resultados fundamentales sobre el espectro del operador —A
con condicién de Dirichlet.

26



2.2. Valores propios y descomposicién espectral

Teorema 2.2.3.

(i) El conjunto de valores propios de —A con condicién de Dirichlet puede escribirse como
el rango de una sucesion {\,},2 | que verifica las siguientes propiedades.

(a) La sucesidon es creciente, estrictamente positiva y lim A, = co.
n—oo

(b) Si X\ es un valor propio de —A con condicion de Dirichlet, A # A1 y dy := dim (E)),
eriste k € N tal que \p =\ y

M1 <A = Apg1 = = Megdy—1 < Aktdy -

En otras palabras, cada valor propio A\ # A1 se repite de acuerdo a su multiplicidad

(finita) .

(ii) Eziste una base ortonormal {u,}°° | para el espacio de Hilbert (L*(Q),(-,-);2) con las
stguientes propiedades.

(a) Para cadan € N, u,, € H} (Q) es una funcién propia asociada al valor propio A, de

—A con condicion de Dirichlet.
oo

(b) Elrango de la sucesion {\/%—nun} | ¢ una base ortonormal del espacio (H[% Q),(, ->H5>.

(c) Una funcién propia u € Hg (Q) asociada al valor propio \, es de clase C* (Q) y
satisface
—Au(z) = Mu(x),

para todo x € ).

Observacion 2.2.2. Respecto al literal (ib) del teorema anterior, mas adelante se mostrard
qué ocurre cuando se considera A = A\; (Ver Teorema 2.2.8 (i)).

DEMOSTRACION.

(i) (a) El Teorema 2.2.1(iv) afirma que el conjunto de valores propios de S puede escribirse
como el rango de una sucesién {un,} . |, decreciente y estrictamente positiva, tal
que le pn = 0. Si u, € L?(Q) es una funcién propia asociada a p,, conforme el

n oo

Teorema 2.2.1(vii), A, = #in es un valor propio de —A con condicién de Dirichlet,
u, € HE () v uy, es una funcién propia asociada a . Asf,

Y it = 00
(b) Sean A # A; un valor propio de —A con condicién de Dirichlet, dy > 1 la dimensién
del espacio propio Ey y k € N tal que k = min {n € N: \,, = A\}. Entonces, uj = i

es un valor propio de S* y se repite en la sucesién de valores propios de acuerdo a
su multiplicidad, es decir,

Hk—1 > Pk = " = Hktdy—1 > Hk+dy-

Tomar reciprocos nuevamente completa la prueba.
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2.2. Valores propios y descomposicién espectral

(ii) (a)
(b)

Se sigue del Teorema 2.2.1 (v) y del hecho de que las funciones propias de S* son,
a su vez, funciones propias del operador —A con condiciéon de Dirichlet.

Consideremos indices m,n > 1y funciones propias ty,, t, € H& (2) correspondientes
a valores propios A, v A,, respectivamente. Si d,,, := 1 siempre que m = n y
Omn = 0 en otro caso, entonces

1

(il = ) =)

1 1
= sy T e = e Gt

= o <Umum>L2 =1 E<un,um>L2 =/ mémm

e}

de manera que el rango de la sucesién {\/%un} , e un conjunto ortonormal
n n=

en H{ (Q). Para comprobar que es maximal, supongamos que h € H{ (Q) verifica
(h,un>Hé = 0 para todo n € N. Como (A, uy) es una solucién débil de (2.10) y
An # 0,

0= (h, un>H01 = /QVh -Vu,dr =\, /Q hup, dx VYn € N, (2.23)

/ I dz = (hyun) s =0 ¥n € N. (2.24)
Q

Recordando que {u,}o-; es una base ortonormal para L? (), como consecuencia

de las identidades (2.23) y (2.24), h = 0 en L2 (Q). M4s aiin, gracias al Lema 1.2.2,
h=0en H}(Q) y con ello queda probada la afirmacién.

Sean xg €  y r > 0 un ntmero real tal que B, (zg) C Q. Para k € N, definamos

Wi = {:UERN :d(By (z9),2) < ]1}, (2.25)

de modo que existe K € N tal que
By (xg) C -+ CWpy1 CWp C --- Cg C (2.26)

Si u € H} (Q) es una funcién propia asociada al valor propio \,, entonces \,u €
2 () y

/ Vu-Vudr = )\n/ wvdr Yv e C§°(Q). (2.27)
Q Q

En este contexto, el Teorema 1.2.6 afirma que u € H? (w) para todo w CC Q y en
especial, que v € H? (wk). Si a continuacién, se eligen en (2.27) funciones de prueba

v e CE (wi) C C§°(Q), u € H? (wk) satisface

Vu-Vode =\, wdr Yv e Cf° (wk) .

WK WK
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Usando otra vez el Teorema 1.2.6, u € H° (w) para todo w CC wg. En particular,
u € H’(wg1). Al final, para todo m € N, existe k,, € N, k,, > K, tal que
B, (x09) C wg,, vy u € H™ (wy,, ), de forma que

o
u € ﬂ H™ (B, (z9))
m=1
Mas ain, por el Teorema de encaje de Sobolev (Teorema 1.2.1), u € C* (B, (x0)).
Por ultimo, ya que zy € € se escogi6 arbitrariamente, debe ocurrir que u € C* (Q2),
lo que indica que la funcién propia u es una solucién de —Awu = A,u en sentido
clasico. O

Observaciéon 2.2.3. Es bien sabido que una funcién propia u asociada al valor propio A
satisface, bajo ciertas hipétesis, la ecuacion diferencial —Awu = Au en € y también la condicién
de frontera u = 0 en 9. Esta es la situacion, por ejemplo, cuando €2 es un abierto de clase
C? con frontera acotada. En efecto, como (1+ \)u € H™ () para todo m € N (ver la
demostracion del Teorema 2.2.3 (iic)) y

/Vu-VLpdx—l—/ugod:r:(l—i-)\)/utpdx Vo € Hy (),
Q Q Q

por el Teorema 1.2.5, u € C? (ﬁ) Entretanto, si €2 es un abierto de clase C'**° con frontera

acotada, el Teorema 1.2.5 indica que u € C*° (ﬁ) En cualquier caso, u € H} (Q) N C? (ﬁ)
es una solucién débil del problema (2.10) y por la Proposicién 2.1.2, u = 0 en 9.

Ahora, podemos utilizar las herramientas desarrolladas en las secciones previas para caracte-
rizar los valores propios del operador —A con condicién de Dirichlet. En adelante, como marco
de referencia para los Teoremas 1.3.4, 1.3.5 y 1.3.6, supondremos el espacio de Hilbert real
H} (9) dotado con el producto interno inducido por la desigualdad de Poincaré, y el operador
compacto, auto-adjunto y definido positivo S* : H (Q) — H{ (Q).

Teorema 2.2.4. El primer valor propio de —A con condicion de Dirichlet estd caracterizado
por la expresion:

V 2
A = inf | ”!2 cv € HF(Q),v#0p, (2.28)
[ollz2
y el infimo se alcanza, exactamente, en el conjunto Ex,\ {0}. En otras palabras, w € Ey, si y
s0lo 81 A\ = HVqu'
l[ull 2

DEMOSTRACION. Considerando que S* : H} (2) — HE () es un operador lineal, continuo,
auto-adjunto y definido positivo, de acuerdo con el Teorema 1.3.4 (i) y la Observacién 1.3.1
(ii), el primer valor propio de S* tiene la siguiente caracterizacion variacional:
*
N <S v, U>Hé
p1 = sup ————=

5 (2.29)
v#£0 HUHH(}

Notemos también que para toda funcién f € H{ (Q), existe una tnica solucién débil u = S* f
del problema (2.12) y esta satisface

(S*f,v) s = (fv)p2 Vv e Hg (9). (2.30)
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En particular, si f = v en (2.30),
<S*U,U>Hé = (v,v);2 Vo€ H(Q). (2.31)

El Teorema 2.2.1 (vii) implica que p; = /\—11 y asi, al reunir las ecuaciones (2.29) y (2.31),
podemos escribir
1 (S*v,v) i1 0|22

e #1 = Sup 0 = .
A w0 ol o IVl

(2.32)

Sea

2
o — HUHL;:UEH(%(Q),U#O ,
Vol

el conjunto donde tiene lugar el supremo en (2.32). Si v € Hg () y v # 0, entonces ||v| ;2 > 0
segun el Lema 1.2.2. Como resultado,

2
HUHL2
2
[Voll3

0< cd

Destaquemos ademas que por la desigualdad de Poincaré, Proposicién 1.2.4, existe una cons-
tante C' > 0 tal que

o]l

Volly, =

En conclusién, como v € H} (2)\ {0} se eligié arbitrariamente, el conjunto & es no vacio
y sus elementos estrictamente positivos y acotados superiormente. Para terminar la primera
parte de la prueba, basta aplicar el Lema 1.1.1 a (2.32) para obtener

2
NEPLZ
1= 5 -

v o]z

(2.33)

Resta comprobar que el infimo en (2.33) se alcanza, exactamente, en el conjunto E},\ {0}.
Sea u € H} () ,u # 0, tal que

2
_ [Vl
1=

52 (2.34)
[ull72

Teniendo en cuenta que {up} -, vy { \/i—un}oo | son bases ortonormales de L? (Q) y Hg (Q),
n n—=

respectivamente (ver Teorema 2.2.3 (ii)),
2 2 R 1\? 2 _ X 2
IVuly = Jullfy = 5 (o )y v ullie = 3 (o un) e (2.35)

Combinando (2.34) y (2.35), como u, es un funcién propia, resulta en primer lugar que

00 1 2 00 \ 9
= HVUHS _ nz::1 <U7 ﬁun%{é _ nZ=:1 " <u,un>L2
ul7 3 2 3 2’
> (u, Un>L2 > <u,un>L2
n=1 n=1
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y al reorganizar,
7 (A= A1) (W, up)2 = 0. (2.36)
n=1

Puesto que la sucesion de valores propios del operador —A con condicién de Dirichlet es
creciente y positiva (ver Teorema 2.2.3 (ia)), la expresién (2.36) es una serie de términos no
negativos cuya suma es nula. Por lo anterior, (A, — A1) <U,Un>%2 = 0 para todon € Ny
(u,upn) 2 = 0 siempre que A, > A;. Por lo tanto, u € Ej,.

Supongamos ahora que u € Ey,\ {0}. Por definicién,
(u,v>Hé =\ (u,v) 2 Vv € Hp(Q). (2.37)
Tomando u = v en (2.37), se sigue (2.34). O

Observacién 2.2.4. El Teorema 2.2.4 indica que la constante 6ptima en la desigualdad de
1

Poincaré es C' = A, 2. De otro modo, existirfa una constante 0 < €2 < /\% tal que
2 2 2 1
[ull7, <€ [|Vuly  Vue Hy (Q).

En consecuencia,

22 Yu e Hj(Q),

1

y después de tomar infimo, —;

< A1. La contradiccién prueba la afirmacién.

Nota: En las demostraciones de los Teoremas 2.2.5 y 2.2.6, como regla general, supondremos
que:

(i) El operador S* : H} (2) — HE (2) es lineal, compacto, auto-adjunto y definido positivo
(ver Teorema 2.2.1 (iii)).

(i) (S*v, U>Hé = (v,v) ;> para toda v € H} (Q) (Ver Teorema 2.2.4 y su demostracién).

(iii) El conjunto

[o][72 1
oA = v e Hy(2),v#0,, (2.38)
{HWHS

es no vacio y sus elementos estrictamente positivos y acotados superiormente (Ver Teo-
rema 2.2.4 y su demostracion).

(iv) Si{un} 2, eslasucesién de funciones propias del operador —A con condicién de Dirichlet
(ver Teorema 2.2.3 (ii)), para cada n € N, H,, := span {uy, -, un}.

(v) En vista de la Observacion 1.3.2, bastara verificar los resultados para infimos y supremos,
en lugar de minimos y méximos.
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Teorema 2.2.5. Para n € N, n > 2, el n-ésimo wvalor propio de —A con condicion de
Dirichlet estd caracterizado por las expresiones:

2 2
N 7 S 41
.

1] 2 T oY 2
ety ol el ol

(2.39)

y el minimo (resp. mdwimo) se alcanza, exactamente, en el conjunto H- 1 N Ey \ {0} (resp.
H, N E\,\{0}). En otras palabras, si u € H;- ;\ {0} (resp. u € H,\{0}), u € E), siy sdlo
IVull3

5 .
lullz2

St A\ =

DEMOSTRACION. Sean € N, n > 2. Con base en el Teorema 1.3.4 (iii), el n-ésimo valor propio
de S* puede caracterizarse en términos del supremo como:

(S*v,v) ;1
fn = Sup 72[{0 (2.40)
vere Mol
v#£0

Con relacién a los valores propios del operador —A con condicién de Dirichlet, el Teorema
2.2.1(vii) y la expresién (2.40) sefialan que

1 (S*v,v) vl|?
T Hn = sup L = H HL; (2.41)
n veEH- | ”UHHol veEH, | [Volly
v#0 v#0
Sea
vz 1 1
dnfl = D) :'UGHO (Q)\{O},UGHn_l .
IVoll3
Como H,,_1 C H} (Q), existe v € H- |, v # 0, tal que
2
||/UHL2 co 1 (2 42)
D) n—1, .
IVol3

de modo que &,,_1 # &. Més atn, &,,_1 C & y debido a que & es un subconjunto acotado de
ntmeros reales positivos (ver Nota (iii)), &,—1 también es acotado. Al final, luego de aplicar
el Lema 1.1.1 a (2.41), obtenemos

Voll2
Ay= fof 1 ”‘J?. (2.43)
v,y ||v][72
v#£0
El Teorema 1.3.7 permite caracterizar p, en términos del infimo, como sigue:
1 (S*v,v) i 2
LI, g g HUHL; (2.44)
A ot oy e 1Vl

Sea

ol 1
By = cv e Hy (Q)\{0},ve H, ;.
{HVUllg
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Argumentos similares a los expuestos para &/,_1, muestran que 9%, es no vacio, acotado
superiormente y sus elementos son estrictamente positivos. En definitiva, el Lema 1.1.1 y la
ecuacion (2.44), implican que

v 2
An = Sup | u!2. (2.45)
vty [l
v#£0
Las expresiones (2.43) y (2.45) completan la prueba de la primera parte del teorema (ver Nota
(v)). Comprobemos ahora que el infimo en (2.43) se alcanza, exactamente en el conjunto
E)\,\ {0} N H}- . Para ello, supongamos que u € H;- |, u # 0, satisface (ver Observacién
1.3.2)

2
Ay = IVully (2.46)
|72

o0
Dado que {up}ooyy { \lﬁ n} ., son bases ortonormales de L? () y HJ (), respectivamen-
te, es cierto que a

2 2 = 1 2 2 = 2
HVU’HQ = HUHHé = n; <U7 VT?U”>H§ y ”UHL2 = nZZII (u, Un>L2- (2.47)

Reemplazando (2.47) en (2.46), resulta

2 2
’r“k>H3 Ak (4, up) 72

> A
= k=L . (2.48)
P

(u, uk>2

”VUH2 _

lullz2

> (o
k=1

Para continuar, notemos que u € H —; por hipétesis, de tal forma que (2.48) puede reescribirse
como:

00 1 2 00 9
vy _ ARy 2 M o

k=
T T St S et
u L2 Z <’U,, uk>L2 Z <U,Uk>L2
k=n k=n
es decir,
o0
D7 (A = An) (u,up)72 = 0. (2.49)
k=n

Puesto que la sucesion de valores propios del operador —A con condicién de Dirichlet es
creciente y positiva (ver Teorema 2.2.3 (ia)), la expresion (2.49) es una serie de términos no
negativos cuya suma es nula. Por esa razon, (A\x — \,,) (u, uk>%2 = 0 para todo k£ > n y siempre
que A\g # A, (u,ug) 2 = 0. En resumen, u es una combinacién lineal no trivial de funciones
propias correspondientes al valor propio Ay, o sea que u € Ej .

Por otro lado, si u € Hy, (u, uk>H(§ = Ay (U, up) ;2 =0parak>ny

SRR L S W RNE
U —uk> u, U,
NVl =N VR e L

n P n - n
lJul| 72 > (u,up)e > {u, uk>2
k=1 k=1
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Ahora bien, si reordenamos, nos queda
Y = Ak) (w,u) 2 = 0. (2.50)
k=1

Todos los términos en (2.50) son no negativos, asi que (A — A,) (u,ug)72 = 0 para todo
1 < k < n. En particular, si A\, # A, necesariamente (u,uy);> = 0. En otras palabras,
u € E)\n.

Para finalizar con lo propuesto, supongamos que v € H;- ; N Ey, (resp. u € H, N E), ). Por
definicién,

<U7U>H(} = A\ (u,v) 2 Yo € H (Q). (2.51)
Haciendo u = v en (2.51),
2
_ [Vl
n = 9
[ullz2
que es lo que se queria probar. O

Observacién 2.2.5. Dos hechos sobresalen como consecuencia del Teorema 2.2.5:

(i) En principio, si

voll2
)\n:min{H Ully :UEH#_DU;&O},

2
[vllZ2

entonces )
_ Vo3

n =

Yo e H: |\ {0}; (2.52)

2
[0z
o bien, después de tomar raiz cuadrada

1
[0l < W||vv‘|2 Yo € Hyy. (2.53)

Ninguna contradiccion, vale la pena decir, surge de la Observacién 2.2.4 y la desigual-
dad (2.53). La desigualdad (2.53), aunque més fina, inicamente es valida para algunos
elementos de H{ (£2); a saber, los del subespacio H;- ;.

(ii) si
Vol

)\n:méx{ 5
HU”L2

:vGHn,v#O},

entonces

v 2
| ”2”2 <An Vo€ Hy\{0}.
[0ll72
En tal caso, la desigualdad de Poincaré y la expresién

IVlly < VA ol pe Yo € Hy

muestran que las normas [|-|| ;2 y |||l 3 son equivalentes en Hy,.

34



2.2. Valores propios y descomposicién espectral

A diferencia de la formulacién variacional del Teorema 2.2.5, la caracterizaciéon que presenta-
mos a continuacion tiene la ventaja de no depender del conocimiento previo de las funciones
propias.

Teorema 2.2.6 (Teorema de Courant-Fischer). Sea n € N, n > 2. Supongamos que &, es
la familia de todos los subespacios vectoriales de H} (Q) de dimensién n. El n-ésimo valor
propio del operador —/A con condicion de Dirichlet estd caracterizado por las expresiones:

3

Vol |2 Voll3
Ap = méx min | U!2 = mi ix | 0!2'
YE€Ln_1 vS;OL |v]|72 YeEZn 11’526 [[v]|72

(2.54)

DEMOSTRACION. Sean € N, n > 2. De acuerdo con el Teorema 1.3.5, el n-ésimo valor propio
de S* tiene la siguiente caracterizacién variacional:

(S*v,v) 1
pn = inf  sup 72}]0 (2.55)
vl o ol
v#£0 0
Nuevamente, vale destacar que p, = ﬁ (ver Teorema 2.2.1(vii)) y por lo tanto
1 (S*v,v) 2
L= mf osup S g gy Ml (2.56)
A vl ey ol Yot eyr [Vl
v#£0 0 v#£0
SeaY € %, 1. Como Y C H} (Q), Y+ # {0} y el conjunto
2
-
Y — 2.U€ 7”7&0 ) (257)
Vol
es no vacio. Luego, por el Lema 1.2.2, si v € Y+ y v # 0, entonces lvllj2 >0y
JvllZ2
0< > € dy. (2.58)
Vol

Ademaés, la desigualdad de Poincaré garantiza la existencia de una constante positiva, que
denotamos por C, tal que

vz

IVolly —
En conclusién, como v se escogié arbitrariamente en Y1, el conjunto &y es no vacio y sus

elementos estrictamente positivos y acotados superiormente. Definamos ay = sup &y. De
(2.58), tenemos que

2

”””L; <ay Wvevs (2.59)

Vol

y segin el Lema 1.1.1,
lv]lz: 1
ay =sup &y = sup = . 2.60
veyt HVUH§ inf HVUQHS ( )
v#£0 veyL Ivll72
v#0
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Sea A:={ay :Y € Z,_1}. Por la igualdad (2.56) sabemos que

%:ian:inf{ay:YEgn—l}a

de manera que bastard mostrar que A satisface las hipétesis del Lema 1.1.1. En efecto, La
eleccién arbitraria de Y al principio de la prueba y la desigualdad (2.59), implican que

O<ay VY e 1, (2.61)
es decir, A C (0,00). En virtud de la Observacién 2.2.4, notemos también que

2 2
IVuli _ . o I9ul3

A1 = iInf < VY € £
veHd ullze ~ vevt |lullza ’
v#£0 v#£0
esto es,
1 1
ay = ————5 < —, VWeEZ 1 (2.62)
‘ IVl A
inf 52 1
veY L H“HLQ
v#0
En las condiciones anteriores, el Lema 1.1.1 afirma que
1 1 1
— =inf{ay:Y e &1} = — = -
An sup - sup  inf HVU2||2
YeLn-1 YELr_1 veY Lt ”U”LQ
v#£0

o mejor aun, después de tomar reciprocos (ver Observacién 1.3.2):

v 2

Ap = sup iInf H v!2.

vezh o vert ol
v#0

Para la segunda parte de la prueba, recurrimos a la identidad w,, = /\i y a la correspondiente
n
caracterizacion variacional del Teorema 1.3.6, asi:

1 (S*v,v) 2
+ = Hpn = sup inf 72}]0 = { HUHL22. (2.63)
An ves, veX [l vesn vey Vo5
Sea Y € &,. Definamos
(B
%y:{ s vEY, v#0;. (2.64)
Vol

Razonando como en el caso de &y, se verifica facilmente que By es no vacio y que sus
elementos son estrictamente positivos y acotados superiormente. Dicho esto, al usar el Lema
1.1.1 en (2.64), nos queda

. e vl 1
by = inf By = inf = o
veY (| Vol|2 1Volla
v S A TN
v#0
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Mas atn, puesto que Y tiene dimension finita, el conjunto {v ey :||v| < 1} es compacto
y por el teorema de los valores extremos existe 7 € Y, v # 0, tal que

(S*v,v) ;1 o2
by = mi}r} <S*U,U>H& = mi}r/l 5 M _ ”UHL; > 0. (2.65)
€ € o
e O T T
Sea B := {by : Y € &,}. Debido a (2.63),
1
= sup&B =sup{by : Y € &}, (2.66)
n

y como antes, serad suficiente evaluar si se cumplen las hip6tesis del Lema 1.1.1. Recordando
que el subespacio Y se eligié arbitrariamente en la igualdad (2.65), se deduce que B C (0, 00).
A su vez, gracias a la Observacién 2.2.4,

2 2 2
Ivol _  IVel} _ 9l

AL = VY € &
1 2 = oy 2 = 2 n
o T ST T
0 sea que,
by = L < 1 VY € &
Y Vel T "
vey olz2
v#£0
En sintesis, empleando el Lema 1.1.1 en (2.66), resulta
1 1 1
— =sup{by : Y € £} = — — = -
An inf oy nf sup (Vo5
YEZ €Zn pey Ivll72
v#£0
o lo que es lo mismo,
. Vol 7:
Ap = Inf sup —5= O

5
YeZn vey ||vl|7
v#0
El siguiente resultado se infiere del Teorema de Courant-Fischer.

Teorema 2.2.7 (Monotonicidad). Sean Q,Q' C RN dos conjuntos no vacios, abiertos, cone-
zos y acotados tales que Q@ C Q. Consideremos el problema de valores propios del operador
—A con condiciéon de Dirichlet en Q y Q, respectivamente. Si A, y A, corresponden, en cada
caso, al n-ésimo valor propio de —A con condicién de Dirichlet en Q y Q', entonces

A< e

DEMOSTRACION. Sea v un elemento arbitrario de H} (€2). De acuerdo con el Teorema 1.2.4,
si T es la extensién trivial de v a RN, entonces
ov v

veH (RY) y S = o Vi€ {Lnl (2.67)
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Considerando la definicién de H{ (£2), existe {vg} e en C5° () tal que
v = v en HY(Q). (2.68)

Ademés, podemos suponer si asi lo queremos, que v, € C§° (') para todo k € N. En ese caso,
con base en (2.67) y (2.68),

”Uk; _@HLQ(Q’) = ||Uk; — UHLZ(Q) — 07

vy, B ov

oy, B ov

— 0 Vie{l,..,n}.

H Ovy, ov
12(9)

ox; 83:2

L2(Ql) ‘ LQ(Q/) B H

De este modo, Ty es el limite en el sentido H! (') de una sucesién de funciones en C§° (€)
y por esa razén v € H} (). M4s atin, si v # 0, entonces

IVollZoy IVekllzay  IVokliag) V0l
Tz T 2 = Hm 2 T
[@lzzy  F2o0 Nokllzzy 2o llorllze (o) 10220

Como consecuencia del argumento anterior, los elementos de H} (£2) pueden identificarse con
sus extensiones en H{ (€'), de modo que cada subespacio Y de dimensién n en H} (), induce
en H} (€)) un subespacio Y’ de dimensién n. Comparando la caracterizacién variacional de
An ¥ N, (Teorema 2.2.6) y teniendo en cuenta que el minimo en la expresién para A\, se toma
en un conjunto mas grande, obtenemos

Vul)3 Vul)3
A, = min max | UQQ <  mi max H u!2 =\ O
viesy, veY\{0} |lul|7z YeZn veY\{0} ||ull72
FLCHL(Q) ZnCHg ()

Teorema 2.2.8. Si {\,},~, es la sucesion de valores propios del operador —A con condicion
de Dirichlet descrita en el Teorema 2.2.3, entonces:

(i) el primer valor propio A1 es simple (es decir, dim E, = 1) y ninguna funcién propia
correspondiente a A1 cambia de signo.

(ii) Cualquier funcion propia correspondiente a un valor propio X > A1 es nodal, es decir,
cambia de signo en Q.

DEMOSTRACION.

(i) Comprobemos primero que si u € Ejy,\ {0}, la funcién propia u debe ser positiva o
negativa. A este fin, supongamos que u cambia de signo en ), entendiéndose que ambas
funciones: u* y u~, son no nulas. Segtin la Proposcién 1.2.6, ut € H{ (Q), Vut = Vu
en QT :={z € Q:u(x) >0}y Vu' =0 en otro caso. Ahora bien,

HVquHz:/ Vu+-Vu+dw:/ Vu-Vudﬂc+/ Vu - 0dx
Q Q+ Q\Q+

= /QVu Vutde = <u,u+>H1 = /\1<u,u+>L2 (2.69)

0

2
= /\1/ wutdr =)\ Hqu’
Q L?

)

38



2.2. Valores propios y descomposicién espectral

y por el Teorema 2.2.4, u™ es una funcién propia asociada a \;. Ademas, por el Teorema
2.2.3 (iic), u™ satisface
—Aut = Aut, (2.70)

punto a punto en Q. Dado que —A es un operador lineal, podemos reescribir (2.70) en
forma conveniente como sigue:

A (—u+) = M\u™.

Por definicién, u™ > 0 y en consecuencia \ju™ > 0y —ut < 0. Si u (79) = 0 para algtin
xo € Q, el Teorema 1.1.3 (Principio del miximo) afirma que —u™ = 0 en Q y por lo
tanto, ™ = 0 en €. No obstante, u™ # 0 de acuerdo con la suposicién inicial, de modo
que

ut >0, Vee

Notemos que —u también es una funcién propia asociada al valor propio \; y (—u)" =
u~ . Aplicando un procedimiento totalmente anilogo, concluimos que

u- >0, Vre.

Sin embargo, uT = max {u,0} y v~ = —min {u,0} no pueden ser, simultdneamente,
mayores que cero para todo x € €. Asi, u debe ser positiva o negativa en 2.

Para demostrar que A1 es simple, razonemos por el absurdo y supongamos que dim Ey, >
1. En ese caso, al menos uy y ug, elementos de la base {u,}>° | de L? (Q) (ver Teorema
2.2.1), son funciones propias asociadas a A\;. Debido a que uj y uz no cambian de signo
en ), el producto interno verifica

(ur,ug) 2 = /Qu1u2 dzx # 0.

No obstante, esto contradice el hecho probado en el Teorema 2.2.3(ii), acerca de la
ortogonalidad de las funciones propias u, en L? ().

(ii) Sean u,u; € H} () funciones propias asociadas a A > A y A1, respectivamente. Enton-
ces u y up son ortogonales en L2 (Q) y satisfacen

/ uudr = 0.
Q

Como w1 es positiva o negativa, necesariamente u debe cambiar de signo en ). Por
consiguiente, u es nodal. O

Finalizamos con una definicién y dos enunciados claves para probar uno de los resultados méas
importantes de este capitulo: el teorema nodal de Courant.

Definicién 2.2.3 (Regién nodal). Para v € C (Q), definamos
No(w)={zeQ:v(z)=0}.

Una region nodal de v es una componente conexa de Q\Ngq (v).
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Proposicién 2.2.2. Sea v € H' (Q)NC(Q) (resp. v € H (Q)NC(RQ)). Si ¥ C Q es una
region nodal de v, entonces

5 (z) ::{V(w) siz e,

0 en otro caso,
pertenece a H' (Q) (resp. H} (Q)).
DEMOSTRACION. Ver [MMP, pag. 12] Proposicién 1.61. O

Teorema 2.2.9 (Principio de continuacién unica). Sea A un valor propio del operador —A
con condicién de Dirichlet. Siu € H} (Q) satisface —Au = Au y u se anula en un subconjunto
abierto no vacio de 2, entonces u =0 en €.

DEMOSTRACION. Ver [DL, pag. 111] Lema 9, [HZ, pag. 12] Seccién 2.1, [MMP, pég. 234]
Proposicién 9.23, [JK], [CH].

La demostracion del siguiente teorema se basa en las ideas de [CH], [HZ, pag. 22|, [DL, pag.
110] y [ST, pag 330] ejercicio 8.

Teorema 2.2.10 (Teorema nodal de Courant). Para n > 2, cualquier funcidn propia corres-
pondiente al valor propio A\, divide el dominio ) en al menos dos y en a lo sumo n regiones
nodales.

DEMOSTRACION. Sea u € H} (2) una funcién propia asociada al valor propio \,. Supongamos
por el contrario que el conjunto {z € Q: u(x) # 0} es la unién disjunta de al menos m > n

regiones nodales, digamos Q1,Qg, -, €, (como u cambia de signo en 2, m > 2). Para toda
1 < j < m, definamos
u (z) six €,
wi (@) =9
en otro caso.

Puesto que u € Hg (2) N C*> (), es cierto que w; € HE () (ver Proposicién 2.2.2). Ademas,
en atenciéon a que w; es de un signo en €2, con base en la Proposicién 1.2.6

Vu six €,
ij =
0 en otro caso.

Maés atn,

||ij|!§:/ij~ijda::/ Vu - Vudzr + Vu-0dz
9) Q; 0\Q;

= /QVU-ij dzx = (u, wj>H3
= Apfu, wj) = )\n/ uw; dx
Q

:An/ﬂwf da = M [|w;]|2s .
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Sean {cj,--- ,cp} constantes reales arbitrarias, ¢p41 =+ = ¢ =0y W= cqwi + -+ CpWy, -
Considerando que ©; N §); = & para i # j,

[Vl = llerVewn + -+ + enVwml;
:c%/le'ledx—F-'-%—cfn/Vwm-Vwmd:E
Q Q
2 2
= & a3y + -+ ol
= i [[wrl|Z2 + -+ A wml |72

= M (llerws + -+ emwnll72) = A w72

Ahora, elijamos constantes cq, - - - , ¢,, no todas nulas, tales que para todo 1 < k <n —1,

(w, ug) gy = 1w, ug) gy + cawa, w) gy + -+ + cnwn, ug) g1 = 0.

Esto es posible ya que se trata de un sistema homogéneo de n — 1 ecuaciones con n incognitas.
En consecuencia, w € Hﬁ;_l y de acuerdo con el Teorema 2.2.5, w es una funcién propia
asociada a A, que se anula en un subconjunto abierto y no vacio de 2 (para todon+1 < j < m,
) # @ es abierto y w = 0 en ), es decir, w = 0 en Q por el principio de continuacién tnica.
Lo anterior es absurdo, puesto que w es una funcién propia y es no nula por definiciéon. [

Observacién 2.2.6.

(i)

Sean Q y @' rectangulos en RN tales que Q C Q C Q. Si A\x (Q), M\ (Q) v A ()
denotan, respectivamente, el k—ésimo valor propio de —A con condicién de Dirichlet en
Q, Qy @, segin el Teorema 2.2.7,

M (@) < A () < M (Q). (2.71)

Puede demostrarse (ver [CH], [MZ, pag. 245]) que existen constantes Cp,C7 > 0 tales
que
Cok?N < X\, < C1E*/N, (2.72)

lo que se acostumbra escribir como A\, ~ k2/N, cuando k — oc.

En 1966, Mark Kac formuld la famosa pregunta: “;Se puede escuchar la forma de un
tambor?”, refiriéndose a la posibilidad de inferir la geometria de una membrana elastica
a partir de los modos fundamentales a los que vibra (ver [K]). En términos matematicos,
el interrogante de Kac se puede enunciar, en otras palabras, asi: jsi Q1,02 C RN son
dominios tales que la sucesién de valores propios del operador —A en €27 coincide con
la sucesion de valores propios del operador —A en s (teniendo en cuenta la multipli-
cidad), necesariamente {2; se puede obtener de 9 a través de un movimiento rigido?.
En realidad, un contraejemplo debido a Gordon, Webb y Wolpert, muestra que existen
dominios con diferentes formas e idénticos valores propios (ver [GWW], [MZ, pag. 245]
Observacién 9).
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CAPITULO

3 Valores propios del operador
—A con condiciéon de Neumann

Este capitulo estd dedicado a estudiar los principales aspectos del problema de valores pro-
pios para el operador —A con condicién de Neumann, fijando como punto de partida la teoria
abstracta del Capitulo 1. En la Seccién 3.1, comenzamos enunciando varios conceptos rela-
cionados con la formulaciéon variacional del problema de Neumann homogéneo. En la Seccién
3.2, definimos de manera precisa la nocién de valor propio para el operador —A con condi-
cion de Neumann y, como antes, empleamos algunas técnicas clasicas de la teoria lineal de
ecuaciones diferenciales parciales (elipticas) para demostrar propiedades cualitativas de los
valores y funciones propias correspondientes. Como hecho general, se desea determinar cudles
afirmaciones del Capitulo 2 tienen una versién equivalente en el contexto del operador —A
con condicién de Neumann.

A lo largo de este capitulo y a menos que se indique lo contrario, & C RN es un conjunto no
vacio, abierto, acotado, conexo y de clase C!.

3.1. Resultados preliminares

Sea f: ) — R. Consideremos el problema

—Au+u =f en (),

3.1
@ =0 en 0f), (3:1)
on

donde g—“ denota la derivada normal exterior de u en 9€). La condicién % = 0 se acostumbra
llamar condicion de Neumann homogénea (o simplemente condiciéon de Neumann, cuando
no haya lugar a confusién). Como quedaréd claro mas adelante, el término adicional u en la
ecuacion diferencial —Au 4+ u = f en (3.1), permite analizar el problema de valores propios
para el operador —A con condicién de Neumann usando, esencialmente, las mismas ideas del
Capitulo 2.

Definicién 3.1.1. Una funcién u € C? (ﬁ) que satisface (3.1) punto a punto se llama solu-

cion cldsica de (3.1).
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Una solucién clasica de (3.1), si existe, satisface la siguiente propiedad:

Proposicién 3.1.1. Siu:Q — R es una solucién cldsica de (3.1), entonces
/ Vu-Vvda:—i—/ uv dx :/ fvdx Yve(C™ (ﬁ) .
Q Q Q

DEMOSTRACION. Sea v € O (ﬁ) Supongamos que u € C? (ﬁ) es una solucién clasica de
(3.1). Multiplicando por v ambos lados de —Awu + u = f e integrando en €, obtenemos

—/Q(Au)vdx—i-/guvdw:/gfvdw- (3:2)

Sea F: Q C RN = RN, 2 — F () := (vVu) (z) un campo vectorial C' (ﬁ) Aplicando el

teorema de la divergencia de Gauss a F', resulta

/ v—da—/Vu'Vvdx-i-/(Au)vdx.
oN Q

De esta forma, ya que %Z =0 en 09,
/ Vu-Vudr = —/ (Au)vdx. (3.3)
Q Q

Las identidades (3.2) y (3.3), en conjunto con la eleccién arbitraria de v € C'* (ﬁ), completan
la prueba. O

La Proposicién 3.1.1 motiva la siguiente definicién.

Definicién 3.1.2. Una funcion v € H' (Q) que satisface la ecuacion
/Vu-Vvd:c—{-/uvdx:/fvdx, Yo e H (Q), (3.4)
Q Q Q

se denomina solucion débil del problema (3.1).

La Proposicién 3.1.2 indica que una soluciéon débil de (3.1), en circunstancias apropiadas,
realmente es una solucion clasica de (3.1).

Proposicién 3.1.2. Dada f € L? (Q)NC (ﬁ), siu€ H (Q)NC? (ﬁ) es una solucion débil
del problema (3.1), entonces u es solucion cldsica de (3.1).

DEMOSTRACION. Por hipétesis, u € H! (Q) N C? (ﬁ) satisface

/Vu~Vvdm+/uvd:c:/fvda:, Vo e H' (Q). (3.5)
Q Q Q

Segun la Proposicién 1.2.3, la expresion (3.5) es cierta, en especial, para funciones de prueba
v en C§° (RN>. En ese caso y con motivo del teorema de la divergencia de Gauss,

v@ do —/ Vu - Vodz +/ (Au)vdz, Yve Cp° (RN) : (3.6)
on Q
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Siv e C§° () en (3.6), entonces

/QVU -Vvdr = —/Q(Au)vdx (3.7)

y al combinar las ecuaciones (3.5) y (3.7),

/Q(—AlH-u—f)vdm = 0. (3.8)
Tomando en cuenta que v € C§° () es arbitraria, gracias al Lema 1.2.1,
—Au+u—f=0 ctp. en Q
y por la continuidad de —Au +u — f,
—Au+u—f=0 en Q. (3.9)

Resolviendo (3.5) para el primer término del lado izquierdo de la igualdad y reemplazando en
(3.6), obtenemos

Més aun, por (3.9),

ou
—vdo =0, YveC¥(RN). 3.10
| Grvde ve G (RY) (3.10)
La ecuacién (3.10) implica que g—;; = 0 en 0f): de otra manera, existiria algin xy € 02, tal

que g—“ (xo) # 0. Sin pérdida de generalidad, supongamos que g—;‘ (xg) > 0. En vista de que

n
%17; es continua en xg, existe r > 0 tal que

ou

o () >0, V€ B, (z0) NN

Si @z, es un rectangulo inscrito en B, (x(), de acuerdo con el Lema 1.1.2, existe una funcién
p€C® p:RN = R tal que p(x) >0 para z € Int Qz, C By (w0) y p(z) = 0si z ¢ Int Q.
Escogiendo v () = p(x) en (3.10),

/ %UdU:/ @pda>0,
o0 On By (20)n0Q 0N

lo cual es una contradiccién. En conclusién, g—}?‘ =0. O

Para conocer detalles de la teoria de regularidad en el caso con condicién de Neumann,
remitimos al lector a la Seccién 9.6 de [B].
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3.2. Valores propios y descomposicion espectral

En términos generales, el problema de valores propios para el operador —A con condicién de
Neumann, consiste en hallar los valores A € R, para los cuales existe u = uy # 0 tal que

—Au=MXu en €,
0 3.11
2% _ en 0N ( )
on
Un procedimiento andlogo al descrito en la demostraciéon de la Proposicién 3.1.1, motiva la
definicién precisa de soluciéon débil para el problema de valores propios (3.11).

Definicién 3.2.1. Una solucién débil de (3.11) es una pareja (\,u), con A € R yu € H' (Q),
que satisface

/Vu-Vvd:)::)\/uvdx Yo e HY(Q). (3.12)
Q Q

Un niimero real A es un valor propio de —A con condicion de Neumann si existe u € H' (Q),
u # 0, tal que (\,u) es solucion débil de (3.11). En ese caso, decimos que u € H' (Q) es una
funcion propia de —A con condicion de Neumann asociada al valor propio .

En contraste con el caso Dirichlet, A = 0 es un valor propio del operador —A con condicién
de Neumann y las funciones constantes en {2 son funciones propias asociadas a A = 0. En
realidad, tal y como veremos en la Proposicién 3.2.2, ellas son las tinicas funciones propias
asociadas a A = 0. Por ahora, probaremos el siguiente hecho.

Proposicién 3.2.1. Siu € H' (Q) es una funcion propia asociada a A\ = 0, entonces u es
constante c.t.p. en Q.

DEMOSTRACION. Supongamos que u € H' () es una funcién propia asociada al valor propio
A = 0. Por definicion, u y A verifican

/Vu-Vvdx:)\/uvdxzo Yo e HY(Q). (3.13)
Q Q
Si v =wu en (3.13), entonces
/ |Vul* dz = 0,
Q
es decir, Vu = 0 c.t.p. en . El resultado se sigue de la Proposicién 1.2.2. ]

El préximo teorema juega un papel fundamental en el estudio de los valores propios del
operador —A con condicién de Neumann.

Teorema 3.2.1.

(i) Dada f € L?(Q), el problema con valores en la frontera
—Au+ u = f en Q,
ou (3.14)

6777 =0 en 89,

admite una tinica solucion débil u = Qf € H (Q) en el sentido de la Definicion 3.1.2.
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El operador

Q:L*(Q) — H'(Q)
[ u=0Qf,

es lineal, continuo e inyectivo.

Si K : H'(Q) — L?(Q) es la inyeccion compacta dada por el Teorema de Rellich-
Kondrachov (ver Teorema 1.2.2), los operadores T = K o Q : L (Q) — L?(Q) y T* :=
QoK : H'(Q) — H' (Q) son lineales, compactos, auto-adjuntos y definidos positivos.

El conjunto de valores propios de T esta contenido en (0,1] y puede escribirse como el
rango de una sucesion {pn}oo ,, decreciente y estrictamente positiva, tal que lim tn = 0.
n oo

Eziste una base ortonormal {uy}oo, para el espacio de Hilbert (L* (), (-,-);2) tal que,
para cada n € N, u, € L?(Q) es una funcion propia asociada al valor propio p, de T.

Los valores propios del operador —A con condicion de Neumann son no negativos.
Las siguientes propiedades son equivalentes:
(a) X es un wvalor propio de —A con condicion de Neumann (en el sentido de la Defini-

cion 3.2.1) yu € H' () es una funcién propia correspondiente a ),

(b) u= 1—&-% es un valor propio de T* y u € H' () es una funcién propia correspon-
diente al valor propio u,

(c) p= 1%\ es valor propio de T yu € L* () es una funcién propia correspondiente al
valor propio p.

DEMOSTRACION.

(i) Sea

E:H'(Q) —R
v — & (v) ::/vadx.

Por hipétesis, f € L?(2) y de acuerdo con la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la
definicién de la norma en H! (),

€ ) < [ fllz2llvllzz < [l lloll g < oo

En otras palabras, £ estd bien definido y es un funcional lineal continuo. Por el teorema
de representacién de Riesz, existe un tnico elemento u € H! () tal que

/QVU-Vde+/qud:U:(u,U>H1zﬁ(v):/ﬂfvdx Yo e H (Q),

esto es, existe una tnica solucién débil del problema (3.14).
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(ii) La buena definicién del operador @ es consecuencia de (i). Las demés propiedades se
prueban a continuacién:

Linealidad: Sean fi, f» € L?> () y a1, a2 € R. Como f=a1fi+asfs € L? (), existe
una tnica funcién @ € H' (Q) tal que Qf = 4. Si Qf1 = u1 y Qfo = ug, entonces

/ V (aquy + agug) - Vo de +/ (iug + agug) vder = oy (/ Vuy - Vodzx +/ UL dx)
Q Q Q Q

+ ao (/ Vug'Vvdx—l—/udex)
Q Q

:al/Qflvdﬂc+oz2/Qf2vdx
:/Q(Oélf1+a2f2)vdl‘
:/vadx Yo e H' (Q),

es decir, Q (a1 f1 + asfa) = ajuy + asus = aQ f1 + a2@ f2. El operador @ es lineal.
Continuidad: Sean f € L? (Q) y u = Qf € H' (Q). Puesto que |lu||;2 < ||ull 1,

Q5 = s = (ww)yp = [ [V de+ [ wda

= /Qf“dfv (3.15)

< e llull 2
< 1 fllzallell -

Cancelando ||ul| ;1 en ambos lados de (3.15), resulta

1Q g < M1l ze

o sea que el operador lineal () es continuo.
Inyectividad: Basta notar que ker (Q) = {0}.
(iii) El operador K : H! (Q) — L?(Q) es lineal, compacto e inyectivo. Por tanto, Ty T*
estan bien definidos y en ambos casos cumplen las siguientes propiedades:
Linealidad: La compuesta de los operadores lineales Q y K es lineal.

Compacidad: T y T™* son funciones compuestas, a saber, del operador lineal continuo
que asigna a cada f € L?(Q) la tnica solucién v € H* (2) del problema (3.14) y del
operador compacto K : H' (Q) — L? (Q) dado por el teorema de Rellich-Kondrachov.
La compacidad de T'y T* es inmediata a partir de la Proposicion 1.3.1.

Auto-adjunto: Sean f,g € L*(Q) y u,w € H' (Q) tales que

/Vu-Vvd:L‘—l—/uvdx:/fvda: Yo e H (Q), (3.16)
Q Q Q

/Vw-Vvdx—l—/wvdx:/gvdx Yo e H (Q). (3.17)
Q Q Q
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Siv=w=Tgen (3.16) yv=u=Tf en (3.17), entonces
(Tf,g}Lzz/ugda::/Vu-Vfwda:—i—/uwda::/fwda?:<f,Tg>L2,
Q Q Q Q

es decir, T' es un operador auto-adjunto. Si f,g € H' (Q), haciendo v = g en (3.16) y
v = f en (3.17), obtenemos

(T*f,g>H1:/QVu-ng:r—I—/ngdx:/Qfgdx:/QVf-dex—i-/wada:
:<f>T*g>H11

de manera que T™ es un operador auto-adjunto.

Definido Positivo: Para f € L?(f), la tinica solucién débil T'f del problema (3.14)
satisface
(Tf,0)gr = (f,v)2 Vo€ H (Q). (3.18)

Siv =T/ en (3.18), entonces

(Tf, e = (T Tf)m = T3 > 0.

En particular, siempre que (T'f, f);2 =0, Tf =0en H' (Q) y
/fvdxzo Yo e H (Q).
Q

Como || < oo, f € L' (Q) (Ver Proposicién 1.2.1) y con motivo del Lema 1.2.1, f =0
en ().

Por otro lado, si f € H' (),
(T o) = (fyo)ye Vo€ HY(Q). (3.19)

Eligiendo f = v en (3.19), (T*f, ) ir = (f, fh 2 = If5 =0y (T*f, f);n = 0 si y s6lo
si f=0en L* (). Asi, por el Lema 1.2.2, (T*f, f) ;n» = 0 implica que f = 0 en H* ().

De la demostracién del numeral (vii), se infiere de manera natural que el conjunto de
valores propios de T estd contenido en (0, 1] y su prueba se aplaza hasta entonces. Por
otra parte, segin la Proposicién 1.3.3 y las propiedades de T descritas en el numeral

(i),
P12l 2 2 g 20

lim pn = 0y para todo n € N, p,, # 0 (de otro modo, existirfa un elemento u € L? (£2),

n—oo

u # 0, tal que Tu = p,u = 0. Absurdo, ya que T es un operador inyectivo).

Considerando que T es un operador lineal, compacto y auto-adjunto y L? (£2) un espacio
de Hilbert separable, de acuerdo con el Teorema 1.3.4 (iv), existe una base ortonormal
{un}o2, de L? (), tal que, para todo n € N, u,, es una funcién propia asociada a fu,.
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(vi)

(vii)

Sean A € R un valor propio de —A con condicién de Neumann y € H' (Q) una funcién
propia asociada a A. Visto que (), u) satisface

/Vu-Vvd:v:)\/uvdm Yo e H (Q), (3.20)
Q Q

y |ull7s > 0 (ver el Lema 1.2.2), toda vez que v = u en (3.20)

Jo|Vul*de ||Vl

A= =
Jo u? do 72

> 0. (3.21)

(vila) == (viib) Supongamos que A > 0 es un valor propio de —A con condicién de
Neumann y u € H' (Q), u # 0, es una funcién propia asociada a \. Para todo v € H' (),

/ Vu-Vovdr = )\/ uv dz, (3.22)
Q Q
y al sumar a ambos lados de (3.22) el término [, uv dz, se tiene:
(U, v) i1 = / Vu - Vvdx—i—/ wvdx = (1 +)\)/ uv dx
Q

= (14 2) (u,v) 2

=(1+ AN u,v);2

=1+

N (T u,v)n Vv € H'(Q),

de manera que

1
— T*u.
<1+)\>u

Luego, p = 1%\ es un valor propio del operador 7% y u € H' (2) una funcién propia
asociada a pu.

(viib) = (viic): Siw € H' (Q)\ {0} es una funcién propia asociada al valor propio j
de T*, entonces u # 0 en L2 (Q) y

Tu =T"u = pu.

Por consiguiente, y es un valor propio de Ty u € L? () es una funcién propia corres-
pondiente a .

(viic) == (viia): Supongamos ahora que u > 0 es un valor propio de Ty u € L? (),
u # 0, es una funcién propia asociada a p. Como T (L? (Q)) C H' (Q),
1
~Tu=uc H (Q), (3.23)
i

y al combinar la definicién de solucién débil y la expresion (3.23),

(u,v) 2 = (Tu,v) o = (pu, v) g = plu,v) g Yo € H (Q). (3.24)
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En particular, eligiendo v = u en (3.24) concluimos que

HuHL2 e ( ]

H = P
[Vully + [lull 2

Si en lugar de productos internos en (3.24) escribimos integrales, después de agrupar
términos con [, uv dz del lado derecho de la igualdad, obtenemos

/Vu-Vvd:U:(l_u)/uvdx Vo e H' (Q). (3.25)
Q 1% Q

Como la expresién (3.25) es vélida para todo elemento v € H*' (), el ntimero real
A= i— 1 satisface la Definicién 3.2.1 y es un valor propio del operador —A con condicién
de Neumann. O

Antes de continuar, conviene mencionar un hecho interesante.

Observacién 3.2.1.

(i) Teniendo en cuenta los planteamientos del Capitulo 2, en comparaciéon con (3.14) el

problema
—Au=f en Q,
3.26
% = en 01, ( )
n

luce como un punto de partida méas natural para abordar el problema de valores propios
en el caso Neumann. Este enfoque, sin embargo, presenta varias dificultades, que discuti-
mos brevemente siguiendo las ideas de [AH] y [DG]. Procediendo como en la Proposicién
3.1.1, podemos determinar una nocién de solucién débil de (3.26), asi:

/Vu-Vvdx:/fvda: Yo e H (Q). (3.27)
Q Q

Una condicién necesaria para la existencia de una solucién de (3.26) se deduce al escoger
v=xq =1en (3.27), de modo que

/Qfdm:O.

Més atn, si la solucién débil de (3.26) existe, no puede ser tnica (si u satisface (3.27)
y ¢ € R, basta reemplazar u + ¢ en (3.27) para comprobarlo). Estos hechos dificultan
la definicién de un operador como @ (su dominio no serfa todo L?(f2), ni serfa claro
como definir la imagen de una funcién f dada). Una aproximacién al problema en las
condiciones descritas (ver [AH, pag. 342]), consiste en considerar el espacio cociente
H'(Q) := H' (Q) /R, donde cada elemento [v] == {v + a: a € R} € H' (Q) es una clase
de equivalencia. En H' (Q), la expresién

a([u],[v]) = /QVu -Vodz, wue€lu],velv, (3.28)
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define una forma bilineal continua y coerciva, al tiempo que
p(e) = [ fode vel,
es un funcional lineal continuo en H'(Q). Por el teorema de Lax-Milgram, existe una
tinico elemento [u] € H! (Q) tal que
a([ul, ) =@ () YleH (Q); (3.29)

o dicho de otra manera, una tnica soluciéon débil de (3.26) salvo adicién por una cons-
tante. En este capitulo no seguimos este enfoque.

(ii) Con el fin de estudiar el espectro de —A con condicién de Neumann como consecuencia
de la teoria abstracta del Capitulo 1, agregamos con respecto al Capitulo 2, el término
u en la ecuacién diferencial —Awu + u = f para definir el “operador inverso”’de —A + I.
Hecho esto, como hemos visto en el Teorema 3.2.1, llegamos a un contexto similar al
descrito en el Capitulo 2 para (—A) ™.

Para continuar, probamos dos hechos adicionales acerca de las funciones propias de —A con
condiciéon de Neumann.

Teorema 3.2.2. Sean A y n dos valores propios de —A con condicion de Neumann y u,w €
H' (Q) funciones propias correspondientes a X y 1, respectivamente. Se cumplen las siguientes
propiedades:

(i) Si A #mn, entonces (u,w) ;2 =0 y (u, w) 1 = 0.
(ii) El conjunto
Ey={ae H" () : (A1) es solucion débil de (3.11)} ,
es un espacio vectorial de dimension finita.
DEMOSTRACION.

(i) Del Teorema 3.2.1 (vii), u y w son funciones propias asociadas a los valores propios HLA

y ﬁ de T*. Siendo que 1%\ % ﬁ, por el Teorema 1.3.3, (u, w) ;1 = 0. Por lo tanto,
(w,w)pr = (14 A) (w, w) 2 = (L+n) (u, w) 2 = 0,

y (u,w) ;2 = 0.

(ii) Si @ € H'(2) es una funcién propia asociada a A, el Teorema 3.2.1 (vii) afirma que
1%\ es un valor propio del operador T* = (-A + I )71 y @ € H' () una funcién propia
correspondiente a 1%\ Escribiendo el conjunto F) en términos de Tf/(1 ) T T —

(1%\) I, obtenemos:

Ey = {ﬁ € H} (Q) : @ es funcién propia de — A con condicién de Neumann} U {0}

1
N 1 Lk~ ~ | _ *
= {uGH (Q):T"u = 1+)\u}—ker(TI/(1+)\)>.
La conclusion del teorema se sigue de la compacidad de T™, la Proposicién 1.3.2 y la
ecuacién E = ker (Tl*/(1+>\)> = ker (T* - (1%\) I). O
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El préximo teorema retine varios resultados fundamentales sobre el espectro del operador —A
con condicién de Neumann.

Teorema 3.2.3.

(i) El conjunto de valores propios de —A con condicion de Neumann puede escribirse como
el rango de una sucesion {\n},2 | que verifica las siguientes propiedades.

(a) La sucesion es creciente, no negativa y lim A, = oo.
n—o0

(b) Si A es un valor propio de —A con condicion de Neumann, X # A1 y dy := dim (E)),
existe k € N tal que \p = X\ y

Ak—1 < A = M1 = - = Aptdy—1 < Aktdy -

En otras palabras, cada valor propio X\ # A1 se repite de acuerdo a su multiplicidad

(finita).

(ii) Eziste una base ortonormal {u,}>° | para el espacio de Hilbert (L*(Q),(,-);2) con las
stguientes propiedades.

(a) Para cadan €N, u, € H' (Q) es una funcién propia asociada al valor propio \, de

—A con condicion de Neumann.
oo

(b) El rango de la sucesion {ﬁun} | s una base ortonormal del espacio (H' (Q), (-, ) 1).

(c) Una funcién propia v € H' (Q) asociada al valor propio A\, es de clase C™ (Q) y
satisface
—Au(x) = Mu (z),

para todo x € 2.

Observacion 3.2.2. Respecto al numeral (ib) del teorema anterior, mas adelante se mostrara
qué ocurre cuando se considera A = \; (ver Teorema 3.2.6. (i)).

DEMOSTRACION.

(i) (a) El Teorema 3.2.1(iv) afirma que el conjunto de valores propios de 1" puede escribirse

como el rango de una sucesion {f,},- ;, decreciente y estrictamente positiva, tal

que li}m pn = 0. Si u, € L?(Q) es una funcién propia asociada a j,, conforme
n [o.¢]

el Teorema 3.2.1(vii), A, = /%n — 1 es un valor propio de —A con condicién de

Neumann, u, € H' () y u, es una funcién propia asociada a \,. Asi, debido a que

1 1
OSM 1§Hn+1 1 para todon € N,

Y i, dn = 00
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(b) Sean A # A; un valor propio de —A con condicién de Neumann, dy > 1 la dimensién
del espacio propio E) y k € N tal que k¥ = min{n € N: \,, = A\}. Entonces, u =
ﬁ es un valor propio de T* y se repite en la sucesion de valores propios de acuerdo
a su multiplicidad, es decir,

Be—1 > Mk =+ = fktdy—1 > Hk+dy-
Aplicar el Teorema 3.2.1(vii) y tomar reciprocos nuevamente completa la prueba.

(ii) (a) Se sigue del Teorema 3.2.1(v) y del hecho de que las funciones propias de 7™ son, a
su vez, funciones propias del operador —A con condicién de Neumann..

(b) Consideremos indices m,n > 1y funciones propias t,, u, € H' () correspondientes
a valores propios A\, v Ap, respectivamente. Si &, := 1 siempre que m = n y
dmn = 0 en otro caso, entonces

1 1 1
Unp, Um = Un, , Um
(T Vo) e = VT e
1+ M\,
= <un’um>L2

VA+FA) A+ A)
VI,
- m mn»

oo
de manera que el rango de la sucesién {ﬁun} , s un conjunto ortonormal
n n—

en H' (). Para comprobar que es maximal, supongamos que h € H' (Q) verifica
(h,un)1 = 0 para todo n € N. Si n = 1, con base en la Proposicién 3.2.1 y su
demostracién, Vuy; = 0 c.t.p. en € y w1 es una funcién constante c.t.p. en 2. En tal
€caso,

(hyu1) :/ Vh~Vu1d:U+/ huldx:ul/ hdx =0 (3.30)
Q 0 Q

y (h,u1);2 = 0. Para n > 2, en cambio, A, # 0y

(h,un)Hl:/Vh-Vund:c+/hundx:(l—i—)\n)/hundx:O,
0 0 0

asi que
(hytn) 2 = / huy, da: = 0. (3.31)
Q
Dado que {u,}>%; es una base ortonormal para L? (Q2), de las identidades (3.30) y
(3.31), h="0en L?(Q) y gracias al Lema 1.2.2, h = 0 en H' (Q).

(¢) La demostracion es totalmente andloga a la prueba del Teorema 2.2.3 (iic) en el caso
Dirichlet. O

Observacién 3.2.3. Es bien sabido que una funcién propia u asociada al valor propio A
satisface, bajo ciertas condiciones, la ecuacion diferencial —Au = Au en 2 y también la
condicion de frontera %Z = 0 en 01). Esta es la situacién, por ejemplo, cuando €2 es un abierto
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de clase C? con frontera acotada. En efecto, como (1 + \)u € H™ () para todo m € N (ver
la demostracién del Teorema 2.2.3 (iic)) y

/Vu~V<pd:L‘—|—/ugodm:(1—i—)\)/ugpdx Vo € H (Q),
Q Q Q

del Teorema 1.2.5, u € C? (ﬁ) Entretanto, si 2 es un abierto de clase C'*° con frontera

acotada, el Teorema 1.2.5 indica que u € C*° (ﬁ) En cualquier caso, u € H! (Q) N C? (ﬁ)
es una solucién débil del problema (3.11) y por la Proposicién 3.1.2 , % =0 en 09.
Proposicién 3.2.2. Sea u € H' (Q). Entonces, u es una funcién propia asociada a Ay = 0
sty sélo si u es constante en €.

DEMOSTRACION. Si v € H'(Q) es una funcién propia asociada al valor propio A; = 0,
entonces u € C* () (ver Teorema 3.2.3 (iic)) y u es constante c.t.p. en § (ver Proposicién
3.2.1); esto es, u (x) es constante para todo x € Q. La implicacién reciproca es obvia. O

Ahora, podemos utilizar las herramientas desarrolladas en las secciones previas para carac-
terizar los valores propios del operador —A con condicién de Neumann. En adelante, como
marco de referencia para los Teoremas 1.3.4, 1.3.5 y 1.3.6, supondremos el espacio de Hilbert
real H' () y el operador compacto, auto-adjunto y definido positivo T* : H! () — H! ().
Asimismo, si {up}-; es la sucesién de funciones propias del operador —A con condicién de
Neumann (ver Teorema 3.2.3 (ii)), para cada n € N, H,, := span{uy,--- ,u,}. Por tltimo,
en vista de la Observacién 1.3.2, en las demostraciones de los Teoremas 3.2.4 y 3.2.5, bastara

verificar los resultados para infimos y supremos, en lugar de minimos y méximos.

Teorema 3.2.4. Para n € N, n > 2, el n-ésimo wvalor propio de —A con condicion de
Neumann estd caracterizado por las expresiones:

2 2
[Volly Vol

Ap, = min 5 = Max 25 (3.32)
i H
ST T

y el minimo (resp. mdwimo) se alcanza, exactamente, en el conjunto H- 1 N Ey \ {0} (resp.
H, N E\,\{0}). En otras palabras, si u € H;- ;\ {0} (resp. u € H,\{0}), u € E), siy sdlo

. [ Vull3
St A\ = 32
llull? 2

DEMOSTRACION. Considerando que T* : H' (Q) — H*' () es un operador lineal, continuo,
auto-adjunto y definido positivo, de acuerdo con en el Teorema 1.3.4 (iii) y la Observacién
1.3.1 (ii), el n-ésimo valor propio de T™* puede caracterizarse en términos del supremo como:

T*
[p = Sup % (3.33)
vert vl
v#0

Notemos también que para toda funcién f € H' (Q), existe una tinica solucién débil u == T* f
del problema (3.14) y ella satisface

(T*f,0)in = (f,0) 2 Yo e HY(Q). (3.34)

o4



3.2. Valores propios y descomposicién espectral

En particular, si f = v en (3.34),
(T*0,v) i1 = (v,0) ;2 Yo € H (Q). (3.35)

Con relacién a los valores propios del operador —A con condicién de Neumann, el Teorema
3.2.1 (vii) y la expresién (3.33) senalan que

1 T*v,v vl|?
T = K= sup 7< 2>H1 = H HQLQ (3.36)
T An vert ,  |[vllpn vert , [[vlln
v7#£0 v#0

Sea

2
A1 = { Hv“f cve HY(Q)\{0},v € H,f_l} .
[0l

Como H,—1 C H'(Q), &n_1 # @. Més atin, si v € H;- |\ {0}, entonces ||v ;2 > 0 segtin el
Lema 1.2.2 y como resultado,

lo]I7:
ol

Destaquemos ademéas que por la definicién de la norma en H! (£2),

0<

e dn_1.

[0l gz < llvll -

En conclusién, como v € H;- | (2)\ {0} se eligié arbitrariamente, el conjunto &, 1 es no
vacio y sus elementos estrictamente positivos y acotados superiormente. Al final, luego de
aplicar el Lema 1.1.1 a (3.36), obtenemos

1 2 2 \VA 2
:u‘TL ’UEHn71 ||U||L2 erHn71 ”/UHL2
v#0 v£0
es decir, 2
\Y

An = Mol (3.37)

veH;  ||v]|72

v#0

Comparado con (3.33), el Teorema 1.3.7 permite caracterizar p,, en términos del infimo, como
sigue:

1 T*
= e L0V gy Tl (3.38)
L+ velln ol vetn (vl

Sea )
[vl|72

By, = {H 2 :veHl(Q)\{O},veHn}.
v H1

Argumentos similares a los expuestos para &, 1, muestran que 9%, es no vacio y sus elemen-
tos son estrictamente positivos y acotados superiormente. En definitiva, el Lema 1.1.1 y la
ecuacién (3.38), implican que

1 2 2 v 2
NS S 11 PR 1170 1
Hn vEH, HUHLz vEH, HUHLz
v#0 v#0
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o bien,
Vul2
Ap = su IVelly !2 . (3.39)
vt JullZs
v#£0
Las expresiones (3.37) y (3.39) completan la primera parte de la demostracion del teorema.
Comprobemos ahora que el infimo en (3.37) se alcanza exactamente en el conjunto Ey \ {0} N
H;- . Para ello, supongamos que u € H;- 1 (Q), u # 0, satisface
2
_ IVuli3

Ay = 02 (3.40)
[[ul[72

Si enseguida anadimos una unidad en ambos lados de (3.40), tenemos que

2 2 2
Lo = lule + 15l _ el
-

5 — [RLHL (3.41)
lullZ2 lullZe

o0

Como {ug ey {ﬁuk} son bases ortonormales de L? (Q) y H! (), respectivamente,

se cumple que

k=1

2 S 1 2 2 S 2
HUHHl = kzl <u7 muk>H1 y HUHL2 = ; <uauk>L2‘ (3.42)
Reemplazando (3.42) en (3.41), resulta que
00 2 00
> (s > (14 M) (u, uk)]
Lo, = Ml k:1< A >H1 _ kzl( i (3.43)
n — 5 = 5 = > . .
iz py (u, up) 72 P (u, up) 72
—1 —

Para continuar, observemos que u € H,f_l por hipétesis, de tal forma que (3.43) puede rees-
cribirse como:

ez k%jn (u, ug) 7o kijn (u, up) 7 |
es decir, N
3 (O — M) (u,ug)2a = 0. (3.44)
k=n

Puesto que la sucesion de valores propios del operador —A con condicién de Neumann es
creciente y no negativa (ver Teorema 3.2.3 (ia)), la expresién (3.44) es una serie de términos
no negativos cuya suma es nula. Por esa razén, (A\y — Ap,) <U,u;€>%2 = 0 para todo k > ny
siempre que A\ # Ay, (u,ux);2 = 0. En resumen, u es una combinacién lineal no trivial de
funciones propias correspondientes al valor propio A, o sea que u € E} .

Por otro lado, si u € Hy,, (u,ug) jn = (1 4+ A\g) (w,ug) ;2 =0 para k >ny

(
n 2 n

Cvieovll 14 M) (u, ug)?

R P s o L L

Cfullze 2 a 3 2
L k; (u, ug) 72 k; (u, up) 72
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Ahora bien, si reordenamos, obtenemos
7 (A = M) (w,ug) 2 = 0. (3.45)
k=1

Todos los términos en (3.45) son no negativos, asi que (A — A,) (u,ug)32 = 0 para todo
1 < k < n. En particular, si A\, # A, necesariamente (u,uy);> = 0. En otras palabras,
u € E)\n.

Para finalizar con lo propuesto, supongamos que v € H;- ; N Ey, (resp. u € H, N E), ). Por
definicién,

/ Vu-Vodr = An/ wdr Yve H'(Q). (3.46)
Q Q
Haciendo u = v en (3.46),
A = [l
[l 72
que es lo que se queria probar. O

A diferencia de la formulacién variacional del Teorema 3.2.4, la caracterizacién que presenta-
mos a continuacién tiene la ventaja de no depender del conocimiento previo de las funciones
propias.

Teorema 3.2.5 (Teorema de Courant-Fischer). Sea n € N, n > 2. Supongamos que &£, es
la familia de todos los subespacios vectoriales de H' () de dimension n. El n-ésimo valor
propio del operador —A con condicion de Neumann estd caracterizado por las expresiones:

Vo2 Volly
Ap = max min | U!2 = mi A %
YeZLn1 vS;OJ- ||U||L2 Yezn 11)526 HUHL2

(3.47)

DEMOSTRACION. Sea n € N, n > 2. De acuerdo con el Teorema 1.3.5, el n-ésimo valor propio
de T™* tiene la siguiente caracterizacion variacional:

T*
pn = Inf  sup % (3.48)
Yesntyeyt |l
v#£0
Nuevamente, vale destacar que p, = ﬁ (ver Teorema 3.2.1 (vii)) y por lo tanto
1 T* f
=pu, = _inf sup % = 1 sup HUHQLQ : (3.49)
1+ A Vesn-tpeyt vl V%1 peyt [|ofljn
v#0 v#0
SeaY € %, 1. Como Y C H'(Q), Y+ # {0} y el conjunto
2
_ S llze i
y = eyt w0}, (3.50)
[0l
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es no vacio. Luego, por el Lema 1.2.2, si v € Y y v # 0, entonces ||v][;2 >0y

2
[lE

0<
2
[v[1 e

e dy. (3.51)

Ademis, por la definicién de la norma en H! (Q),

2
”UHL2

2 —
1]

(3.52)

En conclusién, como v se escogié arbitrariamente en Y, el conjunto &y es no vacio y sus
elementos estrictamente positivos y acotados superiormente. Definamos ay = sup &y. Con
motivo de (3.51) y (3.52),

2
0< ||||Z|‘|2L“’ <ay <1 WwevY™, (3.53)
Hl
y segun el Lema 1.1.1,
2
1
ay =sup &y = sup HUH2L2 = .
veyt Wil e 1Pl
v#0 vey L vllze
v#0

Sea A:={ay :Y € &,_1}. Por la ecuacién (3.49) sabemos que

1
1+ X,

=infA = inf{ay 1Y € cgnfl}7

de manera que bastard mostrar que A satisface las hipétesis del Lema 1.1.1. En efecto, La
eleccién arbitraria de Y al principio de la prueba y la ecuacién (3.53), implican que

O<ay <1 VY €%, 1, (3.54)

es decir, A C (0,00) es acotado. En las condiciones anteriores, el Lema 1.1.1 afirma que

1 . L !
T = mf{ay Y € £} = r = K1l
N sup ay sup inf 511
YELn 1 YeZ,_y veyt Ivll2
v#£0
1

; vl
sup inf <1 + I U2”2>
YeL_q veyt lvllz2

v#0

1

2

1+ sup inf ”VUQ“z’

YeZ, , veyt Ivlpe
v#£0

o mejor atun, tomando reciprocos (ver Observacion 1.3.2):

v 2

Ap = sup inf | v!z'

Yes, 1 veYt  [lvf[7s
v#0
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Para la segunda parte de la prueba, recurrimos a la identidad p,, = H% y a la correspondiente
n
caracterizacién variacional del Teorema 1.3.6, asi:

1 T* f
= up = sup inf % = sup Inf HUHQLQ (3.55)
14+ A YEZ, 1;)% lvll 7 YEZ, g% vl
Sea Y € %,. Definamos
2
o { oz, ey, 0}_ (3.56)
[[v[|

Razonando como en el caso de &y, se verifica facilmente que By es no vacio y que sus
elementos son estrictamente positivos y acotados superiormente. Dicho esto, al usar el Lema
1.1.1 en (3.56), tenemos

) o vl 1
byzuﬁgyzﬁngﬁ - olZ,
w0 ITHHE - sup
veY L
v#£0

Maés atin, puesto que Y tiene dimensién finita, el conjunto {v € Y : ||v|| ;1 < 1} es compacto
y por el teorema de los valores extremos existe 7 € Y, v # 0, tal que

T* il
by = min (T"0,0)5 = G’Y< ”’§>H1 - ”f’”f > 0. (3.57)
o S ol el
Sea B :={by : Y € &,}. Debido a (3.55),
1
= = 1Y nt .
o sup B = sup {by S (3.58)

y como antes, serd suficiente evaluar si se cumplen las hipdtesis del Lema 1.1.1. Recordando
que el subespacio Y se eligié arbitrariamente en la ecuacién (3.57), se deduce que B C (0, 00).
A su vez, gracias a la desigualdad ||v]|72 < ||v]|31,

2 2
S ||UHSII S sup ||/U”I2{1 \V/Y c gﬂd
[0l vey [vlz2
v#£0

O sea que
O<by=——3<1 VY €Z,.
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En sintesis, empleando el Lema 1.1.1 en (3.58), resulta

1 1
=sup{by : Y € &,} = =
L+, p by n Jof s g sup M
€Ln YEZn ey HUHiQ
v#£0
B 1
- 2
inf sup (1 + ”VUQQ)
YE€Zn vey llvll7 2
v#£0
B 1
- 2
14+ inf sup va2||2
Ye&n pey llvll72
v#£0
o bien,
2
IVollze

Ap = Inf sup O

Ve ey ol

Observacién 3.2.4. Sean ,Q C RN tales que Q C . De acuerdo con el Teorema 2.2.7,
si el problema de valores propios de —A con condicién de Dirichlet tiene sentido en Q y €/,
entonces A, < ), para todo n € N. Lamentablemente, esta propiedad es falsa en el caso
Neumann, inclusive en regiones con geometrias sorprendentemente simples. Para probarlo,
consideremos

QO ={(z,y):0<2<l,0<y<lo}

y £ como en la Figura 3.1. Pese a que la region rectangular (0,¢;) x (0,¢2) no es de clase
C' (més precisamente, es C! a trozos), atin tiene sentido plantear alli el problema de valores
propios para el operador —A con condicién de Neumann (ver [H, pag. 7] Teorema 1.2.8, [MMP,
pég. 232]). De hecho, se puede demostrar (ver [NW, pag. 16] Proposicién 5.4) la existencia de
una sucesién de dominios suaves {2}, tal que, si Ay j es el segundo valor propio de —A
con condicién de Neumann en €y, entonces Ag  — A2 cuando k — 0.

Los valores propios y funciones propias de —A con condicién de Neumann en Q' y Q (ver la

Seccién 4.5) son:
n? m?
)‘Inm = 71-2 (EQ + £2

Sin =1y m =0, entonces

T 2 T 2
%o=No= (1) ¥ d=do= (1) (3.50)
1 C1

de tal forma que X, y A2 dependen, cada uno, de la longitud de ' y Q. Para concluir el
contraejemplo, basta hallar valores x y y (ver Figura 3.1) tales que

e =\ (lr— )2+ (b —y)> > 0y, (3.60)
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3.2. Valores propios y descomposicién espectral

0

1

Q/

X

Figura 3.1: Dominios Q' y Q

de manera que A2 < N, (una combinacién de valores que verifica (3.60) es: 1 =2, ¢, =1y
x=y=0,1).

Teorema 3.2.6. Si {\,},— | es la sucesion de valores propios del operador —A con condicion
de Neumann descrita en el Teorema 3.2.3, entonces:
(i) el primer valor propio Ay = 0 es simple.

(ii) Cualquier funcion propia correspondiente a un valor propio A > A1 es nodal, es decir,
cambia de signo en ).

DEMOSTRACION.

(i) Para demostrar que A\; = 0 es simple, razonemos por el absurdo y supongamos que
dim Ey, > 1. En ese caso, al menos u; y ug, elementos de la base {u,}oo, de L? ()
(ver Teorema 3.2.3), son funciones propias asociadas a A\;. Debido a que u; y uz deben
ser constantes en 2,

(ur,ug) 2 = /Q'LLl'LLQ dx # 0.

Sin embargo, eso contradice el hecho probado en el Teorema 3.2.3 (ii), acerca de la
ortogonalidad de las funciones propias u, en L? ().

(ii) Sean u,u; € H' () funciones propias asociadas a A > A y A1, respectivamente. Enton-
ces u y up son ortogonales en L2 (Q) y satisfacen

/ uudr = 0.
Q

Como u; es constante (positiva o negativa), necesariamente u debe cambiar de signo en
Q. En otras palabras, u es nodal. O
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3.2. Valores propios y descomposicién espectral

A continuacién, enunciamos una versién del teorema nodal de Courant para el operador —A
con condicién de Neumann. Vale la pena decir que el principio de continuacién tnica, Teorema
2.2.9, también es vélido en el caso Neumann (ver [CH], [JK], [MMP, pag. 234] Proposicién
9.23).

Teorema 3.2.7 (Teorema nodal de Courant). Para n > 2, cualquier funcidn propia corres-
pondiente al valor propio A, divide el dominio ) en al menos dos y en a lo sumo n regiones
nodales.

DEMOSTRACION. Sea u € H! () una funcién propia asociada al valor propio \,. Supongamos
por el contrario que el conjunto {z €  : u (z) # 0} es la unién disjunta de al menos m > n

regiones nodales, digamos Q1,Q9, -+, €, (como u cambia de signo en Q, m > 2). Para toda
1 < j < m, definamos
u () siz € Qy,
wj () = { 0
en otro caso.

Puesto que u € H* () N C* (2), es cierto que w; € H' (Q) (ver Proposicién 2.2.2). Ademas,
en atenciéon a que w; es de un signo en €2, con base en la Proposicién 1.2.6

{ Vu six €y,
ij =

0 en otro caso.
Maés atn,
Hijng/ij-ijdm:/ Vu-Vudr + Vu-0dx
Q Q; O\Q;
= / Vu - Vw; dr
Q
= )\n/ uw; dr
Q
2 2
_ )\n/ij dz = A [lw;]2s -
Sean {c1,- - ,c,} constantes reales arbitrarias, ¢p41 =+ = ¢y =0y W= cwy + -+ - CRWiy -

Considerando que ©; N§); = & para i # j,
IVwly = llerVawr + -+ - + em VI3
:c%/ le-ledx—I—-'-—f—c%@/ Vwy, - Vwy, dx
Q Q

:c%)\n/ﬂw%dx—i-'”—i-cfn)\nfﬂw%d:p
= C%)‘n leui2 +oF C%m)‘n meH%?
= (llevwn + -+ cmwnllfz) = An Jowll32

Elijamos constantes ¢, - - - , ¢, no todas nulas, tales que para todo 1 < k < n—1, (w, ug) ;1 =0
(esto es posible ya que se trata de un sistema homogéneo de n—1 ecuaciones con n incognitas).
En consecuencia, w € H;- ; y de acuerdo con el Teorema 2.2.5, w es una funcién propia
asociada a A, que se anula en un subconjunto abierto y no vacio de 2 (para todon+1 < j < m,
) # @ es abierto y w = 0 en §2;), es decir, w = 0 en Q por el principio de continuacién tnica.
Lo anterior es absurdo, puesto que w es una funcién propia y es no nula por definicién. [

62



3.2. Valores propios y descomposicién espectral

Finalizamos esta seccién con un teorema que relaciona (siempre que tenga sentido plantear
los problemas (2.10) y (3.11) simultdneamente) la sucesién de valores propios del operador
—A con condicién de Dirichlet y la correspondiente sucesién de valores propios con condicién
de Neumann. El resultado se deduce a partir de los teoremas de Courant-Fischer.

Teorema 3.2.8. Sean {\,}oo; y {\,}>° las sucesiones de valores propios del operador —A
con condicion de Dirichlet y con condicion de Neumann, respectivamente. Entonces,

X, < Ap, VneN.

DEMOSTRACION. Sea Y un subespacio arbitrario de dimensién n de H} (). Puesto que
H} (Q) € HY(Q), Y es a su vez un subespacio de dimensién n de H' (). Asi, de la ca-
racterizacién variacional en cada caso (Teoremas 2.2.6 y 3.2.5), se sigue que

Vol Vo3
Xo— min mix) “!Z‘g ' ix | ”!2:An. O
vez, vey |3 YeL, weY o)

ZnCH(Q) v70 LnCHY(Q) v#0

Observacién 3.2.5. Las técnicas de los Capitulos 2 y 3 se pueden usar para estudiar pro-
blemas més generales. Para fijar ideas, sean f € L?(Q), ¢ € L®(Q) y K : H' (Q) — L?*(Q)
la inyeccién compacta dada por el Teorema de Rellich-Kondrachov (ver Teorema 1.2.2). Su-
pongamos que C' > 0 es una constante tal que ||(||;~ < C. Consideremos el problema

—Au+ ((+Cu=Ff en €,
Cond. de Dirichlet o de Neumann en Of).

Razonando como al inicio del Capitulo 3, se obtiene un operador Q := (—A + (C+C)I)~':
I2(Q) - H' () talque T:=KoQ:L2(Q) = L2(Q) y T* == Qo K : H' (Q) — H' (Q)
son operadores lineales, compactos, auto-adjuntos y definidos positivos. A continuacién se
aplicaria la teoria abstracta de la Seccién 1.3.
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CAPITULO

4 Ejemplos

Historicamente, el origen de la teoria espectral y parte de su desarrollo, se debe a intentos por
comprender problemas concretos, a menudo vinculados al comportamiento de un sistema fisi-
co. Por ese motivo, complementamos el estudio de los capitulos previos, explorando ejemplos
del problema de valores propios para el operador —A con condicién de Dirichlet y condicién
de Neumann, en una y dos dimensiones.

A lo largo de este capitulo, usaremos habitualmente la notacién Ny para referirnos al conjunto

NU {0}.

4.1. Resultados preliminares
La solucién general de la ecuacion diferencial con coeficientes constantes
—u" (x) = u(z) 0<z</,

depende del valor de A\ y puede determinarse usando los métodos clasicos de solucién de
ecuaciones diferenciales ordinarias (ver, por ejemplo, [ZC] Capitulo 4). En efecto, si a y b son
constantes reales arbitrarias, u (x) es de la forma:

u(zr)=axr+b si A=0,
aeV ™ 4 pemV AT si A<O, (4.1)
u(z) = acos (\[\35) + bsen (ﬁx) si A>0.

Recordemos dos enunciados clasicos de mucha utilidad a futuro.

Teorema 4.1.1. El conjunto

{cos (mr:v) in € Ng} U {sen (nmc) ‘n e N},
14 14
es una base ortonormal de L? ((—¢(,1)).
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4.2. El problema de valores propios con condiciéon de Dirichlet en una dimension

DEMOSTRACION. Ver [FL, pag. 78] Teorema 3.5.

Teorema 4.1.2. Si {¢,}22, es una base ortogonal de L?((a,b)) y {tm}oc_, es una base
ortogonal de L? ((c,d)), entonces {@nmtnm=1 con

Onm (T,Y) = ¢n () Ym (y) , (4.2)
es una base ortonormal de L? ((a,b) x (c,d)).

DEMOSTRACION. Ver [FL, pag. 121] Teorema 4.1. O

4.2. El problema de valores propios con condicién de
Dirichlet en una dimensién

Sea © = (0,¢), £ > 0. Consideremos el problema de valores propios
—u" () = u(z) x€Q,
u(0) =0, (4.3)
u(f) =0.
Proposicién 4.2.1.
(i) Para todo n € N, \,, = (%)2 es un valor propio de (4.3) y up (z) = \/%sen ("7E) es
una funcion propia asociada a A\,.

o0

°° | es una base ortonormal de L* (0,1).

(ii) El rango de la sucesion {uy}
DEMOSTRACION.

(i) SiA<00A=0,u=0 es la tnica solucién que satisface la ecuacién diferencial y las
condiciones de frontera. Si A > 0, de acuerdo con (4.1)

u(x) = acos (ﬁx) + bsen (\ﬁx) V€ (0,0),
donde a y b son constantes reales por establecer. Al usar las condiciones de frontera,
u(0)=a=0 y u(f)=bsen (\FM) =0, (4.4)

0 sea que sen (\[\E) =0 (sib=0,u=0). Asi, para todo n € N,

)\n — (n > )
E
es un valor pI'OpiO de (43) y

up, () = bsen (T) Vo e (0,0),

una funcién propia asociada a A,. Finalmente, elijamos b € R de manera que

0
Hun”m(oe) = \// b2 sen? (mra;) de =1,
’ 0 /

esto es, b = %.
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4.3. El problema de valores propios con condicién de Neumann en una dimensiéon

(ii) Sean f € L?(0,4) y f la extension periédica impar de f de periodo 2¢. Entonces f tiene
una representacién en términos unicamente de funciones seno (ver [ST, pag. 104], [KE,
pég. 43]), de modo que

f(z) = niozlbn sen (m;c) con by, = z/ozf(:r) sen (T) dz. (4.5)

Luego, conforme k£ — oo

k 0
Hfzbnsen(m) < | [ =2 tusen ("5
— —L —
n=1 L2(0,0) ) n=1 (4.6)
=|If = busen (mx> — 0.
n=1 LQ(_€7Z)

En otras palabras, {sen (“7%) : n € N} es una base de L?(0,¢) y {uy, : n € N} es una base
ortonormal de L?(0, /). O

Proposicién 4.2.2.

(i) Si A es un valor propio de —A con condicion de Dirichlet (en una dimension), existe

2
k € N tal que A = A\, = (%) . Dicho de otra manera, los elementos de {)\, : n € N}

son todos los valores propios del problema 4.5.
(ii) Para todo n € N, A, es simple.

DEMOSTRACION.

(i) Se sigue de la Proposicion 4.2.1 (ii), el Teorema 2.2.2 (i) y de reemplazar —A por A en
la prueba del Teorema 1.3.4 (v).

(ii) Sean k,n € N. Razonemos por el absurdo y supongamos que dim (£}, ) > 1. En ese caso,
existe al menos una funcién propia w asociada a Ay tal que |wl||;2 =1y (w,ug) 2 = 0.

2
Ademds, toda vez que k # n, \p = (kT’T) £ (%)2 = )\, y por el Teorema 2.2.2

(i), (w,un);2 = 0. En consecuencia, {u, : n € N} U {w} es un conjunto ortonormal
que contiene propiamente a {u, : n € N}, un hecho que contradice la Proposicién 4.2.1
(i) 0

4.3. El problema de valores propios con condicién de
Neumann en una dimensioén

Sea 2 = (0,¢), £ > 0. Consideremos el problema de valores propios

—u" () = Mu(z) =z €Q,
u' (0) =0, (4.7)
0



4.3. El problema de valores propios con condicién de Neumann en una dimensiéon

Proposicién 4.3.1.

(i) Para todo n € Ny, A, = (%)2 es un valor propio de (4.7) y

- sin=0,

nwTT .
—cos | — sineN,
14 {
es una funcion propia asociada a Ay,.
o

(ii) El rango de la sucesion {u,};>, es una base ortonormal de L* (0, ().

Observacién 4.3.1. Por simplicidad en la notacién, enumeramos la sucesion de valores pro-

pios y la correspondiente sucesién de funciones propias de —A con condicién de Neumann
desde cero.

DEMOSTRACION.

(i) Si A <0, un calculo directo indica que u = 0 es la tnica solucién de (4.7). Por otro lado,
si A =0, de acuerdo con (4.1), u (z) = ax + b y al evaluar las condiciones de frontera

W (0)=u (¢)=a=0. (4.8)

Reuniendo (4.8) y la condicién [ul| 24 = 1, resulta que ug (z) = u(z) = b = \/%. En
cambio, si A > 0,

u(x) = acos (\/XSL‘) + bsen (\5\:17) vz € (0,4),
donde a y b son constantes reales por establecer. Al usar las condiciones de frontera,
W (0)=VAb=0 y o (f)=—V)Aasen (\ﬁﬁ) =0, (4.9)

tenemos que, b = 0 y sen (\Aﬁ) =0 (sia=0, u=0). Asi, para todo n € N,
)\n - (77’7"—)27
14

nnr

7r
up, () —acos( 7

es un valor propio de (4.7) y

) Va € (0,4),

una funcién propia asociada a A,. Finalmente, elijamos a € R de manera que

4
HuTLHL2(0 0= \// a? cos? <n7r:v) dr =1,
’ 0 12

esto es, a = \/%
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4.3. El problema de valores propios con condicién de Neumann en una dimensiéon

(ii) Sean f € L?(0,¢) y f la extensién peritdica par de f de perfodo 2¢. Entonces f tiene
una representacion en términos tnicamente de funciones coseno (ver [ST, pag. 104], [KE,
pég. 43]), de modo que

N s [N 2N
f(z)= nz;;ancos (T) , con ag = 2/0 fz)dey ap:= E/o f () cos <ng:v) dz.
(4.10)

Luego, conforme k£ — oo
k nwx e, & nwx ?
‘f—Zancos(g) < / f—Za,mos(g) dx
n=0 L2(0,0) -t n=0 (4.11)
k
A nmwx
= f—;)ancos (6) — 0.
n= L2(—0,0)

En otras palabras, {cos (%%) : n € Ny} es una base de L?(0,¢) y {u, : n € No} una base
ortonormal de L?(0, /). O

Proposicién 4.3.2.

(i) Si A es un valor propio de —A con condicion de Neumann (en una dimensidn), existe

2
k € Ny tal que A = A\, = (%’r) . Dicho de otra manera, los elementos de {\, : n € Ng}

son todos los valores propios del problema 4.7.
(ii) Para todo n € N, X, es simple.

DEMOSTRACION. La demostracién de esta afirmacién, que omitimos, es totalmente analoga
a la de la Proposicién 4.2.2. ]

Observacién 4.3.2.

(i) Las proposiciones 4.2.2 (Dirichlet) y 4.3.2 (Neumann) muestran que, en ciertas circuns-
tancias, todos los valores propios pueden ser simples.

(ii) Sean p, ¢ y w funciones con valores reales en [a,b], —co <a <b<ooconp#0yw > 0.
Sean a1, a9, B1, B2 € R tales que

ai+a3#0 y Bi+55#0. (4.12)

Se sabe que (4.3) y (4.7) son casos particulares del problema mas general de hallar
z € C?%[a,b] y A € C tales que

1 N, _
E[(px) +qr| = Az,

a1z (a) + agz’ (a) =0,
Bz (b) + Pz’ (b) =0,
llamado el problema de Sturm-Liouville regular.

En los préximos ejemplos, se hace uso extensivo de la técnica de separacion de variables. Para
una descripcién completa de este método, se pueden consultar entre otras referencias, [KE]
Capitulo 11 y [ST] Capitulo 4.
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4.4. Un problema de valores propios con condicion de Dirichlet en dos dimensiones

4.4. Un problema de valores propios con condicién de
Dirichlet en dos dimensiones

Sea Q:={(x,y) : 0 <z < 1,0 < y < £2}. Consideremos el problema de valores propios

{—Au =Au en Q,

(4.13)
u =0 en Of).

Proposicién 4.4.1.

2

(i) Para todo n,m € N, \py, = w2 (”— + m—2> es un valor propio de (4.13) y Upm (z,y) =

a8
\/;7 sen ("}x) sen (m;y) es una funcion propia asociada a Apm.
(i) El conjunto {unm : n,m € N} es una base ortonormal para el espacio de Hilbert L? (§2).

DEMOSTRACION.

(i) Supongamos una solucién de la forma u (z,y) = F (x) G (y). Reemplazando u (z,y) =
F (z) G (y) en (4.13) y dividiendo por F (z) G (y) (siempre que F (z) # 0y G (y) # 0)

obtenemos,
U 1
F'(e) G _
F(z) Gy
Mais atun, después de reorganizar,
F () (G” () )
)~ \aw 41

Dado que se trata de la igualdad de dos funciones que dependen de distintas variables,
p debe ser constante. Combinando la ecuacién (4.14) y las condiciones de frontera en
(4.13) (ver [KE, pag. 94] Capitulo 11), resulta
F'(x) —pF(z) =0 € (0,41),
F(0) =0, (4.15)
F (¢1) =0.
Resolviendo (4.15) como en la prueba de la Proposicién 4.2.1 (i), se sigue que p =

2
- (%) y Fy, (z) = sen (””) para n € N. Por consiguiente, el problema de valores en
la frontera para G (y) queda asi:

’I’l27T2
G" (y) + </\— 7 )G(y) =0 ye(0.6),
G (0) =0,
G (l2) = 0.

Procediendo nuevamente como en la Proposicién 4.2.1 (i), encontramos que Apy, =
72 (7;—22 + %2) es un valor propio de —A con condicién de Dirichlet y wupm (z,y) =
1 2

F, () Gy (y) = (sen ("f"’) sen (%y), con ¢ € R, es una funcién propia asociada a

Anm- Para terminar, elijamos ( = \/3172 ||uanL2(Q) =1.
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4.5. Un problema de valores propios con condicion de Neumann en dos dimensiones

(ii) Consecuencia de la demostracion de la Proposicién 4.2.1 (ii) y el Teorema 4.1.2. O

Corolario 4.4.1. Si X\ es un valor propio de (4.13), existen j, k € N tales que A = \j; =
w2 (% + IZ—;) Dicho de otra manera, los elementos de {Apm : n,m € N} son todos los valores
1 2

propios del problema (4.13).

DEMOSTRACION. Se sigue de la Proposicién 4.4.1 (ii), el Teorema 2.2.2 (i) y de reemplazar
—A por A en la prueba del Teorema 1.3.4 (v). O

4.5. Un problema de valores propios con condicién de
Neumann en dos dimensiones

Sean Q:={(z,y) : 0 <2z < l;,0 <y < lo}y P:={0,01}x{0,Ls}. Consideremos el problema
de valores propios
—Au=Xu en £,

ou (4.16)
gy =0 e IND.

Proposicién 4.5.1.

(i) Para todo n,m € Ny, Ay = 7> (”2 + ”Z—;) es un valor propio de (4.16) y upm (z,y) =
2

02
1
2 nrx mmy y . .
77 Cos ( 7 ) cos (Tg ) es una funcion propia asociada a Apm.-

(ii) Bl conjunto {unm : n,m € No} es una base ortogonal para el espacio de Hilbert L? ().

DEMOSTRACION.

(i) Supongamos una solucién de la forma u (z,y) = F (x) G (y). Reemplazando u (z,y) =
F ()G (y) en (4.16) y dividiendo por F (z) G (y) (siempre que F (z) # 0y G (y) # 0)
obtenemos,

F'z)  G"(y)
+ = -\
F(z) Gy

Mas atin, después de reorganizar,

F'(r) (G" v)
F () G ()

Dado que se trata de la igualdad de dos funciones que dependen de distintas variables,
p debe ser constante. Combinando la ecuacion (4.17) y las condiciones de frontera en
(4.16) (ver [KE, pag. 94] Capitulo 11), resulta

+ A) —:p. (4.17)

F”(x)—pF(UC):O xr € (0,4),
F(0) =0, (4.18)
F' (1) =0.
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4.5. Un problema de valores propios con condicion de Neumann en dos dimensiones

Resolviendo (4.18) como en la prueba de la Proposicién 4.3.1 (i), se sigue que p =

2
— (%) y Fp, (x) = cos (””) para n € Ng. Por consiguiente, el problema de valores en
la frontera para G (y) queda asi:

n27T2
G" (y) + (A - £2> G(y) =0,

G'(0) =0,

G’ (b)) = 0.
Procediendo otra vez como en la Proposicién 4.3.1 (i), encontramos que Ay, = ( m—g
2

n
aT
es un valor propio de —A con condicién de Neumann y upm, (z,y) = F, (a:) Gm (y

)

¢ cos (”gr x) cos (”Zy) con ¢ € R, es una funcién propia asociada a Apm,.
(ii) Consecuencia de la demostracion de la Proposiciéon 4.3.1 (ii) y el Teorema 4.1.2. O

Corolario 4.5.1. Si A es un valor propio de (4.16), existen j, k € Ny tales que X = \j =

2 (%—j + 42) Dicho de otra manera, los elementos de {Apm : n,m € No} son todos los valores
1

propios del problema (4.16).
DEMOSTRACION. Se sigue de la Proposicién 4.5.1 (ii), el Teorema 3.2.2 (i) y de reemplazar
—A por A en la prueba del Teorema 1.3.4 (v). O
Un ejemplo particular

Si ¢4 = ¢ = 7, obtenemos las expresiones mas sencillas para el problema de valores propios
con condicién de Dirichlet en dos dimensiones:

Anm = n° + m?
2 Vn,m € N, (4.19)
tn () = = sen (nz) sen (my)

T

y también para el problema de valores propios con condicién de Neumann:

Anm = n? +m?
2 Vn, m € Np. (4.20)
U (2,) = = cos (na) cos (my)
7

Las ecuaciones (4.19) y (4.20) motivan una interesante pregunta: jcuéles nimeros pueden
escribirse como la suma de dos cuadrados de enteros no negativos?. Con el objetivo de resolver
este interrogante, presentamos un resultado clasico de teoria de ntimeros.

Teorema 4.5.1. Un entero positivo n es la suma de dos cuadrados si y sélo si cada fac-
tor primo de n de la forma 4k + 3, con k € Ny, aparece elevado a una potencia par en la
factorizacion de n.

DEMOSTRACION. Ver [JW, pag. 131] Corolario 3, [TK, pag. 605] Teorema 13.5.

Los siguientes ejemplos ilustran el uso del Teorema 4.5.1.

71

)



4.5. Un problema de valores propios con condicion de Neumann en dos dimensiones

Cuadro 4.1: Numeros naturales menores que 100 que satisfacen el Teorema 4.5.1.

®© ®© 3 @ ® 6 7 ©
11 12 (13 14 15 17 19
21 22 23 24 (29 27 28 30
31 (32 33 35 B7) 38 39

42 43 44 46 47 48
54 55 56 57 59 60
2 63 66 67 69 70

@ @3 7576 77T 78 79
82 83 84 86 87 88
91 92 93 94 95 96 99

51
6
71

(i) Sea n = 5733 = 32-.72.13. Si p; == 3, po == 7 y p3 := 13, entonces p; = 3 (mod 4),
p2 =3 (mod4) y p3s =1 (mod 4). Los factores primos p; y p2 son congruentes con 3
modulo 4 y en ambos casos el exponente es par e igual a 2. De acuerdo con el Teorema
4.5.1, n puede escribirse como suma de cuadrados (5733 = 632 + 422).

(ii) Sea n = 3185 = 5-72-13. Si p; := 5, pp := 7 y p3 = 13, entonces p; = 1 (mod 4),
p2 =3 (mod 4) y ps =1 (mod 4). El factor ps es el tnico de la forma 4k + 3 y aparece
elevado al cuadrado en la descomposicion de n en factores primos. De acuerdo con el
Teorema 4.5.1, n puede escribirse como suma de cuadrados (3185 = 562 + 72).

(iii) Seam =6 =2-3. Si p; :=2y py := 3, entonces p; =2 (mod 4) y po =3 (mod 4). Visto
que po aparece solo una vez en la descomposicién de n en términos de factores primos,
n = 6 no es la suma de cuadrados.

El Cuadro 4.1 agrupa todos los nimeros naturales menores o iguales que 100 que se pueden
escribir como suma de dos cuadrados de enteros no negativos (ver [TK, pag. 602]). Hay que
decir, no obstante, que no todos ellos corresponden a valores propios del operador —A con
condicién de Dirichlet. En efecto, si A € N es un cuadrado perfecto, VA € N y siempre es
posible escribir

A= (ﬁ)Q + 02 (4.21)

Si la representacién (4.21) es tnica, A es un valor propio del operador —A con condicién de
Neumann, pero no asi con condicién de Dirichlet. Por esa razén, es de suma utilidad determinar
de cuantas formas distintas se puede expresar cierta cantidad como suma de cuadrados. El
siguiente teorema debido a Gauss, Legendre y Jacobi responde esta pregunta.

Teorema 4.5.2. Sea n € N. Supongamos que k € Ny. Si dy es el numero de divisores de n
de la forma 4k +1 y ds es el numero de divisores de n de la forma 4k + 3, entonces el nimero
total de formas de escribir n como la suma de dos cuadrados es 4 (dy — d3).

DEMOSTRACION. Ver [JW, pag. 218], [HW, pag. 241]. O
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4.6. El problema de valores propios con condicién de Dirichlet en el disco

Cuadro 4.2: Algunos valores propios de —A con condicién de Dirichlet y Neumann.

Valor Propio | Representaciones | Dirichlet | Neumann | Simple D | Simple N

12 +0?

2 17 + 17 v v v v
22 +0°
12 4 22

5 92 | 12 v v X X

8 24 + 22 v v
32 +0°

9 02 4+ 33 X v - X
12 + 32

10 32, 13 v v X X

El nimero n = 45 = 32 . 5, por ejemplo, tiene seis divisores: cuatro de ellos de la forma
4k 4+ 1 : 1,5,9,45 y dos restantes de la forma 4k 4+ 3 : 3,15. Segin el Teorema 4.5.2; el
ntimero de representaciones de 45 como suma de cuadrados es 4 (4 — 2) = 8. En realidad, esto
concuerda con el hecho de escribir 45 = 3% 4 62 tomando en cuenta los signos y el orden de
los sumandos, es decir, 45 = (£3)? + (£6)* = (£6)? + (£3)2. Para nuestros propésitos, sin
embargo, resulta de mayor utilidad el siguiente corolario que enunciamos sin demostracién.

Corolario 4.5.2. Seann € N y dy,ds como en el Teorema 4.5.2. El nimero total de formas
de escribir n como la suma de cuadrados de numeros enteros, salvo signos, es dy — ds.

El Teorema 4.5.1, en conjunto con el Corolario 4.5.2, permiten determinar los valores propios
del operador —A con condicién de Dirichlet (resp. condicién de Neumann) y distinguir cuales
de ellos son simples. Las propiedades anteriores se resumen en el Cuadro 4.2 para algunos
elementos del Cuadro 4.1.

4.6. El problema de valores propios con condiciéon de
Dirichlet en el disco

Sean R>0y Q:={z € R?: 2| < R}. Consideremos el problema de valores propios

—Au  =Au en
(4.22)

u =0 en Of).
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4.6. El problema de valores propios con condicién de Dirichlet en el disco

Los valores y funciones propias para el operador —A con condicién de Dirichlet en Q (ver [H,
pég. 11] Proposicién 1.2.14) son:

Jo,k
Aok = 53
= : 1 . k>1,
Jo,kT
70 - \/7 J :
g, (1, 6) T R|J) (Jok)| 0( R )
%)
Jn,k
)\n,k = R2
2 1 ]n kT njk =
n 79 - \/7 Jn ( 7 ) 0
Unk,1 (1, 0) 7 R}, (Gnk)] R )™ "
5 1 Jn lcT)
n ,9 = _ 1 Jn 7 ’
U, k2 (1, 0) T R|J}, ()| < r)™ "

donde jj, i, es el k-ésimo cero de la funcién de Bessel J,, (ver [H, pag. 11]). Este ejemplo muestra
un dominio con simetria radial donde las funciones propias dependen, simultaneamente, de r

y 6.
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