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Resumen

En este trabajo se estudia el Principio Variacional de Ekeland y algunas aplicaciones a
la teorfa de puntos criticos y a ecuaciones diferenciales parciales. Se prueba a partir del
Principio Variacional de Ekeland el Teorema del Paso de la Montana y el Teorema de
Punto de Silla; también se demuestra la existencia de soluciones débiles para problemas
de Dirichlet semilineales.
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Introduccion

En el presente trabajo se estudia el Principio Variacional de Ekeland y se presentan
aplicaciones de éste a la teorfa de puntos fijos, a la teorfa de puntos criticos y a ecuaciones
diferenciales parciales.

Desde su publicacién en 1972, el Principio Variacional de Ekeland, ha sido utilizado
en miiltiples aplicaciones en Optimizacién, Teorfa de Control, Geometria Diferencial y
Ecuaciones Diferenciales, entre otras. Ademds, a partir del Principio Variacional de
Ekeland, se pueden dar demostraciones sencillas y elegantes de resultados anteriores en
Anélisis no Lineal. Por ejemplo, se puede probar el Teorema del Paso de Montana, debido
a A. Ambrossetti y P. Rabinowitz, y el Teorema de Punto de Silla de P. Rabinowitz, los
cuales son métodos simples para hallar puntos criticos de tipo minimax.

El enunciado del Principio Variacional es el siguiente.

Teorema 1. (Principio Variacional de Ekeland-forma fuerte)

Sean (X, d) un espacio métrico completo y ¢ : X — RU{+o00} una funcién semicontinua
inferiormente, no idénticamente igual a 400 y acotada inferiormente.

Sean ¢ > 0y uw € X tales que

¢(U)§i)n<f¢+g.

Entonces para cada A\ > 0 existe uy € X tal que se cumplen las siguientes condiciones:

P(ur) < o(a)
d(u,\,ﬂ) S A
ouy) < o(u) + £d (un,u) Vu # uy.

A

Teorema 2. (Principio Variacional de Ekeland-forma débil)

Sean (X, d) un espacio métrico completo y ¢ : X — RU{+o0} una funcién semicontinua
inferiormente, no idénticamente igual a +oo y acotada inferiormente. Entonces dado
e > 0 existe u. € X tal que se cumplen las siguientes condiciones:

¢ (ue) < igl(fqb—i—s
d(us) < ¢(u)+edu,u)Vu € X u# ue.
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El presente trabajo consta de cuatro capitulos. En el Capitulo 1 se enuncian unos teo-
remas importantes como los Teoremas de Nemytskii, el Teorema de Encaje de Sobolev
y la Desigualdad de Poincaré, que se necesitan en capitulos posteriores, especialmente
en el Capitulo 4. La prueba de estos resultados aparece en los textos que se citan como
referencia.
En el Capitulo 2 se demuestra el Principio Variacional de Ekeland en sus formas fuerte
y débil y se incluye una aplicacién a la teoria de puntos fijos debida a J. Caristi.
En el Capitulo 3 se presentan aplicaciones del Principio Variacional de Ekeland a la teoria
de puntos criticos. Se prueban un teorema de minimo, el Teorema del Paso de Montana
de A. Ambrossetti y P. Rabinowitz y el Teorema de Punto de Silla de P. Rabinowitz.
En el Capitulo 4 se presentan tres aplicaciones a la existencia de soluciones débiles para
problemas elipticos semilineales, las cuales presentaré a continuacién.
Sean  un dominio acotado de RN (N > 3), A el operador de Laplace y 0 < A\; < Ay <
Az < ... < Ag....Ja sucesién de valores propios de —A en €2 con condiciones de Dirichlet
cero en la frontera.
El siguiente teorema es consecuencia de un principio de minimizacién obtenido del Prin-
cipio Variacional de Ekeland.

f(s)

Teorema 3. Si lim LS) =a y lim
s——o0 8§ s—oo 8§

una funcién continua entonces el problema

=b,donde a,b€ (0,\),y f:R— R es

Au+ f(u) =0 en Q
u =0 en 01,

tiene una solucién débil.

El siguiente resultado se obtiene a partir del Teorema de Punto de Silla.
Teorema 4. (Dolph [7]). Sea f : R — R una funcién continua. Supongamos que existen
constantes a y f € R tales que A\, < o, < Mgy,

tim 18 g , lim®=5
§——00 S §—00 S
ysea h € C(2). Entonces el problema
—Au = f(u)+h(z) en
u =0 en 0f),

tiene una solucién débil.

A partir del Teorema de Paso de Montana se demuestra el siguiente resultado.
Teorema 5 (Ambrosetti-Rabinowitz [1]). Supongamos que

; 1 1
<clsPt+b b(YelPcon-+—=1y 1<p< .
|f(x,8)] <cls|” +b(x), b() € Conp-i-p, y r=p N — 92
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Supongamos que existen 6 > 2 y sy > 0 tales que

0<0F(x,s) <sf(r,s) VreQ Vs> s,

donde F(z, s) / flz, t)dt. Si hr% f(@s) < \; entonces el problema
s

—Au = f(z,u) en Q
U 0 en Of),

tiene una solucién débil no trivial.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentan resultados importantes del Anélisis Funcional como los ope-
radores de Nemytskii, el Teorema de Encaje de Sobolev y la Desigualdad de Poincaré, que
se utilizan en el desarrollo de los capitulos posteriores, especialmente en las aplicaciones
a Ecuaciones Diferenciales del Capitulo 4. La prueba de estos teoremas aparece en los

textos que se citan como referencia.

1.1 Teoremas Fundamentales

Definicién 1.1.1 Sea (X,d) un espacio métrico. Una funcion ¢ : X — R es semicon-

tinua inferiormente si para toda sucesion x, — xo se tiene que liminf ¢(x,) > ¢(xo).
n—oo

Teorema 1.1.1 Sean Q un dominio acotado de RN, f : Q x R — R una funcion
continua y u : . — R una funcion medible. Sea Ny(u)(-) := f(-,u(:)). Si eviste una

constante ¢ > 0 tal que

flx,9) <clsP +b(z) VeeQ seR, b()eL(Q) con%—i—%:l (p>1) (L1)

entonces el operador Ny € C(LP,L9), donde LP =LP (), L1=L9(Q).
Prueba. Ver [5] pags 8-9 =

Teorema 1.1.2 Supongamos que f y u satisfacen las hipdtesis del teorema anterior y

seaqa

F(z,s) = /OS f(z, t)dt. (1.2)
1



Entonces existe c; > 0 tal que
|F(z,8)] <c|s|P +h(x), dondeh(:)€ L' y NpeC(L” LY. (1.3)

Prueba. Ver [5] pags (13-17) =

Teorema 1.1.3 Supongamos que se tienen (1.1) y (1.2). Sea ¥ : L? — R el funcional
definido por

entonces ¥ € CY(LP, R) y (¥'(u),v) = / flz,u)v Yo € LP.
Q
Prueba. Ver [5] (pag 17) =

Definicién 1.1.2 Sean Q un dominio acotado de RY de clase C* yu : Q — R una fun-

cion medible. Los espacios de Sobolev H'(Q2) y HY(Q) se definen de la siguiente manera:

HY(Q) = {u € L? /EIgL...,gN € L? tales que/ u0;¢ = —/gj¢ Vo e C3°(Q) Vji=1,..
Q Q

THI(Q)
Hy(Q) =G (@)
Teorema 1.1.4 (Encaje de Sobolev). Sea 2 un dominio acotado de RN de clase C.

Entonces la inclusion de H(Q) — LP(Q) es continua para p € [1, 225 ]

Prueba. Ver [3] (pags 168-174) m

Teorema 1.1.5 (Rellich-Kondrachov). Sea 2 un dominio acotado de RN de clase

2N

C'. Entonces la inclusion de H}(Q) < LP(Q) es compacta para p € [1,225) .

Prueba. Ver [3] (pags 168-174) =

Teorema 1.1.6 Supongamos que se tienen (1.1), (1.2) y p € [1,ﬂ]. Entonces el

N—2
funcional ¥ : HY — R definido por



es tal que ¥ € C*(HY, R) y (V' (u /fxuv Yo € Hj.
Prueba. Ver [5] (pags 16-19) m

Definicién 1.1.3 Sea X una espacio de Banach. Una funcion F : X — RU {+oo} es
Fréchet diferenciable si para todo ug € X, con F (ug) < +oo, ezisten un funcional lineal

continuo F' (ug) € X* y una funcion real E (ug,v) tal que Vv € X
F(ug +v) = F (ug) = (F' (uo) ,v) + |[v[| E (uo, v)

donde E (ug,v) — 0 cuando ||v]] — 0

Teorema 1.1.7 Sean f : Q x R — R una funcién continua y ¢ : H: — R el funcional

:%/Q|Vu|2—/QF(x,u), donde F(%S)I/Osf(x,t)dt

Supongamos que (1.1) es vdlido y 1 < p < ]\ZI—JL Entonces ¢ es continuamente Fréchet

definido por

diferenciable y

v>:/Vu.VU—/f(x,u)v, Vv € Hj.
Q Q

Prueba. Ver [5] (pags 16-19) m

Teorema 1.1.8 (Desigualdad de Poincaré) Sean Q un dominio acotado en RN y u € H}.

/u<_/w|

Prueba. Ver [3] (pags 168-174), [4] y

FEntonces

Teorema 1.1.9 Sean X, Y espacios vectoriales normados yT : X — Y un operador li-
neal compacto. Sea () una sucesion débilmente convergente a x en X, entonces T(x,)

converge fuertemente a T'(z) enY.



Prueba. Ver [12] (pag 410) m

Teorema 1.1.10 Sean E un espacio de Banach reflexivo y (x,) una sucesion acotada

en E. Entonces existe una subsucesion (a:n(k)) que converge en la topologia débil.
Prueba. Ver [3] (pag 50 ) =

Teorema 1.1.11 Sea E un espacio de Banach reflexivo. Sea (x,) una sucesion débil-

mente convergente a x en E tal que limsup ||z, || < ||z||, entonces x, — = fuertemente.

Prueba. Ver [3] (pag 52) =



Capitulo 2

El Principio Variacional de Ekeland

2.1 Introduccion

En el presente capitulo se demuestra, en la seccién 2, el Principio Variacional de Ekeland
probado por I. Ekeland en [8] en sus formas fuerte y débil. Desde su publicacién en
1972, el Principio Variacional de Ekeland ha sido utilizado en muiltiples aplicaciones en
Optimizacién, Teorfa de Control, Geometria Diferencial y Ecuaciones Diferenciales, entre
otras. En la Seccién 3 presentamos una aplicacién a la teorfa de puntos fijos debida a J.

Caristi.

2.2 El Principio Variacional de Ekeland

Presentamos inicialmente el siguiente lema, necesario en la demostracion del Principio

Variacional de Ekeland.

Lema 2.2.1 Sean (X,d) un espacio métrico completo y F,,, n € N, una sucesion decre-

ciente de subconjuntos cerrados no vacios cuyos didmetros tienden a cero, es decir,
F, D F,.1 y diamF,, — 0,

entonces existe un unico punto x € X tal que

an:{I}



Prueba. Para cadan € N, escojamos un punto x, € F,. Demostraremos que ()
es una sucesion de Cauchy en X. En efecto, dado ¢ > 0, existe Ny € N suficientemente
grande, tal que diamFy, < €.

St n> Ny ym > Ny, como F,, C Fy, y F,,, C Fy, se sigue que x,, € Fn, y T, € Fy,,
por lo tanto

d(zn, xy) < diamFy, < e.

Luego (x,,) es una sucesion de Cauchy en X y como X es completo, existe x € X tal que
Tp — T.
Dado que cualquier F,, contiene todos los puntos de la sucesion x,, excepto un nimero

finito de ellos, y F,, es cerrado, se sigue que

x € F, Yne€ N, porlo tantox € [\ Fy.

n=1

Veamos que x es el inico punto en la interseccion de los F,. En efecto, si existe otro

punto y € X, tal que
(e}
(JAS ﬂ E,,
n=1

entonces x y y pertenecen a todos los F,,, por lo tanto d (z,y) < diamF, ¥, € N. Como

diamF, — 0 se sigue que d (z,y) =0 luego z =y m

Teorema 2.2.2 (Principio Variacional de Ekeland- forma fuerte)

Sean (X, d) un espacio métrico completo y ¢ : X — RU{+00} una funcion semicontinua
inferiormente, no idénticamente igual a +00, Yy acotada inferiormente.

Sean e >0 yu € X tales que ¢ () < i%fgb—l—%.

Entonces para cada A > 0 existe uy € X tal que se cumplen las siguientes condiciones:

p(un) < 9(m), (2.1)
d(uy,w) < A y (2.2)
Blun) < Ou)+5d(wnu) Vutu, (2.3)



d(z,y)
)

Prueba. Para A > 0, sea d)(z,y) :=

Definamos la siguiente relacion en X

u<v<<= ¢(u) <¢(v)—edy(u,v).

Probemos inicialmente que esta relaciéon es un orden parcial. Evidentemente u < u; es
decir, la relacion es reflexiva.

La relacion es antisimétrica. En efecto, si u < vy v < u entonces

¢ (u) < o (v) —edy(u,v) y ¢ (v) < ¢ (u) = ed (u,v)

y por lo tanto

¢ (u) + ¢ (v) < (v) + ¢ (u) — 2edy (u, v)
0 < —2ed) (u,v).

Luego dy (u,v) = 0 de donde se sigue u = v.

La relacion es transitiva. En efecto, si u < vy v < w entonces

¢ (u) < ¢(v) —edi(u,v) y ¢ (v) < ¢ (w) —edy (v, w)

Luego

-
S
IN

¢ (w) = & (dx (u,0) + dy (v, w)),
¢ (w) = edy (u,w)

de donde se concluye que u < w.

ASE
&
IN



Definamos una sucesién (5,,) de subconjuntos de X de la siguiente manera:

Uy =UY sea

Slz{ueX:ugul}.

Por la definicién de infimo se sigue que existe
£
up € 81 tal que ¢ (uz) <info + =.
S1 22

Definamos

Se ={u € X : u < wuy}. Obviamente Sy C 5.

Continuando inductivamente construimos los conjuntos S,,, con
Sp={ue X u<u,}

y los puntos
€
2n+1 :

U1 €S, tales que ¢ (Upypp) < iélf¢ +

Por lo tanto

S1 D85 DS3D ...

Tomemos

Probemos que cada S, es cerrado. En efecto, si (z;) C S, y z; — 2 € X entonces

¢ (75) < ¢ (un) —edy (5, un) .

Tomando el lfimite inferior y usando el hecho de que ¢ es semicontinua inferiormente se

sigue que

¢ (x) < lim inf ¢ (z;) < lim inf (¢ (u,) — edy (2, u,)) = ¢ (u,,) — lim edy (z;, uy)

j—oo j—oo Jj—oo



Usando la continuidad de la distancia d, se tiene

QZ5($) S ¢ (un) - 5d)\ (x7un) :

Por lo tanto x < u,, es decir x € .S,,. Hemos probado que .S,, es cerrado.

Demostremos que diamsS,, — 0. En efecto si z € S,,, v < u,, luego

IN

¢(x) < ¢ (un) —edr(z,un). (2.4)

Ahora ¢ (u,) < Sinf o+ Q—i < ¢(x)+ 2% ya que x € S, 1.
n—1

Reemplazando la desigualdad anterior en (2.4) tenemos
dy (z,u,) <27
Por lo tanto si x,y € S, entonces

d(z,y) < d(@,un)+d(y, un)
d(z,y) < X2

Luego lim diam.S, = 0.

n—oo

Aplicando el Lema 2.2.1 tenemos que existe un unico elemento u, € X tal que

nFjl Sn = {Uk} .

Probemos que u, satisface las condiciones (2.1), (2.2), (2.3). Como uy € S se sigue
que uy < @. Por lo tanto ¢ (uy) < ¢ (u) — edy (uy,@). Es decir, ¢ (u)) < ¢ (u) y se
cumple (2.1).

Sea u € X con u # uy. Afirmamos que u ﬁ uy porque si u < uy, como uy < u, Vn se

(o ¢]
tendria que u < u,, ¥n, luego u € S,, Vn, es decir u € [ S,, = {u,} entonces
1

n=



u = uy jabsurdo!. Por lo tanto u € uy, es decir

o (u) > ¢ (uy) —edy(u,uy).

Esto prueba (2.3).

Demostremos (2.2). Como
n—1 n—1
dy (@, uy,) < Zd,\ (uj, uj41) < 22_],
j=1 j=1

[e.e]
tomando limite cuando n — oo, como u,, — uyy >, 277 =1, se sigue que
=1

d)\ (Ea u/\) <1

Por lo tanto

d(ﬂ,u,\) S)\ n

El siguiente teorema es muy importante y se conoce con el nombre de forma débil del

Principio Variacional de Ekeland. Este teorema es una herramienta para hallar “casi”

puntos minimos de un funcional.

Teorema 2.2.3 (Principio Variacional de Ekeland-forma débil). Sean (X, d) un espacio

métrico completo y ¢ : X — R U {400} una funcion semicontinua inferiormente, no

idénticamente iqual a 400, y acotada inferiormente. Entonces dado € > 0 existe u, € X

tal que se cumplen las siguientes condiciones:
¢ (uf) S 1§f¢ + €,

o (ue) < ¢ (u) +ed(u,u.) Yu € X u # u..

10



Prueba. Sea £ > 0. Usando la definicién de infimo existe @ € X tal que
6(m) <inf o+ -
u) < i 5
Aplicando el teorema anterior con A = 1 tenemos que existe u. tal que se cumplen (2.5)

y (2.6) m

Corolario 2.2.4 Sean X un espacio de Banach y ¢ : X — R U {+oo} una funcion
semicontinua inferiormente, no idénticamente igual a +00, y acotada inferiormente. Si

u e X es tal que
o(m) <inf ¢+,

entonces existe u. € X tal que

¢ (ue) < ¢ (), (2.7)
17 — el < Ve, (2.8)
$(us) <d(u) +vVeli—ul VueX u#u.. (2.9)

Prueba. Basta aplicar el Teorema 2.2.2 tomando A =/ y d(z,y)=|z—y|. =

2.3 Aplicacién a la teoria de puntos fijos

El siguiente teorema, debido a J. Caristi, es una aplicacién del Principio Variacional
de Ekeland a la teorfa de puntos fijos. Este teorema es importante y no requiere la

continuidad de la funcién f.

Teorema 2.3.1 Sean X un espacio métrico completo y f : X — X una funcion tal que

d(u, f (u)) < ¢ (u) = o (f (u)) Vue X, (2.10)

donde ¢ : X — R es una funcion semicontinua inferiormente y acotada inferiormente.

Entonces existe v € X tal que f (v) =v

11



1
Prueba. Aplicando el Teorema 2.2.3 (forma débil) con € = 5 existe v € X tal que

6 (v) — 6 (w) < %d(v,w) Vw € X.

Tomando w = f(v) en la desigualdad anterior y aplicando (2.10) tenemos

(v, () < 6 () = 6 (F(v) < 5 (v, (0).

Por lo tanto d (v, f (v)) =0. Luego f(v)=v m

Teorema 2.3.2 (Punto fijo de Caristi para funciones multivaluadas)

Sean X un espacio métrico completo y ¢ : X — R U {400} una funcion semicontinua
inferiormente y acotada inferiormente. Sea T : X — 2% wuna funcion multivaluada tal
que

o(y) <o(x)—d(z,y) Vee X ,VyeT(x). (2.11)

Entonces existe xq € X tal que x9 € T (z0) .

Prueba. Aplicando el Teorema 2.2.3 (forma débil) con e=1, existe xy € X tal que
¢ () < ¢ () +d(x,x0) VI # 0. (2.12)

Probemos ahora que xo € T () . Supongamos, por el absurdo, quey # xo Yy € T (xy).

Por (2.11) se tiene que
¢ (y) < ¢ (w0) = d(20,9)

y por (2.12)
¢ (w0) < ¢ (y) +d(y, o).

Por lo tanto, d (y,zo) < d(y,x0), lo cual es imposible. m

12



Corolario 2.3.3 (Teorema de Punto Fijo de Banach). Sean (X,d) un espacio métrico
completo y T : X — X una contraccion. Entonces existe xq tal que T (x¢) = xy.

Prueba. Como T' es una contraccion, existe 0 < k < 1 tal que

d(T (),T (y) < kd(z,y) Yo,y € X.

Probemos que

A(2,T (@) <6 (x) ~6(T (@), donde (x) = ———d (e, T (1)),
En realidad:
A, T(@) =6 () +6(T (@) = d(a,T () ~ —d (0,7 (@) + ——d (T (1) T (2))
< %d(m,T(m))Jerkd(x,T( ) =0

Por lo tanto,

d(x, T (x)) < é(x) = o (T ().

Como ¢ es continua y no negativa, es claro que ¢ es semicontinua inferiormente y acotada

inferiormente, el resultado se sigue aplicando el Teorema 2.3.1 W

13



Capitulo 3

Aplicaciones a la teoria de puntos

criticos

En este capitulo se presentan aplicaciones del Principio Variacional de Ekeland a la
teoria de puntos criticos. En la Seccién 1 se establecen condiciones para que un funcional
acotado inferiormente alcance su punto de minimo. En la Seccién 2 se demuestran a
partir del Principio Variacional de Ekeland el Teorema del Paso de la Montana de A.

Ambrossetti y P. Rabinowitz y el Teorema de Punto de Silla de P. Rabinowitz.

3.1 Aplicacion a la optimizacién

Sea X un espacio de Banach. Una funcién F': X — RU {400} es Gateaux-diferenciable
si para todo ug € X, con F (ug) < +00, existe un funcional lineal continuo F” (uy) € X*
tal que Vv € X

Pluo 1) = F(U0) _ v 0y 4y

lim
t—0

Si el operador u — F” (u) definido de X — X* es continuo entonces F' es continuamente
Frechet diferenciable, es decir F' es una funcién de clase C*.
El siguiente teorema es muy 1itil en teorfa de optimizacién, ya que nos proporciona “casi”

un punto minimo de funcionales definidos en un espacio de Banach.

14



Teorema 3.1.1 Sean X un espacio de Banach y ¢ : X — R una funcion semicontinua
inferiormente, acotada inferiormente y Gateauz-diferenciable Vr € X. FEntonces para
cada e >0 yu € X tales que

o(u) < i§f bp+e (3.1)

existe u. € X tal que

¢ (ue) < o(u), (3-2)
17— el < Ve, (3.3)

1" (ue)ll - < Ve (3-4)

Prueba. Sean ¢ > 0y w € X tales que satisfacen (3.1). Por el Corolario 2.2.4 existe

u. € X tal que se cumplen (3.2), (3.3) y

Hue) < plu) + Vellu —ull VueX u#u.

Sean v € X — {0} y t > 0. Tomando u = u. + tv se tiene

¢ (ue +tv) + Vet vl
¢(u€)—¢(u€+tv) < \/‘EHUH

-
—~
e
m
SN—
AN

Luego
Tomando el limite cuando t — 0T obtenemos

— (¢ (ue),v) < Velv|| YveX.

Esta desigualdad es valida para todo v € X y como —v € X y ¢ (u.) es lineal entonces

(¢ (uo),v)| < Velv| YveX.

oy M@

Por lo tanto ||¢ (u.)]
veX,v#£0 ||U||

<Vcm
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Corolario 3.1.2 Sean X un espacio de Banach y ¢ : X — R wuna funcién acotada infe-
riormente y Gateauz-diferenciable en X . Entonces para cada sucesion minimizante (uy),

es decir una sucesion (uy) tal que klim ¢ (ug) = inf ¢, existe una sucesion minimizante
—00 X

(vx)
ovr) < dlur),  Nlug—wll =0y [|¢" ()]l x. — 0 (3.5)

Prueba. Sea (u;) una sucesién minimizante. Definamos

¢ug) —inf ¢ si - G(uy) —inf¢ >0
Z si o(ux) — i&fqb = 0.

Ek —

Aplicando el teorema anterior, para cada k € N existe v, tal que

Ove) < Plur), un —vrll < VEw v 16/ (o)l xe < Ve
Como ¢, — 0, tomando limite cuando k — oo se obtiene (3.5) =

Definicién 3.1.1 Sean X un espacio de Banach y ¢ : X — R una funcién de clase C*.
Decimos que ¢ satisface la condicion de Palais-Smale si toda sucesion (u,) en X tal que

¢ (u,) es una sucesion acotada y

!

¢ (up) = 0en X7

tiene una subsucesion convergente en X.

Un funcional definido en un espacio de Banach acotado inferiormente no necesariamente
alcanza el infimo. El siguiente teorema establece condiciones para que un funcional

acotado inferiormente alcance el infimo.
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Teorema 3.1.3 Sean X un espacio de Banach y ¢ : X — R un funcional de clase
C*' que satisface la condicion de Palais-Smale y tal que ¢ estd acotado inferiormente.

Entonces existe ug € X tal que

inf = (u) y ¢ (u) =0.

Es decir, el infimo de ¢ se asume en ug € X y ug es un punto critico de ¢.

1

Prueba. Sean € N. Aplicando el Teorema 3.1.1 con € = =, existe u, € X tal que

1
< =

X+~ \/n

/

S(w) <imfo+s y |

Por lo tanto, la sucesion ¢ (u,) es acotada y qb/ (up) — 0 en X*. Como ¢ satisface
la condicion de Palais-Smale, existen una subsucesion (un(j)) y un ug € X tales que
Up(j) — Uo- Como ¢ es continua se tiene que

. ) . 1
lim ¢ (u,;)) < lim (1%f¢) - —>

j—00 j—00 n(j)

¢ (ug) < inf ¢.

Luego
P(uo) = i§1(f o

/ .
Ademds, como ¢ es continua,

w6 ] < ()

J—00

!

¢(U0)H < 0.

Por lo tanto

qb (UQ) = O n

17



3.2 Teoremas de minimax

Utilizando el Principio Variacional de Ekeland demostraremos, en esta seccién, el Teo-
rema del Paso de Montana y el Teorema de Punto de Silla, dos importantes teoremas de
la teorfa de puntos criticos.

El siguiente lema es necesario en la demostracién del Teorema 3.2.2.

Lema 3.2.1 Sean K un espacio métrico compacto, Ky C K un subconjunto cerrado,

X un espacio de Banach y x € C (Ko, X). Entonces el conjunto
M={geC(K,X) [g(s)=x(s) Vse Ko}

es un espacio métrico completo con métrica d (x,y) = max |z (t) —y ()| -
€

Prueba. Es suficiente demostrar que M es cerrado en C (K, X), ya que sabemos
que C (K, X) es completo.
Sea (z,,) una sucesién en M tal que z,, — h en C (K, X). Demostremos que h € M. En

efecto, dado € > 0 existe Ny € N tal que

_ >
Itréz}gcﬂxn (t) —h(t)|]| <e Vn > Np.

_ < —
Luego  max [z, (s) — £ (s) ]| < max |l (t) = h(B)] <e,

max [[x (s) —h(s)] <e,

Y como € > 0 es arbitrario se sigue que x (s) = h(s) Vs € Ky. Luego h € M. Hemos
probado que M es cerrado. m
El siguiente teorema es muy importante debido a que a partir de él se demuestran el

Teorema del Paso de Montana y el Teorema de Punto de Silla.
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Teorema 3.2.2 Sean K un espacio métrico compacto, Ko C K un subconjunto cerrado

de K, X un espacio de Banach, x € C (Ko, X) y M definido por

M = {geC(K,X)/g(s)=x(s) Vse€ Ky}.

Sea ¢ € C'(X,R). Definamos c= inf max¢(g(s)) y c; = max¢.

geEM seK x(Ko)

Si ¢ > c; entonces para cadac >0 y cada f € M tales que

max ¢ (f (s)) < c+e,

existe v € X tal que

c—e <¢(v) <maxo(f(s)), (3.6)
dist (v, f (K)) < Ve (3.7)

|6 <ve (3.8)

Prueba. Por el lema anterior, M con la métrica

d(z,y) = max [z (t) —y (¢)]

es un espacio métrico completo. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que

0 <& < c¢— . Definamos la funcién ¥ : M — R de la siguiente manera

V(g) = max¢(g(s)).

Observamos que ¢ = iJI\l/[f U > ¢; y por lo tanto ¥ estd acotada inferiormente.
Afirmacion 1 ¥ es continua.

Prueba. Sea g; € M. Demostremos que ¥ es continua en ¢;. En efecto, dado ¢ > 0,
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como f; (K) es compacto. existe 6 >0 talquesiy € f1(K)y z€ X

e =yl <6 = [o(z) —d(y)| <e Ve e X Vyeg(K).

Sea g € M, tal que d(g,g1) <. Sea t; € K tal que

W (g) = o(g(t1))-

Por lo tanto

V(g) =W (g1) = & (g(11)) —max (g1 (s)) < ¢g(tr)) = ¢(g1(t1))-

Como ||g (t1) — g1 (t1)]| < d(g,91) < 0, de (3.9) y (3.10) se sigue que

V(g) = ¥(g)<e.

De manera andloga, intercambiando los papeles de g y g1, se tiene que

W (g) — ¥ (g)| <e.

Por lo tanto ¥ es continua. Esto prueba la afirmacién 1. [

Sea f € M tal que
W (f) = maxo (f () S o+ 5.

seK 2

Aplicando el Principio Variacional de Ekeland-forma fuerte, existe h € M tal que

d(h, f) < Ve

U (h) <V (g)++ed(h,g), Yge M, g+#h.
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Afirmacion 2. La conclusién del teorema se sigue si demostramos que existe s € K tal
que

c—e < (h(s)) (3.14)

¢ (h(s))]| < VE (3.15)

Prueba. Si (3.14) es vélido tenemos que

¢ (h(s)) <max¢ (h(s)) = W (h) <V (f) =max¢(f(s)).

seK seK

Por lo tanto existe v € X, v = h(s), tal que

c—e<¢(w) <maxo(f(s)).

seK

Luego (3.6) es valido.
Ahora usando (3.12) se tiene

d(v, f(K)) = it [[h(s)—f(w)]
15 (s) = f (s)l
d(h, f) < Ve,

IN

IN

luego se cumple (3.7).
(3.8) se cumple debido a (3.15). Esto prueba la afirmacién 2. O

De (3.15) se sigue que

¢ (h(s))]| = sup

[[w[|=1

(¢ (h(s).w)| <2

Luego
(6/(h(5)),w) > —VE Yo con [lw] =1.
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Demostremos ahora (3.14) y (3.15). Razonando por contradiccién, supongamos que no

existe s tal que se cumplen (3.14) y (3.15). Entonces para cada s € S, donde
S={seK:c—e<¢(h(s))},

existen 0, > 0, ws, € X con ||ws]| = 1 y una bola abierta 3, C K, que contiene a s tal

que parat € B,y u € X con |lu]| < 5 tenemos
<¢’ (h (t) + u) ,ws> < —VE (3.16)

En la afirmacién anterior hemos usado la continuidad de ¢'.

S es un conjunto cerrado, por ser la imagen inversa de un cerrado, y como .S C Ky K es
compacto entonces S es compacto. Como S C Uf, entonces existe un subcubrimiento
finito de .S que denotaremos { B, }le.

Para i =1,...,k definamos P; : K — [0, 1] por

(

dist (t, Eﬁsj)
k
(1) = ; dist (t, C68j>

k
0, si te K—J§8,,
i=1

k
, site s,
i=1

\

donde CBS], es el complemento de st. Sea 0 = min (531 1 0sy5 +ees 5%) .
1si c<o(h(t))

Sea P : K — [0,1] una funcién continua tal que P (t) =
0 si ¢<h(t)) S c—¢g,

y sea g € C' (K, X) definida por

g(t) =h(t)+0P(t)> P;(t)w,, . (3.17)
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Probemos que g € M. En efecto, sea t € Ky, luego h(t) = x (t), por definicién de M.

Por lo tanto

¢(h(t))=¢(x(t))<n? )¢:c1<c—g,

Luego ¢ (h (t)) < ¢ — ¢ y se tiene entonces que P (t) = 0. Por lo tanto
g(t)="h(t) =x(t) para t e Ko,

de donde se sigue que g € M.

Afirmacién 3.

a) Sit € Sentonces &(g(t) — o (h(t)) < —/c0P ().

b) Sit ¢ S entonces ¢(g(t)) = ¢ (h(t)).

Prueba. a) Utilizando la version clasica del teorema del valor medio, para cada t € S

existe 0 < r < 1 para el cual

¢ (g(t) —o(h(t) = <¢(h(t)+7“(g(t)—h(t)), (g(t)—h(t))>

) j=1 ) j=1
= JP(t) ZPJ < (h t)+roP(t ZPJ()wSJ> wsj> (3.18)
Ahora . .
réP (t)ZPj (t)w, || < r5|P(t)|ZPj (t) |Jws, || < 6.

Usando (3.16) tenemos que

<¢/ (h (t)+70P (1) P (1) wsj> ,wsj> <
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Por lo tanto de (3.18) se sigue que

$g (1) — ¢ (h(t)) < —VEIP (t). (3.19)

Esto prueba la afirmacién a). [
Prueba b) Sit ¢ S entonces ¢ (h (t)) < c—e. En consecuencia P (t) = 0. Usando (3.17)

se sigue que

Esto prueba la afirmacién b). O

Sea t € K tal que
¢ (g(t) =maxo(g(t) =T (g).

teK

De la Afirmacién 3 se sigue que

¢ (9(7) —o(n (7)) <0.

Por lo tanto

Luegote S y P(f) =1
De (3.19) tenemos

En consecuencia

Luego g # h. Ahora,

d(g,h) =sup|lg(t) —h(t)| = sup
teK te K
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de donde se concluye que

W (g) + Ved(h,g) < W (h),

lo que contradice (3.13). Hemos demostrado (3.14) y (3.15) y esto concluye la demostracién

del teorema m

Corolario 3.2.3 Sean K, Ky, X, x, M, ¢, c y c¢1 definidas como en el teorema anterior

y supongamos que existe S C X tal que

g(K)N S # 0 para todo g € M

Y sea cg = igf 0.

Si c1 < ¢o entonces ¢ > ¢y y en consecuencia se tienen todas las conclusiones del teorema

anterior.

Prueba. Si g (K)NS # () para todo g € M, existe k; € K tal que g (k1) € S. Luego

max ¢ (g (1)) 2 ¢ (g (k1)) = inf & = co.

Por lo tanto

— inf >
c= Inf max¢(g(t)) 2 co >y,

y se tienen las conclusiones del teorema anterior. m

Corolario 3.2.4 Supongamos las mismas hipdtesis del Teorema 3.2.2. FEntonces para

cada sucesion (fy) en M tal que
max(¢ o fr) — c,
K
existe una sucesion (vy) en X tal que

d(vg) — ¢, dist(vg, [x(K)) —0 y |[|¢'(vp)]] =0 cuando k — oc. (3.20)
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Prueba. Definamos

. m}gx(qb ofy)—c si mlz(LX(QS ofx)—c>0

1 i _ o<
. si mlz(mx(gb o fr) —c<0.

Aplicando el teorema anterior, para cada k € N existe v, € X tal que

c—ep < ¢lop) <max(go fi),  dist(oy, fo(K)) < VB y (19" (ve)ll < vk

Como ¢, — 0 cuando k — oo, tomando el limite cuando k£ — oo en la expresién anterior

se obtiene (3.20) m

Corolario 3.2.5 Supongamos las mismas hipdtesis del Teorema 3.2.2. Si ¢ satisface la

condicion de Palais-Smale entonces ¢ es un valor critico de ¢.

Prueba. Aplicando el corolario anterior tenemos que existe una sucesién (v;) en X
tal que

dvg) —c vy ||¢'(vp)|| = 0 cuando k — co.

Como ¢ satisface la condicién de Palais-Smale existen una subsucesion vy;) y un vp € X

tales que vy(j) — vo. Utilizando la continuidad de ¢ y de ¢ se sigue que

d(vo) =c y  ¢(vo) =0.

Es decir, c es un valor critico de ¢. m

Escogencias adecuadas de K, Ky y x en el Teorema 3.2.2 nos proporcionan los dos
teoremas siguientes, que son muy importantes en la teorfa de puntos criticos. El sigui-
ente teorema debido a A. Ambrosetti y P. Rabinowitz (ver [1]) nos proporciona, bajo
hipétesis adecuadas, puntos criticos de tipo minimax, ttiles para estudiar la existencia

de soluciones de problemas elipticos semilineales.
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Teorema 3.2.6 (Paso de la Montana) Sean X un espacio de Banach y ¢ € C* (X, R).
Supongamos que existen ug € X, uy € X y una vecindad acotada ) de ug tal que

ule(X—ﬁ) Y

inf ¢ > max (¢ (uo) , ¢ (wa)).

Sean I'={g e C([0,1],X) / g(0) =uo,g(1) =ur} y c = inf max ¢ (g (s)).

g€l s€[0,1]

St ¢ satisface la condicion de Palais-Smale entonces ¢ es un valor critico de ¢ y

¢ > max (¢ (uo) , ¢ (u1))
Es decir, existe u € X tal que ¢ (u) =c y ¢ (u) = 0.

Prueba. Escojamos K = [0,1], Ky = {0,1}, x(0) = wo, x(1) = w3, M =T,
S =00, ¢g = iangfgb y ¢1 = max (¢ (up), ¢ (u1)) en el Teorema 3.2.2 y en el Corolario
3.2.3.

Para tener todas las hipétesis del Corolario 3.2.3 resta demostrar que
g([0,1) NI Q # O para todo g € T

Como g(0) = up € Q, g(1) = u; € (X —9Q) y la funcién g : [0,1] — X describe en
camino continuo que une los puntos ug y u1 y ¢([0,1]) es un conjunto conexo se sigue
que

g ([0,1]) N OS2 # 0.

Como ¢y > ¢y, por el Corolario 3.2.3 se tiene ¢ > ¢; y se siguen todas las conclusiones del
Teorema 3.2.2.
Como ¢ cumple la condicién de Palais-Smale, aplicando el corolario anterior existe u € X

tal que



Definicién 3.2.1 Sean Q dominio acotado en R" y f € C*(Q)NC (). Siy € R —
1 (092) es un valor requalar de f, es decir y no es un valor critico, definimos el grado de

Brouwer

> sign(det (f'(x))) si f7'(y) #0
d(f,Qy) = =y
0 si f(y) =10

Usando el teorema de aproximacién de Weierstrass se define el grado para funciones

continuas en la clasura de Omega.

Definicion 3.2.2 Sean Y un espacio de Banach real de dimension finita, € un subcon-

junto abierto acotado de Y, y f : Q — Y wun funcion continua, definimos

d(f,Qy)=d(e(f (¢ ()¢ ()0 )
donde ¢ : Y — R™ es un isomorfismo y m = dimY

El siguiente teorema, debido a P. Rabinowitz, también nos proporciona puntos criticos

para funcionales definidos en un espacio de Banach de dimensién infinita.

Teorema 3.2.7 (Punto de Silla). Sean X un espacio de Banach y ¢ : X — R un
funcional de clase C' que satisface la condicién de Palais-Smale. Supongamos que

X=VeW, dondeV yW son subespacios cerrados, con dimV < oo. Sean

Sp = {ueV / |ull=R }, Br={ueV /|u| <R},
M = {geC(Bg,X) [/ g(s)=ssise€Sp} y c= inf maxo(f(s)).

fGM SGBR

Si inf ¢ > max @, entonces c es un valor critico de ¢.
w R

Prueba. Apliquemos el Corolario 3.2.3 con y : S, — X definida por x(s) = s
Vs € Sk,
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co=max¢p, W =S, K=Bp, Ky=>Sg
x(Sr)
Obsérvese que

co = inf ¢ > max ¢ = max ¢ = ¢y.
w ¢ Sk ¢ X(SR)¢

Luego ¢y > c¢;. Falta demostrar que
g(BR)YNW #0 Yge M.

Sea P la proyeccién de X sobre V' con nicleo W. Luego P(w) = 0 Yw € W. Sea g €
M. Consideremos la funcién compuesta Pog : B — V, por lo tanto (P o g) € C(Bg,V)
y (Pog)=1Id en OB = Sg.

Consideremos la homotopfa H : [0,1] x B — V definida por H(t,z) =t(Pog)(x) +
(1—1t).

Obsérvese que H(0,z) =2 y H(1,z) = (P o g) (x). Luego por la propiedad de invarianza
del grado de Brouwer bajo homotopia (ver [11], pag 33-34) se sigue que

deg(P © g, By, 0) = deg(Id, Br,0) = 1.

Por lo tanto (P o g) tiene un cero en Br. Entonces existe s; € Bg tal que (P o g) (s;) = 0.
Luego g(s1) e W'y
9(Br) "W # 0.

Por lo tanto se tienen todas las conclusiones del Teorema 3.2.2. Como ¢ satisface la
condicién de Palais-Smale, por el Corolario 3.2.5 se sigue que ¢ es un valor critico de ¢.
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Capitulo 4

Aplicaciones a las Ecuaciones Diferen-

clales Parciales

En este capitulo se presentan aplicaciones de los teoremas vistos en el Capitulo 3 a la
existencia de soluciones débiles para problemas elipticos semilineales. En la primera
seccién se establecen condiciones para las cuales un funcional satisface la condicién de
Palais-Smale, la cual es necesaria para la obtencién de puntos criticos del funcional. En
la segunda seccién se presenta una aplicaciéon utilizando un teorema de minimizacién
obtenido del Principio Variacional de Ekeland. En la Seccién 3 se presentan dos aplica-
ciones, la primera utiliza el Teorema de Punto de Silla (Teorema 3.2.7) y la segunda usa
el Teorema del Paso de la Montana (Teorema 3.2.6).

Consideremos el problema de Dirichlet

—Au = f(z,u) en £
U =0 en Of).

(4.1)

En este capitulo se supondra que 2 € RY (N > 3) es un dominio acotado con frontera
suave, f : Q x R — R es una funcién continua y F (z,s) = [ f (z,t) dt. Se denotard por
A el operador de Laplace y por 0 < A; < A2 < A3 < .. .la sucesién de valores propios del
operador —A en €2 con condiciones de Dirichelt cero en la frontera.

Por una solucién cldsica de (4.1) entendemos una funcién v € C?(Q) N C (ﬁ) que

satisface (4.1).
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Una solucién débil de (4.1) es una funcién u € Hj(€) que satisface

/VU.VU:/f(x,u)U Vv € Hy.
Q Q

Sea ¢ : Hi — R el funcional definido por

¢(u)z%/ﬂ|Vu|2—/ﬂF(x,u).donde F(x,s):/osf(x,t)dt.

Supongamos que existe una constante ¢ > 0 tal que

/ 1 1 2N
|f'(x’8)|gc|s|l’*1_’_b(x>’ b(')ELpu COn]_)—f-]?:l, ]-Spé N — 9

Entonces por el Teorema 1.1.7 ¢ es continuamente Fréchet Diferenciable y

<¢>’ (u),v>:/QVu.Vv—/Qf(x,u)v Vo € H.

(4.2)

(4.4)

(4.5)

De (4.2) y (4.5) se sigue que u es una solucién débil del problema (4.1) si y sé6lo si u es

un punto critico de ¢.

4.1 La condicion de Palais-Smale

La condicién de Palais-Smale es una condicién de compacidad sobre el conjunto de pun-

tos criticos de un funcional. En las Secciones 4.2 y 4.3 se utiliza esta condicién para

obtener puntos criticos del funcional ¢ y de esta manera conseguir soluciones débiles de

problemas elipticos semilineales. En esta seccién se establecen condiciones para las cuales

un funcional ¢ satisface la condicién de Palais-Smale.

El siguiente lema se usa para demostrar los Lemas 4.1.2 y 4.1.3.
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Lema 4.1.1 Supongamos que

/ 1 1 2N
|f (z,5)] <c|s"' +b(z), dondec>0, b(-) € LP con;—kﬁzl, 1<p< N3

Si toda sucesion (u,) en Hy tal que la sucesion ¢ (u,) es acotada y

¢ (un) — 0,

es acotada, entonces el funcional ¢ definido en (4.3) satisface la condicion de Palais-
Smale.

Prueba. Hay que probar que (u,) contiene una subsucesion convergente en H; .
Como u,, es acotada existe una subsucesion, que denotaremos u;, débilmente convergente

en Hy, es decir u; — ug, con ug € H}. Como el encaje de H} — LP es compacto (ver

. ! . .z
Teorema 1.1.5) se sigue que u; — ug en L. Como Hqﬁ (u ) ‘ — 0, existe una subsucesion

Un(j) tal que

Sup ‘<¢/(un(j)>7 U>}

1
< - VjeN.
v0 [v]] j

por comodidad, denotaremos la subsucesion u,;y nuevamente como u; . Usando (4.5) se

AVuj.Vv—/ng(x,uj)v

En particular cambiando v = u; — ug € Hj .

tiene

1
< 7 ||’UHH3 Vv € H} .

[ = woll g1

/QVuj.V (uj —up) — /Q [z, u)) (u; —up)| < ; (4.6)

Por el Teorema 1.1.1 f (x,u;) — f(x,u0) en L”. Ahora aplicando la desigualdad de

Hoélder se tiene que

/Q (@, u5) (u; — o)

Sy ug) || o Nwg — uoll 1 - (4.7)
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Usando (4.7) y tomando limite en (4.6) cuando j — 0o se sigue que

[ ) 9 0y~ )

De la expresion anterior se deduce que ||u]||Hé — ||u0||Hé y como u; — ug en H}, por el

Teorema 1.1.11 se tiene que
uj — ug fuertemente en H;.

Luego ¢ satisface la condicion de Palais-Smale m

El siguiente lema es 1til para demostrar la condicién de Palais-Smale para problemas de

Dirichlet asintéticamente lineales.

Lema 4.1.2 Supongamos que existen funciones a y 5 € L™ () tales que

lim f(@,5) =afr) y lim fzs) = B(x). uniformemente para v € (4.8)
s§——00 S 5—00 S
Si el problema
—Av = [zt —alz)vT en Q
v = 0 en 082,
(donde vt = max(0,v) yv~ = vt —wv) tiene inicamente la solucion trivial v = 0 entonces

el funcional ¢ definido por (4.3) satisface la condicion de Palais-Smale.

Prueba. Usaremos el Lema 4.1.1. De (4.8) se sigue que existen constantes ¢; y ¢ tales
que

[f(z,8)] < 1 ls] + ca. (4.9)

Por lo tanto se tiene la hipétesis de crecimiento de la funcién f (z, s).
Sea (u,) C H} tal que |¢(u,)| < k, donde k es una constante, y ¢’ (u,) — 0. De-

mostraremos que (u,) es acotada. Razonando por contradiccién, supongamos que
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||“n||H3 — 00. Luego

<k vy (4.10)

otudl = |5 [19ul = [ P

/QVuan—/Qf(x,un)v

Como v, es acotada podemos suponer (tomando subsucesiones si es

<e, H'UHH(} Vv € Hy, (4.11)

donde ¢,, — 0.

u
S =
T

necesario) que existe vg € H} tal que v, — vy en H}, v, — vg en L? | v,(z) — vo(z)

para casi todo z € Q y existe h € L?(Q) tal que |v,(z)| < h(x) para casi todo x € Q.
Afirmacién: HunH;I(l} f(z,u,(2)) — B(x)vy —a(z)vy, en L2 (4.12)

Prueba. Sean a,, := HunHHé y l(z) = B(z)vg — a(x)vg .

f(@, anv, (7))

Sea f,(x) = - = v () P si vy, (x) # 0. (4.13)
Usando (4.9) se sigue que
(@) < ai (c16n [0a(2)| + ©2) < exh(z) + 2. (4.14)

Sea Ay ={z€Q/vy(x)#0}.
De (4.8) y (4.13) se tiene que f, () — [ (z) para casi todo = € A;.

Usando (4.14) y el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue se sigue que
JnXa, — 1 en L2

Sea Ay ={z€Q/vy(x)=0}.

De la primera desigualdad en (4.14) se sigue que f, () — 0 para casi todo x € As.
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Por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue se sigue que
fnXa, — 0 en L2

Por lo tanto

fn—1 en L2 O

Dividiendo por ||u,,|| Hy en (4.11) tenemos

e lo1]

Vv € Hy,

/Q V0, Vo — /Q lunllzz} £ wn(@))o] <

N HunHHé

y tomando lfmite cuando n — oo se sigue que

/ VuoVo — /(B(m)var —a(z)vg)v=0 Yuve Hy.
Q Q
Luego vy es una solucién débil del problema

—Av = [zt —a(z)v en
v = 0 en Of)

Por lo tanto vg = 0.

Tomando en (4.11) v = v, y dividiendo por ||u,|| w3 Obtenemos

_ En HUnHHl .
190 = [l o] < T s dec
Q Q 0 ||Un||Hg
_ En HUnHHl
\1 [l fr ] <
Q 0 ||un||H3

lo cual es absurdo porque el segundo y tercer término de esta desigualdad convergen a
cero. entonces (u,) es acotada y por el Lema 4.1.1 se sigue que ¢ satisface la condicién

de Palais-Smale =
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El siguiente lema permite demostrar la condiciéon de Palais-Smale para problemas de
Dirichlet superlineales. La hip6tesis (4.15) fue introducida por A. Ambrosetti y P. Rabi-

nowitz.

Lema 4.1.3 Supongamos que |f (z,s)| < ¢|s|’"" +b(z), donde ¢ > 0, con % +]% =1,

b()eLlV,1<p< 2Ny supongamos que existen
0>2 y so>0 tales que 0 < OF(x,s) <sf(x,s) VYo €Q V|s|> s. (4.15)

Entonces ¢ satisface la condicion de Palais-Smale.

Prueba. Sea u,, una sucesién contenida en H} que satisface (4.10) y (4.11). Tomando

v =wu, en (4.11) obtenemos

—/ V| + / flz uy)u, < e, HUnHHg : (4.16)
Q Q
Multiplicando por 6 en (4.10) se tiene
4 2
5/ |Vu,| —/HF(x,un) < (C, donde C € R. (4.17)
Q Q

Sumando las desigualdades (4.17) y (4.16) se obtiene

(2—1)/Q|vun|2 S/Q(QF(x,un)—unf(x,un(x))—i—anﬂun”Hé el (4.18)

Sea A={z€Q\ |u, (z)| <so}y B={zxeQ\ |u,(z)] > sy} Ahora tenemos que

/Q (OF (2, tn) —ttn f (2, un(z)) = /

A

(OF (2, up)—un f(x, un(x))—i-/ (OF (2, up)—un f(x, upy(x))

B

Usando (4.15) En la segunda integral se sigue que

/Q (OF (2, 1) — 0 f (@, 1p (2)) < / (OF (2, 1) — i f (2, 1un ()

A
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Acotemos la integral sobre el conjunto A. En efecto las funciones f : Q x [—sg.s0] y F
€ x [—s0,50] son continuas en el compacto € x [—sg 5o] y en consecuencia acotadas, es decir

existe un M € R tal que |F(z,u, ()| <M y |f(z,un(z))| <M Ve Vne N

IN

[JWF@ﬂm%ﬂmﬂ%UM@N tA@UW%%M+&Mﬂ%uA@N)

< (O+s0)M Q| =K

Remplaando en (4.18) se sigue que
4 >
(5 -1 [ [Vu,|" <y HunHHol + Oy, donde |e,| < C; Vn e N.
Q

Por lo tanto

0
5 = Dl = G lluall gy = C2 <0.

De donde se sigue que existe M € R tal que
HunHHol <M, VneN.

Luego por el Lema 4.1.1 tenemos que ¢ satisface la condicién de Palais-Smale. =

4.2 Una aplicacién utilizando el Principio Variacional

de Ekeland

En esta seccion se demuestra la existencia de una solucién débil de un problema eliptico
semilineal utilizando un teorema de minimizacién obtenido del Principio Variacional de
Ekeland.

El siguiente lema serd de gran utilidad en la demostraciéon del Teorema 4.2.2.
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Lema 4.2.1 Si a,b € (0,)\;) entonces el problema

—Aw = bwt—aw™ en

w = 0 en Of)

(4.19)

tiene como Unica solucion w =0

Prueba. Si w > 0 en 2 entonces w™ =w y w~ = 0. Luego
—Aw = bw en
w = 0 en 09,

por lo tanto b es un valor propio de —A, esto es una contradiccién ya que por hipétesis
b < A;. Similarmente se prueba que si w < 0 en {2 entonces a es un valor propio de —A,
lo cual es una contradiccion.

Sea w es una solucién que cambia de signo. y sea A = {z € Q/ w(x) > 0}. Luego

—Aw = bw en A
0 en OA.

w

Como b < A1 y el autovalor principal de —A en cualquier subregién de € es mayor o igual
a A1, se sigue que A = (). Similarmente se demuestra que si B = {x € Q/ w(z) <0}
entonces B = ().

Como w = 0 es una solucién de (4.19) , entonces tiene lugar la afirmacién del lema. =

Teorema 4.2.2 Sea f : R — R wuna funcidon continua tal que lim M = a
§——00 S

lim f(s) =0b, conaybe (0,\). Entonces el problema

s—oo0 8

Au+ f(u) =0 en
u =0 en O0f,

(4.20)

tiene una solucion débil.
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Prueba. Debemos buscar puntos criticos del funcional ¢ : Hj — R definido por

o(u) = 1 / IVl — / F(u), donde F(s) = [0 f(t)dt. (4.21)
Q Q
Si lim & =a y lim LS) =b,con aybe(0,\),seac; € R, tal que maz{a,b} <
s——00 8§ s—00 8§

c1 < A\1. Entonces existen sy > 0 tales que
s
‘—‘ < ¢ para [s| > so.
S

Por la continuidad de f en [—sq, So] existe ¢z tal que |f(s)| < ¢ para |s| < so.
Luego
lf(s)| <cils|+c2  VseR. (4.22)

Esta desigualdad nos permite asegurar (ver teorema 1.1.7) que ¢ es continuamente Fréchet

diferenciable y

(@' (u),v) :/QVUVU—/Q]‘(U)U Vv € Hjp.

También de (4.22) se prueba que existen ¢ y k en R talesque c; < < A; y
L,
F(s) < 58 +k VseR. (4.23)
Demostremos que ¢ esté acotado inferiormente: En efecto, usando (4.23) se tiene que

¢(u):%/ﬂ|vu|2—/QF(U)Z%/Q|W|2—%C’/QU2—/Q/€.

Por el Teorema 1.1.8 se sigue que

qb(u)z<A12_C/>/S2u2—/9k2—/ﬂkz:0>—oo

Luego ¢ estd acotado inferiormente.

Ademsds por los Lemas 4.1.2 y 4.2.1 ¢ satisface la condicién de Palais-Smale. Usando el
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Teorema 3.1.3 se sigue que existe ug € Hj tal que
fg=u vy ¢'(ug) =0

Es decir ug es un punto critico de ¢ y por lo tanto una solucién débil de (4.20) =

Como una consecuencia inmediata del teorema anterior se tiene el siguiente corolario.

Corolario 4.2.3 Sea f : R — R una funcion continua tal que ‘l‘im @ = a con
s|l—o0 S

a € (0,\1). Entonces el problema

Au+ f(u) =0 en
u =0 en 00

tiene una solucion débil.

4.3 Aplicaciones utilizando los teoremas de minimax

En esta seccién se presentan dos aplicaciones a las ecuaciones diferenciales, en ellas el
funcional ¢ no estd acotado inferiormente. Para hallar puntos criticos del funcional

¢ utilizaremos los teoremas de minimax vistos en el Capitulo 3.

Lema 4.3.1 Sea f: Q x R — R una funcién continua 1y supongamos que

lim inf —f (z,5)

> A\ uniformemente en ), es decir existen so > 0 y u' > A\ tales que
§——+400 S

f(x,s)

Ve e Q yVs > s > ', entonces el funcional ¢ definido por (4.3)

gb(u):%/Q|Vu|2—/QF(x,u) Vu € HY,

no estd acotado inferiormente.

Prueba. Sea b(x) = liminf

§—00

. Como b(x) > A\ existe u' > \; tal que

f(z,s)

F(x,s) >



Sea ¢, la funcion propia asociada a \1. Parat > 0, tenemos

1 1
oo < 5 [IVeoP—gue [ 6t+eial

t2 2 ult2 2 /
5 [Ival =50 [ 19ef +¢ 10l

t2 ul 2
5 (1= 5 ) oty + ¢ 101

IN

IN

Por lo tanto dado M € R, existe t > 0, tal que

¢ (1) <M

Luego ¢ no estd acotado inferiormente. m

Lema 4.3.2 Sean V = <¢17¢2, . ,¢k> el subespacio de dimension finita generado por
las primeras k funciones propias de (—A, H}) y sea W =V+ = <¢,€+1,¢k+2’ .. > Y

Hi =V & W. Entonces

a) [ | Vo] <\ [,v? Yo eV

b) [, |Vw|* > Ny [w? Yw € W.

k
Prueba. a) Sea v € V. Entonces v = Z@i¢i con a; € R.
i=1
Luego

k k
/|VU|2 — <U,U>Hé:<2aid)i,2aj¢j>
@ i=1 =1 i
k k
= 2(b. b. — 2 12
- ;al <¢17¢Z>H6 ;GZ/SJVQM
k k
= 2 (= D)) = 2\, 2
_ ;azfgcbl( A(6)) ;alxz/ﬁ
k

)\k Z <ai¢i7ai¢i>L2 = )\k: <'Ua U)LQ = )\k / UZ'

i=1 Q

IN
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Se sigue que

/lVU|2 < )\k/UQ. m
Q Q_

Prueba. b) Sea w € W. Entonces w = Z a;¢; con a; € R.
i=k+1
Luego

/Q|Vw]2 = (w,w)y = < Z a;;, Z aj¢j>
Hg

i=k+1 j=k+1
= > dosdy = > @ [ Vol
i=k+1 i=k+1 Q
S RACNCHED SN K
i=kt1 /0 i=k+1 @
> Mesr > (@i ai) 2 = M (w,w) =>\k+1/w2‘
i=k+1 Q

Se sigue que
/ |Vw|2 > Mgt / w?. m
Q Q
El siguiente teorema es una aplicacién del Teorema de Punto de Silla a un problema de

Dirichlet asintéticamente lineal. Este resultado fue demostrado por Dolph en [7].

Teorema 4.3.3 Supongamos que h € C(QQ) y f : R — R es una funcién continua tal

que existen constantes a y f € R con A\, < o, < Aga1,

lim /() =a vy lim () = 0. (4.24)

s——0o0 8 s—oo 8

Entonces el problema

(4.25)

tiene una solucion débil.
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Prueba. Buscar soluciones débiles del problema (4.25) es equivalente a encontrar

puntos criticos del funcional

:1/|Vu]2—/F(u)—/hu u € Hy, donde F(s / ft)dt.  (4.26)
2 Jo Q 0

Queremos aplicar el Teorema de Punto de Silla. Sea V' = <¢1,¢27 ...... gbk> y sea

W = V+. De manera similar al Lema 4.2.1 se prueba que el problema

—Aw = pwt—aw” en £

w = 0 en 0N

tiene tinicamente la solucién trivial w = 0 y por el Lema 4.1.2 se sigue que ¢ satisface la
condicién Palais-Smale.
Sean w y u tales que A\, < u < o, < U < Ay1. De (4.24) se sigue que existen

constantes C y Cy tales que

—.2
%—02<F()<%+01 Vs € R. (4.27)

Sea v € V. Por (4.27), el Lema 4.3.2 a) y la Desigualdad de Poincaré se tiene

o(v) < h/W|——/v+@mwwwpwm

00) < 3= [ 1Vl + Calo] + Il 3 ol
1
o0) < 5= 50 ol + Il A ol + ol

Como u > A se sigue que

¢(v) — —oo cuando ||v||H3 —o0 wveV.
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Por lo tanto dado M € R existe r tal que supqﬁ < M, donde S, = {v eV / [oll g = 7“} :
Sea w € W. Por (4.27), el Lema 4.3.2 b) y la Desigualdad de Poincaré se tiene

1 U
o) = 5 [ 1Vul =5 [ w?=Crlal= s ol

1 u 1
bw) > ~(1— ) / IVl — Cy 19 — Rl A F ol
2 Mer1” Ja 0
1 u 1
o) > =(1— —) ol — Al AL el — Cr 19
2 /\]€+1 0 0

Como u < A\gyq existe m € R tal que illzlvf¢ > m. Por lo tanto
inf ¢ > .
inf¢ > S}glrpsﬁ

La conclusion se obtiene aplicando el Teorema de Punto de Silla (Teorema 3.2.7). =
El siguiente teorema es una aplicacion del Teorema del Paso de Montana a un problema

superlineal, el cual fue demostrado por A. Ambrosetti y P. Rabinowitz en [1].

Teorema 4.3.4 Supongamos que f satisface las condiciones del Lema 4.1.3 es decir,

_ 1 1 /
|f (z,5)] <cl|s”' +b(x), donde ¢ >0, con—+—=1,b(-)e P, 1<p<
p D

N —2
Y supongamos que existen
0>2ysy>0 tales que 0<OF(x,s) <sf(r,s) VYoreQ V|s|> s

Adicionalmente supongamos que

lim L8283 (4.28)

s—0 S
Entonces el problema

—Au T, en )
flzw) (4.29)



tiene una solucion débil no trivial.

Prueba. Buscar soluciones débiles de (4.29) es equivalente a encontrar puntos criticos

del funcional
1
gb(u):—/ |Vu|2—/F(x,u), we HY.
2 Q Q

Queremos aplicar el Teorema del Paso de Montana. Por el Lema 4.1.3 ¢ satiface la

condicién de Palais-Smale. De la condicién (4.15) tenemos:

[ = [

In|s|” —In|s|® < InF(z,s)—InF(x,s).

Por lo tanto
s|” _ F(z,s)
;< -
‘30’ F(I,SO)

Utilizando la desigualdad anterior y (4.15) se sigue que

En consecuencia lim f(@s) = 00. Aplicando el Lema 4.3.1 se sigue que ¢ no estd acotado
$§—00 S
inferiormente.
[z, 9) : :
Tomando b tal que hr% =~ < b < Ay aplicando (4.28) existe § > 0 tal que
S— S

bls|”
2

|F(z,s)| < si|s] <. (4.30)

Usando (1.3) encontramos una constante k& > 0 tal que

|F(z,s)| < kl|s|” si |s| >0. (4.31)
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Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que p > 2. De (4.30) y (4.31) se tiene

b 2
Pz, )] < 22

L E|sP VseR (4.32)

Aplicando (4.32), la Desigualdad de Poincaré y el Teorema de Encaje de Sobolev obte-

o) = 5 [Vl =5 [k [w
bu) > 1——/|v ° —k(/w)

1
¢(u) > 2(1_>\_1)||u||H1 kil

nemeos:

Por lo tanto existe » > 0, tal que si ||u|| pp = T entonces ¢(u) > a para alguna constante
a > 0. Ademds ¢(0) = 0 y el funcional ¢ no estd acotado inferiormente, en consecuencia
existe e € H} tal que

el >7r y  ¢e) <O

El resultado se sigue aplicando el Teorema del Paso de Montana, Teorema 3.2.6 m
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