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Resumen

En este trabajo investigativo de tesis de maestria se realizo el estudio de los efectos
cuanticos gravitacionales, en el contexto del escenario de seguridad asintética, sobre la estabilidad
de la acrecion estacionaria y radialmente simétrica de un fluido ideal producida por un agujero
negro de Schwarzschild estatico. La estabilidad se analizé considerando perturbaciones linealizadas
basadas en la ecuacién de continuidad, modeladas mediante onda estacionaria y onda viajera de alta
frecuencia. Al considerar la métrica de Schwarzschild clasica se encontrd que la amplitud de la
perturbacion, modelada como onda estacionaria, decaia en el tiempo, debido a que el acople entre el
flujo y la geometria del espacio-tiempo actia como un efecto disipador.

En el andlisis de los efectos de gravedad cuantica, al considerar la métrica mejorada de
Schwarzschild en el esquema de truncacion de Einstein-Hilbert, se obtuvo que la estabilidad se
preserva, sin embargo a medida que la masa del agujero negro disminuye hasta llegar a la masa
critica (del orden de la masa de Planck), los célculos numéricos cuantitativos muestran que en el
escenario de seguridad asintotica se logra una mayor estabilidad con respecto al caso de relatividad
general, tanto para onda estacionaria como para onda viajera. Pero, cuando la masa del agujero
negro es menor que la masa critica, la estabilidad del fluido disminuye en el escenario de seguridad
asintotica con respecto a relatividad general, tanto en el analisis de onda estacionaria y viajera.
Estos resultados se explican a partir de la estructura de los horizontes de eventos de la métrica
mejorada, que determina su curvatura y el acople entre la geometria y el fluido.

El problema se resolvié mediante simulacion computacion en un cédigo desarrollado en MatLab,
donde se utilizaron métodos numéricos de integracion y de diferencias finitas.
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Abstract

In this research work of master's thesis it was carried out the study of gravitational quantum
effects, in the context of asymptotic safety scenario, on the stability of stationary and radially
symmetric accretion of an ideal fluid produced by a static Schwarzschild black hole. Stability was
analysed considering linearized perturbations based on the continuity equation, modelled by
standing wave and high frequency traveling wave. Considering the classical Schwarzschild metric it
was found that the amplitude of the perturbation, modelled as a standing wave, decayed in time
because the coupling between the flow and the geometry of space-time acts as a dissipating effect.

In the analysis of the effects of quantum gravity, when considering the improved Schwarzschild
metric in the truncation scheme of Einstein-Hilbert, it was obtained that stability is preserved,
however as the mass of the black hole decreases to reach the critical mass (of the order of the
Planck mass), the quantitative numerical calculations shows that in the asymptotic safety scenario
greater stability is achieved with respect to the case of general relativity, both in the analysis of the
standing and traveling wave. But, when the mass of the black hole is less than the critical mass, the
stability of the fluid decreases in the asymptotic safety scenario with respect to case of general
relativity, both in the analysis of the standing and traveling wave. These results are explained from
the structure of the event horizons of the improved metric, which determine its curvature and the
coupling between the geometry and the fluid.

The problem was solved by computer simulation in a code developed in MatLab, where integration
and finite difference numerical methods were used.
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Capitulo 1

Proyecto de Tesis de Maestria

1.1 Planteamiento del Problema

La Gravedad Cuantica es la busqueda para armonizar en una teoria consistente los dos
pilares fundamentales de la fisica moderna: la Mecanica Cuéantica y la Teoria General de la
Relatividad. Esta bdsqueda presenta grandes dificultades tanto técnicas como conceptuales entre las
cuales cabe mencionar el hecho de que la Teoria Cuantica de Campos: la union de la mecanica
cuantica y la relatividad especial, da lugar a modelos (teorias) que describen correctamente las
interacciones fuerte, débil y electromagnética cuyo éxito depende crucialmente de ser teorias
perturbativamente renormalizables®, mientras que el campo gravitacional, considerado como campo
cuantico, no lo es. Como se discutira mas adelante varias aproximaciones han sido exploradas en la
busqueda de una teoria cuéantica de la gravedad (TCG).

Una de ellas es la llamada “Gravedad Cuantica de Einstein” (GCE) o “Escenario de Seguridad
Asintotica” (para revisiones detalladas ver [1]), en la cual se conjetura a la gravitacion cuantica
como una teoria cuantica de campos que puede ser bien definida a todas las escalas de energia sin
ser perturbativamente renormalizable bajo la condicién de que un conjunto finito de “trayectorias”
relevantes, determinadas por soluciones a la ecuacién del grupo de renormalizacién funcional [2],
confluyan a un punto fijo ultravioleta no trivial (PFUNT), es decir, distinto de cero, el cual controla
el comportamiento de las constantes de acople adimensionales (que son las que determinan la
intensidad de las distintas interacciones), en el régimen ultravioleta, es decir, a muy altas energias.
El control se da en el sentido de que todas las combinaciones lineales de las constantes de acople
adimensionalizadas permanecen finitas en el ultravioleta. Esto es suficiente para que las cantidades
fisicas de interés sean seguras de divergencias (no divergentes) a altas energias. Siendo asi, la teoria
es tan predictiva como la teoria cuantica perturbativamente renormalizable estandar. Esto abre la
posibilidad de establecer la GCE como una teoria fundamental de la gravedad sin la introduccién de
supersimetria o dimensiones extras y basada solamente en técnicas de cuantizacion conocidas.

De otro lado, la Relatividad General predice la existencia de agujeros negros los cuales, por
definicién, son una regién del espacio-tiempo en la que la gravedad es tan intensa que ninguna
materia o0 radiacion puede escapar del horizonte de eventos. En la solucion de agujero negro de

! Para describir sistemas cuanticos complicados se utiliza la teoria de perturbaciones, cuya idea es partir
desde un sistema simple para el cual se conoce su solucién matematica, y agregarle términos adicionales
que representan una desviacion del sistema.

Una teoria se dice que es renormalizable, si da lugar a predicciones fisicas consistentes. Es decir, las
variables dindmicas observables no son divergentes a ninguna escala de energia. Los infinitos se pueden
eliminar de forma perturbativa o no perturbativa.

Una teoria es perturbativamente renormalizable si los infinitos que surgen en las integrales de las series
perturbativas pueden eliminarse sistematicamente, dejando un ndmero finito de parametros a cualquier orden
en teoria de perturbaciones. Esto se da cuando las constantes de acople no tienen dimensiones de masa
inversa.



Capitulo 1 Proyecto de Tesis de Maestria

Schwarzschild, existe un horizonte de eventos que oculta una singularidad gravitacional donde
invariantes de curvatura como el cuadrado del tensor de Riemann divergen. La ocurrencia de estas
singularidades en Relatividad General es a menudo interpretada como una sefial de que la teoria es
incompleta y de que una descripcién consistente de la fisica de agujeros negros requiere de una
TCG, como fuertemente lo sugiere el problema de pérdida de informacion en agujeros negros. La
creciente evidencia observacional en favor de la existencia de agujeros negros (por ejemplo, con la
reciente deteccion directa de ondas gravitacionales provenientes de la coalescencia de dos agujeros
negros), pone entonces a estos objetos astrofisicos® como primeros candidatos a brindar informacion
sobre efectos cuanticos predichos por la GCE y otras teorias de gravitacion cuantica. Una sutil
evidencia observacional que indicaria la desviacion de la fisica estandar, seria la medicion de los
ecos de ondas gravitacionales producidas por agujeros negros [7].

Un fendmeno astrofisico que se observa en la vecindad de objetos muy masivos es la presencia de
discos de acrecion, en el caso de ser un agujero negro rotante (agujero negro de Kerr) este disco esta
formado por material que cae en espiral hacia el objeto central y que, debido a la enorme
aceleracion a la que son sometidas las particulas, estan acompafiados de la emision de jets de
plasma a velocidades cercanas a la velocidad de la luz y de potentes rayos X. La completa
descripcion fisica y matematica de este tipo de acrecion (o al considerar las soluciones de Reissner-
Nordstrom, y Kerr-Newman) ha mostrado ser excesivamente dificil debido a la gran cantidad de
procesos fisicos involucrados.

Sin embargo, cuando se considera que el objeto masivo central es un agujero negro de
Schwarzschild (ANS), la acrecion es esféricamente simétrica. Esto simplifica grandemente la
descripcidn del fendbmeno tanto por la simetria como por el hecho de que el ANS es la mas simple
(y la unica) solucidn a las ecuaciones de campo de Einstein en el espacio-tiempo vacio cuando se
asume simetria esférica.

El estudio de la acrecion esféricamente simétrica de un fluido ideal hacia un ANS ha sido hecho en
[8] vy su estabilidad ante la presencia de perturbaciones lineales ha sido investigada en [9,10].
Correcciones cuanticas a este tipo de acrecion en el contexto de la GCE han sido calculadas en [11],
pero el estudio de los efectos cuanticos gravitacionales sobre su estabilidad no han sido investigados
aun en el marco de la GCE vy es este el calculo que se propone en este proyecto de tesis de Maestria.

Se espera que para escalas comparables con la longitud de Planck, los efectos cuanticos tengan gran
relevancia, ya que en este caso las fluctuaciones del espacio-tiempo se volverian importantes. Por lo
tanto, existirian diferencias con la teoria clasica, sin tener que pasar el horizonte de eventos y
analizar el interior del agujero negro.

1.2 Marco Teorico y Estado del Arte

Varias son las dificultades que enfrenta el intento de construir una TCG, es decir, la
unificacion de la mecéanica cuantica y la teoria general de la relatividad (TGR).

Por un lado, la idea de base en la TGR es que la gravedad no es una fuerza sino que surge como
efecto geométrico en un espacio-tiempo cuya curvatura estd determinada por la distribucién de

? Hasta el momento ningun agujero negro ha sido observado directamente, por lo tanto, siendo rigurosos no
se puede hablar de ellos como objetos astrofisicos sino Unicamente como soluciones tedricas de la
relatividad general. Para una discusién mas amplia de su posible no existencia fisica ver los trabajos de
Hawking [3], Polchinsky [4], Afshordi [5] y Mosquera [6].
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masa-energia, es decir, la geometria del espacio-tiempo es dinamica y, por lo tanto, no hay un
espacio-tiempo de fondo fijo como ocurre en la teoria cuantica de campos (TCC) la cual describe la
dinamica de campos cuanticos inmersos en el espacio-tiempo plano y fijo de la relatividad especial.
Esto tiene como una de sus consecuencias que varias de las asunciones fundamentales de la TCC no
puedan extenderse de manera directa a la TGR.

Por otro lado, el problema de la no renormalizabilidad de la TGR (y de casi todas las teorias de
gravedad) da lugar a la falla de los métodos perturbativos que han sido tan efectivos en la teoria
cuantica de campos estandar. A pesar de esto, los desarrollos en teoria cuantica de campos en
espacio-tiempo curvo han permitido, en el marco de la teoria de perturbaciones, la solucién de la
ecuaciones de Einstein en forma aproximada y la comprension de la interaccion entre particulas
elementales en espacio-tiempos curvados siempre que se desprecie la reaccion de la materia sobre la
geometria y que las constantes de acoplamiento asociadas a las interacciones no-gravitatorias sean
pequefias. Este formalismo, sin embargo, deja de funcionar si el campo gravitatorio (y por lo tanto
el espacio-tiempo) se vuelve dinamico, como en Relatividad General, y no existe una métrica de
fondo fija® (fixed background metric).

Las reacciones frente a estas y otras dificultades han dado lugar a una vasta area de investigacién
con muchas diferentes aproximaciones tanto perturbativas como no perturbativas. Esas incluyen:
teoria de cuerdas, supergravedad, geometria no conmutativa, triangulacion dindmica, teoria de
twistores, seguridad asintdtica, etc. (para revisiones detalladas y referencias de estas y otras
aproximaciones ver [12]).

El escenario de seguridad asintGtica en gravitacion, propuesto por primera vez en [13] y
desarrollado en [2] con la introduccion de métodos del grupo de renormalizacion funcional, propone
que la gravedad es una teoria cuantica de campos renormalizable no perturbativamente. Sus dos
ingredientes basicos son un PFUNT el cual controla la evolucién con la escala de energia de las
constantes de acople en el ultravioleta, y el funcional de accion efectivo promedio gravitacional I},
el cual, por construccion, contiene vértices (representados graficamente por diagramas de Feynman)
que incluyen el efecto de fluctuaciones cuanticas con momentum p? > k2. En este sentido, I},
proporciona una descripcion efectiva de la fisica a escalas de momentum p? = k2, una
caracteristica que ha sido esencial en la evaluacion de las consecuencias fenomenoldgicas a bajas
energias de este escenario.

La evolucién de T con la escala de energia estd gobernada por la ecuacion del grupo de
renormalizacion funcional (EGRF)

koI [f, 0,55 g]
= %Tr [(rk(Z) + ﬁk)’;i(kakﬁk)ff] )
—5Tr @+ &), - (P + i) J(kaeRe), | @D
Aqui Fk(z) denota el Hessiano de T, con respecto a los campos dinamicos f, o, & con la métrica de

fondo g fija, y Ry, el “regulador”, es un operador que suprime modos con momentum menor que k
y se anula para p? >» k2. Su aparicion en el numerador y denominador hace a la traza (Tr) finita

3 4. . . . . 7 . . . ,

La métrica influencia el comportamiento del sistema cuantico. Pero por auto consistencia de la teoria, es
necesario considerar la reaccion de las fluctuaciones cuanticas sobre la métrica (backreaction). En este
sentido es que el espacio-tiempo se vuelve dinamico.
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tanto en el infrarrojo (bajas energias) como en el ultravioleta. Dadas unas condiciones iniciales,
cada posible T, queda determinado univocamente para todas las escalas de energia.

Las condiciones iniciales que deben proveerse son el contenido de campos cuanticos de la teoria y
la imposicion de las simetrias adecuadas (como invariancia bajo difeomorfismos si los campos
incluyen la métrica del espacio-tiempo). Estos datos determinan el llamado “espacio de la teoria” el
cual consiste de todos los posibles funcionales de accién T, dependientes de los campos y que
respetan las simetrias impuestas. Cada punto en este espacio representa entonces una posible accion
cuya dependencia con la escala k esta codificada en las constantes de acople g, = g.(k) que la
parametrizan. La trayectoria que sigue cada punto en el espacio de la teoria, el Ilamado flujo del
grupo de renormalizacién (RG), describe la evolucién del correspondiente funcional de accion.

Por definicion, un punto fijo del flujo RG es un punto g,* en el espacio de la teoria en el que la
evolucion de todas las constantes de acople, es decir, el flujo RG, se detiene. El requerimiento
fundamental en seguridad asint6tica es la existencia de un PFUNT al que confluyen todas las
trayectorias del flujo RG para un namero finito de acoples relevantes. Esto es suficiente para que las
cantidades fisicas de interés sean seguras de divergencias (no divergentes) a altas energias. Bajo
estas condiciones el formalismo da lugar a una teoria cuantica de campos que es tan predictiva
como la teoria cuantica perturbativamente renormalizable estandar.

Aunque la obtencion de soluciones exactas de la EGRF es notoriamente dificil, existen varios
esquemas de aproximacién que no invocan una expansion en términos de pardmetros pequefios
como en teoria de perturbaciones. Esos esquemas conservan la caracteristica principal de la EGRF
que consiste en la obtencion de soluciones, denominadas “mejoradas RG” (MRG), que permiten
extraer informacion no perturbativa de una manera sistematica. En particular, aunque no existe una
prueba general de la existencia de un PFUNT, a lo largo de los afios estas técnicas han
proporcionado un fuerte soporte a su existencia y, por lo tanto, a la viabilidad del escenario de
seguridad asintética. Ademas, se ha demostrado que el flujo RG que emana de este PFUNT puede
ser conectado de manera continua a un régimen clasico en el que la Relatividad General
proporciona una buena aproximacion [14].

En términos generales, la GCE establece que las correcciones cuanticas en la vecindad de un punto
fijo ultravioleta no trivial dan lugar a modificaciones a cortas distancias de la descripcion clésica de
Einstein de la gravitacion, mientras que a grandes distancias (bajas energias) se recupera la
Relatividad General como una teoria efectiva.

Para un ANS la solucion MRG para la métrica, en un esquema de aproximaciéon llamado
“truncacion de Einstein-Hilbert”, esta dada por [15]

-1
2MG 2MG
ds? = — [1 - #] dt? + [1 - #] dr? +r?(d6* +sin* 6 dp?)  (1.2)

cuando se trabaja con la signatura Lorentziana (—, +, +, +). Donde

Gor3

G(r) =
) = a0 + 6o

(1.3)

es la solucion MRG para la constante de Newton (la constante de acople gravitacional). Aqui G, es
el valor conocido de esta constante (bajas energias), M es la masa del agujero negro medida por un
observador en el infinito, y @ = @G, (= @Gyh/c3), donde y and @ son constantes que provienen

4
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de una apropiada identificacion del PFUNT y del régimen infrarrojo. Comparando con una funcién
de interpolacion para valores de r grandes y pequefios, se obtiene el valor y = 9/2 [15]. Por otra
parte, de la cuantizacion perturbativa estandar de la gravedad de Einstein realizada por Donoghue
[16], la cual da lugar a correcciones cuénticas a grandes distancias, permite hacer una comparacion
a esta escala con la prediccion en el escenario de seguridad asintética, por lo cual se identifica
@ = 167/30m.

Como se menciond en el apartado anterior, en [11] se han estudiado las correcciones cuanticas a la
acrecion esféricamente simétrica de un fluido ideal hacia un ANS asumiendo que las correcciones
cuénticas a la métrica de Schwarzschild estan dadas por (1.2) y (1.3). En este trabajo se discuten las
contribuciones cuéanticas gravitacionales a las condiciones generales para la ubicacion de los
Ilamados puntos sénicos o criticos (radios en los que la velocidad del fluido iguala a la velocidad
local del sonido); se obtienen expresiones explicitas para la modificacién de los perfiles de
temperatura y de compresion en la densidad de materia tanto por debajo del radio critico y en el
horizonte de eventos, y para materia politropica se determinan la temperatura y el flujo integrado
que resultan de efectos cuanticos de la gravedad en el horizonte de eventos.

El andlisis de la acrecidn esféricamente simétrica de un fluido ideal hacia un ANS ha sido hecho en
[8] y su estabilidad ante la presencia de perturbaciones lineales ha sido investigada en [9, 10]. Tanto
el estudio hecho en [9], basado en la perturbacién linealizada del potencial escalar cuyo gradiente se
identifica con la velocidad del fluido ideal, como el llevado a cabo en [10], basado en la
perturbacion linealizada de la solucion estacionaria a la ecuacion de continuidad, han encontrado
gue los efectos relativistas dan lugar a un incremento de la estabilidad en comparacion con el
comportamiento en el régimen Newtoniano. EIl andlisis fue llevado a cabo tanto para una
perturbacion estacionaria como para una en forma de onda viajera de alta frecuencia. El hecho
curioso es que, contrario a la situacion que se da en el caso Newtoniano, en el cual la amplitud de
una perturbacién estacionaria permanece constante, en el caso relativista la mayor estabilidad se da
a costa de un amortiguamiento de la perturbacion aunque el fluido sea no viscoso y a pesar de que
el sistema total es conservativo. En [10] se muestra que, la explicacién puede darse en términos del
acople del flujo de acrecién con la geometria del espacio-tiempo el cual actia a la manera de una
disipacion efectiva. Es interesante entonces explorar la posibilidad de que para los dos tipos de
perturbacion esa disipacion efectiva reciba contribuciones de efectos cuanticos gravitacionales.

1.3 Obijetivos
General
Estudio de los efectos cuanticos gravitacionales, en el contexto del escenario de seguridad
asintotica, sobre la estabilidad de la acrecion estacionaria y radialmente simétrica de un fluido ideal
producida por un agujero negro de Schwarzschild estatico.
Especificos
i.  Célculo de los efectos de gravitacion cuantica sobre la estabilidad cuando la perturbacion se

modela como una onda estacionaria.
ii.  Célculo de esos mismos efectos cuando la perturbacion se modela como una onda viajera.
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1.4 Metodologia

Como en [11] se asumira que las correcciones cuanticas a la métrica de Schwarzschild estan
dadas por las ecuaciones (1.2) y (1.3).

El fluido ideal seré descrito, como es usual, por el tensor momento-energia [17]. Cuando se trabaja
con la signatura (—, +, +, +) esta dado por

T = (p + p)U*U" + pg*¥ (1.4)

donde p es la presion, p es la densidad de energia'y U* es la 4-velocidad del fluido, la cual obedece
la relacion de normalizacion U#U, = —1. De esta manera, la ecuacion de conservacion del tensor
momento-energia es* [17]:

le;v = (p + p)(Uﬂ;vUV + U#Uv;v) + (,0 + p),vU#Uv + p,vg#v (1.5)
Donde p se define a través de la relacion termodinamica [18]

dp (p+p) ds
= +nT— (1.6)

En la cual T es la temperatura, s es la entropia especifica y n es la densidad de nimero de
particulas.

La ecuacion de continuidad esta dada por [18]
(nU#),, =0 1.7)
Asumiendo condiciones isentropicas, la velocidad del sonido esta dada por [18]

dp
a’? = — (1.8)
dpl,
Las ecuaciones (1.6) y (1.8) junto con la ecuacion de estado politropica p = Kn¥ permiten

establecer la relacion entre a y n [18]

yKnY—1

2 =
fic? +y/(y — DKnv~1

(1.9)

donde K es una constante y i es la masa promedio de las particulas. De las ecuaciones de
conservacion (1.5) y (1.7) se obtienen las soluciones estacionarias de la forma [18]

Amfingu,r? = —m/c (1.10)

4 .7 . . ’ .

En esta notacidn, el punto y coma representa la derivada covariante con respecto al indice que aparece
inmediatamente después. Mientras que la coma se utiliza similarmente, pero indicando derivada parcial. Es
importante aclarar que una derivada covariante de funciones escalares se vuelve simplemente una derivada
parcial.



1.4 Metodologia

1 Zaoz dno

f+u2dr(f+u° )=- ng dr

(1.11)

donde la constante de integracion m es el flujo de masa.

El esquema de perturbacion a usar es el que se propone en [10], el cual es una perturbacion
linealizada de la solucion estacionaria de la ecuacion de continuidad.

u(r,t) = ug(r) + u'(r,t) (1.12)
n(r,t) = ng(r) + n’(r,t) (1.13)

Es conveniente introducir la nueva variable, 1 = nur?, y al trabajar con perturbaciones a primer
orden [10]

Y = (ugn” + nou)r? (1.14)

En términos de esta hueva variable, se obtiene una ecuacion linealizada de movimiento [10]

P ay oy’ oy %
tt tr rt rr_T
at(""h ¢ T ol 6r)+6r< hal/f)t th 6r>
— _ rt rr
(1 — 2a,? ) — (h T ) (1.15)

con los coeficientes, h*#, dados por

Vf up?
f?

htt = ug———(f + up? — up?ay?) (1.16)
uo®(f +up?)

htr = p7t =
f

(1-ay?)  (117)

R = ugy/ f + uo?(u® — (f + up*)ae?) (1.18)

La perturbacion de onda estacionaria se modela por

Y'(r,t) = E(r)e @t (1.19)

Mientras que la perturbacion de onda viajera se formula mediante una serie de potencias para la
parte espacial:

Y =§,e™™  (1.20)

£ (1) = exp ’2

1=-1

a)‘lkl(r)] (1.21)
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Capitulo 2

Marco Tedrico

2.1 Solucion de Schwarzschild en Relatividad General

En relatividad general en d =4 dimensiones, la Unica solucion de las ecuaciones de
Einstein en espacio-tiempo vacio R,, = 0, (ver las ecuaciones de campo genéricas (2.10)) con
simetria esférica, es la métrica de Schwarzschild [17]

ds? = —f(r)dt% + f(r)"1dr? + r2(d6? + sin? 6 dp?) (2.1)

donde la funcién

ZMGO)
r

o) =(1- 2.2)

depende de la constante de Newton G, = 6.673 x 10711 m3/kg - s2, y es continua en la masa del
agujero negro M; al cuantizar los campos cuanticos en este espacio-tiempo, se predice la
temperatura de Bekenstein-Hawking que es inversamente proporcional a la masa del agujero negro.
Para grandes distancias radiales respecto del horizonte r — oo, la funcion f(r) — 1, lo que indica
gue la geometria del espacio-tiempo de Schwarzschild es asintéticamente plana [17, 19].

El radio clasico de Schwarzschild es R = 2M G, y representa una singularidad de coordenadas en
r = Ry donde f(r) es igual a cero, este punto define el horizonte de eventos del agujero negro [17].

En el limite de distancias pequefias r — 0, se presenta una singularidad de la variedad, la cual se
analiza correctamente mediante escalares (que no dependen de las coordenadas), como los puntos
en los que alguno de ellos tienda a infinito. Analizando el caso genérico para funciones de la forma
f(r)=1—cr?, donde c y v son constantes, la correspondiente métrica tendra los invariantes de
curvatura exactos: el escalar de curvatura, el invariante de Kretschmann (cuadrado del tensor de
Riemann) y el cuadrado del tensor de Weyl, respectivamente [15]

R=clv+1)(v+2)r’? (2.3)
RMYPOR o = c2(0* — 203 4 50% + 4)r?V=* (2.4)

2

cuvpo — ¢ 1 2 2 2..2v—-4 25
uvpa_m(v_ )(U_ )T ()

Para una f (r) dada por (2.2), el origen r — 0 representa una singularidad de curvatura, ya que

R=0 (2.6)
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RMYPOR o X 1/16  (2.7)

CHYPIC e X 1/T6 (2.8)

A partir de las constantes universales G, i y ¢ se puede construir un conjunto completo de
cantidades dimensionales, llamadas las unidades de Planck [17]

m, = /hc/Gy =218 x 1075 g
l, = hGy/c? = 1.62 x 10733 cm
t, = VhGy/c5 =539 x 107** s

E, = \hc5/Gy = 1.22 x 101 GeV

Los efectos de la gravedad cuantica se vuelven importantes cuando m >m, 0 E > E, 0l <[, 0
t <tp,, por lo tanto la solucion (2.1) es una solucion aproximada para el régimen cuando r es
grande. La existencia de la singularidad en el origen representa un problema para la teoria de la
relatividad general, sin embargo, se espera gque una teoria consistente de gravedad cuantica
solucione dicho inconveniente [1, 12, 13, 15, 17].

(2.9)

2.2 Escenario de Seguridad Asintética en Gravedad Cuéantica
Introduccion

Clasicamente la interaccion gravitacional se expresa por las ecuaciones de campo de
Einstein [17, 19]

1 81 G,
Rlﬂ/ — ERgm, = C—4T#v (210)

Segun la relatividad general se predice la existencia de agujeros negros cuando un cuerpo de masa
M se concentra dentro del radio de Schwarzschild 2MG,. El estado de un agujero negro
estacionario observado desde el exterior se parametriza por tres cantidades: la masa, la carga y el
momentum angular. Como se menciond en la seccion anterior, se necesita una teoria completa de
gravedad cudntica en donde no aparezcan divergencias; sin embargo, para un observador por fuera
del agujero negro, la teoria clasica sigue siendo valida y predictiva debido a la existencia del
horizonte de eventos.

El problema principal en la construccién de una teoria de gravedad cuéntica es que la relatividad
general no se puede incluir en el modelo estandar debido a que es perturbativamente no
renormalizable® [12]. Més alla de la relatividad general, existe una teoria semiclasica en donde se

> Analizando la accion de Einstein-Hilbert

1

— 4
S_IV'gld * Tonc, °

10



2.2 Escenario de Seguridad Asintdtica en Gravedad Cuantica

considera a la gravedad como una teoria clasica, mientras se cuantizan las demas interacciones. En
este enfoque empiezan a aparecen problemas conceptuales, ya que se pierde la nocion de
escogencia Unica del estado de vacio, y el concepto de particulas se vuelve dependiente del
observador [17].

Otro avance se logra tratando la gravedad cuantica como una teoria efectiva, en donde se hacen
correcciones a la gravedad clasica a bajas energias, que son independientes de la inclusion del
ultravioleta (UV). Si la escala de energia es mucho menor que la energia de Planck E, es necesario
tratar solo con un nimero finito de pardmetros, determinados (en principio) experimentalmente. La
teoria efectiva implica considerar interacciones mas alld de la accién de Einstein-Hilbert (que
contiene Unicamente la constante de Newton y la constante cosmolégica)

1
S:fw/lgld‘*x [A— R + g,R? +g2bR‘“’RW+---] (2.11)
167G,

Si la escala de energia es del orden, o mayor que E,, la teoria efectiva deja de ser valida [20, 21].

Los enfoques para construir una teoria cuantica de la gravedad, en donde se pueda acceder al
comportamiento Planckiano de gravedad, son

i.  Teoria de Cuerdas [22]

ii.  Gravedad Cuantica de Lazos [23]
iii.  Enfoques discretos de gravedad no perturbativa [24, 25]
iv.  Gravedad Cuantica de Einstein (GCE) [1, 2, 26]

La GCE es un marco teorico que utiliza el grupo de renormalizacion de Wilson (RG) [27, 28], y se
basa en la existencia de un punto fijo UV en el flujo del RG. Si este punto tiene las propiedades
adecuadas implica que la gravedad es segura asintéticamente®. Esta teoria es predictiva en escalas
de energia arbitrariamente altas.

Los pardmetros de la teoria, g, = g, (k), se vuelven acoples dependientes de la escala de energia k,
que es la escala de corte del grupo de renormalizacion. Con este método del RG se provee una
conexion entre el comportamiento de la gravedad a pequefias distancias y la fisica macroscopica,
siempre y cuando la gravedad sea segura asint6ticamente [19].

La dimensién de masa del escalar de curvatura es [m?] y la de d*x (medida de la integral) es [m™*],
entonces, para que toda la expresion sea adimensional, la dimension de masa de la constante de Newton es
[m~2]. Si se realiza una expansién perturbativa (expansion en el nimero de lazos en los diagramas de
Feynman), en cada paso se necesitan dos potencias de momentum (k2) y al final las expresiones de las
amplitudes de transicion se vuelven mas divergentes a medida que aumenta el orden de la perturbacidn, es
decir no se puede garantizar que las amplitudes sean finitas cuando el limite ultravioleta tienda a infinito
(A > ). Con el fin de cancelar estas divergencias, es necesario introducir un ndmero infinito de
contratérminos, lo cual no tiene sentido, por lo tanto la teoria es perturbativamente no renormalizable.

® Una teorfa se dice que es segura asintoticamente si los parametros de acople relevantes, tienden a un punto
fijo cuando la escala de momentum tiene a infinito. Cabe aclarar que un acople esencial es aquel que es Util
para la absorcion de la dependencia con la escala de corte UV. Més adelante se explicara con mayor detalle
este aspecto.

11
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Grupo de Renormalizacion

El grupo de renormalizacion fue introducido por Wilson [27, 28], en este formalismo se
introduce el limite de corte ajustable en la escala de momentum k y el limite de corte ultravioleta A
(que a priori se puede definir como proporcional al inverso del espaciamiento de la red
microscopica). El campo fluctuante se separa en dos ¢ (x) = ¢, (x) + ¢;(x) donde

2 2 2
<ph(x)={(p(x) k* <p® <A

0 p? < k?
0 k? < p? < A?
pi(x) = { pz 2
@ (x) p° <k
La integral funcional Euclidiana se separa
7 = f DpeSlol = f Do, f DopeSlentell = f Dpe~Skle] (2.12)
pZ<A? p2<k? kZ<p2<A? p2<k?

donde en el ultimo paso, se hizo con cambio de notacion de ¢; a ¢. Luego, se define la accion
efectiva Wilsoniana Sy, a partir de

o=Siklo] = f Dppe~Slontel  (2.13)

k2<p2<A?

y se parametriza S, en términos de las constantes de acople g;

Sdol = Y gi0le]  @14)

donde {0;[¢]} es la base de operadores, cada uno con dimensién de masa d;. Antes de continuar, es
importante aclarar que la notacion de corchetes Si[¢] indica que S es un funcional del campo

P(x).
Ahora se introducen las siguientes definiciones y conceptos.

Espacio de la teoria: espacio parametrizado por el conjunto de las constantes de acople
adimensionales (g; — k%ig;) esenciales.

Flujo del grupo de renormalizacion: campo vectorial tangencial a la direccion de decrecimiento del
tiempo del grupo de renormalizacién t = Ink /A

=-320 0 _ > i 2.15

Puntos fijos: son puntos g;* en el espacio de la teoria donde ﬁi(gj*) =0.

A primer orden en la pequefia perturbacion 6g; = g; — gi"

12
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(9B

pi= ) —
a .
7 99

9=g9" Ji

donde M;; es la matriz de estabilidad. La perturbacion §g; obedece la ecuacion de flujo linealizada
alrededor de g;*

0:6g; = 0:(g; — 9i") = 0:9; — 0:9i" = 0:9i = Bi

9,6g; = Z Mysg;  (217)
7

La solucion general a esta ecuacion es

5g; = z CViewt0a  (2.18)
A

0891 =0, ) CaVje %4 = > Ca(=0,Ve ™% = > o) Myy)e % = > Mydg,
A A J J

A

dado que la matriz de estabilidad satisface la ecuacion de valores propios ;; MUVA’ = —0,V},
donde 6, se llaman los exponentes criticos y se clasifican en

i. Re{f4} > 0 ladireccion es relevante ya que §g; crece cuando k disminuye.
ii. Re{f;} < 0 ladireccion es irrelevante ya que §g; disminuye cuando k disminuye.
iii. Re{0i} = 0 ladireccion es marginal.

Trayectoria renormalizable: Una trayectoria que emana desde un punto fijo a lo largo de una
direccion relevante. Se puede eliminar el limite de corte UV de la teoria ya que se comporta
seguramente cuando k — oo.

Superficie critica UV: superficie de todas las trayectorias renormalizables.

Seguridad Asintotica

La existencia de un punto fijo asegura que la teoria sea libre de divergencias en el UV.
Mientras que un nimero finito de direcciones relevantes implica que la teoria permanece predictiva
a altas energias, ya que es necesario realizar un nimero finito de experimentos para localizar la
posicidn en la superficie critica. Ademas se debe recuperar la relatividad general en bajas energias.

Punto fijo Gaussiano: g;* = 0. En estos puntos con un numero finito de direcciones relevantes, la
teoria es libre asintéticamente (a altas energias el acople es débil y aplica la teoria de
perturbaciones).

Punto fijo no Gaussiano: g;* # 0. En gravedad la constante de acople de las interacciones es la

constante de Newton adimensional g = k2G (k). Por lo tanto en el infrarrojo (IR) la gravedad es
débilmente acoplada y en UV la gravedad es fuertemente acoplada.

13
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Accion Efectiva Promedio

Con el fin de introducir el método funcional se considera por simplicidad la teoria de
campos escalares en espacio-tiempo plano (Euclidiano) [29, 30].

La funcion de correlacion es

I Do (x1)p(x) -+ (2 )e 519!
fD(pe—5[<P]

(p(x)(x2) = 9(xn)) = (2.19)

donde S[¢] es la accién esencial de la teoria y [ D¢ es la medida que debe estar regularizada. El
generador funcional es

Z[J] = e"lUl = J DpeSlel+)e (2.20)

con @ = [d*x](x)p(x), siendo J(x) la fuente externa. La accion efectiva se obtiene a través de
una transformacién de Legendre de W{J]

rlg] = supy ([ a0 -wi1)  221)

donde
1 el 1 6 Cctotere  SWI]
P(x) =(p()); = m]@(p(p(x)e Slol+1e = W] 5](x)f1)<pe Slelte = @) (2.22)
_ or[¢]
J(x) = 5 (2.23)

Tomando el exponencial al negativo de (2.21), y realizando un cambio de variable y = ¢ — ¢,
resulta

e-TI9] = oWUle—Jdb — f Dpe-So1tro-1¢ — f Dye-SHdlix  (223)

La accion efectiva I'[¢] describe la fisica macroscdpica donde las fluctuaciones cuanticas se han
incorporado en la integral funcional.

El grupo de renormalizacién funcional se centra en la accion efectiva promedio Ty [¢] que debe
cumplir

Thoolp] =S Fisica microscépica
Thool@p]l =T Fisica macroscopica

Las anteriores definiciones cambian a

7 U] = Wikl = fD(pe—5[<P]+]'<P—;<P'Rk(—az)'¢ (2.24)

14
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con R, siendo el regulador IR. Hay libertad para escoger el regulador siempre y cuando cumpla con

k? p? < k?

2.2
0 p? > k? (2.25)

Ri(p?) = {
De igual forma

felg] = supy ([ @000 - willl)  226)

- 1
Te[¢] = T[] —5¢'7€k(—62)'¢ (2.27)
Tomando la derivada funcional a (2.27) con respecto a ¢ (x)

Shelpl & (= 1 e |
56(x)  60(%) (Fk[¢] _Ed) Ry (—02) ¢) =J(x) — (R P)(x) (2.28)

Desplazando y = ¢ — ¢
e~ Trlol = eWk[J]e—J-¢e%¢-Rk(—az)-¢
= e_]'¢e%¢-72k(_62)-¢ f Dxe—5[)(+¢]+]-X+]-¢,_%(X+¢).Rk(_az),(x+¢)
= fD)(e_S[X+¢]+]'X_¢':Rk')(—;)('72k-x

_ OTle] 1 o .
— jDXe Slx+ol+ 5¢ X 2XRkX (2.29)

Una vez se ha introducido la accion efectiva promedio, se plantea la ecuacién de Wetterich, que es
atil para calcular Ty [¢p] de forma aproximada.
Ecuacion de Wetterich
El objetivo es calcular la accidn efectiva (2.21), lo cual se puede hacer con dos alternativas:
i.  Integrar todas las fluctuaciones cuanticas a la vez.
ii. Utilizar la idea de Wilson de integrar las fluctuaciones cuanticas en el cascaron de

momentum &k por vez.

La accién efectiva promedio I}, obedece la ecuacion del grupo de renormalizacion funcional
(EGRF) exacta [19, 31]

1 1
k k

Donde Fk(z) es el Hessiano (segunda derivada funcional) de I,

15
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2
r® - 9T
ol

Y la accion microscopica I [¢p] = S representa una condicion inicial para la ecuacion de flujo
del grupo de renormalizacién desde el UV hasta el IR.

(2.31)

A continuacién se obtiene la ecuacion (2.30), para lo cual es necesario introducir el propagador que
se puede calcular como

2

_ k
) = 505516

= (X)) — (@()I)Ne()) (2.32)

W, 8 W
5] ()] ()~ 8] (x) 6] (¥)

La derivada funcional de W, con respecto a J(y) es
(SWk _ 1 6€Wk f
§](y)  e"r&j(y) ) eWk §](¥)
= ~S[Q1+) P3P Ry p —
=—w; | Dye 2 e(y) =)

Dpe SO+ 0= 30 Rp

Derivando funcionalmente la anterior expresion con respecto a J(x)

i 6Wk— J 1 1+ R
6/(x)61(y)‘51(x)<ewkf Dpe 5101073 "“’qo(y))

_ 6 1 S[el+J- Ry 1 6 . .
= 8] (x) (eWk>fD§De pl+]-o- 2‘P ¢¢(y) +eWk 5] (x )(f Dype” Slel+Jo- 2<P <p(p(y)

8] (x)

= Wk

i 1 T
f pe SOt o- "’Rk“’cp(y)+ Dype ST P=20FKP 4 () (y)

= —(p()Ne()) + (P () ()

De (2.32), una forma equivalente de escribir el propagador es

§¢(x)

Gr(x,y) = 50 (2.33)
Por lo tanto se cumple
[evaanga=sa-n @

Ahora, tomando la derivada funcional de (2.28) con respecto a ¢ (x)

16
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§ Ohlgpl 8 _ O
5000 360) e V) T R DO =5505 — R (235)

Entonces

5(y) _ 6°Tilg]
5600 5p()56()

Por ende, se obtiene el propagador (2.33) al aplicar la inversa a (2.36), que sigue siendo funcién de
xXyy

+R,  (236)

2
6o, y) = dp(x) _ (5 Tk

-1
50) 6¢6¢+R"> )

Finalmente se puede obtener la ecuacidon de flujo (2.30), derivando (2.27) con respecto a la escala k

k0 = Ky [supy ([ 410600 = Wil)1) - 50 Re(-92) - 9]

1 1 1
= —koxW) — A koxRy - ¢ = —mkakewk - §(<P) kxR - (@)

1 _ wo-toreo 1
_ —mkakfﬂpe Slol+)-¢ 2¢Rk¢_z((p).kak:}ek.<(p)
1 Slolt) o—tomio (1 1
= - Doe Slol+)-9-5¢-Ri- (_E(p k0 Ry - (p> — E((p) k0, Ry - (@)

1 1
= E(<p kO Ry - ) — E(fp) k0 Ry - (@)

1 1
kak['k = ETr(kak:Rka> = ETr |:kak:Rk T (2) + R ]
k k

El espacio de la teoria es el espacio de todos los posibles funcionales I;[¢] consistentes con las
simetrias. La dimensién del espacio-tiempo, el campo ¢ y las simetrias, junto con la ecuacién de
Wetterich, dan lugar al flujo de grupo de renormalizacidn en el espacio de la teoria correspondiente.

La accion efectiva promedio se parametriza por un conjunto infinito-dimensional de parametros
gi(k) asociados a un funcional de la base 0O;[¢]

Ligl= Y ai)oilg]  (236)

La ecuacion (2.30) es muy dificil de resolver exactamente, por lo que se hace necesario utilizar un
esquema de aproximacién como: la expansion perturbativa, la expansion de vértices y/o la
expansion de operadores [19]. En el caso de la gravedad, donde las simetrias restringen la forma de
los posibles operadores, la expansidn de operadores corresponde a una expansion en orden creciente
de la dimension de masa de los invariantes de curvatura.

Existe una relacion entre la escogencia del regulador y el esquema de aproximacion utilizado.

Debido a la libertad para fijar el regulador R, se puede optimizar la convergencia de la solucién a
la ecuacion del grupo de renormalizacién funcional exacta [32].

17
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Accion Efectiva Promedio para la Gravedad

Con el fin de construir la accién efectiva promedio para la gravedad, la métrica se
descompone en una métrica de fondo g,z y una métrica fluctuante £,z [1, 2]

Jap = Jap + fap (2.37)

La métrica fluctuante es tomada como la variable dindmica y en ningin momento se asume que €s
pequefa. La variacion simétrica, con la derivada de Lie £,, con respecto al campo vectorial v¥d,

Gap = Gap + Lvgap = Jap + fap + Lo(Gap + fap) = Tap + fap + LvGap + Lofap
se puede agrupar de dos formas
fap = fap + Lvgap + Lofap i Gap > Jap (2.38)
fap = fap t Lofap 5 Gap = Jap + Lvdap (2.39)

Las transformaciones (2.38) son transformaciones de gauge genuinas (donde la métrica de fondo
Jap NO se transforma) y las (2.39) son transformaciones de gauge de fondo.

La accion efectiva de fondo T[(f,p), 6%, Ga; Gap] €s un funcional de f,z = (fup) (que es el valor
esperado de f,p), de la métrica de fondo g,p y de los valores esperados de campos fantasmas
0% =(C% y , =(C,), y cumple que es invariante bajo las transformaciones de gauge de fondo

(2.39).
Es conveniente dejar a I' como un funcional de gap Y gap = Jap + f_a[;, estableciendo
F[gaﬁ' Jap a, 501] = F[gaﬁ = Jap 0%, 0q; g_aﬁ] (2.40)

El valor de la métrica de fondo g, es preestablecido, pero tiene una forma genérica. Sin embargo,
por consistencia se impone la condicion libre de fuentes

I'lg,§,0,0] =0 siy solosi gap = gu[9glap (2.41)
Sgaﬁ

Esto ajusta el fondo g,z usado como una referencia en la integral funcional a la variable dinamica
Jap, que es el valor esperado (g,p) de la métrica cuantica.

Para construir la accion efectiva promedio Fk[(ga,g) = Jap a“,&a;g‘aﬁ], se define el generador
funcional

Wkl i7id) = f DW'M[f]e—5[§+f]—C;fm"[f,§]+f dx\[g)"Ffap (2.42)
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La medida’ en este caso es

Dz lf]

—f f DCEDCe o [ dx (TGP QaQp i | dxcag“ﬁaf Lc(@+)ys—CIMC.C:a1+ [ dxJT(GaC +7%Ca)
=Dfyp

(2.43)

El primer término en el exponente es el término de fijacion del gauge —S, ¢, el segundo término es

la accién de Faddeev-Popov para los fantasmas —S,,. Los términos €7 y ¢2" implementan el
corte de modos en los sectores de gravedad y fantasma, respectivamente. En el Gltimo término
aparece el acople con las fuentes fantasma 7, y 7%.

Realizando la transformacion de Legendre de W), con g fijo, se obtiene
Felf,0,5: ] = sup 5 f ax(G(fup)™ + 0% + 50i) - Will.4.5591)  (244)

Si W;, es diferenciable con respecto a las fuentes, y luego, al evaluar en las configuraciones
extremales ]f‘ﬁ , #+a» 7%, S€ Obtienen los valores esperados de los campos cuanticos

fop = {fug) = = W
ap \/—6]05[?
1 6W,
@ =(C%* = — 2.45
=t @)
5y = (Cy) = —= W

Comprobando para la primera expresion

1 1 6eWk

1 6W, 1 6Wy|
aﬁ_ﬁewk 5jk Jab

Voo g,

1 1 o gravp . — = af
= D e=SIa+f1-¢"1f.g1+[ dx[G]*P fap
(—g_ewk 6](1[;[ #;;k[f] ]f‘ﬁ
1 1 grav _
= _\/E_ewk [ IDW klf S[g+£f1-¢, lf.g 5= (fap)

La accion efectiva promedio se define como

Telf 0.5; 9] = Telfoo.0: 9] - ¢ [fi 9] - €"lo 391 (2:46)

/ Dfqp €s una medida funcional que considera todos los posibles valores de la métrica fluctuante f,pz.
Entonces Dy, ;. [f] difiere de la primera, al considerar los términos de fijacion del gauge y de una integracion
(modificada por el corte de modos) sobre los campos fantasmas C% y C,,.
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Capitulo 2 Marco Tedrico

Al igual que antes, es conveniente dejar a I}, como un funcional de guz Y (gap) = Jap +f_a[;,
imponiendo la definicion

1-‘k [(gaﬁ): g_aB: O.a, 50(] = l-‘k [(gaﬁ> - g_aB' Ua' 50(; g_aB] (2-47)

La forma precisa de la condicién gauge Q.[g; f] no es esencial, Unicamente es importante su
invariancia bajo las transformaciones de gauge de fondo (2.39).

Los términos €2 y ¢Z" implementan el corte de modos en los sectores de gravedad y fantasma.

Su forma es arbitraria, pero se toman de forma cuadratica en los campos con kernel covariante bajo
(2.39)

2
G, G1 = [ TRl s (249)

¢, e g \/_fdx\/—c RI"[g1C* (2.49)

con k = (32mG,y)~ /2. Para la supresion de modos se utiliza el Laplaciano
Ag= g*PV,Vp (2.50)

donde V,, son derivadas covariantes con respecto a la métrica de fondo g. Esto con el fin de definir
una escala covariante A[g] de los valores propios de —A;. Los kernel se toman como

Rie[g19F70 = 2PV [GUERO(—ag/k?)  (2.51)
RIMG) = 20" K2RO (=ng/k2)  (2.52)
Con los prefactores
ZIPYe = gav ghs 79T (253)
zh =z (254)

Para que solo los modos con A[g] > k? entren en la integral funcional de fap NO suprimida, se debe
escoger una funcion R(®: Re* — Re* que interpole suavemente entre R(®(0) = 1y R(®(c0) = 0

RO ) = ule* — 1] (2.55)

Propiedades de la Accion Efectiva Promedio para la Gravedad

1. La accidn efectiva promedio es invariante bajo difeomorfismos de campo de fondo (2.39)
b= {(gaﬁ); g_aﬁ: O-a; aa}

T [® + L,®] =T, [®]  (2.56)
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2.2 Escenario de Seguridad Asintdtica en Gravedad Cuantica

Se asume que la medida D f,z es un difeomorfismo. Esta propiedad es consecuencia de que
Wil + L,J] = Wi [J] (2.57)

conJ = {J%, 4% 7a; Gup}

2. Se satisface la ecuacion funcional integro-diferencial

exp{—Fk [f, 0,0; g]}
= foDCDC‘exp {—Stot[f, C,.Cgl—Cklf—f.C—0,C—3]

_ 8T
j dx\/—[(faﬁ faﬁ) Y + (Ca a 60{) é]} (2-58)

donde
Seotlf,C,C; Gl = S[g + f1+ Sgrld, f1+ Sgnlg. £, C, C]
Clf —f.Cc—0,C—5] =cI"[f: g] - ¢TI, g1 + ¢"[o.5: g1 — €2"[C.C; g
Prueba

Partiendo de (2.46) y sacando el exponente

rav
(|

e~ Tklf 053] — o-Tilf05:81 o " 131 o € 0.5:9])

Aplicando la definicion (2.44) de T,

grav[f gl Cigh[a’a’g]
e

e = exp fsupy . | AfF(~Fap)™ 070 = 54%) + Wil), 1,791 °

= exp {supM,‘,; (f dx\[G(—fup] P — 0% Fa

_ . grav
- Uaz’“))} gl 1o dlexp{sup, ; (Wi [, 4, 7 31))}

= exp {sup,M— fdx\/ﬁ(—fa[;]‘xﬁ - 0%,
_50[}@:))} " Ifigl g [af_r:g]foa/gDC“DC_ae‘S[gﬁ] Sgr—Sgh—CIT¥ ~cO"+ [ dxJG)Pf qp+[ dxJG(7oCO+i%Ca)

— [ DfegDC D exp{(=510 + 1= Syrg.£1 = Sinla. £.C.C1 + G ™[] - G 1. g)
+¢"o,5; 3] - ¢I*c, C; g]
+ | arG[(fep — e VP + € = 0 + Ca = 5035] )}
De la expresion (2.44) se pueden obtener las derivadas funcionales
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Capitulo 2 Marco Tedrico

STelf0.6:9)  aprr  _ -

6fTaB _]* [f,O',O',g]
stlf. o509 .
%wm[ﬂa,a;g] (2.59)
STelfioa:9]  ir _ -
T—z’f[ﬁa,a,g]

3. Ladependencia con la escala de energia k de la accion efectiva promedio es gobernada por
la ecuacion exacta funcional del grupo de renormalizacion

kakl"k[f,a,ﬁ;g_] .
~ 1 ~

1 ~ -1 ~ -1 ~
—5Tr L@+ &), - (@ +Re)_J(kOxRe),, | (260)

En primer lugar es necesario calcular los propagadores en el sector de gravedad y fantasma, para
luego obtener la ecuacion de flujo.

Propagador en el sector de gravedad

Similarmente a como se hizo en las secciones anteriores para campos escalares, se define el
propagador

GI"™  (x,y) = S Wi (2.61)
T
_ 8 oW 6 8 w8 1 &
ORI I CO LI RAC)) 8517 ()" 6% (x)

1) 1 0 f _ gravp . - = af
= D, -1 [fle ST+ 1=Ci [f.91+[ dx[GIF fap
5 b,
817 e 57 (x)

81
517 (y)e"k

6 1 _ Tavp . = a —
) ( >f Dty 7l fle 104G U a1 xV3I fap [ () o ()

o7 (e
1 oA _pgrave . ~ B —
TS | D111 1T 51 a5

| Daty gl pleS T Cl 1 8 s GG )
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2.2 Escenario de Seguridad Asintdtica en Gravedad Cuantica

1 5€Wk 1 _ grav = af —
z_ewk<5ﬂ5( >>ewk | Pyl i1 -l S 51 e ) g
»

1 rav = o — —
+ f Dt el fle =S+ UG+ aVTT ap [ G0 furp CON T fy5 )

1 SeWk
Ve \o)7(y)

) VI fap (D cc + Sap (D frs D r eV GGV IW)

G,;"””’aﬁ,y(S O y) = {Ufap s Mrc.c = Sap (DN pecllys e WIEIWIB)  (2:62)

De (2.61) y (2.45), una forma equivalente de escribir el propagador es

s W 8fup
W (x,y) = A g(x)
o apys 57 6% 517 ()

(2.63)

Se cumple que

G apys @) 85 ()
dy\/g e == = §(x, 2.6
e o pr T U CONCLD

Tomando la derivada funcional de la accion efectiva promedio T}, [f 0,0, g‘] con respecto a ﬁm(y),
de la definicion (2.46)

———[f,0,5,4] =

——~Tlf,054]- ¢ If:4l

6 )
§fys() 5f() Ly16%)

Aplicando (2.48) y (2.59)

6
fys ()

——TN[f0ag] =10 - f dzdy\ §(2) ) fap @Rk [G1%FY0 (2, ¥) 5 ()

5fy "
=J1°@) = [ a2 /G ap (DRI (2 VGO
Derivando nuevamente con respecto a f,(z)

60 Lifosg]edW)
5fup (@) 0f5 ) VT INTSE @)

5 _
T @ J A2 §D fup RGN (2,70 B)

yé
U0 e 161989 (2, 9) GDGD)
5Fus (2)

Despejando

°w) _ *lfioaal | o _
= = — — R afys :
g (@) g @Fa ) T I INGIO)
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Capitulo 2 Marco Tedrico

R 1 1) Fk[f o,0; g] apys }
=v3(@)g») { 00265 ap (20 fya(y)+R klgl9FY° (2, y)

donde se ha definido R, [g]%FY% = k2R, [§]*FY%. Invirtiendo la anterior expresion

-1

+ jAek[g_]‘my(s} )

Sfap(x) _ 1 { 1 8%1y|f, 0,55 9]

57°°0) Vi) Jag  Sfapdhys
Reemplazando en (2.63)

grav

1
Gk aﬁyé‘(xly) = m

donde, (Fk(z))ff denota el Hessiano de T}, con respecto al campo dinamico f

(2) +7€k)__(x y) (2.64)

1 82Ty [f,0,5; g|

1" (2) o = ~ £
(T"™) ;7Gey) = 5003 0) 8ap ()36 )

(2.65)

Propagador en el sector de fantasma 7,, 7

Similarmente, se define el propagador en el sector fantasma #,, 7* como

52w,
5j&ﬁ(x)5fg(Y)

5 oW, 8 8 we_ 8 1 8

=—= — =— - Ine"k = — — e
04X (Y) 0Fas(x) 675 (Y) 67q,.(x) 372 (y) eV 874, (x)

51
572 () €k 870, (x)

51
878 (y) eVk

6 1 rav — = a

67 (y) eWk
1 oTA4 1 ,dTav[ o = = aB —
+owe ‘Mﬂy)f Dit gl fle=S0 =6 a1+ 431 fap 50y C (x)

1 6€Wk 1 gravp . - = ap —
=— ( . > fD”j,f,kU] =S[g+r1-¢ 11,91+ dx\[gI*Ff ap /_g(x)C“(x)

.
GV (x,y) =

(2.66)

_ grav _ = af
f Dity 5[ le ST+ 1191+ dx 51 F g

grav; . - = ap —
f Diuy [ o519+ 11-CE .01+ 4251 Fap G0 0 )

eWik\87¢(y)) eV
1 o[A 1 ~GTAV[ o = = ap — — =
+ e [ Dyl eI IS 4T g [T (TR
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2.2 Escenario de Seguridad Asintdtica en Gravedad Cuantica

3 1 <6ewk
B 57 ()

)Vg(x HCH ) g cc +(CH(X)Ca(fc,eV IOV ID)

T eWk

6" () = {(C0Cayrce = (€ celCaWrecWIOONVIG)  (267)

De (2.66) y (2.45), una forma equivalente de escribir el propagador es

ohi 5w, 60“( )
6 ) = S @ VI Py Y
Se cumple que
GI" (x,y) 874 ()
fdy 1716%) \/T 50%(2) =6(x,2) (2.69)

Tomando la derivada funcional de la accion efectiva promedio Fk[f, 0,0, g‘] con respecto a a,(x),
de la definicion (2.46)

5 L s _ . 5
55,0 U008l = oy Tl 0,0 ] - 5o

c?"a,5; g)

Aplicando (2.49) y (2.59)

)

0 V2 | dudyJFONTIG DR (G106 7)0 )

—Tk[f 0.5 4] =

= 5 —2 j dy TR ] (x, 1) OINTE)

Derivando nuevamente con respecto a % (y)

) ) 67f(x) B ) _ oho 3 _
50%(y) 65, (x )Fk[f 0,0;9] = 5% (y) \/E5Ua(y)fd3’\/g(y)ﬁk (9] (x, y)a* ()N ()

57
=20 BRo g1, ) FEF0)

§o%(y)
Despejando
é 64T,
SZ'“((;C/)) 50:([}{)2-0':(‘9)] + \/_:Rgh 1 ING)GW)
1 821y |f, 0,5 g] }
=vgx)g() {W§a“(y)6aa(x) klg1(x, y)
donde se ha definido R[] = V2R, [g]. Invirtiendo la anterior expresion
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-1

§0%(x) _ 1 { 1 8%1y|f,0,5;4] P [_]} .9)
5750)  J3@a0) W55 8¢ @da, () Il Y
Reemplazando en (2.68)
G (x,y) = —— (1, @ + R,) “(x, 2.70
k (x,¥) m( k k)w(x y) ( )

donde, (Fk(z)) denota el Hessiano de I}, con respecto a los campos dindmico o, &

1 821y |f, 0,5; g|

Ja()g(y) 60%(x)80a(y)

(c?), ey = 2.71)

Propagador en el sector de fantasma 4%, 7,

Similarmente, se define el propagador en el sector fantasma 4%, 7, como

52W,
678 (x)87a(y)

GO (xy) = - (2.72)

5 Wy _ 8§ 8 § 1 6

= = Wi

TS 5500 5700575 T T 57 () W 5750

5 18 e S
T f Dt el fle ST+ 1-G U1+ ax(I P T ap

6Fa,(y) €Wk 87 (x)

6 . gravy . - _ 8 i
= - Du,; > —S[g+f] Cr [fg]+fdx\/§] fap _(x)C .
57ar () €7 | Psulsle o

5 1 gravy . - = aB _
=—\=—=———=~]| Du;; SIg+F1-c" 1. a1+ dxJTI% fap [G()C
<5fa,*(y)ewk>f Hizxlfle” Vg(x)Cqa(x)

1
 eWk87,.(v)

1 5€Wk 1 gravp . — — _
- o =S[g+f1-¢Z" .81+ dx (a1 Fap [q(x)
+ eWk (5%,*()’)) eWk f Duzjilfle £y G(x)Cq(x)

1 _olA _pgrave . = ap — _ —
ek f Dty e[ fle ™SI C AT 451 s [ G () Ca(VGDIC )

eWk

R e R N5 ToHe)

1

= +ewk <57“ ( )>V9(x (Cq (x))fcc'_(c C N yceVICINIW)

6" (@) = ~{(CaIC DN p e = (CalD e clC O e cWIEVIG)  (273)
De (2.72) y (2.45), una forma equivalente de escribir el propagador es
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2.2 Escenario de Seguridad Asintdtica en Gravedad Cuantica

ohio N _ 8 Wi 85,(0)
G @) = e e - VIS, 7Y

Se cumple que

f Ggh’(x ) 870.()

WIN = ="

Tomando la derivada funcional de la accion efectiva promedio [}, [f, g,0; g‘] con respecto a a%(y),
de la definicion (2.46)

= —6(x,z) (2.75)

J F oo g = g hp = =
er[f,a,a,g] a( )Fk[fa g]_(gaa(y)cig [0,5; gl

Aplicando (2.49) y (2.59)

) )
5oy 301 = 700 0) = a2 [ st TN )% 1 )0% )

= Fur0) =2 f G005 DRI ] (6 VTP

Derivando nuevamente con respecto a a,,(z)

60 2O
86,(z) 5a%(y) soegyy Klfr0 7 a0l = = a(3; \/_ 56,(z )fdz 9(@)5,(2)R"[9) (2. y)VI)
= L) aRg (g1 TG

Despejando

8Fax(V) 52Fk[f 0,0; g] N
5.0 = 3505070y T V2Re 1@ I@Im

B 1 52Tk [f, 0,5 g] }
=y3(@)g) { T5050) 55 56“(31) Rilg1(z,y)

donde se ha definido R[] = V2R, [g]. Invirtiendo la anterior expresion

-1

[g]} (x,y)

857, (x) 1 { 1 8%Iy[f,0,5; 9]

570-0) - 1309307 /3597 08070) T "

Reemplazando en (2.74)

; -1
G,fh""(x, y) =— (Fk(z) + Rk)ao(x' y) (2.76)

1
VIW)
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Capitulo 2 Marco Tedrico

donde, (Fk(Z))E'cr denota el Hessiano de I}, con respecto a los campos dindmico &, o

1 821y |f, 0,5; g]

V@) g) 69 (x)50%(y)

En general, los Hessianos de T}, con respecto a los campos ¢; = {faﬁ, %, 6a}, se pueden escribir de
la forma

(0?), ey = 2.77)

1 82Ty [f,0,5; g]
Jax)g(y) 69i(x)ée;(y)

Una vez calculados los propagadores en los sectores gravedad G;fm”a gy (2.64)y fantasma G,‘fh"’;

(6®),, (e y) = (2.78)

(2.70) y G,fh"' (2.76), en términos de los Hessianos de I}, ahora se procede a encontrar la
dependencia con la escala de energia k de la accion efectiva promedio, a partir de (2.42), (2.43),
(2.44) y (2.46)

ko Le|f, 0,5; g = ko (Te[f,0,5; g — ¢77[f; g] — ¢, 5; g1)
ko[ f,0,5: G) = k0 Wil 4 723 §1 — k0 G [ G) — k0, CE [0, 5; g (2.79)
Trabajando sobre el primer término

_kakewk[]*:j*:i*ig]

_ 1 Wk[]*v?*!i*;g] — 1 Wk[]*.j*:i*:g] = P——
kdiIne ko Ine eWiklsioiag]

1 _olA _pgravp . — — af
= _mkakfpﬂi*.hk[f]e Sg+£1-¢" CIf.91+ [ dx[G1." fap

1 grav

—S[G+f]- G 5% -
= _meMj*’i*'k[f]e S[g+f1-c " If. g1+ dx\[G) fap (—kaka‘gmv[f,g]

— kd,c2"[C,C; g1)

1 oA _pgravp . — af _
= oWilddidl f Dity, 7, x[f 1S+ UGV axJa1 " ap (kay I [, g]
+ka,.c"[C,C; g1)
Aplicando las definiciones (2.48) y (2.49)

—k), In eWkl»idei+9]

2
CClAa fl_p,dTav o = af K — _
- m_[@”i*m,k[f]e Slg+£f1-c .9+ dx\[g1 " fap <7f dx\/gfaﬁkakﬁk[g]“ﬁy‘sfyg

++2 f dxﬁéakakaegh[g]c“)
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Retomando en (2.79)

kaka[f_iG,E;g_] |
CofAafFl_pdTaAV o —af — ~
= Wil f Dy, ;. i [fle~SL9+11-C " Ira1+ [ axa) " fap (E f Ax\[Gfopk0 R [F]1PY s
— Sgh 1 _ L _ __ gk
+ [ a0 REMGICT) =5 [ dxyTfupkouRlg " fys — | dryGacko R (glo

1 ol A _pgravy o —af 1 - ~
= mjﬂﬂﬁ,ﬁ.k[ﬂe slg+r1-¢d" 11,91+ [ dx 31 fap (EIdx\/EfagkakRk[g]“ﬁy‘sfw

— = ~ghe - 1 __ I _
+ [ ax /G0 R 191C7) - 5 [ dxTaghORilg "o
-~ J dx\[§G, k0, R [Glo®

1 Cc[Aa 1 OTAV[ o = = af — A
R — f Diy 5 [l 1=C " 17.g1 ] x5 F g f A [T fapk O R 7175,

f dx G ok Ok R [1PY F s
grav

fDﬂj*,f*,k[f]e_S[g+f]_ck [f,g]+fdxﬁ]fﬁfaﬁfdxﬁfakakﬁl!{]h[g—]ca

1
t D Wil ge7d]
1 =_ Sghp ~
—Efdx\/gaakakﬂz;f [glo®
1 1
Eewk[]*'}*'(?_*;g]

1 — Sghe -
-5 f dx[Go ko R (15

grav

fD#j*,;‘*,k[f]e_S[g-'-f]_Ck [f'§]+fdx\/§]fﬁfaﬁjdx\/ﬁcakakjé;‘gh[g]éa

=5 [ X TGO (g CORBRLGI 7 (s 0)
~Yap NRIRIP 7)o )]
+5 [ dxdyTEITO [(Catk0RE 1910 7))
- <16‘a<x)>kakﬁ,€h[g—] L (C )]
+5 [ dxdyJTEITO [(C(kORE 15 1) C )
— (€@K R (9]0 1) Ca )]

Comparando la anterior expresion con los propagadores (2.62), (2.67) y (2.73) se obtiene

kakrk[f, a, 5, g_] L
= 5 | a2 /TEDTO) [k Rel g1 ) GE 5G]

1 N .
~3 [ xay GO ka2 1g10 762 ()]
1 R _
+3 | dxdn/TETON (KoL (g1 G ()
Finalmente aplicando (2.64), (2.70) y (2.76)
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kaka[f,U,E;_g_]

1 [ 1 -1
=_ T(x)a R a1« — (r@,Lp
=5 f dxdy\/g(x)g(y) _kakﬂek[g] BYS (x,v) =0 (I‘k + Rk)ff(x, y)]

1 ———— [, son - 1 @ 45\
5 f dxdy\/g() g () _kakﬂe,‘f [91(x, ») m(ﬂc +3€k)(_w(x,y)]
1

1 [ . =
+5 j dxdy\[g)gO) [karRE" [9]Cx, ¥) @+ R)(x, y)]

VIW)

Comprobando de esta manera la ecuacion exacta funcional del grupo de renormalizacién (2.60)
kakrk[f,a,ﬁ; g_]
1 ~ (-1 ~
= ?Tr [(Fk(z) + Rk)ff(kakf}%k)ff]
~ 1 ~ 1 ~
- ETr [{(Fk(z) + ka)EO’ - (Fk(z) + :Rk)()'a'} (kakRk)E_O_]

Llevar a cabo la traza en la representacion de la posicion incluye una integral [ dx./g(x) que
involucra el elemento de volumen de fondo.

Una vez solucionada la ecuacién (2.60), usualmente no interesan las funciones de correlacion que
involucran los fantasmas de Fadeev-Popov y es suficiente con conocer el funcional reducido

Ik[g] = Ti[0,0,0; g] (2.80)

Como se indica, se escribe simplemente g,z para el argumento (g,z) = gap- Un aspecto muy
importante de la accion efectiva promedio T [g]es que sirve para encontrar una familia de
soluciones {g, 0 < k < oo} a la ecuacion

=0 (281

Que describen los aspectos de un espacio-tiempo cuantico (variedad equipada con infinitas
métricas). Por lo tanto gy, es la métrica promedio detectada por un experimento (hipotético) que
prueba los aspectos del espacio-tiempo cuantico con momentum tipico k,. Este argumento sirve
para realizar la simulacion que se plantea, ya que la coordenada radial del horizonte de eventos del
agujero de negro determinara cual métrica debe utilizarse.

Cabe recordar, gue la idea principal del grupo de renormalizacién es implementar un procedimiento
de granulado grueso, mediante el cual se promedia sobre porciones del sistema, empezando a
escalas de distancia pequefias, hasta obtener una descripcion a grandes distancias directamente de
las leyes microscopicas.

En el caso de gravedad cuantica, el poder de resolucion del microscopio en el experimento es la
distancia propia con la métrica gy, es decir

]1/2

2(k; x) = [(F(O)1) apbixDxF (2.82)

Donde Axx® es la distancia tipica de variacion de los modos ¢,, () del Laplaciano asociado a gy
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2.3 Espacio-Tiempo de Schwarzschild Mejorado

_Agkd)n (gk) = fn(g/k)d)n(g/k)

Los modos de corte a la escala k son las funciones propias ¢, (J,) con n tal que &,(Jx) = k2.
Todo esto esta relacionado con el sacrificio de la intuicion del granulado grueso espacial, a favor de
una separacion de modos con invariancia gauge. Resulta que £(k; x) da un estimado del poder de
resolucién real del experimento.

2.3 Espacio-Tiempo de Schwarzschild Mejorado

El espacio-tiempo cuantico efectivo que siente un masa de prueba puntual se construye
mejorando la métrica de Schwarzschild a través del grupo de renormalizacion. La estructura del
espacio-tiempo cuantico obtenido depende de la masa del agujero negro M y se asemeja al caso de
la métrica de Reissner-Nordstrom (agujero negro cargado). Resulta que para M superior a un valor
de masa critica M,.~m,,, el espacio-tiempo tendra dos horizontes, si M = M, tendra un horizonte,
y si M < M., no existirdn horizontes [1, 15]. La masa critica se define exactamente en (2.119).
Considerar la dinamica del espacio-tiempo cuando se consideran los efectos cuanticos, es relevante
en las etapas tardias del colapso gravitacional, y en el proceso de evaporacion de un agujero negro
con masa del orden de la masa de Planck m,, (2.9).

A partir de la ecuacidn exacta funcional del grupo de renormalizacion (2.60) se obtiene una
solucién para la accion efectiva promedio Fk[f, g,0; g‘]. Sucede que la gravedad de Einstein se
puede considerar como una teoria efectiva, en donde se identifica a la accion estandar de Einstein-
Hilbert con la accion efectiva promedio Ty, , . El valor de ks es la escala observacional en donde
se confirma la validez de la relatividad general. Para obtener una solucion aproximada a (2.60) se
considera que para k > ks la accion I, es de la forma de la accion de Einstein-Hilbert, pero ahora
las constante de Newton G (k) y cosmoldgica A(k) dependen de la escala de momentum k. En
escalas cosmoldgicas se cumple que k,ps = 0, por lo tanto se pueden identificar los parametros
medidos con G(k =0) = Goy A(k =0) = 45 = 0.

La idea es mejorar la métrica de Schwarzschild, al reemplazar la constante de Newton por su
contraparte G (k) con una apropiada identificacion de escala que depende de la posicion k = k(r),
siendo r la coordenada de Schwarzschild radial.

Segun el cambio de variables que se introdujo en (2.47) (con g,z siendo (gqpg) por simplicidad de
notacion) se plantea la forma

Fk[g,g_: g, 5] = fk[g] + fk[gJ g_] + ng[g - g_; g_] + Sgh[g - g_: g,0; g_] (283)
Donde T [g] ya se ha definido en (2.80) y [, [g, g] seria la parte correspondiente a la desviacion de

g = g. Introduciendo (2.83) en (2.60) se obtiene una ecuacion exacta para el espacio truncado de
Tiklg, gl

1 -
k0,Tilg, g1 = 5T [(K-Zrk@ (9,91 + Relg)) koW [g-]]

—Tr [(—M [9, 9] + R,fh[g])_lkakﬂe,fh[g]] (2.84)

con k = (32mG,)~/? y siendo por definicion
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Tklg, g1 = Tklg] + Tklg, g1 + Syrlg — G; g1 (2.85)
y T @[g, g] el Hessiano de I, [g, g] con respecto a Jap Manteniendo gq fijo.
Para simplificar los céalculos se aproxima ain mas, proponiendo [[g, g1 = (Zyx — 1)S,. Por lo

tanto, de acuerdo a la expresién de la medida (2.43) en donde aparece la accion de fijacién del
gauge, resulta

_ Z
Tilg.g1 = Fulg] + 5 [ dx Gg00u0s  (285)

Como se habia mencionado anteriormente, la forma precisa de la condicién gauge Q,[g, f] no es
esencial, Unicamente su invariancia bajo transformaciones de gauge de fondo (2.39). Si se utiliza la
condicion de gauge de fondo armonico

— 1 .
Quld f1= VBT |fug =5 00pd Fry|  286)

Donde V# es la derivada covariante con respecto a la métrica g. Entonces la accion de Faddeev-
Popov para los fantasmas, definida en (2.43)

A 1 - _ 00 _
Sgnlg —3.C.C; gl = _Efdxca “ﬁﬁﬁc(g + fys (2.87)
¥

Aplicando la condicién (2.86), resulta ser
Sonlg = 9.C,C; g1 = —2 [ dx [GCHMIG + £.91°5CF (288)
En donde, el tensor M es el operador fantasma de Faddeev-Popov, de la forma [1]
Mg, g%, = 3% 39,8V + 958Yp) — 3°° V394557, (2.89)
Ahora, el flujo del grupo de renormalizacién en un espacio infinito-dimensional de todas las

acciones funcionales se proyecta en un subespacio de dos dimensiones mediante una expansion de
los operadores base \/E y \/ER, lo que se conoce como la truncacion de Einstein-Hilbert [1]

T[g] = (167G (k))~* f d*x\[g[-R(g) + 2A(k)] (2.90)

Aplicando la definicion de T [g, g] (2.85) con la aproximacion (2.90), e insertando en la ecuacion
de flujo (2.84), se obtiene un sistema acoplado de ecuaciones diferenciales para la constante de
Newton adimensional

gk) = k%G (k) (2.91)

Y para la constante cosmoldgica adimensional
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2.3 Espacio-Tiempo de Schwarzschild Mejorado

A(k) = Ak)/k2 (2.92)

Ademas, se asume que la constante cosmologica es despreciable para los objetivos de investigacion
del presente trabajo. Por lo tanto la evolucién de la constante de Newton adimensional es

dg(t)
dt

=[2+nylg(®) =B(g(®)  (2.93)

Donde se ha definido la variable auxiliar ¢t = Ink. ElI comportamiento a pequefias distancias
(momentum grande) del propagador estd gobernado por la dimension anémala, ny = 9;InG(t), de
la forma (p2)~1*7n/2, Sj el flujo tiene un punto UV no trivial o > g* > 0, la Ginica forma de que el
lado derecho de (2.93) se anule, se da cuando ny = —2. En general, la dimension anémala ny(g)
esta dada por [1]

Big
1-B,g

nv(g) = (2.94)

Siendo las constante B, y B,, dadas por
1 w2
By=——|24——]| =~ —-237 (2.95)
B, = 2 0.21 2.96
2=5-~0. (2.96)

Reemplazando (2.94), (2.95) y (2.96) en (2.93), se obtiene la funcién beta

1-w'g
1—-B,g

B(g) =29 (2.97)

Con las definiciones w = —B;/2 ~ 1.18 y w’ = w + B, ~ 1.39. La ecuacion de evolucién (2.93)
tiene dos puntos fijos g, (cuando la funcién beta es igual a cero B(g.) = 0), uno gaussiano
infrarrojo g/® = 0y el otro no gaussiano ultravioleta

1
g%’ = —~072 (2.98)

El punto fijo UV separa el régimen de acople débil (g < g’") del régimen de acople fuerte
(g > g?"). Las trayectorias del grupo de renormalizacion se clasifican en tres clases:

i.  Trayectorias con g(k) < 0 para todo k. Son atraidas hacia g!® para k — 0, ya que 8(g) en
este caso es negativa.
ii.  Trayectorias con g(k) > gU" para todo k. Son atraidas hacia gU" para k — o, ya que
B(g) en este caso es negativa.
iii.  Trayectorias con g(k) € [0, gUV] para todo k. Son atraidas hacia g/* para k — 0 y hacia
gY" para k - oo, ya que B(g) en este caso es positiva.

Las trayectorias i. se descartan ya que no se permiten valores negativos de la constante de Newton.
Las trayectorias ii. no son de utilidad debido a que no permiten establecer una conexién con el
régimen perturbativo de grandes distantes (k — 0). Por lo tanto, Unicamente se consideraran las
trayectorias del tipo iii.
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Para obtener una solucion analitica para g(k) se debe integrar la ecuacion (2.93) con (2.97), donde
resulta una expresiéon imposible de resolver de forma cerrada [1]

g B g (ko) (k )2

(1 -’ g)? ~ [1—w g(ke)]®/* \ko

T (2.99)

Para simplificar el analisis se aproxima la relacién w’/w =~ 1.18 al valor exacto w’/w = 1, que
permite resolver (2.99) dando [1]

g(ko)k?
wg(ko)k? + [1 — wg(ko)lko

g(k) = (2.100)

En términos de la constante de Newton dimensional (2.91), e identificando a Gy = G (ko = 0) con
el valor observado experimentalmente de la constante de Newton

Go

Gk)=——
() 1+ wGyk?

(2.101)

Este tipo de comportamiento de G(k) tiene la misma forma obtenida en [39] basados en la
cuantizacién canodnica de la gravedad y también en [24] basados en el escenario de seguridad
asintética con una expansion hasta del orden R3* en (2.90).

La dimension anémala (2.94) haciendo una expansion perturbativa es dada por

Ny =—2w'g (2.102)

1+ Z (Bg)"
n=1

A primer orden es aproximadamente igual a —2.0016, por lo cual el estudio original sobre gravedad
en (2 + ¢€) dimensiones de Weinberg [18] es un buen punto de partida para el escenario de
seguridad asintdtica, ya que en el régimen UV resulta ser valido trabajar en 4 — 2 = 2 dimensiones.

[1]

Identificacion del limite de corte IR

En el caso de un agujero negro es necesario encontrar una dependencia de la escala de
momentum k(P) con la escala de distancia d(P) cuando la particula de prueba es localizada en un
punto P del espacio-tiempo del agujero negro, de la forma

k(P) = % (2.103)

donde & es una constante numérica a determinar. Usando las coordenadas de Schwarzschild
(t,7,0,¢), la simetria del problema implica que d(P) dependa Gnicamente de la coordenada r, es
decir d(P) = d(r). La funcién d se normaliza tal que

tim £ _ 4 (2.104)

r—c T
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Como se menciond la seccién anterior, se sacrifica de la intuicién del granulado grueso espacial®, a
favor de una separacion de modos con invariancia gauge, por lo tanto d(P) no debe ser
independiente de las coordenadas. Se define como la distancia propia desde el punto P hasta el
centro del agujero negro a lo largo de alguna curva C (todavia existe una ambigledad en la correcta
identificacién de esta curva espacio-temporal)

d(P):f Jldsz (2.105)
(&4

Considerando la curva € = C(y definida por (t = to,7(1) = 4,0 = 8y, ¢ = ¢,) con A € [0,7(P)],
evaluando la integral (2.105) se obtienen los limites

rh_)rglo diy(r) =r+0(nr) (2.106)

_ 2 1

Por lo tanto (2.103) tiene la propiedad de variar segin

r3/2 4+ 0(r5/?) (2.107)

lim k(r) o 1 (2.108)

r—00 Tr
limk ! 2.109
lim (r) %3 (2.109)

Las caracteristicas cualitativas del espacio-tiempo del agujero negro con correcciones cuanticas son
insensibles a la forma precisa de interpolacion de k(r) entre (2.108) y (2.109), entonces se propone
la forma concreta

3

1/2
d(r) = < ) (2.110)

r+ yG()M

Comparando con (2.107) se obtiene el valor y = 9/2. Sin embargo, los resultados cualitativos son
tan robustos que son los mismos para todo y > 0, excepto para cuestiones relacionadas con la
singularidad en r = 0.

Introduciendo (2.110) en (2.103) y luego en (2.101), se obtiene la constante de Newton dependiente
de la posicion

Gor3
3 4+ @Gy(r + yGoM)

G(r) = (2.111)

donde @ = wé&?. A grandes distancias, la constante de Newton (2.111) esta dada por

8 . , . ~
Que es un proceso en el cual se promedia sobre volumenes locales del sistema, empezando a pequefias
escalas, hasta obtener una descripcion a grandes distancias, directamente desde las leyes microscdpicas.
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2
~ Go 1
G(T) = GO —wr—2+0<r—3) (2112)
Como @ no puede ser determinado por argumentos del grupo de renormalizacion Unicamente (ya
que w depende de la forma R(® en (2.51) y (2.52) y ¢ es indeterminado). Para fijar el valor
numérico de @, se propone mejorar el potencial gravitacional clasico de Newton mediante el grupo
de renormalizacion, al reemplazar la constante G, por G(r)

mim, - Goh
Vimp (1) = =Gy " [1 053 + ] (2.113)

Donde se han recuperado los factores de # y c. La idea es comparar (2.113) con el resultado de la
cuantizacion perturbativa estandar de la gravedad de Einstein llevada a cabo por Donoghue [16, 20]

V(T') = —Go

mm m;+m 167 Gyh
1 2[1—60( 1 2) 0 ] (2.114)

c2r  30mr2c3
Cabe aclarar que los términos donde aparece la constante &, tienen origen cuéntico. Por lo tanto

5= 267 2.115
“ =301 (2.115)

La ambigiiedad en los factores w y &, debido a su dependencia con R(?, se compensa en el
producto wé&?, que tiene un valor Unico fijado por la identificacion de la forma asintética del
potencial Vi, ().
Métrica mejorada
La métrica de Schwarzschild esta dada por
ds? = —f(r)dt? + f(r)"1dr? + r?(d6? + sin? 6 d¢?) (2.116)

donde la funcién clasica es

2MG
f) = feass(r) = (1 B O) (2.117)

En relatividad general, la métrica (2.116) con (2.117) se interpreta como una propiedad de un
agujero negro, y tiene significado fisico inclusive en la ausencia de la particula de prueba. En el
enfoque del escenario de seguridad asintética, la presencia de la particula de prueba define en el
sistema una escala de distancia relevante d(r). Esta es la principal suposicién, que los efectos
cuanticos gravitacionales de mayor relevancia estan dados de reemplazar en (2.117) G, por G(r)
dada por (2.111), entonces

2G,Mr?
3 + @Gy(r + yGoyM)

fr)=1- (2.118)

De (2.118) se puede analizar que para r — o, se recupera el espacio-tiempo de Schwarzschild
clésico. Ademaés (2.118) no tiene ningin parametro libre.
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El espacio-tiempo de Schwarzschild mejorado mediante el grupo de renormalizacion es similar al
agujero negro de Reissner-Nordstrom. Si la masa del agujero negro supera un valor critico M >
M,,, la solucion tendra dos horizontes de eventos, si M = M, solo habra un horizonte y si M <
M_,- no existiran horizontes. Este valor de masa critica es del orden de la masa de Planck

@hc 1/?
] (2.119)

Mer(y) = [ncrmco

donde

9 1
cr(y)——(9y+2)\/y+ \/9)""2——)/ —srts5 (2.120)

El valor de la masa critica depende de los parametros @ y y, y como se vera en (4.4) M., =

2.9465m, = 6.42 X 10~5g. En la Fig. 2.1 se muestra la grafica de f(r) para varios valores de la
(2

masa M.

05 -

0 2 4 6 8 10
Fig. 2.1. Funcién f(r) con M variable. La linea puntuada es la solucion clésica f,;qs(r) [15].
Expandiendo a f (r) alrededor de r = 0 se encuentra que
f(r)=1=-2(y@Gy) r? + 0(r?) (2.121)
Debido a que la métrica de de Sitter es (2.116) para f;s(r) = 1 — Ar?/3. Entonces a pequefias
distancias, el espacio-tiempo de Schwarzschild mejorado es similar al espacio-tiempo de de Sitter
con una constante cosmoldgica efectiva

Aesr = 6(y@Ge)™  (2.122)

Este resultado concuerda con la especulacion (basada en consideraciones fenomenoldgicas) en la
literatura [35] sobre existencia de un nacleo de Sitter en agujeros negros realisticos.

La estructura global de este espacio-tiempo mejorado es similar al de Reissner-Nordstrém, con la
diferencia de que ahora la hipersuperficie r = 0 es tipo-tiempo. El diagrama de Penrose se muestra
enlaFig. 2.2 paraM > M,
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Fig. 2.2. Diagrama de Penrose de un agujero negro cuantico con M > M, [15].

Donde los puntos i°, i* e i~ denotan el infinito espacial, futuro infinito y pasado infinito,
respectivamente. 7~ y J* denotan el pasado y futuro nulo infinito. Ademéas r, y r_ son los
horizontes de eventos exterior e interior, respectivamente.

Singularidadenr =0

Si se considera que en el limite » — 0 la funcion f(r) es de la forma (2.121), entonces el
agujero negro cuéntico tiene un nucleo de Sitter de forma similar a los agujeros negros regulares
[36]. Por lo tanto, se concluiria que la métrica mejorada esta libre de singularidades de curvatura;
esto se puede ver al calcular los invariantes (2.3), (2.4) y (2.5), con v = 2 la dependencia con r
desaparece.

R=c(+1)(2+2)r*? (2.123)
RWYPIR 1ype = c2(2* = 2(2%) + 5(2%) + H)r2@~* (2.124)

2

C —_—
CHP7 Cuyps = Ta7 2 = D2 - 2)?r2@=*  (2.125)
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Sin embargo, las geometrias cuanticas y clasicas son muy diferentes para r — 0. Entonces en el
escenario de seguridad asinttica, existe una ambigliedad con el calculo de la distancia propia d(r)
en (2.105), ya que éste fue hecho para la métrica de fondo de Schwarzschild, donde se obtuvo
dgep & 1372,

Pero para r — 0 la geometria cuantica en realidad es similar al espacio-tiempo de de Sitter (2.121),
y si ahora se calcula la distancia propia, el comportamiento asintético es diferente dyg o r.

Por lo tanto no hay un criterio para decidir si se debe mejorar la constante de Newton con dg., o«
r3/2 (con v = 2 no hay singularidad), dgs  r (con v = 1 sigue existiendo una singularidad) o una
funcién d(r) de alguna métrica desconocida interpolando entre Schwarzschild y de Sitter. Por ende,
lo que si se puede concluir con certeza es que la singularidad es mucho mas débil que su contraparte
clésica, ya que en un caso o en el otro, la dependencia de la constante de Newton con k, cerca del
punto fijo UV sigue siendo G (k) « 1/k?, lo que se traduce como si se apagara la interaccion
gravitacional a distancias pequefias [15].

2.4 Temperatura de Hawking

En esta seccion se discute uno de los posibles observables, la temperatura de Hawking, que
permitiria encontrar evidencia observacional a favor del escenario de seguridad asint6tica. Para el
analisis que se va a desarrollar en esta seccion, la forma de f(r) no importa para r <r,.
Unicamente se asume que

f(rp)=0
fr)#0
Y que f(r) crece monotonicamente desde O hasta 1 cuando r — oo. Si se consideran métricas

Lorentzianas de agujeros negros de la forma (2.116) con una funcién f(r) arbitraria, al realizar una
rotacién de Wick (t = —it) con 7 un nimero real, se obtiene una métrica Euclidiana

dsg® = f(r)dt® + f(r)~1dr? + r2(d6? + sin? 0 d?) (2.126)

Ahora, se realiza un cambio de coordenada de r por una nueva p definida como:

1
p= %ﬁBH\/ f(r) (2.127)

con la constante

De esta forma, el elemento de linea (2.126) se convierte en:

f )

2 2m\?
dSE —pz(—> dT2+ m

2
] dp? +1(p)?(d6? + sin? 6 dp?) (2.129)
Bru

Cerca del horizonte, la métrica se aproxima a:

39



Capitulo 2 Marco Tedrico

dsp® ~ p2dt? + dp? +r,2(d8% + sin 6 dp?)  (2.130)

donde, el tiempo Euclidiano escalado es:
t=—-1 (2.131)

En la métrica (2.129), con el fin de evitar la singularidad en p = 0, se debe identificar el tiempo T
como una variable periddica t € [0, Bzy]. De esta forma, (2.129) define una variedad Euclidiana de
agujero negro, y tiene una topologia de R? x S2.

Luego, si se cuantizan los campos de materia en el espacio-tiempo Euclidiano de agujero negro, sus
funciones de Green heredan la periodicidad en el direccion temporal. Por lo tanto, parecen
funciones de Green termales, con temperatura de Bekenstein-Hawking dada por:

1
Ton = Pon” =7 f () (2132)

Aplicando este resultado para la métrica de Schwarzschild mejorada, con f(r) dada por (2.118), se
obtiene:

T (M) = 1 ) @Gy, 2y&Gy*M
BH "~ 8nGyM 7.2 T3

(2.133)

Cuando no se consideran los efectos, es decir con @ =0, se recupera el resultado clasico
(tratamiento semiclasico con campos de materia cuantizada en una geometria clasica):

1
Tpy S %S (M) = —— (2.134)
0

class

Comparando (2.133) y (2.134), se concluye que Tgy < Tgy

La temperatura de Bekenstein-Hawking para el agujero negro cuéntico (2.133) y para el agujero
negro clasico (2.134) se presenta en la Fig. 2.3. Cuando la masa del agujero negro es muy grande la
relacion clasica es aproximadamente valida Ty < 1/M.

El agujero negro radia energia, y entonces su masa decrece y la temperatura aumenta. Esa tendencia
es contrarrestada por los efectos cuanticos. La temperatura alcanza su maximo valor cuando la masa
es M., y para valores méas pequefios de la masa decae rapidamente. La temperatura alcanza el cero
cuando M = M, que es del orden de la masa de Planck.

En el marco clasico, la temperatura aumenta continuamente durante el proceso de evaporacion. En
cambio, en el escenario de seguridad asintotica, el proceso de evaporacion para cuando la masa
alcanza un valor de M,,. Esto sugiere que el estado final de la evaporacidn de agujero negro de
Schwarzschild mejorado, es un agujero negro critico con M = M., (remanente a una escala de
Planck).
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Temperatura de Bekenstein-Hawking
0.014 .

— Semiclasico

\ — Seguridad Asintética
0.012

0.01

Tgn(M)

—

0 1

10 10 N *

10> 10 10
Masa del agujero negro

Fig. 2.3. Temperatura de Bekenstein-Hawking en funcién de la masa del agujero negro.

Adicionalmente, al considerar los efectos de gravedad cuantica en el horizonte de eventos, en [11] se han
investigado los observables: la temperatura y el flujo integrado total (F, = L,/4nd? donde L, es la
luminosidad superficial medida en el infinito y d; es la distancia que puede ser medida), para materia
politropica. Estos efectos podrian servir para probar el escenario de seguridad asintotica.
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Solucién del Problema

3.1 Acrecidn Esféricamente Simétrica hacia un Agujero Negro
El elemento de linea en el espacio-tiempo de Schwarzschild es (2.1)
ds? = —f(r)dt? + f(r) tdr? + r?2dQ? (3.1)
Escrito de otra forma
ds? = —e?*(Mqt? 4+ e2BMqr? + r2d0? (3.2)

Si se usan las etiquetas (t,r, 0, ¢) para (0,1,2,3), los simbolos de Christoffel no nulos son

Fttr =0,a Ftrt = e2(a=p) dra Il =0.p
Freg — 1/7,- Fge = —re_zﬁ F:fb = 1/7"
ro_ —2B cin2 0 _ i
[4p = —Te £ sin% g [4p = —sin6cosd Fg’¢ = cos 8 /sinf

Los demas simbolos estan relacionados por simetrias.
El tensor momento-energia para un fluido perfecto es
TH = (p + p)UHUY + pg*¥ (3.3)
La ecuacion de continuidad esta dada por
(nU#*),, =0 (3.4)
Dado que la 4-velocidad en acrecion esféricamente simétrica es U# = dx* /dt = (U°,u,0,0)
(nUH),, = V,(nUH) = 8, (nU*) + T, (nU?)
= 9,(nU°) + 8, (MU™) + [} (nU™) + T5. (U™ + T, (nU™) + T (nU")
= 0,(nU% + 9, (nu) + 0, (nu) + d0,a(nu) + 2/r(nu)
=09,(nU® + 1/7% 8,(nur?)

De la condicién de normalizacién de la 4-velocidad del fluido
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UFU, = U'Uy + UTU, = gooUU° + g, UTUT = —f(U%)? + f~u? = —1

WO = f 4 22 = fizo‘ +u2)
Entonces
po =LY 5y

f

Reemplazando en la ecuacién de continuidad

a( < 2 10
(TLUM);M = a(n %) + r—za—r(nurz) =0 (3.6)

La ecuacion de conservacion del tensor momento-energia es
TH ., = (p + p) (UK, UY + UFUY ) + (p + p) , UFUY + pygh’ = 0 (3.7)

La relacion termodinamica de equilibrio se obtiene de minimizar la energia libre de Gibbs por
baryon

dp p+p ds

Es importante no confundir el ds de la anterior ecuacion, que es un diferencial de entropia, con el
elemento de linea del espacio-tiempo. Asumiendo condiciones isentrdpicas, la velocidad del sonido
esta dada por

az_a_p _ap n

= =— 3.9
dpl, dnp+p 3.9

De la primera ley de la termodinamica en equilibrio

Tds = d (g) +pd (%) (3.10)

Se tiene que, para procesos isentropicos ds = 0 y utilizando la ecuacién de estado politrépica
p= Knv

d (g) = KnVn—lzdn =Kn"?dn

n¥~1

P_ o2
—= +K
n ke y—1

nY

p=jgc’n+K (3.11)
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3.1 Acrecion Esféricamente Simétrica hacia un Agujero Negro

Reemplazando (3.11) en (3.9) permite establecer la relacién entre a y n

yKnr—1

2 =
fact+y/(y — Dknr=1

(3.12)

En la ecuacién de estado para neutrones extremadamente relativistas (con densidades superiores a
6 X 108 kg/m?3) la constante es K = 3/372/3xc /4 y el indice politropico es y = 4/3.

Trabajando sobre la ecuacion de conservacion del tensor momento-energia vV, T#" = 0
Vul(p + p)ULUY + pg*¥] = V,[(p + P)UFU] + V,(pg"”)
= 0ul(p + PIUFU] + T} (p + p)UAUY + T3 (p + p)UFUA + 0, (pg"") + Typg™ + T,pg*
= (p + ) 0, (UFU") + 8,(p + PIUUY + (p + p) (TLUAUY + THURUR) + (9,0) g*
+p (aug‘“’ + Fﬁlg’“’ + F;Ag“’l)

Cuando se define una Unica conexion en relatividad general, se impone que exista compatibilidad
con la métrica (V,g,, = 0), de esta forma, la conexion son los simbolos de Christoffel. Entonces

5lfvpg!w = 0, por lo tanto

VuTH = (0,p + 0,p)UFU” + (p + p) [(0,UF)UY + T4 UMDY + UK(9,U) + T U U2
+ (aﬂp)g‘“’ =0

Analizando término a término parav = 1

(0,p + 0,p)UFU = (Bpp + Bop)U°U + (81p + 0,p)UU?

+u2/0pon Jpon dpon Jpon
AR e o 2

f \onat ' onac anor anor

Jftu?p+ + p\on + + p\on
i (p P, 2P p)_+u2(p P, 2P p)_

f n n /ot n n /or

_ptp 2
T oon (1+a%) ot ”ar

( Jf+u?on 26n>
uT—+

El altimo término

dpon _ _ ,p+pon
onor ¢ n or

(0,p)g"t = (01p) g™ =
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Capitulo 3 Solucion del Problema

El segundo término
(0 +p) [(0,U)U" + T UMVt + Uk (9,U7) + LU U]

= (p +p)[@UOU + (8, UM U + T UAUL + TLUAUT + U°(0,UY) + U (9,UY) + T, U°U?
+ TLUUA

= (p+p)[0OuU%u + (0 ,wu + THUWU + TLUWW + TA UL + T3 UV + U°(9,UY)
+ UY(0,UY) + T, U°U° + T UtUY]

=(p+ )( f+lﬂ>u+(3—z>u+u26r0{+uzarﬁ+%uz+%u2+'f;u2<g—1;)
ou o f+u?
+u<6r>+82( P o,.a 72 +u?0,B
3 ou ou\ 2u? /f +u?0u 1109f f + u?
= P)[zfmm 5+l (@) e
110f
“27art
,0u ou\ 2u? /f+u?ou\ 10f
~ e [ e (5) B L (54 5

Uniendo los términos

2
VHT””:—p PA+a )(u—f+u om 6n> t g2 tpom

f ot n or
au ouy 2u? Jf+u?uy 10
+(p+p)|[— 2u< >+—+ / (—) of =0
f/f uZ ar r f at) ' 2ar
1 f+u?on on 10n
z 2 2 2277
(1+a)<u 7 6t+u - + fa —
,0 0 2u? + u? /0 10
20U (28 2 NTER 0y 10 g
f/f+u2 or r f at/  20r

Analizando la ecuacion de continuidad

0 f+u? 10 5
a(n 7 >+ﬁ§(nur)—0

w/f+u26n+1 1 ) 6u+1 ot 6u+ on 0
foot 2 fffrar ot p2 T TGy T
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3.1 Acrecion Esféricamente Simétrica hacia un Agujero Negro

c')u_l_ 6u_ u+f+u?on 2u? u?on
f/f+u2 YorT"nT f o9t r  nor

Reemplazando (3.14) en (3.13)

1 Jf +u?on on 10n
z 2 2 22
n(1+a)(u 7 6t+u 6r)+fa

uJf+u2on 2u?® u?adn ou\ 2u? +u?2/0uy 190
_ufTron LT e

n f ot r nor or F \at)  20r

oy,

ouy 10f a? f+u?on
(0 ) 2L (T

o)t 335, 7 + @W?+1) ):0 (3.15)

De las ecuaciones de conservacion (3.6) y (3.15) se obtienen las soluciones estacionarias, para la

ecuacion de continuidad

1d
prm (nouer?) =0

Amfingu,r? = —m/c (3.16)

y para la ecuacion de conservacién del tensor momento-energia

dug 1df dno
uo(d ) 2dr+_(f )

1/dug®\ 1d a? dn
()t G
2 ng

dr 2dr dr
d ( n ) _ Zaoz dno 3 17
(f +ug®)dr ftuo®) = ng dr (317)

En el presente trabajo de tesis de maestria se resolveran las ecuaciones (3.16) y (3.17) mediante el
método de diferencias finitas, que se explicara en el siguiente capitulo.

Analizando el limite no relativista, donde u? « 1, a? € 1y r > 2G,M, la ecuacion (3.17) a primer
orden es

1 duo 11 df aOZ dno 1 dqu , Ao dno

2 dr 2fdr+n0 dr Edr+ +n0 dr

=0

Se puede definir un potencial efectivo debido a la curvatura del espacio-tiempo de acuerdo a
¢ = f'/2f, que representa una desviacion del comportamiento Newtoniano. En este enfoque
pseudo-Newtoniano se propone que los efectos de la relatividad general sean simulados por el
potencial efectivo que cumple d¢p = df /2f. Integrando
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Capitulo 3 Solucion del Problema

$=oinf=rln (1 - ZIZGO) (3.18)

Utilizando la serie de Taylor del logaritmo natural [33], validapara—1<x—-1<1

)n+1

Inx = Z - —Dr (319)

1 2MG - —1)n+1 2MGo\™ MG 1 /2MGg\2
2 ] n T r 4 T
n=

3.2 Andlisis de Estabilidad en Acrecion

El esquema de perturbacion a usar es el que se propone en [10], el cual es una perturbacion
linealizada de la solucién estacionaria de la ecuacion de continuidad.

u(r, t) =ug(r) +u'(r, t) (3.20)
n(r,t) = ng(r) +n'(r,t) (3.21)

Es conveniente trabajar con la nueva variable, 1 = nur?. Trabajando con perturbaciones a primer
orden [10]

Y(r,t) = n(r, ulr, )r? = (ng + n")(ug + u)r? = nguer? + (uen” + nou)r? = Py + ¢’
Y = (ugn” + nou’)r? (3.22)

De la ecuacién de continuidad (3.6), a primer orden en la perturbacion

a( Jf +u?
5; n——m—

10
7 +—Za—(nur) 0

nou w/f+uzan 1 1 0y’
e ey o A U =

ar
NoUg ﬁf‘l‘uo on’ _ 1 61,0'

- 2
fVf +u? 6t f ot rZor (3.23)
Ademas
61/) a(uon + nou ) ,on’ , 0u
0 .2 — 24
ot at = Moy F o 5y (3.24)

Comparando (3.23) y (3.24), se obtienen las ecuaciones que relacionan la derivada temporal de las
perturbaciones en la densidad de nimero de particulas y en la velocidad del fluido con las derivadas
espacial y temporal de i’
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3.2 Andlisis de Estabilidad en Acrecion

on” Ug 0P’ > P )
= = (f =+ +ue? (3.25)
ou’ + up? + up? 0 oY’
_u:\/f 7210 Vf +uo iy’ oi (3.26)
at ngr f at or
Comprobando, para (3.25)
1 fug oy’ _ oy’
rZ(f ot TV F o ar)
Ly zan' ou’ NgUg f+uy?on
= er(”"T 5 T at) fHu? <f T zat 7 6t>

Up>0n’  ugng U’ nougdu’  f +ug?on’  on’

f ot f ot f ot f a8t at

y para (3.26)

ngr? f ac " g

Jf+u02<Jf+uOZa¢ %>

_f+u02(u , o’ 2au')_uo,/f+uo2( nouy 0w’ f +ug? on’
f

T fngr? ng f+u? 0t f ot

o e YT o T F ot fmg Mot ot

ftuy? on fHuy?ou uylou ft+u® on’ ou

Como la velocidad del sonido depende de la densidad de nimero de particulas, la perturbacion en n
afecta a a?, a primer orden

2
dag

o
dng,

a’ =ay® +

Ahora, de la ecuacion conservacion del tensor momento-energia (3.15), a primer orden en la
perturbacion

Jf+u?ou  ou 10f w/f+uzan on\
7 a*”a—ﬁzar* et g =0

w/f+u0 ou’ 6u0+ 6u'+ ,6u0+16f+ w/f+uo an’
TF ar Ty Tl UG TGy T at
2

+—(f+u2+2u u')—+—(f+u2)%+ 0
ng 0 0 ar  ng 7 9r " dn

on
2y
O)Or
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Vf +ug?ou N ou ou  duy a? dn, 1 <du02>
= u
n

ot Tty T U ar 2\ ar
2 2 2 2
ag f+ugcon” ag ) 0ng 0 an
- 2 4 2y
+ g 0T f T (f + uo® + 2upu’) o + (f +uo®) o
day®n L 01 5 LT
dnon_o(f Up )a___zao (f +uo )W
f+ug?ou ou ou Vf tug?apg?on’  ay? @ )E) 0
F ot "7 ar T T ot mg MY
2 2
4o 27 dao” n’ 29 _ M, 2y 90
+n0 (f"‘uo)a dnono(f 0)6 > 0(f+u0)6r

_f tugouw N d(uou) N Vf +ug?ag?on’ 2 ong ay?

Fooat . ar T ot M g
aozﬁ dag’n’ dn, n’ Zano]

2y | —=— -_ -
T+’ nyg or  dng ngy or n02a0 or

,/f+u02%+6(uou’)+u Vf+u02a_02%+ u %a_‘)zu’+(f+u 2)i a—ozn' =0
f ot or o f ng ot  ar ng ® “or\ ng

Diferenciando parcialmente la anterior expresion con respecto al tiempo y utilizando (3.16), (3.25)
y (3.26)

0 +uy2ou’ 0 ou’ 0 +uy?ay?on’ ong ay? ou’
_<g_>+ ( )+ (uO_VfOL_>+2 0 %o

ac\™ f  at) ar\"ar) T F ng ot ) M or mg ot
Ot 2)6 ay? on’ — o
[t or\ny ot )
0 [f+uo? (VivuZow ow\| of Jivu?(Vitulow oy
at | Frgr? Foat % )| T ar YT ngr? F ot Mor
0 Jf+up?ag? 1 juyoy’ o’
+ 2 _uouL_<_0i+ f+uozi>
ot f ng r2\ f ot or
dng ay” \/f+u02 \/f+u02 gy’ oy’
+ 2up—— — + Uy ——
or ng Mnyr? f ot or

2 . ’
v (f+uoz>%[-‘ii(@%+m%)] —0

ng r2\ f at
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f+u0 Vf + ug? 61/) f+u0 oY’ Vf+ue?ag? 1 uyoy’

t| Frorz ~ f 0t | frgrz War YT F n 2 f ot

VI +up? ao 1\/f70¢

~to f ng 12 tuot 5
d Vf +ug? \/f+u0261/)
ar [ nor? f to ar
d
g e a"f ai)]
(’)(f+u02) uo 61/)
B [n r2\f 6t f+u0 ]
5 a710010 Vf +uo? \/f+u0261/)
BT ng nor? f

0 \/f+u02 <f+u02 _u02a02>%+f +u02< Ug u0a02>%]

at f? nor? ngr? ) ot f ner?  mngr? ) or

0| uy f+uy? 1/f+ oY’
+ Elnorz f 1- ) T ngr? of =+ uoz)aoz)ﬁl
_ 2ay? dng uo 01/) Y’
=S 2)[ (F3e Jf+uozﬁ)]

u anoao Vf +ug? (\/f"‘uozai_l_ ai)

u
% 9r nyg mnyr? f ot ° ar

Multiplicando por nyr2uyng

0 Vf +up? 0 + up? 0
3¢ |Ho™o ffzuo (f +up® — uozaoz)a_d; + uoznof fuo 1- aoz)a—lf,
2 . ,
g ot - a&)i—‘f oo F U (ue? — (f + ) S
d(nor?ugng) | f + up? oY’
TR T e (- 0 o
+ ];;Zoz(uoz -(f+ u02)a02)i,]
oT d
d + uy?
— _Zaoz dr;() [uoz (f qu )( _ ) l)b

+ug/ f +up?(ue® — (f + uoz)aoz)—]
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0 Vf + ue?

Ugn
at 0'to f2

oy’
ar

2
THU07 0 g2y

o
(f +uo* —ug aoz) +u02n0

+ i [uoznoﬂ%(l - aoz) % + ugney/ f + uoz(uoz -(f+ u02)a02)i]

or
2 ,
_dng [uozf +fu0 (1- aoz)% +ugy f +up?(ue® — (f + uoz)aoz)ﬁ]

dno LG HwD) o f’i

dr f
+uoy f +up?(ue® — (f + uoz)aoz)—]
[uono f%uoz(f +up® —up®ag?) aait + ug*ng f—+fu0 1- ) 1/)

PE
f+fu0 1- 2)i+u0novf+u0 2(up?® = (f + up»ay? )(')_1/1)‘

dng [, (f +up?)
Ug
dr f

+ug/ f +up?(ue® = (f + uoz)aoz)—]

— 2a02

0
ot
0

+ —|uo?n
ar[o 0

=1- Zaoz)

1- 2—
( aO)at

En términos de esta nueva variable, se obtiene una ecuacion linealizada de movimiento

Y’ Y’ ay’ 31P'>
tt tr v rt 9¥ rr
3 (moh™ G+ mohtr 5 )+d6r( halpat o :1// or
_ _ rt r_ T
= (1-2a9) 5> (h B¢ th ar)

d
at
(3.27)

Con los coeficientes h*# dados por:

2
u?(f + uo?)

ht" = hTt = 7(1 —ap?) (3.29)

R = ugy f +uo?[ue® — (f +uo*)ao?] (3.30)

Para poder comparar el analisis de estabilidad realizado en el presente trabajo (basado en
perturbaciones a la ecuacion de continuidad), con respecto al estudio hecho en [37] por Bili¢
(basado en perturbaciones al potencial escalar); es importante tomar el limite no relativista a la
ecuacion (3.27), donde tanto la velocidad del fluido y del sonido son mucho menores que la unidad
Ug? K 1y ay? « 1y ademas la funcion f se aproxima a la unidad

htt = Uy (f + uoz - uozaoz) (3.28)

o0 (R0 + h0,4p") + (9,mo) (R 0" + h™70,9") + 1o, (R 0" + h™"0,9")
= (0rno)(h™0:y" + h'70,9")
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3.3 Soluciones Estacionarias

0¢(h* 0y + R 0,Y") + 0, (W™ 0" + T 0,9") = 0
0o(hPopp)=0  (3.31)

donde los indices a y B corren sobre t y r. Resulta que (3.31) tiene una similitud con el
d”Alembertiano para un campo escalar en espacio-tiempo curvo [17, 38]

1
Ap = V0 =V, (9" V) = V(9" 0y 9) = =10, (\/ Iglg“vavw) (3:32)

Vigl

La parte métrica h*? de (3.31) incorpora la nocién de un horizonte sénico de un agujero negro
acustico cuando uy? = ag?. Sin embargo, este analisis es valido Unicamente en el limite no
relativista. En general, con (3.27) no se puede establecer esta simetria acustica. Por lo tanto, ésta es
una diferencia con respecto a las conclusiones dadas por Bili¢ en [37], donde siempre existia la
simetria acustica; esta diferencia se entiende debido a que el estudio perturbativo se hizo con el
enfoque del potencial escalar.

A pesar de que en este enfoque de la ecuacion de continuidad no se permite construir un modelo de
agujero negro acustico para el flujo en relatividad general, este hecho es de vital importancia en
cuanto a la estabilidad de las soluciones estacionarias (1.142) y (1.143).

De acuerdo a [39], donde se estudia el flujo de una capa superficial de fluido perfecto (sin
viscosidad), se argumenta que es posible establecer un modelo de agujero negro o blanco analogo.
Sin embargo, cuando se incluye la disipacion viscosa en el flujo, se pierde la invariancia que hace
posible este modelo andlogo [40, 41].

Debido a la similitud de (3.31) y (3.32) en el limite no relativista, se puede concluir que en el marco
de la relatividad general, el acople entre la geometria del espacio-tiempo y el flujo perturbado actla
como un efecto disipador, mejorando la estabilidad.
3.3 Soluciones Estacionarias

Para estudiar la estabilidad, en primer lugar es necesario encontrar las soluciones
estacionarias de la densidad de numero de bariones ny(r) y de la velocidad radial del flujo uy(r) a

las ecuaciones de continuidad

Amfingu,r? = —m/c (3.33)

d (f +u?) = 2ay% dnyg 334
(f +up?)dr fHuo™) = ng dr (334)
Donde la velocidad del sonido estacionaria es
Kn Y1
2 Y2 (3.35)

T ey — DKng’ 1

con la constante K = 3'/312/3hc/4 y el indice politrépico y = 4/3. El valor de la masa promedio
de bariones i es [42]
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_ my+m, 938.27203 + 939.56536
p=—t——T= . MeV  (3.36)

La luminosidad de un agujero negro no rotante, con un disco de acrecién, es proporcional al flujo de
masa 1 [43]

L=~ lmcz (3.37)
12
El factor 1/12 viene del célculo de la cantidad de energia potencial gravitacional del fluido mientras
se mueve desde una gran distancia hasta la 6rbita en 3R, después de la cual deja de radiar mas
energia. Tipicamente L es igual a 1.2 x 105Lg, siendo Lo = 382.8 x 102 ]/s la luminosidad del
Sol. Para la simulacién se considera un flujo de masa m = 1077 Mg, yr~* [43].

Para resolver el sistema de ecuaciones (3.33) y (3.34), se despeja la velocidad radial del fluido de
(3.33)

—-m/c 1
=——— _=—b 3.38
Yo ATingr? \/_norz (3:38)

Donde se ha introducido la constante b = (4n ) Reemplazando en (3.34)

d n Zaoz dno
Fruparf tw)=-Z 5
1 df+ 1 B Zao dno
1 dr E(n 2r4)] ny dr
(f +b—2s) : v
Nng“r
n3r® 1 [ ,df 1 dn, -y dn,
(fno?r* + b) ny3 0 gr rt dr r5| a°r dr
d d
—[r N> —— Zbrﬂ— 4bn0] —2ay? rﬂ
(fny?r* +b) d dr dr
1 df 2br dng dng
|7’ — 4b ] - 2ap°r——
(frno?r* + b) [r no’ g~ 4bno (frg2rt + b) dr - " ar

dng [b — ag?(fny?r* + b) 1 [ —y n ]
"ar fng?r*+b an 2t + b " ar o

dno 1 1
dr — 2rb— ag?(fng?r* + b)

rSn, —f—4bn0] (3.39)

Para resolver (3.39) se utiliza el método numérico de diferencias finitas, para lo cual se propone la
expresion aproximada para la derivada del nimero de bariones con respecto a la coordenada radial
[33]
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an(rn) - nO(Tn + AT) - nO(Tn)
dr Ar

(3.40)

Conn =1,2,---, N, siendo r; la coordenada radial que representa el horizonte de eventos, en donde
se establece la condicion de frontera de acuerdo a (3.33) y (3.35)

—-m/c

ny(r) = (3.41)

NG

YKno'~1(ry)
fic2 +v/(y — DKngY~1(ry)

ao’(ry) = (3.42)

La velocidad en el horizonte de eventos uy(r;) se fija para obtener diferentes soluciones
subsonicas. Reemplazando (3.40) en (3.39)

no(ry +Ar) —ne(r,) 1 1
Ar " 21, b — ag?(R)[f (Inoe? () * + b]

d
[75m07 ) 5 ) = o)

No (rn + AT) = no(“"n)
Ar

T 2 b — a2 () [ (r)no? () + b

[0 2 () — ama)]| 311

El valor obtenido en (3.43) para ny(r;, + Ar), permite establecer la velocidad del sonido en el punto
T, + Ar

yKng? " 1(n, + Ar)
fc? +y/(y — DKng? (1, + Ar)

ag?(m, + Ar) = (3.44)

Y finalmente se puede calcular la velocidad del fluido segln

uy(r,) = —Vb (3.45)

1o (1)1

Una vez obtenidas las soluciones estacionarias para nqy(r), uo(r) y ag?(r), se puede proceder a
hacer los andlisis de estabilidad para ondas estacionarias y ondas viajeras.

3.4 Estabilidad: Ondas Estacionarias

Para analizar la estabilidad cuando la perturbacion se modela por una onda estacionaria de
la forma

Y'(r,t) = E(r)e @t (3.46)

Es importante establecer las condiciones de frontera para la amplitud &(r) con el fin restringir la
onda ’(r,t). Una condicion de frontera se fija en la superficie exterior, en ry, del flujo
estacionario, donde se establece que la perturbacion decae a medida que r se aproxima a ry. Si el
objeto alrededor del cual se forma el disco de acrecién es un agujero negro, la materia en acrecion
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Capitulo 3 Solucion del Problema

debe cruzar el horizonte de eventos a la méaxima velocidad posible [44]; por lo tanto, la solucion
serd transonica, la cual pasa a través de un punto singular en el flujo [45].

Con el fin de resolver la ecuacion linealizada de movimiento para la perturbacién y’(r, t) (3.27), se
requiere gque la solucién sea continua en todas partes y globalmente bien comportada. Ademas,
como se vera mas adelante, la amplitud &(r) debe anularse en las fronteras interior y exterior.

Reemplazando (3.46) en (3.27) se obtiene

n htr

0 0&(r)e vt
htt
( o Mo or

—iwt —iwt
a aé(r)e >+i<n0h” aé(r)e N

ag(r)e—iwt
-~ nohrr

ot or

dn, 0&(r)e vt 0&(r)e vt
_ _ 2 rt T
= (1- 20" = (h T

a< nohttE(r)iwe @t + nohtre~ivt df(r)>+_( Cngh™ £ (r)iwe—it + nghTT -0t df(r))

at dr ar dE(r) dr
— _ 2200 gt . —iwt T g —iwt T')
(1-=2ay%) dr( h"&(r)iwe +h ar
d d d?
nohtE(P)iwio — nghtTiw f(:) 'w—(noh”f(r))+—( Nas et 5() + ngh'™ di(zr)
dn
-(1- 2a02)W< h" E@)iw + ™" 5( )> =0
Multiplicando por é(r) y obviando la dependencia con r (por facilidad en la escritura)
dé dh™t dé¢ dn,
tte2,.2 tre 2 2 rt > 2prt 0 rte2
nh§w+lw[nh€ +§n0d+fohd+§h T hEdr
dn, df dh™™ df d?¢ df dno
2n,1rte2 rr _ _ rr rr
*2a0"h"¢ r] o o~ gr Mo g T
fdno
_ 21LT1T
2a0"h S o =

Como h'" = h"t de (3.29), y ademas utilizando la ecuacion de conservacion del tensor momento-
energia (3.17) y dividiendo por n; es posible simplificar la expresion anterior de la forma
[d(h”fz) dh™™ 3 B dzf . 4§ ds

httZZ .
o tiw arar MM

—(f+ 2y dr (f+u02)] ¢

rrﬁﬁ 1 rr _f_
+h drdr+(f+u2)dr(f+u2)h E -

[d(TE) L, d d( . d§
hté%2w? +iw [T_h tfz—ln(f+u02)] _E(h 55)
h'r f f d B
trray | u) gt E g et = 0

56



3.4 Estabilidad: Ondas Estacionarias

d(htT&?)
ttz2, 2 4
h*'*&“w +lw[ 0

d d d
—HTEIn(f + uOZ)] ~ 2w
W dE d

mdrdr[f(f‘l'uo )]=0 (3.47)

Ahora, integrando (3.47) sobre todo el rango espacial en el cual la onda estacionaria es continua.

wthttfzdr+iw U%ﬁz)dr—fh”fz%ln(f+uoz) dr] — f%(hﬂfg) dr

T dEd

+ mdrdr[f(f-l_uo )]dr =10

Como la amplitud de la perturbacion debe cumplir las condiciones de frontera
§(r) =&y =0 (3.48)

Entonces, los términos evaluados en la superficie también se anulan

rte2 h'r
wthttfzdr—Ziwfh ¢4 ln(f+u0 )dr+f( @ d [E(f +up?)]dr =0

f +uo?) dr dr

Si se definen los coeficientes

A= f httE2dr  (3.49)

rte2
B = fh : = —In(f + ug?) dr (3.50)
s dE d

Friar a0 +wdldr  (351)

se obtiene una ecuacion residual cuadratica para la frecuencia w (relacion de dispersion)

Aw? = 2iBw +C =0 (3.52)
Para concluir si la perturbacion &(r)e~'t se amortigua en el tiempo t, es necesario modelar su
amplitud &(r) mediante una distribucion que cumpla las condiciones de frontera (3.48). Se propone

utilizar la formula para la funcidn de densidad de probabilidad de una distribucién Weibull genérica
[46]

k[(r—m)
A

k-1
f(r)=z[ ] e-lr-r)/a1* (353

donde k es un pardmetro de forma y A es un parametro de escala. Las soluciones que se pretenden
obtener cumplen que la coordenada radial es mayor o igual al radio del horizonte de eventos
(r = ry). La funcion de densidad de la distribucion de Weibull cambia sustancialmente cuando k
cambia, este hecho permite analizar la dependencia de las soluciones obtenidas con respecto a la
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Capitulo 3 Solucion del Problema

variacion en la forma de la amplitud de la perturbacién. Las raices de una ecuacion polinomial
como (3.52) se encuentran mediante un codigo desarrollado en MatLab. Si la parte imaginaria de
ambas soluciones es negativa, entonces la solucién propuesta & (r)e ' sera estable.

Analizando las posibles soluciones de (3.52), en términos de los coeficientes A, B y C se encuentra

_2iBi\/—4BZ—4AC_iB+_ B C -
w= 24 RN VYR (3:54)

El primer término, de acuerdo a (3.49) y (3.50), es

B J ln(f + up?)dr
2= 2 Cfirhtt Fiar (3.55)

Organizando el coeficiente htt segln (3.28)

f +up? VI +ug?

2 (f +up® —up®ap®) = ug 7

S

htt = uy (f = fao® + up® — up?ae® + fae?)

Rt = ug——[f(1 = ap®) + uo*(1 — ap®) + fae?]

htt = ((f +ue?)(1 - ap?) + fa )

Bajo la condicion de flujo hacia el agujero negro, es decir u, < 0y (dny/dr) < 0, se concluye que
htt es negativo. Ademas, como a,? < 1 el coeficiente h" = h" es positivo segin (3.29)

uo?(f + up?)

h"=h"t=————=(1—-aqy?) >0
f
Por otra parte, segun (3.34)
d 2a4% dng
— 2y — _ -9
dr In(f +uo®) ng dr

Por lo tanto la relacion (3.55) es negativa B/A < 0, entonces la estabilidad dependera del signo del
discriminante que aparece en (3.54).

Segln se argumenta en [10], el término

I f(f ﬁ:: 02 Zi c?r [§(f +uo®)]dr
A [ htt&2dr (3.56)
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3.5 Estabilidad: Ondas Viajeras

es negativo para soluciones subsonicas, por ende no importa el valor relativo entre |C/A| y (B/A)?,
la amplitud de la onda estacionaria siempre sera atenuada. Para comparar entre el régimen clasico y
cuantico, se calculan las soluciones a la relacion de dispersion (3.52) utilizando la métrica de
Schwarzschild con f,;,ss(r) segin (2.117) y con f(r) segun (2.118), respectivamente (ver Fig.
2.1).

3.5 Estabilidad: Ondas Viajeras
La estabilidad del flujo que es influenciada por su acople con el espacio-tiempo, también se puede
analizar mediante una perturbacion de onda viajera de alta frecuencia, que se define tal que su

longitud de onda sea mucho menor que el radio de Schwarzschild del agujero negro.

Entonces la perturbacién de onda viajera se formula mediante una serie de potencias para la parte
espacial:

Y =§,(Me™  (3.57)

£() = exp [Z

=1

w‘lkl(r)] (3.58)

Esta serie de potencia converge rapidamente con incrementos en [, es decir los términos sucesivos
en la serie obedecen una relacién de consistencia que requiere que

w7k ()] 2 0™k ()] (3.59)
Debido a que la frecuencia w es grande, entonces la serie puede ser truncada después de los tres
primeros términos, que involucran k_q, ko Y k4. Segun (3.59) se puede ver que k_; ~7, kg ~ Inr
y k; ~ 771, Por lo tanto, (3.58) se reduce a

£,(r) ~ ewlk_l(r)+w°ko(r)+w‘1k1(r) (3.60)

Para poder analizar la estabilidad de onda viajera es necesario organizar (3.47) de otra forma

d(h"€,?) d d dé
tty 2,2 : w J __prte 2 2N _ = (prre DO@®
h'té, w* + iw = h"¢&, drln(f+u0 )] I (h ¢, dr)
KT dé, d ,
+mﬁa[5w(f +u?)] =0
dht" d d d?

h'éy w? + iwg," ——+ 2i0h"'E, % — iwh" &, —In(f +ue®) — h"E, df;’

dé,dr’"  dE,dE,  hT dE,  d ,

-9 dr dr —h dr dr+(f+u02) dr Ewdr(f+u0)
' dé, dé,

(f +ue>)——=0

T wd) dr dr
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Capitulo 3 Solucion del Problema

dhtr dg,, d d°¢, _dh™d¢
tt 2 tr 250 _ rt__ 2 — T2 - -
R Wy + iw—— é’w;er Wh™ o~ WhT In( ot S0 = M T ar
FRT (4 0t D = 0
dsz dh'" d df
r o Bt BT 2| 2@
h — +[ = 2iwh'™ — h I In(f + uo )] P

tr

dh
- [h”w2 +iw
dr

d
- iwh”aln(f +uy?)|[é, =0 (3.61)

Aplicando (3.60) en (3.61) se pueden agrupar coeficientes para w?, w! y w®. En primer lugar, para
w? se agrupan y se imponen iguales a cero, en el primer término se obtiene un w? al derivar dos
Veces con respecto a r

d?¢ d? dk dk
w rr w°k0+w 1k, wlk_q rr -1 -1
h'r T2 >h drze >h'""¢,w = W = (3.62)
El tercer término también aporta de la forma
dé 0 o, dog dk_4
9 tr > w 9 tr ,w ko+w kq wlk_y — _9; tr
2iwh I > —2iwh'"e dre 2iwh'" ¢ w . (3.63)

Agrupando a (3.62) y (3.63) con el quinto término de (3.61) e igualando a cero

dk_; dk_,
dr dr

hTTEww

dk_q\* dk_
h”( drl) —2iTE Rt =0 (364)

La solucion a (3.64) es

dk_y _ 2iR' £\ —4ht* + 4R
r 2hT

=i(h™)1 [htr +Vhtr? — hrrhtt] (3.65)
Integrando (3.65), se obtiene la solucion para k_;

ki =i f () [he £ VR — hrTRit)dr (3.66)

Similarmente se agrupan los coeficientes de w®. El primer término de (3.61) aporta varios
coeficientes

d?¢, dz Wl 0 -1 dk_4 d 0 ko
rr rr k_1+w kg+w™ "k rr rr___
W g Z W g et T =k (f‘“ ) T (f“’ dr)

2 2
dz¢, d?k_, dk_, . dkg dko dk_,
h hrr hrr 0 hrr 0
drz S dr? TR S0 ar © ar + 5“’ dr
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3.5 Estabilidad: Ondas Viajeras

pr Lo de_ + 2hrrg 0 1 L 3.67

El segundo y cuarto término de (3.61) aportan los coeficientes
an” h” —In(f + 2)] Lfl [dhrr WL An(f + 162)| Epto ot 3.68
dT‘ n f uO dT‘ dT n f uo E(A)a) ( . )

Y el tercer término de (3.61) contribuye con
dé, dk,
I tr 2w I tr o_ Y
2iwh . > —2iwh"" ¢, w . (3.69)

Agrupando (3.67), (3.68) y (3.69) con el sexto y séptimo término de (3.61) e igualando a cero

BT de_ ORI dk—1 dkg [dhrr hrr d 1 ( 2)] dk_
Jdky  dh "
—2iwh' & w’ — — iw + la)h”—ln(f +ug?) &, =
dr dr
2 20y T e D g ]d 1 g B0 BT L s 4ug?
dr dr dr n(f +uo®) dr dr l dr ! dr n(f +uo’)
o 370
dT‘Z - ( * )

Reemplazando (3.65) en (3.70)

dk, dR' dky  dh™"
[Zh" S —- h” —In(f + uoz)] i(h)7t [ht £V R? — Rrrhtt| - 2int — =i
dr ' dr y dr
d?k_,

+ ih"t — d In(f +up?) + " ——— =0
dr 0 dr?

I —— dInh™ | E——
zld_[htr + htr — hrrhtt] +i [ htr + htre — hrrhtt]
d dk dht"

— i In(f +up?) [h” +Vhtr? — prrhtt] - 2intT —2

dr dr

2
i rti 2 rrd k_l
+ih drln(f+u0 )+h

dr? =0

21—[+m]+1

d
e 2 t _ te| — 4
ldrln(f+u0 )[i htr® — TR ] i

tr_|_ tr rrhtt
[h Vhtr? — prrp ]

dht  d%k,
S HhT—E =0 (37D

Para continuar, antes es necesario calcular la derivada de (3.65) con respecto a r

et L8 e L (s [ 2 e )

dr? dr dr
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Capitulo 3 Solucion del Problema

d2k_,
R = 1—[htr + / htr? h"h“] — (k)" 14 [h" +Vhtr? — hrrhtt] (3.72)

dr?
Reemplazando (3.72) en (3.71)
hTT
l_ [_|_,/htr hrrhtt] + l [htr + v ptr? hrrhtt]
- i—ln(f + uoz) [+\/ htr? hrrhtt]

r"r

—i(h™)" 1 dh [htr 1/htrz _ hrrhtt] =0

d
— |per tr2 _ tt
+ldr[h + vV ht" h™h ]

22 ] = s+ [T — [
dko ;; In(f + uy?) — —ln [\/ htr? hrrh“]

dr
htrz — RITRtt '
Integrando (3.73), se obtiene la solucion para k
42 1/2
ko = In [& (3.74)
htr? — prrptt

La solucion para k, se encuentra agrupando los coeficientes de w®. El primer término de (3.61)
aporta varios coeficientes

2 2
d*$e rr_— jwlk_1+0kot+w 1k
h'" >h -1 0 1

dr? dr?
>hrri(sz dk‘l)_l_hrri(f w0%>+hrri<f w—l&)
dr\’®" dr dr\’®" dr dr \°¢ dr
d2&,, dk, dk_, dky  dky o d2ko
rr rr -1_ "+ rr o~ %Y 0__ Y rr
h dr? > w0 dr * “dr TR ar © Tdr +hTEp0" dr?
L dk_q dk,
0O Y e
dz¢ dky dk_4 dkg\* d2k
w hrT 1 T Z0 " 0
W > 2 S g f‘*’(dr) T B9

El segundo y cuarto término de (3.61) aportan los coeficientes

thT
dr

hTT
dr

e L 1 9l w00 376)
dr 0719 dr '

—h""— ln(f+u02)] afl [

Y el tercer término de (3.61) contribuye con
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d dk
—Ziwh”% > —2iwhtTE, w1 d—rl (3.77)

Agrupando (3.75), (3.76) y (3.77) e igualando a cero

e Uadkoy (dko)z o e @Ko [dh” W Lincr 4wy, w0 20
$o dr dr So dr So dr? dr dr f+ue®)|Swe dr
— 2iwh' ¢, w™t d_rl =0
dke, dk_, dl, A2k, dh'" dkg dkq dk, d dk,

2 rr 4 —2i tr — "+ rr___ Y _ v rr__ Y Y rr_l 2y Y
h dr dr th dr +h dr? dr dr h dr dr h dr n(f +uo”) dr 0
2 (hrr& -~ ih”)% +i(h" %> + h"%i[k —In(f +ue?)] =0  (3.78)

dr dr dr dr dr dr"° 0 '

Ahora, como se mencioné anteriormente, debido a que la frecuencia w es grande, Unicamente es

necesario encontrar las soluciones que involucran a k_q, ko Y k4, dadas por (3.66), (3.74) y (3.78)
respectivamente.

En la solucién de flujo estacionario, mediante (3.28), (3.29) y (3.30), ya se han encontrado los
valores de los coeficientes h%#. Por lo tanto, la solucién para k, se obtiene directamente y mediante
integracion numeérica es posible calcular el valor de k_;.

Para encontrar la solucion para k4, se utiliza el método numeérico de diferencias finitas, para lo cual
se propone la expresion aproximada para la derivada de k; con respecto a la coordenada radial [33]

dk, (1) - ky(ry + Ar) — ky(13)
dr Ar

(3.79)

Despejando dk, /dr en (3.78)

dky 1/ dk_y  NT'(d( dkyy dkod )

=2 (Wt ) g () g ke =G w380
Reemplazando (3.79) en (3.80) y despejando para k4 (1, + Ar)

ky(r, + A1) — k1 (13,)

Ar
= — 1 (hrr dk_ _ ihtr>_1 {i (hrr dkO) + RIT dko i [ko — In(f +u 2)]}
2 dr dr dr dr dr-° 0

ky(r, + Ar) = k1(1)
Ar dk_y .\ ‘(d dk,
_ _(hrr _ lhtr) {_ (hrr _)

2 dr dar dr
e d 2)]} (3.81)
dr dr"° 0 '

La condicion inicial para k; se establece de acuerdo a su comportamiento asintético
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Capitulo 3 Solucion del Problema

kl(Tl) = Tl_l (382)
Donde r; es el radio en el horizonte de eventos.
Al igual que en el caso de estabilidad por onda estacionaria, para comparar entre el régimen clasico

y cuantico, se calculan las soluciones para k_;, ko y k; utilizando la métrica de Schwarzschild con
fetass () segun (2.117) y con f(r) segun (2.118), respectivamente (ver Fig. 2.1).
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Capitulo 4

Analisis de Resultados

4.1 Solucién en Relatividad General
Antes de resolver el problema es necesario aclarar que por facilidad de convergencia del
método numérico, se trabaja con las constantes universales G,, A y ¢ iguales a la unidad, por lo

tanto el conjunto completo de cantidades dimensionales (2.9) también estdn normalizadas a la
unidad

m, = [hc/Gy =1
L, = hGy/c3 =1
t, = VhGy/c5 = 1
E, =hc5/Gy = 1

Como se menciond en el anterior capitulo, las soluciones a las ecuaciones de estabilidad se
analizaran en el marco de relatividad general y en el escenario de seguridad asintdtica, al utilizar la
funcion clasica y cuantica mejorada, respectivamente

(4.1)

felass (1) = (1 - ¥> (4.2)

2Mr?
r3+a(r+yM)

fr)y=1- (4.3)

conw = 167/30mryy =9/2.

La primera y mayor diferencia que se encontrard entre el régimen clasico y cuantico es
considerando variaciones en la masa del agujero negro M. En el espacio-tiempo de Schwarzschild
mejorado (4.3), si la masa del agujero negro supera un valor critico M > M,,., la solucién tendra dos
horizontes de eventos, si M = M_,. solo habra un horizonte y si M < M_, no existira horizonte. Este
valor de masa critica con @ = 167/30myy = 9/2 es

~ 1/2

Moy =9/2) = |

donde
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1 27 9 1
Qor(y =9/2) = 5(9)/ +2)Jy+29% +2 - ?yz 37 + 5= 0.2041 (4.5)

Con el fin de comparar facilmente entre las soluciones con (4.2) y (4.3), se plantea la masa del
agujero negro de forma proporcional a la masa critica

M = VyM,, (4.6)
donde la constante adimensional V,, es el parametro de masa.

Las soluciones estacionarias de la densidad de numero de bariones ny(r) y de la velocidad radial
del flujo uy(r) a las ecuaciones de continuidad, son

Amfinguyr? = —m (4.7)

1 d( fug?) = 2ay% dn,
(f +up?) dr fHuo®) = ng dr

(4.8)

donde la velocidad del sonido estacionaria (3.12), con la constante K = 3/372/3/4 y el indice
politrépico y = 4/3, es

yKno' ™!

2 _
fg+y/(y —1)Kngrt

Qo

(4.9)

Soluciones Estacionarias

La primera simulacion se realiza para el parametro de masa y la velocidad del flujo en el
horizonte de eventos, como

Vy =1x10%
(4.10)
uO(T'l) - _0001

Las gréficas de la constante de Newton y la funcion f.;4ss(r) Yy su derivada se presentan en las Fig.
4.1y 4.2, respectivamente. Mientras que las soluciones estacionarias para la densidad de nimero de
bariones (3.43), la velocidad radial del flujo (3.45) y la velocidad del sonido (3.44), se muestran en
las Fig. 4.3, 4.4 y 4.5, respectivamente.

Comparando la Fig. 4.4 con la Fig. 4.5, se concluye que la solucién obtenida es subsonica. Lo cual

es de vital importancia, ya que se evita que la solucién pase a través de un punto singular en el flujo
[45].
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4.1 Solucién en Relatividad General

Running Newton Constant

=
foe)

=
o

I
i

=
N

Gnormalizada(r)
~

o
©

o
o

I
IS

o
)

0
10%

26 27 28

10 10 >

10 10

Fig. 4.1. Constante de Newton en Relatividad General, con V,; = 1 x 102°, uy(ry) = —0.001y k = 2.

f(r)

—

26 27 28

10 10

r(r

29
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15

1

f(r)

0.5
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N~

0
10”

26 27 28

10 10
r

29

10 10

Fig. 4.2. Funcion f,,ss(r) y su derivada en Relatividad General, con V,, = 1 X 102, uy(r;) = —0.001 y

k=2
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4.5

4

35

3

25

()

2

15

1

0.5

0
10

x10

-51

Densidad de numero de bariones

25

26 27 28

10 10

r

10

1029

Fig. 4.3. Densidad de nimero de bariones ny(r) en Relatividad General, con V,, = 1 X 102°, uy(ry) =

—-0.001yk = 2.

Velocidad radial del flujo, c =1

7
/
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Fig. 4.4. Velocidad radial del flujo u,(r) en Relatividad General, con Vy, = 1 X 102, uy(r;) = —0.001y

k=2
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Velocidad del sonido, c =1
0.5775

0.577

0.5765 \

0.576

ay(1)

0.5755

0.575 \
N

0.5745 AN

0.574
10% 26 27 28

10 10 10 >

10

Fig. 4.5. Velocidad del sonido a,(r) en Relatividad General, con V; = 1 X 1025, ug(r;) = —0.001 y k = 2.

Estabilidad: Ondas Estacionarias

La onda estacionaria es de la forma y’'(r,t) = E(r)e~"“t. Entonces, en esta primera
simulacién se modela la amplitud & (r) mediante una distribucion (3.53), con el parametro de forma
k = 2y el pardmetro de escala A = 1

Er)=2(@r—- 1”1)6_(T_T1)2 (4.11)

En la Fig. 4.6 se muestra la amplitud en funcion de radio, y se observa que se cumplen las
condiciones de frontera (3.48) é(ry) = &(ry) = 0.
Amplitud &(r)

/
\\\5\
~

-0.2 ™\ /
N [
-0.6

-0.8 \ /
12 \\ /

-1.4 \
\V/

Mg

x 107

0 —

&(n
A

-1.8 26 27 28

10% 10 10 10 >

10

Fig. 4.6. Amplitud de la perturbacion &(r), con V,, = 1 X 1025, uy(ry) = —0.001y k = 2.
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Una vez se han calculado las soluciones estacionarias para ny(r), uo(r) y aq?(r), junto con
fr1ass (T); los coeficientes h*# se pueden obtener directamente de

Rt = g —Vf;rzu"z (F +up? — up2ag?)  (412)

2 2
htr = Rt = Mu “a?)  (413)

W' = ugy f + u?[ue® — (f +up?)ae?]

(4.14)
Estos se presentan en la Fig. 4.7.
h h
. tt x10° /\ tr
S 005 \VF Sos I \
'Of-ozs 1030 ](?025
r

30

10

hrr
-3

6x 10

0.5

[\

10 10%°
r

h. (0

1030
r

Fig. 4.7. Coeficientes h*# (r) en Relatividad General, con Vy; = 1 x 10%%, uy(r;) = —0.001 y k = 2

Ahora, con la amplitud de la perturbacion (4.11) junto con los coeficientes (4.12), (4.13) y (4.14),
mediante integracion numérica se calculan los coeficientes

A= f httE2dr  (4.15)

hrt 2 d
B =f 25 Eln(f+u02) dr (4.16)

[ R dEd
C= fmag[f(f"‘uoz)]dr (4.17)

Los integrandos de A, B y C se presentan en la Fig. 4.8.
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<10 Integrando A
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Fig. 4.8. Integrandos de los coeficientes 4, B y C en Relatividad General, con V,; = 1 X 10%°, uy(ry) =
—0.001yk = 2.

Los resultados obtenidos para (4.15), (4.16) y (4.17) son
=~ —5.2630 x 10°

B = 4.8765 x 10722 (4.18)

C = 6.0690 x 10746
Finalmente, se obtienen las dos soluciones de la ecuacion residual cuadratica para la frecuencia w

Aw? —2iBw+C =0 (4.19)
Las raices de la ecuacion polinomial (4.19) son

w; = 3.396 X 10728 — [9.266 x 10732
(4.20)

w, = —3.396 X 10728 — {9.266 x 10732

Como la parte imaginaria de ambas soluciones es negativa, entonces la solucién propuesta
&(r)e~@t es estable. La grafica de la perturbacion v’ (r, t), con w4, se muestra en la Fig. 4.9.

El tiempo de amortiguamiento de la solucidn es

5 5
= = =5396x 1051 (421
> = Imlw] = 9.266 x 1032 = 326 X 10 (4.21)

Es necesario aclarar que los resultados de (4.20) y (4.21), se obtuvieron para las constantes
universales Gy, h 'y ¢ normalizadas a la unidad. Pero para el analisis comparativo de la estabilidad,
Unicamente es importante saber cuél tiempo de amortiguamiento es mayor, entre los resultados de
relatividad general y del escenario de seguridad asintética.
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Perturbacion estacionaria

x 10

Fig. 4.9. Perturbacion estacionaria ¥’ (r, t) en Relatividad General, con Vy, = 1 X 10%%, uy(r;) = —0.001y
k=2

Bajo las condiciones de acrecion hacia el agujero negro: u, < 0 y (dny/dr) < 0 y para flujos
subsonicos, en [10] se argumenta que la solucién debe ser estable, ya que

B/A <0
(4.22)
C/A<0

De (4.18) se puede afirmar que las relaciones (4.22) se cumplen. Por lo tanto, la solucion obtenida
coincide con el resultado de Naskar et al. [10].

El flujo en el régimen Newtoniano fue analizado por Petterson et al. [47], donde se llegd a la
conclusién de que la perturbacion no era amortiguada, es decir, su amplitud era constante en el
tiempo. La Unica forma de obtener una solucion estable en el régimen Newtoniano es considerar la
viscosidad del fluido [48].

Entonces, en el marco de la Relatividad General, el hecho de que la solucién obtenida sea estable,
se debe a un acople entre el fluido y la curvatura del espacio-tiempo que actlia como una disipacion
efectiva [10]. Por ende, se esperaria que el tiempo de amortiguamiento, sea menor (solucion mas
estable) para espacio-tiempos con mayor curvatura. Como se analizara en las siguientes secciones,
esta idea es clave a la hora de comparar las soluciones en Relatividad General con las obtenidas en
el Escenario de Seguridad Asintotica (seccién 4.2).

Estabilidad: Ondas Viajeras

La perturbacion de onda viajera se formula mediante una serie de potencias para la parte
espacial:

Pt =§,(e ™ (423)
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Como se menciond anteriormente, debido a que la frecuencia w es grande, Gnicamente es necesario
encontrar las soluciones que involucran a k_;, ko(r) y kq, dadas por (3.66), (3.74) y (3.78)
respectivamente.

£,o(r) ~ e@ k-1t koM+o ™k (4.24)

En primer lugar, la solucién para k_, se obtiene a partir del calculo de los coeficientes h*# (4.12),
(4.13) y (4.14), mediante integracién numérica de

k=i f (hm)~1 [h" +Vhtr? — hrrhtt] dr  (4.25)

donde el signo positivo corresponde a una onda viajera saliente (outgoing) y el signo negativo a una

onda viajera entrante (incoming). El integrando de (4.25) se muestra en la Fig. 4.10, y los resultados
de la integracion son

K_1m = —i1.037 x 10%°
(4.26)
K_1oue = +i1.038 x 102°

Entonces, k_, Unicamente contribuye a la fase de la onda viajera (4.23), y por lo tanto no afecta al
analisis de estabilidad.

Integrando k_1 incoming

O 7
b
< 50
=
-100
1025 1026 1027 1028 1029
r
Integrando kl(r) incoming
-52
10X 10
_ 5
4
= 0 L_
-5
1025 1026 1027 1028 1029
r

Fig. 4.10. Integrandos de k_, y k;, para la onda viajera entrante, en Relatividad General, con V,, = 1 x 1025,
uo(rl) = _0.001 yk = 2.

En segundo lugar, la solucién para k, se obtiene directamente reemplazando los coeficientes h%8 y
la funcion f,ss (1)

o) =1 [M]/ 227
DA e B
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Capitulo 4 Analisis de Resultados

Para comparar con el régimen Newtoniano, donde la funcion f(r) es

fetass,n =1 (4.28)

se deben recalcular los coeficientes h*# (4.12), (4.13) y (4.14) con la nueva funcion (4.28). Aqui es
necesario aclarar que las soluciones del flujo estacionario ny(r), uy(r) y ae?(r) siguen estando
dadas por (4.7), (4.8) y (4.9).

Las soluciones para kq(r), en los regimenes de Newton y Einstein, se presentan en la Fig. 4.11.
Ademas, para efectos comparativos, se presenta una grafica de la diferencia entre dichas soluciones.

k (r
NG
10 ——————
— Einstein
L —— Newton
XO 5 /’ ———-_
,,..-—_-——"‘"——
0
10% 10 10" 10 10
r
Ak =k -k,
0 0,Newton 0,Einstein
1
L \
X 05 \
\
N,
0 \\—_
10% 10%° 10" 10 10

r

Fig. 4.11. Solucion para k,(r), en el régimen de Newton y Einstein, con V,, = 1 x 1025, uy(r;) = —0.001y
k=2

La maxima diferencia de k es
AkO,méx == kO,N - kO,E = 0983
Finalmente, en tercer lugar, para calcular k, se debe solucionar la ecuacion diferencial

2 (hrr% -~ ih”)% +i(h” %) + h"%i[k —In(f +ue?)] =0  (4.29)
dr dr dr dr dr dr-° 0 '

utilizando el método numérico de diferencias finitas, se reduce a resolver iterativamente (3.81).
Utilizando los calculos anteriores para dk_,/dr y ky(r), se obtienen las soluciones para k;

ki =19.225 x 10728
(4.30)
ki oue = —i9.225 x 10728

Entonces, al igual que k_4, las soluciones de k,; Unicamente contribuyen a la fase de la onda viajera
(4.23), y por lo tanto no afectan al analisis de estabilidad.
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4.2 Solucién en el Escenario de Seguridad Asintética

Segln (4.26), (4.30) y la Fig. 4.11 se puede ver que el comportamiento asintético es k_; ~r,
ko ~Inr y k; ~r~1. Lo cual concuerda con el punto de partida para realizar el andlisis de
estabilidad por onda viajera [10].

Ahora, estudiando el comportamiento de la parte espacial (4.24) de la onda viajera
£,(r) ~ ewlk_1+w°k0(r)+w‘1k1

Se concluye que en los casos de k_; y k4, su contribucion es a la fase de la onda viajera, debido a
que (4.26) y (4.30) unicamente tienen componente imaginaria. Entonces la estabilidad del flujo se
analiza con respecto al aporte a la amplitud de la onda de ky(r) en (4.24).

En el caso Newtoniano (f,qss v (1) = 1) es de esperar que el valor de kq(r) sea mayor con respecto
al caso de Relatividad General (fziq55 £(1) < 1), ya que la funcion f(r) aparece en el numerador de
(4.27) y el logaritmo natural es una funcion creciente [10]. Esto concuerda con los resultados
obtenidos en la Fig. 4.11.

Por lo tanto, se concluye que si se toman en cuenta los efectos relativistas, la amplitud de la onda
viajera se reduce. Nuevamente, este resultado se explica como consecuencia del acople entre el
fluido y la curvatura del espacio-tiempo que actlla como una disipacion efectiva.

4.2 Solucién en el Escenario de Seguridad Asintotica

Para realizar el andlisis de estabilidad en el escenario de seguridad asintotica se considera la
métrica de Schwarzschild mejorada con la funcion f(r) segun aparece en (4.3); y luego se procede
a comparar con el régimen clésico, utilizando la métrica con f.;,s(r) segin (4.2).

Soluciones Estacionarias

Se espera encontrar una diferencia significativa, entre las soluciones clasicas y cuéanticas, si
se considera la masa del agujero negro con un valor cercano a la masa critica (4.4) M = M., ya que
para estos valores de la masa, la funcion mejorada f(r) difiere de su contraparte clasica (segun se
observa en las Fig. 2.1 y 4.13). Entonces se plantea realizar la simulacion para un valor de la
constante adimensional y la velocidad del flujo en el horizonte de eventos, iguales a

v, = 1.001
(4.31)
uo(rl) = —0.001

Con la condicidn de frontera para la velocidad (4.31) se asegura que la solucion sea subsonica, con
lo cual se evita que la solucion pase a través de un punto singular en el flujo [45].

El hecho de que ambas soluciones sean diferentes, se explica ya que la constante de Newton en el
escenario de seguridad asintdtica (2.111) ahora es una funcion de la coordenada radial

3
G(r) =

r3+a(r+yM) (4.32)
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Capitulo 4 Analisis de Resultados

Las gréficas de la constante de Newton y la funcion f(r) y su derivada se presentan en las Fig. 4.12
y 4.13, respectivamente. Mientras que las soluciones estacionarias para la densidad de niamero de
bariones (3.43), la velocidad radial del flujo (3.45) y la velocidad del sonido (3.44), se muestran en
las Fig. 4.14, 4.15 y 4.16, respectivamente.

Running Newton Constant

/

o

foc]

a
—

o
Joe)

Gnormalizada(r)

0.75 /
0.7

— Seguridad Asintética

0.65 Relgtiviqad ‘G(‘en‘er‘a‘l ‘
“10° 10' 107 10° 10°
r

Fig. 4.12. Constante de Newton en Relatividad General y en el Escenario de Seguridad Asintotica, con
Vy = 1.001, ug(ry) = —0.001y k = 2.5.

(r)

(r)
\

— Seguridad Asintética
----- Relatividad General
10 10 10> 10° 10*

f Er)

— Seguridad Asintética

----- Relatividad General ||

4

3
N

—

10"

10° 10° 10"

r

Fig. 4.13. Funcion f;,.s(r) y su derivada en Relatividad General y en el Escenario de Seguridad Asintdtica,
con Vy = 1.001, uy(ry) = —0.001y k = 2.5.
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Densidad de numero de baryones

— Seguridad Asintética
0y——+—+—V+—+ 11— Relatividad General

10° 10° 10"

r

Fig. 4.14. Densidad de nimero de bariones ny(r) en Relatividad General y en el Escenario de Seguridad
Asintética, con V,, = 1.001, uy(ry) = —0.001y k = 2.5.

Velocidad radial del flujo, c =1
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Fig. 4.15. Velocidad radial del flujo u,(r) en Relatividad General y en el Escenario de Seguridad Asint6tica,
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Velocidad del sonido, c =1
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Fig. 4.16. Velocidad del sonido a,(r) en Relatividad General y en el Escenario de Seguridad Asintotica, con

Estabilidad: Ondas Estacionarias

En esta segunda simulacion se modela la amplitud &(r) mediante una distribucion (3.53),
con el parametro de forma k = 2.5 y el pardmetro de escala 1 = 1

E(r) = 2.5(r — ry)tSe~(r-m)?* (4.33)

En la Fig. 4.17 se muestra la amplitud en funcién de radio, y se observa que se cumplen las
condiciones de frontera (3.48) &£(ry) = é(ry) = 0.
Amplitud &(r)
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Fig. 4.17. Amplitud de la perturbacién &(r), con V,, = 1.001, uy(r;) = —0.001y k = 2.5.

—

&(n
— ——

3 4

10 10

78
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Una vez se han calculado las soluciones estacionarias para ny(r), uo(r) y ae?(r), junto con f(r);

los coeficientes h*# se pueden obtener directamente de (4.12), (4.13) y (4.14). Estos se presentan en
la Fig. 4.18, en escala logaritmica para ambos ejes.

h h
1o® [tt " tr
— Seguridad Asintética
----- Relatividad General
=, -10° = 10™
o o
-10° 107
10° 10° 10° 10"
r
rr
10° 10°
= 10" = 10°
o o
10-20 10-10
10° 10° 10* 10° 10° 10"

Fig. 4.18. Coeficientes h*# (r) en Relatividad General y en el Escenario de Seguridad Asintética, con

Ahora, con la amplitud de la perturbacion (4.33) junto con los coeficientes (4.12), (4.13) y (4.14),
mediante integracion numeérica se calculan los coeficientes (4.15), (4.16) y (4.17). Los integrandos
de 4, By C se presentan en la Fig. 4.19, en escala logaritmica para ambos ejes.
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Fig. 4.19. Integrandos de los coeficientes A, B y C en Relatividad General y en el Escenario de Seguridad
Asintética, con V,, = 1.001, uy(r;) = —0.001y k = 2.5.

Aparentemente en el integrando de C, se obtiene un comportamiento diferente al obtenido
anteriormente en la Fig. 4.8. Sin embargo, simplemente es una cuestion de visualizacion, ya que en
la Fig. 4.19 se utilizan escalas logaritmicas en ambos ejes.
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En relatividad general, los resultados obtenidos para (4.15), (4.16) y (4.17), son
Aclass = —6.7741 x 10717
Bilgss = 2.2243 x 1072° (4.34)
Celass = 1.0972 x 10722
Mientras que en el escenario de seguridad asintotica, son
Ag = —1.5664 x 1071°
B, = 2.8335 x 10722 (4.35)
Cq = 53313 x 107%1

Finalmente, se obtienen las dos soluciones de la ecuacién residual cuadratica para la frecuencia w.
En relatividad general, las raices de la ecuacion polinomial (4.19), son

W1 class = 1.273 X 1073 — i3.283 x 107°

(4.36)
Wy class = —1.273 x 1073 —i3.283 x 107°
Mientras que en el escenario de seguridad asintética, son
wiq = 1.845 x 1073 —i1.809 x 1077
(4.37)

wyq = —1.845x 1073 — i1.809 x 1077

Tanto en el caso clasico y el cuantico, la parte imaginaria de ambas soluciones es negativa, entonces
la solucion propuesta &(r)e 't es estable en los dos casos. La grafica de la perturbacion en el
escenario de seguridad asintética ¥, (r, t), con wq, se muestra en la Fig. 4.20.

Nuevamente, la solucion clasica obtenida coincide con el resultado de Naskar et al. [10], ya que de
los resultados (4.34) se cumplen las relaciones

B/A <0
(4.38)
C/A<0

Como era de esperar, a pesar de que las soluciones son estables, los tiempos de amortiguamiento en
ambos regimenes son diferentes

5 5
5 = = 1.523 x 10°
telass = Imlwerass] . 3.283 x 10-°

IR

(4.38)
5 5

" Im[w,]  1.809 x 107

R

51, = 2.764 x 107
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Perturbacion estacionaria
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Fig. 4.20. Perturbacién estacionaria y’(r, t) en el Escenario de Seguridad Asintética, con V,, = 1.001,
uo(rl) = _0.001 yk = 2.5

Por lo tanto, en el escenario de seguridad asintética, se requiere un tiempo menor para amortiguar la
perturbacion; es decir en este escenario se exhibe una mayor estabilidad en comparacién con la
solucién en relatividad general.

Anteriormente se habia argumentado que el hecho de que la solucién obtenida sea estable, se debe a
la existencia de un acople entre el fluido y la curvatura del espacio-tiempo que actla como una
disipacion efectiva [10]. De las soluciones encontradas para la densidad de numero de bariones
(Fig. 4.14) y la velocidad radial del flujo (Fig. 4.15), se concluye que el acople entre el fluido y la
curvatura del espacio-tiempo es mayor para la métrica de Schwarzschild mejorada. Por ende el
efecto disipador en seguridad asintética, con M = M_,., es mayor que en relatividad general, lo cual
concuerda con el resultado obtenido.

Estabilidad: Ondas Viajeras

En primer lugar, la solucion para k_, se obtiene a partir del calculo de los coeficientes h#
(4.12), (4.13) y (4.14), mediante integracién numérica de (4.25). Los integrandos de (4.25) se
muestran en la Fig. 4.21. En relatividad general, los resultados de la integracion, son

(class) . .
kG = —i1.032 x 10*

(4.39)
k1) ~ 441,032 x 104

—1l,out —

Mientras que en el escenario de seguridad asintética, son

k(_q{. ~ —i6.888 x 103
(4.40)
k9D =~ 1i6.957 x 103

—1l,out —
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Entonces, k_, Unicamente contribuye a la fase de la onda viajera (4.23), y por lo tanto no afecta al
analisis de estabilidad.

Integrando k_1 incoming
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Fig. 4.21. Integrandos de k_, y k4, para la onda viajera entrante, en Relatividad General y en el Escenario de
Seguridad Asintética, con V, = 1.001, uy(ry) = —0.001y k = 2.5.

En segundo lugar, la solucion para k, se obtiene directamente reemplazando los coeficientes hf y
las funciones foigss v (1), feiass () Y f(r) en (4.27). Las soluciones para kq(7), en los regimenes de
Newton, Relatividad General y Seguridad Asint6tica, se presentan en la Fig. 4.22. Ademas, para
efectos comparativos, se presentan dos graficas de la diferencia entre las soluciones en Relatividad
General y Seguridad Asintética con respecto a las soluciones en el caso Newtoniano.
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Fig. 4.22. Solucién para k(r), en el régimen de Newton, Einstein y en Seguridad Asintdtica, con Vy =
1.001, uy(ry) = —0.001y k = 2.5.

Tanto para la solucién en relatividad general y en seguridad asint6tica, las soluciones de k() estan
por debajo de las soluciones en el caso newtoniano, es decir las diferencias Ak{* y Akéq) son
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siempre positivas. Esto se interpreta como un mejoramiento es la estabilidad al incluir la curvatura
. . , - . 0
del espacio-tiempo y los efectos cuénticos, debido a que e® ko) se reduce en ambos casos.

Para k, la maxima diferencia entre Newton y relatividad general, es

AR (Class) _ kon — ko = 0.7661 (4.41)

0,méx

Mientras que la maxima diferencia entre Newton y seguridad asintética, es

Ak(Q)

0,max

= kO,N - ko’q = 134‘7 (4‘4‘2)

Finalmente, en tercer lugar, para calcular k; se debe solucionar la ecuacion diferencial (4.29).
Utilizando los calculos anteriores para dk_,/dr y ko(r), en relatividad general se obtienen las
soluciones para k;

k99 ~ 42081 x 103

1,in
(4.43)
kO = —2.081 x 1073
Mientras que en el escenario de seguridad asintotica
kD = +i2.045 x 1072
(4.44)

kD, = —i2.045 x 1072
Entonces, al igual que k_4, las soluciones de k,; Unicamente contribuyen a la fase de la onda viajera
(4.23), y por lo tanto no afectan al analisis de estabilidad.

Segun (4.39), (4.40), (4.43), (4.44) y la Fig. 4.22 se puede ver que el comportamiento asintético es
k_y~7,ky~ InrTyk; ~r~1 Lo cual concuerda con el punto de partida para realizar el analisis de
estabilidad por onda viajera [10].

Ahora, estudiando el comportamiento de la parte espacial (4.24) de la onda viajera

5(1) (r) ~ e(l)lk_1+(4)0k0(r)+(l)_1k1

Se concluye que en los casos de k_; Y k4, su contribucion es a la fase de la onda viajera, debido a
que (4.39), (4.40), (4.43), (4.44) unicamente tienen componente imaginaria. Entonces la estabilidad
del flujo se analiza con respecto a la aportacion a la amplitud de la onda de kq(r) en (4.24).

Observando la Fig. 4.22, en el caso Newtoniano kq(r) es mayor en todo momento tanto a las
soluciones en relatividad general y en seguridad asintética. Por lo tanto, se concluye que si se toman
en cuenta los efectos relativistas, la amplitud de la onda viajera se reduce, con respecto al caso
Newtoniano; esto nuevamente concuerda con los resultados de [10].

Pero el resultado méas importante es que en el escenario de seguridad asintética se obtiene que ko (r)
es menor en todo momento al caso de relatividad general (segln se observa en la Fig. 4.22) De
nuevo, este resultado se explica como consecuencia de un mayor acople entre el fluido y la
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curvatura del espacio-tiempo de Schwarzschild mejorado, que actia como una mayor disipacion
efectiva, y por lo tanto en el escenario de seguridad asintética se mejora la estabilidad.

4.3 Soluciones Cambiando los Parametros de Simulacion

En esta seccién se pretende analizar el comportamiento de la estabilidad del fluido, tanto
para onda estacionaria como para onda viajera, realizando varias simulaciones cambiando la masa
del agujero negro, la velocidad radial del fluido en el horizonte de eventos (condicion de frontera) y
la forma de la amplitud de la perturbacion estacionaria.

Dependencia con la Masa del Agujero Negro

El objetivo es encontrar la dependencia de las soluciones con respecto a variaciones en la
masa del agujero negro M = VM., para valores

i. M > M., donde el espacio-tiempo de Schwarzschild mejorado tiene dos horizontes de
eventos y se aproxima asintéticamente al espacio-tiempo de Schwarzschild en relatividad
general.

ii. M=z M., donde el espacio-tiempo de Schwarzschild mejorado tiene dos horizontes de
eventos y se presentan grandes diferencias con respecto a la solucion en relatividad general.

iii. M = M., donde el espacio-tiempo de Schwarzschild mejorado tiene un horizonte de
eventos.

iv. =~ M < M., donde el espacio-tiempo de Schwarzschild mejorado no tiene horizontes de
evento y se aproxima asintéticamente al espacio-tiempo de de Sitter.

dejando fijas la velocidad radial del fluido en el horizonte de eventos y la forma de la amplitud de la
perturbacion

uo(rl) = _0001
k=25

Los valores considerados de V), estan entre 4 x 1072 y 1 x 1025, En primer lugar, para las soluciones
de onda estacionaria, en las tablas 4.1 y 4.2 se presentan las dos soluciones de la ecuacion residual
cuadrética (4.19) para la frecuencia w y el tiempo de amortiguamiento de la perturbacion 5t; en
relatividad general y en el escenario de seguridad asintotica, respectivamente.

Tanto en el caso clésico y el cuantico, la parte imaginaria de ambas soluciones es negativa, entonces
la solucién propuesta &(r)e~'?t es estable para todos los valores considerados de la masa del
agujero negro (ver las tablas 4.1y 4.2).

A pesar de que todas las soluciones son estables, los tiempos de amortiguamiento en ambos
regimenes son diferentes y estos también dependen de la masa del agujero negro. Se espera que a
medida que el acople entre el fluido y la curvatura del espacio-tiempo sea mayor, se incremente la
disipacion efectiva y consecuentemente se mejore la estabilidad del fluido, es decir, el tiempo de
amortiguamiento de la perturbacion debe disminuir. En la Fig. 4.23 se presenta esta tendencia.
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uo(rl) = —0.001 yk = 2.5.

Tabla 4.1. Solucién de onda estacionaria en Relatividad General, variando la masa del agujero negro, con

Soluciéon Onda Estacionaria en Relatividad General

VM W1,class W3 class F’l‘tclass
le+25 1.269e-28 -3.334e-34i -1.269e-28 -3.334e-34i | 1.500e+34
le+15 1.274e-18 -3.287e-24i -1.274e-18 -3.287e-24i | 1.521e+24
le+10 1.274e-13 -3.287e-19i -1.274e-13 -3.287e-19i | 1.521e+19
1le+05 1.274e-08 -3.287e-14i -1.274e-08 -3.287e-14i | 1.521e+14
le+01 1.274e-04 -3.287e-10i -1.274e-04 -3.287e-10i | 1.521e+10
5e+00 2.548e-04 -6.574e-10i -2.548e-04 -6.574e-10i | 7.606e+09
4e+00 3.185e-04 -8.217e-10i -3.185e-04 -8.217e-10i | 6.085e+09
3e+00 4.246e-04 -1.096e-09i -4.246e-04 -1.096e-09i | 4.564e+09
2e+00 6.370e-04 -1.643e-09i -6.370e-04 -1.643e-09i | 3.042e+09

1.5E+00 8.493e-04 -2.191e-09i -8.493e-04 -2.191e-09i | 2.282e+09
1.2E+00 1.062e-03 -2.739e-09i -1.062e-03 -2.73%-09i | 1.825e+09
1.001E+00 | 1.273e-03-3.283e-09i | -1.273e-03-3.283e-09i | 1.523e+09
9E-01 1.415e-03 -3.652e-09i | -1.415e-03 -3.652e-09i | 1.369e+09
8e-01 1.592e-03 -4.108e-09i -1.592e-03 -4.108e-09i | 1.217e+09
6e-01 2.123e-03 -5.478e-09i | -2.123e-03-5.478e-09i | 9.127e+08
4e-01 3.185e-03 -8.217e-09i -3.185e-03 -8.217e-09i | 6.085e+08
2e-01 6.370e-03 -1.643e-08i | -6.370e-03 -1.643e-08i | 3.042e+08
8e-03 1.592e-01 -4.108e-07i | -1.592e-01-4.108e-07i | 1.217e+07
4e-03 3.185e-01 -8.217e-07i -3.185e-01 -8.217e-07i | 6.085e+06

uo(rl) = —-0.001 yk = 2.5.

Tabla 4.2. Solucién de onda estacionaria en Seguridad Asintotica, variando la masa del agujero negro, con

Solucién Onda Estacionaria en Seguridad Asintética

Vu W1q W4 51,
le+25 1.269e-28 -3.334e-34i -1.269e-28 -3.334e-34i 1.500e+34
le+15 1.274e-18 -3.287e-24i -1.274e-18 -3.287e-24i 1.521e+24
1le+10 1.274e-13 -3.287e-19i -1.274e-13 -3.287e-19i 1.521e+19
1le+05 1.274e-08 -3.287e-14i -1.274e-08 -3.287e-14i 1.521e+14
le+01 1.276e-04 -3.314e-10i -1.276e-04 -3.314e-10i 1.509e+10
5e+00 2.563e-04 -6.794e-10i -2.563e-04 -6.794e-10i | 7.360e+09
4e+00 3.216e-04 -8.656e-10i -3.216e-04 -8.656e-10i | 5.776e+09
3e+00 4.321e-04 -1.205e-09i -4.321e-04 -1.205e-09i | 4.150e+09
2e+00 6.639e-04 -2.070e-09i -6.639e-04 -2.070e-09i | 2.416e+09

1.5E+00 9.208e-04 -3.497e-09i -9.208e-04 -3.497e-09i 1.430e+09
1.2E+00 1.232e-03 -6.921e-09i -1.232e-03 -6.921e-09i | 7.224e+08
1.001E+00 | 1.845e-03 -1.809e-07i -1.845e-03 -1.809e-07i | 2.764e+07
9E-01 2.068e-03 -2.902e-09i -2.068e-03 -2.902e-09i 1.723e+09
8e-01 2.280e-03 -1.056e-09i -2.280e-03 -1.056e-09i | 4.733e+09
6e-01 2.878e-03 -3.923e-10i -2.878e-03 -3.923e-10i 1.274e+10
4e-01 3.954e-03 -2.293e-10i -3.954e-03 -2.293e-10i | 2.181e+10
2e-01 6.669e-03 -1.535e-10i -6.669e-03 -1.535e-10i | 3.257e+10
8e-03 1.100e-01 + 1.119e-10i -1.100e-01 + 1.119e-10i | 4.470e+10
4e-03 2.205e-01 + 1.092e-10i -2.205e-01 + 1.092e-10i | 4.579e+10
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Tiempo de amortiguamiento como funcién de la masa del agujero negro
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Fig. 4.23. Tiempo de amortiguamiento en Relatividad General y en Seguridad Asintdtica, variando la masa
del agujero negro, con uy(r;) = —0.001y k = 2.5.

Segun se observa en la Fig. 4.23,

e Cuando M = M., para la solucién en seguridad asintotica, la perturbacion por onda
estacionaria se demora menos tiempo en amortiguase (mayor estabilidad).

e Mientras, cuando M < M, para la solucién en relatividad general, la perturbacion por onda
estacionaria se demora menos tiempo en amortiguase (mayor estabilidad).

Entre esos dos intervalos de la masa del agujero negro, hay una transicion de pasar de dos
horizontes de eventos a no tener ninguno. Este comportamiento en el tiempo de amortiguamiento se
explica més adelante, junto con el analisis de onda viajera.

En segundo lugar, para las soluciones de onda viajera, en las tablas 4.3 y 4.4 se presentan las
soluciones para k_j;, (4.25), ky i (4.29) y la maxima diferencia de ky(r) con respecto a la
solucion Newtoniana Akg s, (4.27); en relatividad general y en el escenario de seguridad
asintotica, respectivamente.
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uo(rl) = —0.001 yk = 2.5.

Tabla 4.3. Solucion de onda viajera en Relatividad General, variando la masa del agujero negro, con

Solucion Onda Viajera en Relatividad General
o K . Bk
1E+25 -1.034e+29i + 2.033e-28i 7.611e-01
1E+15 -1.031e+109i + 2.083e-18i 7.611e-01
1E+10 -1.031e+14i +2.083e-13i 7.611e-01
1E+05 -1.031e+009i + 2.083e-08i 7.611e-01
1E+01 -1.031e+05i + 2.083e-04i 7.611e-01
5E+00 -5.153e+04i + 4.165e-04i 7.611e-01
4E+00 -4.123e+04i +5.207e-04i 7.611e-01
3E+00 -3.092e+04i + 6.942e-04i 7.611e-01
2E+00 -2.061e+04i +1.041e-03i 7.611e-01
1.5E+00 -1.546e+04i + 1.388e-03i 7.611e-01
1.2E+00 -1.237e+04i +1.736e-03i 7.611e-01
1.001E+00 -1.032e+04i + 2.081e-03i 7.611e-01
9E-01 -9.276e+03i + 2.314e-03i 7.611e-01
8E-01 -8.246e+03i + 2.603e-03i 7.611e-01
6E-01 -6.184e+03i + 3.471e-03i 7.611e-01
4E-01 -4.123e+03i +5.207e-03i 7.611e-01
2E-01 -2.061e+03i +1.041e-02i 7.611e-01
8E-03 -8.246e+01i + 2.603e-01i 7.611e-01
4E-03 -4.123e+01i +5.207e-01i 7.611e-01

uy(ry) = —0.001y k = 2.5.

Tabla 4.4. Solucién de onda viajera en Seguridad Asintdtica, variando la masa del agujero negro, con

Solucién Onda Viajera en Seguridad Asintética
Y K K, NI

1E+25 -1.034e+29i +2.033e-28i 7.611e-01
1E+15 -1.031e+19i + 2.083e-18i 7.611e-01
1E+10 -1.031e+14i +2.083e-13i 7.611e-01
1E+05 -1.031e+09i +2.083e-08i 7.611e-01
1E+01 -1.029e+05i +2.129e-04i 7.622e-01
5E+00 -5.119e+04i + 4.541e-04i 7.653e-01
4E+00 -4.080e+04i +5.949¢-04i 7.677e-01
3E+00 -3.034e+04i + 8.746e-04i 7.732e-01
2E+00 -1.970e+04i + 1.698e-03i 7.906e-01
1.5E+00 -1.415e+04i + 3.153e-03i 8.216e-01
1.2E+00 -1.051e+04i + 6.038e-03i 8.838e-01
1.001E+00 -6.888e+03i + 2.045e-02i 1.347e+00
9E-01 -6.102e+03i +2.227e-02i 6.537e-01
8E-01 -5.541e+03i + 3.760e-02i 4.758e-01
6E-01 -4.418e+03i +9.066e-02i 2.922e-01
4E-01 -3.257e+03i + 1.900e-01i 1.780e-01
2E-01 -1.986e+03i + 4.154e-01i 8.848e-02
8E-03 -1.322e+02i + 7.202e+00i 4.306e-03
4E-03 -6.638e+01i + 1.434e+01i 2.181e-03
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En la Fig. 4.24 se presenta la dependencia con la masa (Vy), de la méxima diferencia de kq(r) con
respecto a la solucion Newtoniana Ak .44, tanto para la soluciones en relatividad general y en el
escenario de seguridad asintotica.

Maxima diferencia de ko(r) como funcién de la masa del agujero negro
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Fig. 4.24. Maxima diferencia de k,(r) en Relatividad General y en Seguridad Asintdtica, variando la masa
del agujero negro, con uy(r;) = —0.001y k = 2.5.

De las Fig. 4.23 y 4.24 se concluye que las soluciones en los marcos clasico y cuantico se
aproximan entre si a medida que la masa del agujero negro es mucho mayor que la masa critica
M > M., equivalentemente, cuando la coordenada radial es muy grande. Esto se explica
analizando la expresion de la constante de Newton (2.111) a grandes distancias, que esta dada por
(2.112)

Gy 1
G(T) = Go_wr_2+0(r_3)

Por lo tanto para M > M_,. el espacio-tiempo clasico y cuéntico son aproximadamente el mismo.
Ademas de la Fig. 4.23, a medida que la masa del agujero negro disminuye, en relatividad general,

el tiempo de amortiguamiento siempre disminuye. Esto se explica analizando los invariantes de
curvatura (2.3), (2.4) y (2.5) con la funcion f (r) clésica

R=0  (445)

2
guvoog,, = 2 446
uvpo T6 ( : )
2
CHP Crypo = —5 (4.47)

Si la coordenada radial disminuye (o0 V,, disminuye), entonces la curvatura del espacio-tiempo de
Schwarzschild aumenta y por ende el acople con el fluido y el efecto disipador aumentan,
mejorando la estabilidad.
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Sin embargo, esta tendencia no siempre se cumple en el escenario de seguridad asint6tica. Cuando
la masa del agujero negro se aproxima a la masa critica M = M., el horizonte de eventos exterior
r, es cada vez menor que el radio de Schwarzschild y de (4.46) y (4.47) se obtiene una curvatura
cada vez mayor para el caso cuantico y por lo tanto se mejora la estabilidad

574 < 5T¢igss

AP > pplelass)

0,max 0,méax

Pero, cuando M < M, (pequefias distancias) el espacio-tiempo de Schwarzschild mejorado se
aproxima al de de Sitter (2.121)

fr)=1-2(y®) 2 +0(@@3) (4.48)

Anteriormente en (2.123), (2.124) y (2.125) se habian calculado los invariantes de curvatura con la
funcion f(r) (4.48)

R=12c  (449)
RMYPOR o5 = 24¢%  (4.50)

CHYPIC,, s =0  (451)

donde ¢ = 2(y@)~! es una constante. Entonces la curvatura del espacio-tiempo de de Sitter es
menor, y por lo tanto la estabilidad del fluido disminuye

5rq > 5T1ass

AP < AR (class)

0,méax 0,méax

Dependencia con la Forma de la Amplitud de la Perturbacion Estacionaria

Ahora el objetivo es encontrar la dependencia de las soluciones con respecto a variaciones
en la forma de la amplitud (3.53) de la perturbacion estacionaria &(r)e 't con el parametro de
escala fijo, 1 =1,

E(r) = k(r —r)k"le~-m*  (452)
donde k es un pardmetro de forma. Es importante recordar que la distribucion (4.52) se eligi6 para
garantizar que se cumplan las condiciones de frontera &(r;) = é(ry) = 0. En esta parte se dejan

fijas la masa del agujero negro y la velocidad radial del fluido en el horizonte de eventos

Vy = 1.001
uO(T'l) = _0001

En la Fig. 25 se muestra la amplitud de la perturbacién (4.52) para varios valores del pardmetro de
forma k. Para valores grandes de k, la perturbacion tiene mayor relevancia lejos del horizonte de
eventos y a medida que k disminuye, la fisica cerca del horizonte de eventos se vuelve maés
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importante. Cabe aclarar que todas las amplitudes &(r) estdn normalizadas a un valor minimo de
aproximadamente —1.6184 x 10~1, esto con el fin de que las soluciones Gnicamente dependan de

la forma dada por k.

Amplitud de la perturbacion estacionaria
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Fig. 4.25. Amplitud de la perturbacion estacionaria & (r) para varios valores del parametro de forma k.

En las tablas 4.5y 4.6 se presentan las dos soluciones de la ecuacion residual cuadratica (4.19) para
la frecuencia w Yy el tiempo de amortiguamiento de la perturbacion 5t; en relatividad general y en el
escenario de seguridad asintotica, respectivamente. Ademas, en la Fig. 4.26 se presenta la gréafica
del tiempo de amortiguamiento como funcién del parametro de forma k.

Tabla 4.5. Solucién de onda estacionaria en Relatividad General, variando la forma de la perturbacion
estacionaria, con V; = 1.001Y uy(r;) = —0.001.

Solucién Onda Estacionaria en Relatividad General
k wl,class wZ,cluss STclass
10,0| 1.627e-03 -3.081e-13i | -1.627e-03 -3.081e-13i | 1.623e+13
8,0 | 1.303e-03 -3.508e-13i | -1.303e-03 -3.508e-13i | 1.425e+13
6,0 | 9.991e-04 -4.759¢-13i | -9.991e-04 -4.759¢-13i |1.051e+13
4,0 | 7.694e-04-1.731e-12i | -7.694e-04 -1.731e-12i |2.888e+12
3,0 | 8.393e-04 -7.828e-11i | -8.393e-04 -7.828e-11i |6.387e+10
2,5 | 1.273e-03-3.283e-09i | -1.273e-03 -3.283e-09i |1.523e+09
2,0 | 3.412e-03-2.297e-07i | -3.412e-03 -2.297e-07i |2.177e+07
1,5 | 1.006e-02-1.125e-05i | -1.006e-02 -1.125e-05i |4.446e+05
1,1 | 1.721e-02 -8.619e-05i | -1.721e-02 -8.619e-05i |5.801e+04
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Tabla 4.6. Solucién de onda estacionaria en Seguridad Asint6tica, variando la forma de la perturbacion

4.3 Soluciones Cambiando los Parametros de Simulacion

estacionaria, con V,, = 1.001 Y uy(r7) = —0.001.

« Solucion Onda Estacionaria en Seguridad Asintotica

W14 Wy 4 51,
10,0 | 2.470e-03 -2.507e-11i | -2.470e-03 -2.507e-11i |1.995e+11
8,0 | 1.979e-03 -2.854e-11i | -1.979e-03 -2.854e-11i |1.752e+11
6,0 | 1.516e-03 -3.869e-11i | -1.516e-03 -3.869¢-11i |1.292e+11
4,0 | 1.167e-03 -1.396e-10i | -1.167e-03 -1.396e-10i |3.583e+10
3,0 | 1.264e-03 -5.316e-09i | -1.264e-03 -5.316€e-09i |9.406e+08
2,5 | 1.845e-03-1.809e-07i | -1.845e-03 -1.809e-07i |2.764e+07
2,0 | 4.283e-03-9.873e-06i | -4.283e-03 -9.873e-06i |5.064e+05
1,5 | 9.774e-03 -3.547e-04i | -9.774e-03 -3.547e-04i | 1.410e+04
1,1 | 6.920e-03-2.007e-03i | -6.920e-03 -2.007e-03i |2.492e+03

Tiempo de amortiguamiento como funcién de k
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Fig. 4.26. Tiempo de amortiguamiento en Relatividad General y en Seguridad Asint6tica, variando la forma
de la perturbacién estacionaria, con V,; = 1.001 Yy uy(ry) = —0.001.

Tanto en el caso clésico y el cuéntico, la parte imaginaria de ambas soluciones es negativa, entonces
la solucién propuesta es estable para todos los valores considerados del parametro de forma k.

Pero, las soluciones en relatividad general y en seguridad asintética mostradas en la Fig. 4.26
permiten concluir en ambos casos que el tiempo de amortiguamiento de la perturbacion estacionaria
es menor a medida que k disminuye. Esto se explica de acuerdo al argumento siguiente.

En la Fig. 4.25 se observa que a medida que disminuye el pardmetro de forma k, la amplitud de la
perturbacion estacionaria tiene mayor relevancia cada vez mas cerca del horizonte de eventos,
donde los invariantes de curvatura (4.46) y (4.47) son mas grandes con respecto a su valor en
r — oo, Por lo tanto se espera que, para k pequefios, el acople entre el fluido y la curvatura del
espacio-tiempo sea mayor, haciendo que la solucién sea mas estable.
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Dependencia con la Velocidad Radial del Fluido

Finalmente, el objetivo es encontrar la dependencia de las soluciones con respecto a
variaciones en la condicion de frontera para la velocidad radial del fluido en el horizonte de eventos
uo(ry). En esta parte se dejan fijas la masa del agujero negro ¥, = 1.001 y el pardmetro de forma
k =2.5.

En las tablas 4.7 y 4.8 se presentan las dos soluciones de la ecuacién residual cuadratica (4.19) para
la frecuencia w Y el tiempo de amortiguamiento de la perturbacion 5t; en relatividad general y en el
escenario de seguridad asintotica, respectivamente. Ademas, en la Fig. 4.27 se presenta la gréafica
del tiempo de amortiguamiento como funcion de la velocidad radial del fluido.

Tabla 4.7. Solucién de onda estacionaria en Relatividad General, variando la velocidad radial del fluido en el
horizonte de eventos, con V; = 1.001Yy k = 2.5.

Solucién Onda Estacionaria en Relatividad General
uy(ry)
W1 class W3 class 5":class
0,000001 | 1.273e-03 -3.284e-12i | -1.273e-03 -3.284e-12i | 1.523e+12
0,000005 | 1.273e-03 -1.642e-11i | -1.273e-03 -1.642e-11i | 3.045e+11
0,000010 | 1.273e-03 -3.284e-11i | -1.273e-03 -3.284e-11i | 1.523e+11
0,000050 | 1.273e-03 -1.642e-10i | -1.273e-03 -1.642e-10i | 3.045e+10
0,000100 | 1.273e-03 -3.284e-10i | -1.273e-03 -3.284e-10i | 1.523e+10
0,000500 | 1.273e-03 -1.642e-09i | -1.273e-03 -1.642e-09i | 3.045e+09
0,001000 | 1.273e-03 -3.283e-09i | -1.273e-03 -3.283e-09i | 1.523e+09

Tabla 4.8. Solucién de onda estacionaria en Seguridad Asintética, variando la velocidad radial del fluido en
el horizonte de eventos, con V, = 1.001Yy k = 2.5.

Solucién Onda Estacionaria en Seguridad Asintética
uy(ry)

W1q W4 514
0,000001 | 1.847e-03-1.792e-10i | -1.847e-03 -1.792e-10i |2.790e+10
0,000005 | 1.847e-03 -8.961e-10i | -1.847e-03 -8.961e-10i |5.580e+09
0,000010 | 1.847e-03-1.792e-09i | -1.847e-03 -1.792e-09i | 2.790e+09
0,000050 | 1.847e-03 -8.961e-09i | -1.847e-03 -8.961e-09i |5.580e+08
0,000100 | 1.847e-03-1.792e-08i | -1.847e-03 -1.792e-08i |2.790e+08
0,000500 | 1.847e-03 -8.981e-08i | -1.847e-03 -8.981e-08i |5.567e+07
0,001000 | 1.845e-03 -1.809e-07i | -1.845e-03 -1.809e-07i | 2.764e+07

92




4.4 Interpretacion de los Efectos Cuanticos

Tiempo de amortiguamiento como funcion de uo(rl)

1013

—— Seguridad Asintotica |
=== Relatividad General ||

1012‘\

5 4 -3

10 10 10

uo(ry)
Fig. 4.27. Tiempo de amortiguamiento en Relatividad General y en Seguridad Asint6tica, variando la
velocidad radial del fluido en el horizonte de eventos, con V,, = 1.001Yy k = 2.5.

Nuevamente, tanto en el caso clasico y el cuantico, la parte imaginaria de ambas soluciones es
negativa. Entonces la solucion propuesta &(r)e 't es estable para todos los valores considerados
de la velocidad radial del fluido en el horizonte de eventos (7).

Como se observa en la Fig. 4.27, el tiempo de amortiguamiento es menor a medida que aumenta la
la velocidad en el horizonte de eventos u,(r;). Lo cual concuerda con lo esperado, ya que si uqy(r7)
aumenta, esto implica que el tensor momento-energia (3.3) para el fluido perfecto (T*' =
(p + p)UHUY + pg"¥) crece y por lo tanto la disipacion efectiva en el fluido es mayor, logrando
consiguientemente una mayor estabilidad.

4.4 Interpretacion de los Efectos Cuanticos

Para que el escenario de seguridad asint6tica sea una teoria viable més alla de una teoria de
campos efectiva, se deben cumplir las siguientes condiciones:

1. Hipotesis de ‘“anti-apantallamiento” de la interacciéon de los grados de libertad en el
ultravioleta.

2. Disminucion efectiva de los grados de libertad relevantes en el ultravioleta, que se
interpreta como universalidad, en el sentido de la fisica estadistica, en la vecindad del
PFUNT (Punto Fijo Ultravioleta No Trivial).

En este escenario, el campo gravitacional es tomado como el primer portador de los grados
de libertad clasicos y cuanticos relevantes. Y las macro- y micro-fisica estan relacionadas a
través de un flujo de renormalizacion.

3. Lageometria microscdpica es de tipo fractal con una dimension local de dos.

Cuando se adopta la vision de renormalizaciéon de Kadanoff-Wilson en gravedad, significa que la
accion de Einstein-Hilbert no deberia ser considerada como la accién microscépica (altas energias).
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En lugar de eso, el flujo de renormalizacion definird cual accion microscépica se debe utilizar, y si
resulta ser una descripcion util en el ultravioleta en términos de grados de libertad fundamentales.

El efecto de los procesos a altas energias se puede propagar computacionalmente a través de varios
6rdenes de magnitud, hasta energias accesibles, en este contexto, la naturaleza de los grados de
libertad fundamentales tienen una importancia secundaria. Lo que verdaderamente importa es la
universalidad y no la escogencia de las variables dindmicas.

Entonces aclarado esto, con el fin de dar una interpretacién cuéntica a los resultados, es importante
analizar dos tratamientos perturbativos de Gravedad Cuéantica:

i.  Teorias con derivadas de orden superior que utilizan un propagador de la forma 1/p*, son
estrictamente renormalizables, y los acoples son seguros asintéticamente. Sin embargo,
estan presentes modos de propagacion sin sentido fisico.

ii.  Teorias con derivadas de orden superior que utilizan un propagador de la forma 1/p?2,
tienen la ventaja de que los modos de propagacion tienen sentido fisico. Pero se necesitan
infinitos acoples esenciales, y un conjunto de estos no son seguros asintéticamente.

En el escenario de seguridad asint6tica, ambas descripciones estan relacionadas mediante una
reduccion de los infinitos acoples en la formulacion 1/p?, a través de dependencias ocultas, tal que
un conjunto no redundante corresponda a los acoples finitos en la formulacion 1/p*. Esto hace que
se presenten las siguientes caracteristicas cualitativas:

1. Anti-apantallamiento.

Mecanismo responsable del adecuado comportamiento en el ultravioleta, que permite tener
un limite continuo, en la formulacién de las integrales funcionales gravitacionales. Esto se
opone a lo esperado por la dimension de masa de la constante de Newton [G] = M~2.

Debido a que es improbable que un estado de vacio preferencial exista en gravedad
cuéntica, se tiene la ventaja de seleccionar apropiadamente la clase de estados (términos de
frontera en la accion microscépica). Actualmente no se tiene claridad sobre la relacién de la
clase de estados, las geometrias dominantes y las propiedades en el ultravioleta. Sin
embargo, es claro que la anterior ambigiiedad facilita la construccion del limite continuo.

2. Reduccion dimensional de las interacciones en el UV.

Como se menciono en la seccion 2.3, si el flujo tiene un punto UV no trivial oo > g* > 0,
la Gnica forma de que el lado derecho de (2.93) se anule, se da cuando la dimension
anémala es ny = —2, sin importar el comportamiento detallado de los otros acoples
(siempre y cuando no ocurran divergencias). Esta es una dimension anémala enorme.

Para el propagador, la propiedad clave de la dimensién anémala es que a gran energia
(momentum), da lugar a un comportamiento de la forma (p?)~1*7"/2, Entonces un
propagador de la forma 1/p* va de la mano con un punto fijo no gaussiano.

La universalidad del PFUNT justifica que se atribuyan las modificaciones en el

comportamiento a pequefias distancias de los campos, con una modificacion de la geometria
aleatoria subyacente. La gravedad actia como un regulador a pequefias distancias.
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3. La dimension reducida de dos, se interpreta como una “dimension de interaccion” que
especifica aproximadamente el nimero de grados de libertad independientes que
interactdan con uno elegido aleatoriamente.

Queda pendiente tener un entendimiento mas detallado de la microestructura de las geometrias
aleatorias que ocurren en la integral funcional segura asintéticamente.

Actualmente, todavia no existe un comprendimiento matematico o fisico del por qué existe el punto
fijo UV no trivial, que permite que el escenario de seguridad asint6tica sea renormalizable de forma
no perturbativa. Nink y Reuter [49] fueron los primeros en estudiar de forma intuitiva las
caracteristicas de la accion funcional truncada, al plantear que el anti-apantallamiento se entiende
como el predominio de “efectos paramagnéticos”, codificados en los términos de curvatura, sobre
“efectos diamagnéticos” del Laplaciano.

La idea clave es considerar la analogia con sistemas fisicos, donde las fluctuaciones cuanticas ¢
estan gobernadas por el inverso de propagadores de la forma:

—V, 2+ UF, (4.53)

con V4 la derivada covariante con respecto a la conexién A, y U un potencial que depende de su
curvatura F 4. Considerando el Lagrangiano:

1
L= E<p(—vcﬂ2 +U(Fq))e (4.54)

El primer y segundo término de (4.54) dan lugar a interacciones de ¢ con el fondo (A), que son de
tipo diamagnético y paramagnético, respectivamente.

Por ejemplo, los electrones no relativistas en un campo magnético externo, se describen por el
Hamiltoniano de Pauli

1
Hp = %(p —eA)? —ugB-o (4.55)

El primer término de (4.55) da lugar al diamagnetismo de Landau de un gas de electrones libres,
que se debe al movimiento orbital de los electrones. Mientras que el segundo término es el origen
del paramagnetismo de Pauli (“curvatura” B y “conexion” A), que se debe al alineamiento de los
espines. La relacion de las susceptibilidades magnéticas de estos dos efectos, es:

1
XLandau—dia = _§XPauli—para (4.56)

De tal forma que la componente paramagnética gana:

Xmag = XLandau—dia + XPauli—para >0 (4-56)
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Dominio Paramagnético en el Escenario de Seguridad Asintotica

Recordando de (2.37), la métrica dinamica gqp se separd en una métrica fija pero arbitraria
Jap Y Una métrica fluctuante f,z. Su valor esperado es (gqp) = Jap + fap CON fop = (fap). La
accion efectiva promedio (2.46) es Ty|fap; Gap). O equivalentemente (2.47) es T [(gup); Gug).
entonces depende de dos argumentos independientes.

Después de expandir T}, en términos de f;ﬁ se encuentran términos de interaccion de la métrica
fluctuante con métrica de fondo g,p. Haciendo una analogia magnética, la geometria de fondo
representa el “campo magnético externo” que polariza el vacio cudntico de “particulas fg”, y da
lugar a una susceptibilidad.

En el esquema de truncacion de Hilbert-Einstein, la accion que describe la dependencia con la
escala es (2.85)

_ _ Z
Tklg, g1 = (16nG (k) 1fd4x Jal—R(g) + 2A(k)] +2i;fdx\/§g“ﬁQaQﬁ (4.57)

La EGRF (2.84) se descompone en una traza para gravitones y otra para fantasmas:

1 _
ko Ty lg, gl = ETF [(K_Zrk(z) [9, 9] + R [g]) 1kak73k [9_]]

-1
~Tr [(—M[g.§]+3€£h[§]) kakvefh[g]] (4.58)
Después de determinar el Hessiano k2T ®[g, g] se establece (gqp) = Jup. De esta forma se
obtiene el operador [15]

1

—2p @A ) = 33700 K
(x7*T"*[g, g1) po‘|(gaﬁ):gaﬁ 327TG(k)( K00

V2 + U“Vp(,) (4.59)
Con:

7 7h% 1 Hev Hev SUV 5

K¥ps =7 [656% + 656) — 3 Gpo) (4.60)

T" e = 1[5”5V + 8465 — 3" Gpo] (R - 2A(K) ) + . [ Rps + GpoR*]
pa = 219 %0 a9 po 2 po po
1 - _ _ R _
— [0 R , + 65 RY, + 63RM, + SYRM| o[RS+ R, (a6D)

El primer término de (4.59) da lugar a interacciones diamagnéticas, mientras que el segundo induce
efectos paramagnéticos.

La evaluacion de las trazas de (4.58) se realizd en [15], donde se obtiene la ecuacion de flujo para
constante de Newton adimensional (2.93), en general para d dimensiones:

d
s(;igt) =[d—2+nylg®) =B(g(®))  (462)
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En general, la dimensién anémala (2.94), es:

Big

nn(g) = m

(4.63)

El numerador es de vital importancia, ya que determina el signo de la dimension anémala, mientras
que el denominador 1 — B,g Unicamente tiene un rol de término de correccién. Con la constante
cosmoldgica A = 0, la expansion de (4.63) reteniendo términos lineales en g, es:

(47.[)1—(1/2

nn(g) = m

[{d(d - 3)}total dia — {12(d - 1) + 4‘8/d}total para]g + O(QZ) (4‘-64‘)

Donde se han combinado las contribuciones de los términos por gravitones y fantasmas, que
inducen los efectos diamagnéticos y paramagnéticos, respectivamente. En la Fig. 4.28 se presenta el
tamaiio relativo de las contribuciones “magnéticas”, donde f = g(4m)1~4/2/3T(d/2).

v/ f
| total dl}/
' - —
3 1 : :
—20}
~60} total pul

Fig. 4.28. Combinacion gravitén-dia y fantasma-dia y combinacién graviton-para y fantasma-para [49].

Segln se observa en la Fig. 4.28, el término paramagnético total predomina sobre el diamagnético,
lo que da lugar a que la dimension andmala ny = nytotatdia 4, totalpara gseq negativa,

De la definicion de la dimensién anémala ny = kdj In G (k), como ny < 0, entonces G (k) aumenta
a medida que la escala k disminuye. Esta es la condicion de anti-apantallamiento que se debe
cumplir para que el escenario de seguridad asintética sea una teoria viable mas alla de una teoria de
campos efectiva.

Ademas, el dominio de los efectos paramagnéticos sobre los diamagnéticos, permite encontrar un
punto fijo no gaussiano, que es una de las caracteristicas principales del escenario de seguridad
asintotica. SegUn (4.62), la ocurrencia de un punto fijo UV no trivial (gU" # 0) requiere que
nn(gY) =2 —d. Por lo tanto, para una dimensién d > 2, la Unica forma posible es que la
dimension andmala sea negativa.
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Capitulo 5

Conclusiones

El uso de las herramientas del grupo de renormalizacién en el escenario de seguridad
asintotica, hace posible estudiar sistematicamente la influencia de los efectos cuanticos
gravitacionales sobre los conocidos problemas que tiene la teoria de la relatividad general, en
particular, sobre los problemas asociados a sus singularidades. La fisica de agujeros negros ofrece
una base importante para evaluar los resultados teéricos de cualquier teoria de gravedad cuéantica vy,
posiblemente, para contrastar sus predicciones.

En el escenario de seguridad asintética, la estructura del agujero negro de Schwarzschild cambia al
considerar las correcciones de gravedad cuantica; por lo tanto, este espacio-tiempo mejorado afecta
la descripcion de la fisica del agujero negro, especialmente para masas del orden de la masa critica.
En el método de truncacion de Einstein-Hilbert, a pesar de que no se puede concluir exactamente
que la singularidad en » = 0 desaparece, si es posible argumentar que ésta es mucho mas débil que
su contraparte clasica.

En el presente trabajo, se investigaron los efectos de gravedad cuantica sobre la estabilidad de
acrecion estacionaria y radialmente simétrica de un fluido ideal producida por un agujero negro de
Schwarzschild estatico, en el contexto del escenario de seguridad asintética. La forma en la que se
analizo la estabilidad fue a partir de perturbaciones a la ecuaciéon de continuidad, donde se
obtuvieron ecuaciones diferenciales que fueron resultas numéricamente a partir un codigo
desarrollado en MatLab, en el cual el principal ingrediente fue el método de diferencias finitas. En
primer lugar, se analizé el caso clasico (con Relatividad General) y se encontré que la amplitud de
la onda estacionaria decae en el tiempo, por lo tanto la solucion es estable, a diferencia del
comportamiento Newtoniano, donde la amplitud permanece constante. Ademas, se concluyé que si
se toman en cuenta los efectos relativistas, la amplitud de la onda viajera se reduce, con respecto al
caso Newtoniano. Por ende, los resultados obtenidos, para las soluciones en relatividad general,
concuerdan con los estudios realizados por Naskar et al. [10] y sus predecesores [8, 9, 50-52] y esto
conduce a reforzar la idea de que la mayor estabilidad se logra a partir de un acople del flujo con la
geometria del espacio-tiempo que simula el efecto de un mecanismo de disipacion en la acrecion
clasica de Bondi, definida en la construccion Newtoniana.

En segundo lugar, se estudiaron los mismos problemas de estabilidad para el caso cuantico. Como
era de esperar, se encontr6 que las soluciones en relatividad general y en el escenario de seguridad
asintética concuerdan para masas del agujero negro mucho mayores que la masa critica (en la cual
la estructura del espacio-tiempo de Schwarzschild mejorado tiene Unicamente un horizonte de
eventos), ya que los efectos cuanticos son despreciables para grandes distancias.

Sin embargo a medida que la masa del agujero negro disminuye hasta llegar a la masa critica, los
calculos cuantitativos llevados a cabo en esta tesis muestran, por primera vez en la literatura a
nuestro leal saber y entender, que en el escenario de seguridad asintética se logra una mayor
estabilidad del flujo (hasta 2 érdenes de magnitud en el tiempo de amortiguamiento) con respecto al
caso de relatividad general, tanto para perturbaciones de onda estacionaria y onda viajera. Estos
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resultados se explican a partir de la estructura de los horizontes de eventos, ya que la solucion
mejorada tiene un horizonte exterior el cual es siempre menor que el radio de Schwarzschild,;
entonces, hasta el horizonte de eventos la curvatura del espacio-tiempo mejorado aumenta, ver
ecuacion (1.3). Por lo tanto, si se considera valido el argumento de la disipacion efectiva (debida al
acople entre el espacio-tiempo y el fluido), en el caso cuantico el tiempo de amortiguamiento de la
perturbacion estacionaria seria menor con respecto al correspondiente valor en el caso clasico,
debido a que existe un mayor acople entre el fluido y la curvatura del espacio-tiempo mejorado.
Pero, cuando la masa del agujero negro es menor que la masa critica, la estabilidad del fluido
disminuye (el tiempo de amortiguamiento de perturbacion aumenta, hasta 4 6rdenes de magnitud)
en el escenario de seguridad asintdtica con respecto a relatividad general, tanto en el andlisis de
onda estacionaria y de onda viajera. Nuevamente, estos resultados cuantitativos tienen sentido si se
considera la estructura del espacio-tiempo, debido a que en este caso la solucién mejorada no tiene
horizontes de eventos, y se aproxima asintoticamente al espacio-tiempo de de Sitter, entonces su
curvatura y el acople entre la geometria y el fluido son menores con respeto al caso clasico.

Adicionalmente, se estudid la dependencia de las soluciones con respecto a variaciones en la
condicion de frontera para la velocidad radial del fluido en el horizonte de eventos y a variaciones
en la forma de la amplitud de la onda estacionaria. Los calculos numéricos de esta parte conducen a
dar un mayor soporte al argumento de que una mayor estabilidad se logra a partir de una mayor
disipacion efectiva que simula la viscosidad del fluido en la acrecion clasica de Bondi, segun se
propone en [10].

Ahora, construir una teoria de gravedad cuantica que sea segura asintdticamente, sigue siendo uno
de los grandes retos de este siglo. El siguiente paso en el estudio de sus implicaciones sobre la
estabilidad de la acrecién hacia agujeros negros seria considerar las soluciones de Reissner-
Nordstrom, Kerr, Kerr-Newman y Schwarzschild-(anti-)de- Sitter, de agujeros negros cosmolédgicos
o las soluciones considerando la backreaction (iniciadas en [8, 53, 54], [55, 56], [57-59], [60-63] y
[64-67] respectivamente), con el fin de entender cualitativamente y cuantitativamente los efectos
cuanticos sobre la fisica de agujeros negros, que se originan a partir de tener constantes de acople de
varian con la escala de energia. Ademas, otras posibles aplicaciones en cosmologia podrian ser en el
universo primordial, ya que el escenario de seguridad asintdtica también tiene relevancia en el
desarrollo de modelos cosmoldgicos efectivos y en la posible resolucion de singularidades
cosmoldgicas.

Por otra parte, para un trabajo futuro, queda por investigar el extenso espacio de la teoria, al incluir

términos de curvatura de orden superior y términos no locales; con el objetivo de encontrar mayor
evidencia en favor de la conjetura de seguridad asintética.
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