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JAIRO CHARRIS C.

CAPITULO IV
FUNCIONES DE UNA VARIABLE COMPLEJA

1. Funciones complejas de una variable compleja.

Sea Q un abierto de ¢ . Unaaplicacion f:Q - ¢ se denomina una fun-

cidn compleja de una variable compleja. Si paratodo z¢Q definimos

I

Re(f)(z) Re(f(z))

Img (f) (z) = Img(f(z))

donde Re(f(z)) es laparte real de f(z), Img(f(z)) laparte imaginaria de f(z),

obtenemos dos funciones
Re(f) = fl-'Q » R

Img (f) = f2 :Q0-> R
de dos variables reales, y es claro que
/s fgoe i/2
Si f:Q - €, f puede considerarse coro una aplicacion de Q en R, . Ental

/

caso, : :[ 1]
1
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en el sentido de que

f(z)=

para todo z< Q . Estaidentificacion proviene del hecho de que z < C se iden-

[A‘]
y
de IR, . donde x = Re(z), y = Img(z).

tifica al elemento

2. La derivada de Jacobi.

Sea f:Q » ¢ vy supbngase que

[=f ; ¥ if,
donde f; es la parte real de [y ,/2 su parte imaginaria. Si
af. f:
La) . L(a), a<=)
dx oy

existen para /= 1, 2. lamairiz

[ df 17 fl o i
Jx i d y
j,~(a) =
’ af A f
ek () e ()
ox e} ¥ J

es, como recordamos, la derivada a vriori (de Tacobi) de 7 en el punto a . Si

/"-_"C,/w=l1l*il,72, IJI.bZElR.
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- » -
af af [' [- J af
L I /i U
T a) , : (a) bI g (a)bl + . (a)hy
]f(ﬂ)b: =2
af adf af J
2(a), —2(a) by 2 2
o . 79 aJ ] g (a)b1+8y (a)_hZJ
Es decir,

|9 9 fq 9/ 9 f,
]/(a)b —( 30 (a)b1+ v (a)b2 + e (a)bl+ e (a) b,

Fsto puede escribirse en la forma

9 fq .3/ 9/ 9/
]f(a)b=(x(a)b1+za (a)bl 3 ()b, + zr(a)bz a

x y y
Si definimos
af e af; /s, af ¥ 9f; 15
_r9—x() ( 2 (a) +16—x- al. 35 (a) 3y (a) + i . (a) .

o en forma matricial

i by
(a) b = r;f(a) af(a)
Ila gy

donde es importante notar que

3 (w, 21
T(a), 3 (a)

X

son nimeros complejos, los cuales-se dencminan las derivadas parciales a priori
(de Jacobi) de f, conrespectoa x,y, respectivamente, en el punto a. Defi-

namos ahora

213



1 8L (@) + U @ 1.

k4 dl 1
=3 ( __z_i(a)z == 1L ae

1
dz 2
Los numeros complejos .:.j_f (a), g (a) se denominan, respectivamente, las de-

Z Z
rivadas a priori (de Tacobi) de f conrespectoa z ya z enelpunto a.  Evi-

dentemente
_9f qf 5
]/(a)h Fp (a) b + a;(a)

Ademas :
Teorema 2.1. Sea f:Q » C 'y supongamos que

af. af.

/i (a), —i(a) : i=12
adx Ay

existen enelpunto a<Q . Sea

la aplicacion R -lineal definida por L ,(b) = Jj(@ b Para que L, seauna

aplicacion ¢ -lineal de ¢ en ¢ es necesario y suficiente qie

En tal caso, L) = _)f’_L(n) h varatodo b= ¢ .
0z

Demostracion. Supongamos primero

az

Para demostrar que I.,:d¢ » € es ¢ - lineal basta demostrar que existe un

niimero complejo 4 tal que L ,(h) = bbh paratodo 5<=C. Sea b=:_f.(a),
b4

Como
o =@ b =L (@b )’m)/’ =2,

gz

se tiene
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L,(b) = bb,

y la afirmacién queda demostrada. Supongamos reciprocamente que L, es € -li-

neal Entonces,
L,(ih) = iL,(h).

Si h=1 y
_ 9/
L () = 32 (a) + 7F (a)
Si =14,
’ Lt =2 i X (@i .
Az z
Como L,(i)=4iL,(1), porserL, c-lineal
d ) Jd
i—f(a)+i—£(a)=——/-(a) i-—(a) i,
z z lz 0z

de lo cual se sigue que bié(a) =0 yque
z

_— (91,
Ly(b) = —=(a) b
para todo 5 € €. Esto demuestra el teorema.
Denotaremos por J(Q, € ) al conjunto de las funciones que son Jacobi - deri-

vables en todo punto 2€Q . Esclaroque J(Q, €) esun €-espacio vecto-
rial para las leyes

(f+ g) (x) = flx) + g(x), x €0
(Af) (x) = Af(x) ; x€Q , AeC.

Si fej@,c), f=1+if,. f; = Re(f) , f2=1mg(f), entonces se tienen

funciones
By tie 4743,
ax Ay

af af Af af
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definidas de la manera obvia.
Notese también que J(Q, ) es un anillo conmutativo unitario si se conside-

ra la multiplicacion (fg)(x) = f(x) g(x) . Mas ain, J(Q,¢€) esuna €-algebra.

3. La € - derivada.

Definicién 3.1. Unafuncion f:Q - € sedice € - derivable en el punto a<€Q,
si el limite
. fla+h) — f(a)

m e #

b - 0 17
donde 50 en €, existey esun nimero complejo. Tal nimero se denota por
f*(a) , y se denomina la ¢ - derivada de f en el punto a.
Por ejemplo, si /:Q -» € esta definida por
f(z) = bz"” be C |,

f’(a) existe en todo punto a<Q , y

/'@ = nba !
En efecto ,
fla+h)—f(a) no1n Lk y n g 5 L2
————/ =t 3 ( )a" khk = bna" I+ bh 3 ( a kbk
h b k=1\F k=2\ k
de lo cual
i fla+h) —f(a) 7 AT
lim = nba i
b
no importa como 4 >0 en @ . En particular, si j:Q » € estadada por

f(z) =b, b=«¢ , setiene inmediatamente f*(«) = 0 paratodo punto « <.
Si j(z)=bz , f'(a)=b, paratodo a<=Q .
Sea f:Q - @ definidapor f(z) =% . Entonces f'(a) no existe en nin-

gun punto @<= Q. En efecto,

216



fla+ b) = fla) _ b
h

)
hEIR y h 0,

bh > 0 permaneciendo en IR, es decir, si

Ahora, si
P fla+h)- f(a) 1
b-aO h
hEIR
Pero si » » 0 permaneciendoen I =i R |,
lim fla+h)=f(a) :
h-o b
hel
Por lo tanto;
lim /(a+h)b—/(a)

bhso

no existe cuando » -0 en C.
Teorema 3.1. Sea f:Q > € ysupongase que f'(a) existe enelpunto a €Q.
la parte real y la varte imaginaria de f, respectivamente. En -

- Sean f1: 1y
tonces
difs 3t
/i (a) , —é- (a)
dx dy
existen para i =1, 2. Por otra parte , para todo »€ €,
=0 (3.1
0z
: d
! (a) = [f'(s) (3.2)
dz .
Ademds , la aplicacion R-lineal L,: R, - R, definida por
Ly(b) =] (a) b
(3.3)

es ¢ -linealde ¢ en ¢ y estdadadapor L, (h) = f"(a)h.
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L d/ Io] f o
Demostracién. Para ver que a—’(a) , —=

(a) existenpara 7= 1,2, notese
x dy

que si h&€ IR y escribimos
_fla+ h)=[(a)

fla,h) -= 2
entonces il (2
— -— a,
RN IR TIEE S L ok Rl s
2 b
R (a+h) = fr(a)
R PATO 7y LI Lkl
24 b
de lo cual
ad (a+h)—f,(a) ot
/I(a) = lim/1+—f1— =1 {f'(a) + f'(a) }
ax hso b 2
b €IR
9/, fr(a+b)=fr(a) _

(a) = frg: Ee o~ T2 8 W Pl Y
24

adx h>o h
hER

Por otra parte, si h=ih’, h'S IR vy si escribimos

fla+ih*)=f(a)

(a, ib’) =
/g1 ih’
entonces 78
DL ( b’)=fr(a)
Lifta, ibt) -+ e N B UG IS T (4
2 b’
. Lt peha, (a+ih’)=f,(a)
2 {fla,ib’)=f(a, ib’) }= i b 4 s
2 b’
de lo cual
5 (a+ib*) = f5(a) o
Xy s gy e i QR TORRED  1 O1
dy hso b’ 2
A (a+ibh’)—f,(a) ; P
f] {a) = l.l’m f] +1 i /1 a Siif {f’(a)-—f'(a)f J
Ay b’'>o b 2
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Nétese ademas que

9 3
vy » LS L afz (@)= [(a) ,

Jdx Jx x

d d
%(a) =a—£1(a) + i afyz (a) = if’(a) ,

de lo cual
Af, v 1 |df .9 .
2= 4 [ La-idln | - o

X

I (@=1L| 9L ; 9/ (a)|= o0
az(a) 2[8" (a) + i Ty (a)J .

En virtud del teorema 2.1 se sigue finalmente la € - linealidad de Bl s asi como

la relacion (3.3). Esto completa la demostracion.

Nota: En el curso de la demostracion del teorema anterior hemos visto que s

f’(a) existe,”

@) =L , (3.4)
Jx

fa=2L91 (. 3.5)
1 dy

Como en el caso de las funciones de una variable real, tenemos :
Teorema 3.2. Sea f:Q » ¢ . Si f es €-derivable en el punto a<Q , en-
tonces f es continua en a.

Demostracion . Basta demostrar que

lim fla+ b) = f(a).
- 0

Pero
fla+h)=[(a)

e s A .

fla+h) = fla) +
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de lo cual

tin fla+h) = f(@) + lin LD 1@ oy ) @ 0 = )
b»o })40 /J /J~>O

Esto demuestra el teorema .
El siguiente teorema se demuestra como en el caso de las funciones de una va-

riable real. Dejamos la demostracién al lector .

Teorema 3.3.Sean f,g:Q >« y supongase que f'(a) g’(a) existen en el pun-

to acQ. Entonces (f+g)(a),(fg)"(a) existen en el pmnto a, y
(f+g) (a) = f(a) + g'(a) , (3.6)
(/.8 (@) = f(a)g"(@) + g (@) [*(a) . (3.7)

Sunongase ademds que ¢ (a) # 0 . Entonces, la funcion f/g:Q* » ¢, don

de Q°=1{z g(z) #0} , es «-derivable en y

gla)f'(a)= f(a) g*(a)

(3.8)
g(a)?

(//g) (a) =

Ademas :

Teorema 3.4.Sean f:Q » €, g:Q* ¢ . Supdngase que / es ¢-derivable
en a<Q, que f(Q) CQ', yque g es €-derivable en f(a). Entonces

go/ es €-derivable en a vy

(gof)'(a)=g'(f(a)) f*(a) (3.10)

Demostracion . Notese en primer lugar que si «(h) 0 cuando 50, dado

£>0, existeun &> 0 tal que

lg(f(a) + u(b) )-g(f(a) J=u(b) g*(f(a))| < € |u(b) 1 (3.11)
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si | h| < & . En efecto, como

g(f(a) + b’)—g(f(a))

i a1 =0
fim — ¢ (f(a)) ,
dado £>0 existe 8'> 0 tal que
(f(a) + b')—g(f(a))
il s < €

bl

si |5*] < 8", delo cual

[g(f(@) + b)) =g(f(@) ) =h"g*(f(a)) | < € |b*|

Si [h*] < 8'. Seaentonces &>0 talque |u(h) | < & si |

(3.12) se obtiene inmediatamente (3.11) .

Sea ahora

Entonces,

Sea ademas

Se tiene

Definamos entonces

Se tiene

uh) = fla+ h) — f(a)

2 h
ltm u(b) = 0 vy lim ﬂ = f"(a)
h>o hso b

th) = gofla+h)=go fla) .

t(h) = g(f(a) + u(h) )—g(f(a)).

s

T(h) = g(f(a) + ulh) )=g (f(a) )=u(h) g*(f(a) ).

t(h) =1T(h) + ulh) g'(f(a)).

(3.12)
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Demostraremos ademas que

- 1(h)

lim —— = 0 .
Sea £>0, yescojase & > 0 tal que

g (f(a) + uh))=g(f(@) )=u(h) g*(f(a)) | < € |u(h)]
y que
lu® | < 41b] + 1 @b}
si 1h{ <8 . Setiene
|7 | < e([hi+|f(a) | ]p])

y de ésto
T(h)

<el+! fla)).
b

Como £ puede tomarse tan pequefio como se quiera,

. t(h)
lim =0
0 b
Pero i
t(h)  gofla+h)=go fla) _ t(h) ulh)
= > i e e’ (f(a) ).
Por lo tanto,
t(h) u(h)

(go f) (a) =bl_z',mo : =hli”3 . g'(f(a)) = f'(a) g'(f(a)) .

Esto demuestra el teorema.

Corolario. Sea f:Q >€, n=N. Supdngase que f es €-derivable en

a < ysea
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F(z) = (f(z))".

Entonces, ;
E'@) = n(f(@))" f(a). (3.13)

Demostracion . En efecto, F = go f donde g: @ - € eslaaplicacion
glz) = z .
Nota. Si f:Q €, f(2) #0 paratodo z€Q , es €-derivableen a, vy si

n& Z, entonces

F'@ = n(f@ ) pa), (3.14)

dondé F(z) = (f(z) )"”. Esto resulta inmediatamente del hecho de que F=gof,
donde g: € » € eslaaplicacion g(z) =z , yde que g’'(z) = nzn-l co-
mo se deduce de la formula (3.8) y del hecho de que si » <0 entonces g(z) =im

donde m = -n€IN .

4. Funciones € -derivables y funciones holomorfas .

Definicion 4.1. Sea Q abiertoen ¢ . Unaaplicacion f:Q > € se dice €-
derivable en Q, o simplemente ¢ -derivable, si f’(a) existe en todo punto
a €Q . Laaplicacion f*: Q> € , que al punto « €Q hace corresponder el

nimero complejo f’(a), se denomina entonces la €-derivadade f.

Denotaremos por D(Q, €) al conjunto de todas las aplicaciones ¢ -deriva-
blesde O en €. Envirtud del teorema (3.3) y del hecho de que una funcion
constante es € -derivable se sigue que D(Q,€) esun €-espacio vectorial .
Esdecir, si /,g€D(Q,€) y AEC , [f+gED(Q,€) y \fED(Q,C) .
Mas alin, en virtud del mismo teorema, D(Q, €) es un anilio conmutativo (con

elemento unidad la funcién 2(z) =1 paratodo z€Q), pues fg también
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es €-derivable. Se tiene entonces que D(Q, €) esuna ¢-algebra. Si

D*(Q, €)={feD(Q,C)]| f(z) #0, paratodo z<Q } .,
D*(Q, €) esun cuerpo conmutativo. Mas adelante veremos que si Q es conexo
D(Q, €) es un dominio de integridad .
Nota. Es claro, en virtud del teorema 3.2 , que toda funcidn ¢ - derivable es con-
tinuaen Q . Es decir,
D(Q,C) C C(Q,C)
Mas aiin,

Teorema 4.1. Sea f=D(Q,¢). Entonces /e J(Q, ). Ademds

af

<@ = "), (4.1)
3
Tf‘(a) =0 (4.2)
z

vara todo a € Q . Tambiénse tienen las relaciones

9 @ = (4.3)
ax

—?-ii(a) = f(a) (4.4)
1 ay

Demostracion . La demostracion resulta inmediatamente del teorema 3.1,

Nota. Notese que si / es €-derivableen Q
]/(a)b = f'(a) b (4.5)

paratodo «<Q ytodo b« €. Laaplicacion lineal 1, : ¢ . ¢ dada por

L,(b) = ]/(”) b es entonces ¢ -lineal paratodo ¢ = Q.

Nota . La relacion
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[SE)
~
]
S

(4.6)

SE)
n|

se denomina la condicion necesaria de - derivabilidad de Cauchy- Riemann . Si
f€J(Q, €) y df/dZ=0, no setiene necesariamente que /<D (Q,C)
(ver ejercicios). Veremos en un proximo teorema que esto es cierto si /€ €

recla, €. La condicién

af
7z ¢
es equivalente a la condicion
af, F) ats
( 1_&) +1 _.ﬁ ¥ f‘ = 0,
0 x dy dy ax

af, af
Como 1 , L , son reales, ésto es equivalente a
0x dy
ad J d A
h ok , £ g (Ecuaciones de Sauchy-Riemann) (4.7)
Jx (:)y r)y 0x

Teorema 4.2. Sea [:Q » €,Q esconexo. Si f es «-derivabley /*(a)=0

vara todo z€Q, f es constante en Q.

Demostracién . En efecto, se tieneen Q

ii:ﬁL' 0
Az 0z
Pero
Af 9l « 201
dz az adx
il-jl==21il
z dz y

Se deduce que
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donde f; = Re(f), [, = Img(f) . Se tiene entonces

Ay 9 A 9f

ax dx dy dy

lo cual implica el teorema.

Teorema 4.3. Sea f:Q>¢ . Si f(z) € R varatodo z€Q ., ysi fes €-

derivable, f es constante en cada componente conexa de Q .

Demostracion. En efecto, si fl =Rel(f) y f,=1Img(f), [,(z) =0 para todo
z€Q . Como

9y -

dx dy dx
af af
Lin=0=—L(z)
X y

para todo z€Q . Por lo tanto, f; es constante en toda componente conexa de

Q.
Definicién 4.2. Sea Q un abiertode €, f:Q > €. f sedice holomorfa en

Q si cumple las dos condiciones siguientes :

1) fe CI(Q, ¢ ). Esto quiere decir, recordamos, que si f1= Re(f) . f, =Img(f),

ofy A Afgodfx A8, A&

’

dx x| dy dy
existen y son continuas en Q .
adf oz ~ .
2) = (condicion de Cauchy- Riemann) .

iz
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Denotaremos por O (Q) al conjunto de las funciones holomorfas en Q :

Es claro que O(Q) esun €-espacio vectorial. Mas aln, es un anilloy una
C-dlgebra, y 0'Q) =1 f€0@Q) ]| f(z) # 0 paratoda z€Q } es un cuerpo.

Denotemos ahora CLQ, ¢ ) al € - subespacio (sub-anillo y sub-algebra) de
D(Q, € ) formado por las aplicaciones ¢ -derivables sobre Q tales que la €-de-

rivada f%Q > € escontinuaen Q . Setiene que

clia, ¢)c 0@).

En efecto, si /* es continua, también lo es _(;7.L , pues
X

Aoy
el
Pero
af .80 .dh ) iy
e, = ne + i T /1 Re(f) , /2 mg(f).
Por lo tanto
dx Jx

son ambas continuas. Por otra parte,

Ty
: . af; af
Se deduce que A7/ dy es continua, y de esto que =Th. T son ambas con-
y y
tinuas. Por lo tanto, f€ CI(Q, ¢ ). Como ademas
Gy
Az

es claro que /€ O(Q) . Reciprocamente ,
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Teorema 4.4. (Cauchy-Riemann). Toda funcion holomorfa en Q es ¢-deriva-

ble con ¢ -derivada contima. Es decir ©(Q) ¢ ¢, «), y vor lo tanto

0@ = cl(a.c).

Demostracion. Para demostrar que f es € -derivable, demostraremos que

@ =21 ()

dz
paratodo « <= . Como obviamente (—;9_1 es continua, se tendra también la con-
z
tinuidad de /*. Pero esto es obvio. En efecto, sabemos que si f& CI(Q, c),

lim fla +b)—f(a)—]/(a) b
h-o b

=0

(Véase el capitulo |, teorema 1.1),
Por otra parte,
T RO
]f(ﬂ)b -{g(ﬂ)bﬁ-ag(a)b .

Por lo tanto, ey
(a) h = — bl
]fa r9z(a)

de lo cuali

lim f(a-‘-b)— (ﬂ) = ﬂ(a)°

hso b dz
Esto demuestra el teorema.

Nota. Noétese que, en particular, O(Q) C D(Q, €) . Mas adelante demostrare-
mos que O(Q) = D(Q, €), pero este resultado, debido a Goursat, esta lejos

de ser trivial .

Ejercicios

’ ) a,b
1) Sea L:R, » R, unaaplicacion R-lineal, y sea M = [ su IR-ma-
c,dJ
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2)

3)

4)

triz. Demuestre que L es €-lineal si,y sélosi,a=dy b=-c.
Recordamos que una funcion f:Q -+ R,, Q abierto en €, se dice R- de-
rivable en un punto <€ Q, si existe una aplicacion R-lineal LRy Ry
tal que

fla+h)= f(a) =L, (h)

lim =

Mo 15 1]

i) Cemuestre que L es, entonces, unica.

ii) Demuestre que si f es IR-derivable en a4, entonces f es J-derivable en

a y que
£l * Lk

donde f*(a) esla IR-matrizde L,.

iii) Demuestre que las proposiciones siguientes son equivalentes :
(é) f es «€-derivable en el punto «
(b) L, es €-lineal

9/ (@) = o.

z

(c) f es IR-derivableen a y

Sea D(Q, R,) el conjunto de todas las aplicaciones f:Q IR, que son
IR - derivables en todo punto 2 €Q (Q abierto en € ). Demuestre que las
proposiciones siguientes son equivalentes :

(a feD(Q,c)

(b) f€D@Q,Ry vy 9 =0,

Nota. El resultado de este ejercicio es curioso. Como veremos en el capitulo
VI, la condicion (b) imp licard, automdticamente, que f € C>(Q, €) . Sien

(b) quitamos la condicifn ai_l =0, ésto es absolutamente falso.
z

Sea f:C » € definidapor f(x,y) = (x? sen-}c, 0) si (x,y)#(0,0),

£(0,0) = (0,0). Demuestre que f es IR-derivable, pero que f ﬁcl((t , € ).
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5) ¢Es cierto que cl, ¢ C D(Q, R, ?

6) ¢ Es cierto que O(Q) ¢ D(Q,R,)?

7) Sea f: ¢ » €« definidade lasiguiente manera : si z=(x,y),
f(2) = flx,y) = eX eiy = %

donde e” = cosy + i seny. Demuestre :

(A D@, €) y f'(z) = e*.

(b) fe O@Q).

(©)  flx+y)=f(x).f(y).

(d) Larestriccionde f a R es lafuncion exponencial en R .

(e) f(€)=a-{0},

8) Sean f,g: € » € definidas por

iz -iz
(z) = =——5—n
f(z >
iz -iz
(z) = £t e
£ 2i

Demuestre
(a) f.g € C@Q)
(b) f'(2) = g(2), g'(2) = =f(2) .
(© (f(2)? +(g))?=1.
(d)  fz+2°) = f(2) g(2*) + [(z*) g(2).
(e) glz+z2')=g(2) g(z*)=f(2) f(z*) .
Escribiremos
f(z) =senz, g(z) = cosz.
9) Sea  un abierto conexode €, f< ©(Q). Demuestre que si Re(f) 0

img(f) es constante, entonces f es constante.
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10)

1D

12)

13)

*14)

Sea fe€ € (Q) . Demuestre que si Q es conexo y existen a,b,c € € , no
todos ceros, tales que af;+ bf,=c en Q. entonces f es constante en

Q (aqui /1= Re(/),fz = Img (f) .

Demuestre que la funcion f(z) = |z ! no puede ser € -diferenciable en nin-
gin punto de € .

Paracada z€ C sea f(z) = arg(z) definidapor arg(0) =0, arg(z) =
Unico 0 < 0<2n talque z=z] eif , si z#0. Demuestre que f

es continua en el complemento en € de R, = {x> 01}, peroque f noes

€ -diferenciable en ningln punto de € .
¢

~

= (0,

Encuentre una funcion f: € - €, f€]J(Q,€), fEDQ. Ry,

D
N|

Una funcion [ € CZ(Q, €) se dice armOnicasi Af= 0, donde

a2 qeno gfnih @t

T z0z 92 o 3 y?

(a) Demuestre que si f es armOnica aii— es holomorfa .

(b) Sea fe ¢2(Q, ¢ ). Demuestre que Re(f), Img(f) son armonicas.

(c) Sea f € c?(Q. R), arménica, donde Q es simplemente conexo. De-
muestre que existe entonces g < CI(Q, R) talque h=f+ig€C(Q
(Indicacion : demuestre que pf(—;)—:; dz =0 paratodo p<S,(Q). cerra-
da) .

(d) Bajo las hipotesis de (c) demuestre que existe g = cl(@Q. rR) tal que
e+~ife 0.

(e) Bajo las hipotesis de (c) demuestre que si = cl@.R) estal que
f«iue C(Q) entonces g-u es constante.

(f) Bajo las hipdtesis de (c) demuestre que si v € cl@.Rr) es tal que
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v+if= ©(Q) entonces g-v es constante.
(g) Bajo las hipotesis de (c) o (d) demuestre que vecl@.Rr) y esar-

ménica (se denomina una conjugada armodnica de [ ).

15) Para cada una de las funciones siguientes, encuentre g tal que f+ig= C(€):
a) flxy)=x2-y24 2«
b) f(x,y) = ¢* cosy
c) f(x,y) = sen x cosh y .
d) Demuestre que

glx,y) = f_ Lt,0 ar + fﬂu 1) di
o

es siempre una conjugada armonicade f. Demuestre que la relacion ante-
. . Sk 2 2 iy
rior da una conjugada armonicade f€ C“(Q, IR), armonica, en todo con-

junto abierto convexo Q.
16) Sea f=C%Q.¢). Demuestre que log |/| es arménicaen Q.

17) Sea f= ¢%(@.€), Q conexo. Demuestre que | f(z) ]2 es armonica si y

s6lo si f es constanteen Q .

18) Sean fg € J(Q, € ). Demuestre que

= df
r?(/g)f +(9

2 - e
19)Sea g€ Cc (Q,€) ysupdngase que g y zg son armOnicas en Q. De-

muestre que g< O(Q).

Nota. Los ejercicios marcados con (*) dependen de la teoria del capitulo V.
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Correcciones a la primera parte de esta serie de articulos.

Hemos notado un error conceptual en el Capitulo Il (Boletin de Matematicas ,
Vol. VII, Nimero 5). Alli se ha definido una curva simple como una aplicacién con-
tinua oI » Q lacual esinyectiva sobre (0,1). Esta definicion es incorrec-

ta para muchos propdsitos, pues curvas como

0©) 0 (1)
o)
(M©)
o (1)
O (0)

resultarian simples. La definicion debe modificarse como sigue : o es simple si

las restricciones de o a (0,11 y.[0,1) son ambas inyectivas .

Otras erratas son las siguientes , también correspondientes al Capitulo Il (Bol.
de Mat. Vol. VII, No. 5).

Pagina 281 rengldn 2 de abajo hacia arriba. Dice :

Supp F ={x| F(x) # 0 }=1{x| ||x] <1}
Debe decir : o A Lo
Supp F = Tx| FGD 701 =1x| %] <1 |

Pagina 299, rengldn 5. Dice : Cuando Q es un espacio topolégico arco conexo
Q denotaremos por 7;(Q) . Debe decir : Cuando Q es un espacio topoldgico ar-

co conexo denotaremos por frl(Q)

Pagina 304. El lema 5.2 debe decir: Sea Q un abierto de R,, p> 0, y sea
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pGSI(Q.a).a‘ESZ. tal que p=e,. Entonces pae,. Es decir, si existe

una homotopia F :p » e, , existe también una homotopia suave H :p -» L
Pagina 311, rengldn 7 de abajo hacia arriba. Dice: ' p(2)-p (') | < e/4. Debe
decir | p(1)-p(2*) | < £/4. Renglon 4 de abajo hacia arriba. Dice p(1) =

p( ”i+1 1) 1+ 2 ). Debe cecir: gx (1) = ﬁ(tl.+l-ti) t4t;). Rengléln 3 de aba-
jo hacia arriba. Dice : p.(0) =p(1;). Debe decir : ﬁi(O) =p (t;). Renglon 2 de
abajo hacia arriba. Dice : pi(I) =plt,, . Debe decir : ,51,(1) =p(t;, 1) . Dice

como P, tiene. Debe decir: como j. tiene.
1

Pagina 312, renglon 1. Dice: [ o,(t),p,()]C U-ta}. Debe decir:

[ai(t) , ﬁi(z)] C U- ta}. Renglén2. Dice: F;(0, 1) =(1-0)0,(0)+6p(1) .
Debe decir: F;(9. 1) = (1-0) 0,(1) + 6 5;() . Renglén 3. Dice p,. Debe decir:
P.. Renglon 10. Dice: p = (cy(@)" = cf(a). Debedecir: § ~(cc(a@))"=c(a.
Rengldn 12. Dice : 7,(Q) esta generado por c(a) cuando B (a) C Q. De-
be decir : nI(Q) esta generado por { e.(a) } cuando Fe(a) gQ'.

Pagina 313 . Renglén 4. Dice [c.(@)] es unabase de m (Q). Debe decir :

[ce(@) ] esunabase de {71(9) Y

Pagina 310. FI teorema7.2 debe decir: Si U esun abierto de C estrellado con

respectoa a€ U, m (U-{a}) estagenerado por ice(“)} donde B.(a) C U.

Pagina 300. Rengldn 5 de abajo hacia arriba. Dice: F: o » p. Debe decir:
O.=.0. a

Pagina 308. Renglén 10. Dice Yoo o0 p. Debedecir: ¢ oop.

Pagina 314. Renglon 15. Dice #,(X, @) ~1{1,}. Debe decir: 7; (X, a) = {1}

Pagina 315. Renglon 3. Dice: my(X)~m (Y) . Debe decir : =, (X)m;rl (Y)
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Pagina 315 . Renglon 2 de abajo hacia arriba. Dice: F(z, 1) = 4. Debe decir:
F(z,1)= a.

(Boletin, Vol. VII, N° 6)
En el Capitulo 11l hemos notado las siguientes erratas :

La figural2 es :

n

Pagina 336. Renglon 7. Dice : dp - X -1’ i Debe decir : dp -
C
1 n I-] ko
X X (1) “ipw
j=o i=1 ij

Pagina 339. Renglén 8 Dice y(6.1) = y(1). Debe decir: p(6.1) = y(8) .
Renglon 14 Dice : B, (X) . Debe decir : B, (X).

Pagina 340 Rengldn 2 de abajo hacia arriba. Dice : B, (X) - B, (X)  Debe de-
cir: B (X) =B, (X).

Pagina 345. Renglon 13. Dice : P (0) =P (1) =p (0 =p (0 Debe -

k (k)0 7 (k)

1 0)=p () - (0)
decir pkl( Pk p

(1
rko Pk
Péagina 346. Renglon 1. Dice * el abelianizado. Debe decir * el abelianizado de

Pagina 346 Renglon 14 Dice : l§, (x) Debe decir: 73](.\')
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Pagina 346 Renglon 2 de abajo hacia arriba. Dice : ¥l yk (h) . Debe de-
k 4 Pij

e Vidi i = escogido como antes
y//bk y,;”,(/u) 9

cir

Pagina 347. Renglon 1. Dice :

-1 g
( ¥ 1@ 2 i)
k=1 Ok k "2k

Debe decir -

La figura3.1l es .

Pagina 350. Renglén 7. Dice : B (Q). Debe decir: B, (Q).

n

Pagina 356. Renglon 10. Dice : # (Q) =

1

iel-;!- H (X;). Renglon 13. H, debe reemplazarse siempre por H, . Lo mis-

mo en el renglon 15.

AL g (x.) . Debe decir: H (X) =
€:1ar W %
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Pagina 356. El ejercicio 2 debe decir : Demuestre que paratodo €272, K =

Z,Q9, R, C,

H (Q,K)~H(Q,2Z) ®, K.

n

y concluyaque H_(Q, K) ~K si Q esarco conexo, I;I(Q JK) =10},
si Q es simplemente conexo, y que ﬁl(_Q, KK ) esta generado por <cg(a) >

si Q=0 =Q’-{a} con Q' simplemente conexoen C y Boa) CQ".

Nota : En lo que sigue escribiremos <o> en lugar de <o cuando

o€ C(Q). Esto no conducira a ninguna confusién .
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CAPITULO V

FORMAS DIFERENCIALES COMPLEJAS

1. Formas Diferenciales Reales. Sean Q un abiertode C, a€Q, Denotare-
mos por T;(Q) al conjunto
T,(Q) =1 (a,x) | x&R?]

El conjunto T;(Q) tiene una estructura natural de IR - espacio determinada por

las leyes
(a,x) + (a,y) = (a, x+y),

Aa,x) = (a, Ax)

El' R-espacio T;(Q) se denomina el espacio cotangente de Q en el punto
a. Denotaremos por 4, x al elemento (a,[l,Ol)GT;(Q) y por d,y al ele-

mento (a, [0,11)eT;(Q). Si (a,[oc,B])eTa*(Q), es claro que
(@, [a,B])=ad, x+Bd,y,

y por otra parte, si
tdyx+Bd,y=(a,[00]),
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necesariamente a =8 =0. Por lo tanto, | d,x, d,y} eswunabase del R-es-

pacio T;(Q) . Sea ahora
Tokf)= U _T(Q).
( ac() a( )

El conjunto T7(Q) se denomina el fibrado cotangente de .
Definicién 1.1 : Una aplicacion

w:Q > T‘(Q)
tal que w(a) € T;(Q) para todo @< se denominauna 2-forma diferencial so-
bre Q.
Ejemplo 1.1. Sea dx:Q T (Q) definida por

dx(a) = dax ) (1.1)

Es claro que dx es una I-forma diferencial sobre . Lo mismo es cierto de
dy:Q T (Q) definida por
dy(a) =d;y (1.2)

yde w:Q - T7(Q) definida por
w(a)=f(a)dax+g(a)day, fg:Q-R.
Esta altima se denota por

w =, fdx + gdy (1.3)

Reciprocamente :

Teorema I.1: Si w:Q » T (Q) es una 1-forma diferencial sobre Q , exis -

ten f,g:Q - R tales que

w = fdx + gdy .
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Demostracion : En efecto, como w(a) = T;(Q) y td,x, d,y | esunabase
de 7,(Q),

wla) = /a (/ﬂ.\'+ga (/a)' , fa'ga = R

Basta entonces definir f(a) = L gla) = g .

Sean M,(IR) el IR-espacio de las matrices de orden 2x 2 sobre R, A;(R)
el IR-subespacio de M,(IR) formado las matrices antisimétricas de orden 2x 2.

Para que una matriz A pertenezcaa A, (IR) es hecesario y suficiente que

Al=.A
o lo que es lo mismo, que
0 A
A = AC R
-A 0

Si xy <R’ se define el nroducto tensorial de x por y, y se denota por

x@y.comola 2x2 matriz x’y . Es decir,
£ @y aly . 14

Se define el producto exterior de x por y, y se denotapor xAy, como la
2% 2 - matriz
x/\y=~é-(x® y-y @ x) (1.5)
Esclaroque x @ y = My(IR) . Ademas, xAy € A,(R). Enefecto,
(xny) = I (x'y- yix ) =—I(yIX-xl)') =—1—(\’ @x-x @ y)
2 5 2 Z 7
:—1—3-(.\‘®_y-y@x)%:-x/\y,

Escribiremos ahora
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2
* 2 *
® T, (Q)=t(aA) | AEMRI}, NT(Q)=1(a,A)| A€ A (R)} .

2 2
Es claro que @ r,(Q) y N T,() tienen estructuras naturales de IR-es-

pacios dadas por las leyes

(a,A) + (a,B) = (a, A + B), Ala,A) = (a, NA) , A= IR .

Tales espacios se denominan respectivamente la potencia tensorial sequnda de

T(Q) yla potencia exterior sequnda de 7,(Q) .

Definamos ahora, para (a. x), (a,y) < T;(Q) ;

2

(a,x) @ (ay)=(a x @ y) € @ '1'(:((2\ ! (1.6)
2 *

(a,x) I\ (ay) = (a, x Ay) = /NT,(Q). (1.7)

(a,x) @ (ay) se denomina el producto tensorial de {(a,x) por (a.y) 'y

(a,x) A (a,y) el producto exterior de (a,x) por (a,y) .
Teorema 1.2. El conjunto
R dax ® d,x, dax @ dy.dy @ dx.dy @ da)' §
es una base de é T;(Q) . Por lo tanto, todo elemento ¢ de este espacio
se escribe, de manera unica, en la forma
t=0d,x Q@ dx+ B dx @ d,y +A dy © dx +p d,y & ,/ﬂ),

donde o, B, A, pceR.

Demostracion : Como r 7
i ;.9
dx @ dx=1(a, il
“ . L 0 0 J
( )
- =]
dx ® dy=(a, )hy
a a 0 OJ
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0o , 0

day®dax=(a, ),
L1, 0
o
'd b
0o, 0

dy @ d,y= (a, ),
LI e

es una base de M,(R).
2 *
Corolario . dimm (® 71,(2)) =4
2 s . . s :
Teorema 1.3: Flesnacio /\T,(Q) tiene dimension 1. El conjunto
{dx Ady | esunabase de este espacio reducida a un solo elemento .

2 *
Demostracién : Si  (a,A) € ATa(Q) , entonces

0o , A
A= s A€ R
% P
Por lo tanto,
0 -, ™1
A=A =2A(aAB),<x=[1,0],B=[0,11
-1 0

Esto demuestra la afirmacion .

Sea
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- 2
ANT(Q)= U NT, (Q) .
a<()
. 2 . g
El corjunto A\ T (Q) se denomina el fibrado de las 2-formas sobre Q.
Definicion 1.2. Una aplicacion

w: Q> AT(Q) |

tal que 5
wla) € AT, (Q)

para todo. @€, se denominauna 2-forma diferencial sobre Q.

; 2 .
Ejemplo 1.2 Sea dx A dy laaplicacionde Q en AT (Q) definida

por
dx A dy(a) = dx N d,y

Es claro que dx Ady es una 2-forma diferencial. Mas generalmente, sean
2 ,
f: Q>R y w:Q - AT (Q) la aplicacion definida por
wla) = f(a)dx N d,y . (1.9)
Entonces, w esuna 2-forma diferencial, la cual se denota por
w=fdx N\dy. (1.10)

Reciprocamente :
A " : ;
Teorema 1.3: Si w:Q » AT (Q) esuna 2-forma diferencial, existe

f:Q » R tal que

w=fdx N\dy

Demostracion : En efecto, si w esuna 2-forma diferencial,

2 .
w(a) G/\Ta(ﬂ)
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paratoda «<Q. Porlo tanto, para un Unico [LER ,
wla) = f (dx Ndyy) .
Basta entonces definir f(a) = f_ .

Nota: Es costumbre tomar :

0 .

ATIQ) = R

1 » *

NT(Q) =T, (Q),

p >

NTH(Q) =0} para  p > 2
Una p- forma diferencial sobre Q es entonces una aplicacion

r ., 2
w: Q > N\T (Q)= U /\Ta(Q)
ac()

P
tal que w(a)€ AT, (Q) paratodo a € Q. Denotaremos por FP(Q,IR) al
conjunto de las p-formas diferenciales sobre Q. Es claro que FP(Q’ R) es

un IR -espacio para las leyes de composicion

(w+w’) (a) = w(a)+ w’(a),

(Aw) (a) = Aw(a) , A€ R.

Ademds, Fy(Q, R)=F(Q, R) esel conjunto de todas las aplicaciones de
Qen R, y FP(Q,R)= {0} para p>2.
De |a misma manera, definimos

J, (2, R)=]J(Q,R), (1.11)

donde J(Q,R) es el subespacio de F(Q, R) formado por las aplicaciones:
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f:Q » R tales que

existen en todo punto « Q. También,

Ji(Q.R) =} fdc+rgdy{fge](Q, R)Y (1.12)
J2Q.R) = jdxndy | [& J(Q. R) | (1.13)
(0. R)=10] siv B> 2, (1.14)

]p(Q .IR ) se denomina el espacio de las p- formas diferenciales, Jacobi- de-
rivables, sobre Q. También, si C (Q, R ) es el conjunto de las aplicacio-

nes continuas de Q en R,

C,0,R)=C(Q, R), (1.15)
CHQ,R)={fdx+gdy| fgcC(Q, R)] (1.16)
Cr(Q, R) =1 jdxNdy | f€C(Q, R) |, (1.17)
CP(Q,IR)=i0( i si P> 2 (1.18)

Claramente CP(Q’ IR) es un subéspacio de Fp( Q, R ), denominado espacio
de las - formas diferenciales continuas sobre Q. Finalmente, si clia.r)

denota el IR -subespacio de J (Q,IR) formado por las aplicaciones f:Q » R

tales que
k ok
L:q-k . a» @
dxk dx”
para k< q (g <+ )

9k k

——/76 Q> R a - @y (a)

f}y (’i hY

existen y son continuas, definimos
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cJQ.Rr) = clia.r) (1.19)

Q. R) =t jde-gdy | fg=cl@ R, (1.20)
Q. ) =tjaxnay | f=clca, v (1.21)
Hea M= 101 aiidap™> 2 el
. 5,
Se tiene que (,Z(Q . IR ) esun subespacio de ]p((l, R ) yde (;Z (Q.R).

Nétese que (;;(Q. R) = C,(Q.R).

p

2. Laintegral de una forma diferencial real continua. Sea f<C(Q,R ). En-

tonces, para toda p =S5 (Q). se define

[F=fp(o)). (2.1)
p

Seaahora w=C,(Q. R), w=fdv+gdy. Paratoda p=5,(Q),p(1 =

Spp0 v ipy (1), pj(r) <=IR , j=1, 2. Sedefine entonces

1 1
Jw = [fdx+gdy= [ flp())p'()dt+ [ glp(n))p'(n)dt, (2.2)
P P /] ; 0 ¢

donde p*1 esla IR-derivada corriente de la aplicacion p_ en una vecindad
J J
t de [0.1] en IR. NOtese que p’1) existe en U salvo alo mds en un
]
nimero finito de puntos de esta vecindad. Finalmente, si « = C(Q.R), se

define, paratoda p =5,(Q),

11
[w = [ fdyndy = [ [ f(s.t). Det (]p(s,t) ) ds dt (2.3)
p P 0 0

donde se ha supuesto que « = fdx Ady , Recordamos que
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o 0 fI ad [2 A fl J ./2
]f(s,t) =Det (] (s,8)) = —=(s,i) ——=(s,1) - —— (s, ) ——— (s, 1)
/ Jx dy Ay I x

Seaahora p=C, (Q), p=0,1 2. Entonces

d :rél /\r fe
con prGSp(Q) y A,€z.Siwe (;p(Q , IR ), definimos
n
[w = r}=-1 /\r [w . (2.4)
P P

r

Notese, por ejemplo, quesi p & CpJr 1(Q),

1 g
D Todnaa aitas 8 4
P o jFo
Si we Ci’(Q, R), p>2, es costumbre también definir, para p € CP(Q) )
[w=0 (2.5)
p

Sea pe CP(Q) . Podemos entonces definir una aplicacion

f:Cp(Q,R) > R

p

por
f(w) = [w . (2.6)
p p

E C

s claro que fpe Ho‘mm (C,(Q, R), R ), donde Hom ( p(Q ,R), R)
es el conjunto de las R- formas Ud€ CP(Q’ R) en R, Enefecto, es evi-
dente que

[wrw’)=[ (w) +[ W’ ,
P p p
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y que
[Aw)=X[ @, AER.
P P

Por otra parte, si w € CP(Q’ R ), podemos definir
:C,(Q) - R
.fw o )

por la relacion

{ (P): f w . (2.7)
e P

Es evidente que [ < Hom7 (CP(Q)’ RR) , conjunto de las aplicaciones Z-li-
w A

neales de CP(Q) en R.

3. Diferencial de una formareal. Sea f € J(Q, R) una 0-forma. Defini -

mos la diferencial de /f, y la denotamos por 4f, como la 1-forma

) a
d/ = _(_{_ dx + ___f_ dy - (3.1)

Por otra parte, una 1-forma we ]1(9’ R ) se escribe

w=fdx +gdy, f,gcJ(Q.R).

Definimos entonces su diferencial, dw, comola 2-forma

dw = df Adx + dg ANdy. (3.2)

Teniendo en cuenta (ver ejercicios) que dx Ady = -dyAdx, y que dxAdx =

=dyAdy =0, setienetambién

dg af ;
dw =4-" - ———} dx Ady. (3.3)
a x dy

Para w‘é]p(ﬂ, R) y p> 2, definimos, finalmente,
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dw = 0 (3.4)

Tenemos entonces un operador

d-‘]p(Q,lR) » F (Q, R),

p+1

el cual es, evidentemente , R lineal. Ademas, es claro que

1 71 (Q, r), > 1,
d(C,(a, R))Cc, 1'% q2

1
En particular, si  w€C;(Q, R), dw esuna 2-forma continua.

4. Los teoremas de Stokes y Poincaré . Consideramos en esta seccion dos teo-
remas fundamentales, los cuales tienen importantes aplicaciones a la teoria de
funciones holomorfas. Tales teoremas, debidos a Stokes y Poincaré, son, a su

vez, fundamentales en otras ramas de |a matematica.

. .
Teorema 4.1. (Stokes) Sea we C; (Q, R). Entonces,paratoda p€ CxQ),

[fdw = [ w.
p dp
En otros téminos, si w = fdx + g dy,

ad ad
[ fdx+ gdy=[dfadx+ [dgady = ﬂ(—?—g - r—?—ff dxANdy (4.2)
X

Ip P P P X

Cemostracion : Supongamos primero que p ¢ 12 5Q esdeclase C” enuna
vecindad de 12 . Sean o la parte real de p, B su parte imaginaria. Defina -

g uls,t) =f(pls,t)) = f(u(s,t), B(s,1)).

Entonces,
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du_ Al 9o df ap

e asill s i 2

ds Adx ds dy ds

r:)u=f7ff9@+ df B

dt dx dt dy adt

Por lo tanto
du Ao . 9f dada  af B Ao
As ot Ax s At r?) ds 0t
du da _af da da df 9B da
dt As Ax dt ds r?y(:)t (75
Se sigue que
du dd_Adwda . /(9B da_da 4B
ds At At ads r?_y ds 0t ds adt
Ol 0
='w sl yoysy
y Tp'ts
Por lo tanto,
11 e 11
[ 1w a8 du :’_:_;,1 dt=~ff _”_11 (s.0) ds di —-{-__ dxady.
ds Ot adt 7] p ay
(V7] 0o ) P 7
Por otro lado, integrando por partes con respecto a s,
L 1 i 11
[ O goar=[1ua(1,n22(1,0)- a0, z)___ 0,0 }dt- [ f 972 (s, 0ds dt,
ds At at ds Ot
0O 0 0 00
e integrando por partes con respectc a ¢,
11 1 11
- du —d—f dsdt = [{u(s1) (—?—\i(s 1)-u(s,0) ———’s 0)lds-| | '2»__ ul(s,t)ds dt.
adt ds As ds ()Orsrt

0 0 0

Se deduce que
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1-1

2400 . 9 2

nr .. RN Edegi= =

iiiasat T stiglgoffu”m»a”uum [ fax
Pij dp

es decir,

—f—gidx/\dy= [ [ dx
pe? dp

Escribiendo
vis,2) =gp (s,0)) =g((s, ), B (s,8))

se deduce también que

de donde 11
iy 0B _ 0y B yaare (98 dxnd
££‘asat TR L 5 Lo Ny

P
y que 11
a
fppdn 9P o AVOWER 008 | gy
s i dt ds d
oo F

Esto demuestra que
[gdy = f—(?—-g dx A dy ,

y completa la demostracion del teorema cuando p es de clase ¢, Suponga-
mos ahora que p €5,(Q). En tal caso, (ver ejercicio 17) , dado € > 0 exis-

te o declase C~ enunavecindad de 12, tal que

| [dw- [dw | < €/2

P i
| fu- fu | <es
ap do
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De esto,

| fdw-fwis|fdv- [duis)fdw-fwls] fw-fuis e/2+ €/2
P ap P o c do do dp

pues el segundo término de |a derecha es nulo. Esto demuestra el teorema.

1
Nota. Sean p€ C,(Q). f€ C, Q. R). Entonces
Jf=fdf.
dp P

En efecto,

[f=fp(1))-f(p(0)).
Ip

Por otra parte, si p = P+ z'pz

1
[df = f—a—f-dx+ al dy = [ {—a—/—(p (1) )pl'(t)+-a—f—(p(t))p'(t) } dt.
p p ax dy P dx ay 2

Si escribimos
gty = f(p(1)),

se tiene
2 = _,__f_ ’ __../_ 2
g’'(1) = 3 (p(t))pl(t)+ 3 (p(1)) pz(t) d

de lo cual

[df=[g"(t)dt=g(1)-g(0) = f(p(1))-f(p(0)).
P o

Ademas, si w € CPII(Q,R) y pe CP(Q) , también

[ w = [dw
dp P

cuando p >3, pues en tal caso, tanto w como 4w son nulos. Finalmente,si
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1
PEC3(Q) y weCyQ, R),

[dw = 0,
P

Dejamos como ejercicio al lector demostrar que también

f w=20
dp

y enunciamos entonces el teorema de Stokes en la forma general :

Teorema (Stokes) Si 2ixdanpi€ CP(Q) y we C;_I(Q, R ), entonces

[ w = fdu'.
dp p

Paracada p>0, sea Z,(Q, R) el subespacio de C;(Q, R) delas p-
formas diferenciales w» tales que dw = 0. Una tal forma se dice cerrada vy
ZP(Q’ R ) se denomina el IR-espacio de las p- formas diferenciales cerradas.

Es claro que
ZP(Q,R)={0} si p>2,

Z,(Q, R) = ¢5(Q, R),
Nota. Para mas detalles sobre el teorema de Stokes, el lector puede consultar
[4] en la bibliografia. Nosotros no haremos uso de |a forma general del teorema .

Por otra parte, si Q es conexo, lo cual constituye el caso importante, Z (Q,R)

puede identificarse a R . En efecto,

Z(Q,R)=1fy | X €R]

donde (=) = A

para todo z€Q , Para veresto, notese que d4f = 0 es equivalente a
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g—£ = :;z;/ =0 yporlotanto, que / es constante. Ahora, es claro que
{ /| A€ R} puede identificarse a IR, identificandoa A con f) ._Para
p> 0 definase

B,(Q,R)={0}

=d(C’ i B
Bp(Q,R) d((p_l(Q,R)) si p>

Es claro que

BP(Q,R)={0}, si p>2.
Una forma « < B,(Q, R) sedice una p-forma diferencial exacta . La dnica
0-forma exactaes w = 0. Esto es también cierto parauna p-forma exacta, si
p>2. Para p=12, w esexactasiysolo si existe w’e C;I(Q, R) tal

que w = dw’.Una I-forma exacta se escribe entonces en la forma

a A 00
w =_,__£ dx +__',; dy '3 f GC (Q P’ R ) »
3 3y

X

y una 2-forma exacta se escribe

af af
we( o T ,
u 3 ax)dx/\dy

Tenemos ahora :

Teorema 4.2. Paratodo p>0, BP(Q’ R) C ZP(Q’IR) . Es decir, toda

forma diferencial exacta es cerrada .

v
S~

. i 2
Demostracion : Tenemos que demostrar que si w € CP-I(Q) R

dldw) =0,

n
~

Ahora, si p> 2, ésto es trivial. Queda por considerar el caso Pa-

2
rap=1, w=f€e€cC(Q, R). Pero,
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af d/
= -— d. s
dw D x X + i dy .
Entonces,
32 f 32

d(dw) = {

dyde T gty | TN ey

2
Como f€C (Q, R),

3’y g @

dy dx  dxdy

Entonces d(dw) = 0. Esto demuestra el teorema.
Definicién : Sea p> 0. El R-espacio cociente

Z!Z(Q’ R)

(@, ®) =
B, (@, R)

se denomina el p-€ésimo grupo de cohomologia de De Rahm de Q, con coeficien-
tesen R.

7 0 ;
Si Q esconexo, Hp(Q, R)=Z,(Q, R)=R. Ademas, para p>2 se tie-

ne Hﬁ(Q,R)ﬂO}, no importa como sea (.

Mas adelante demostraremos que H;(Q, R)=1{0} cuando 2 es conexo .Por
el momento demostraremos que Hllz(ﬂ, R) =0 si Q es simpiemente conexo .
Este constituye el resultado de Poincaré antes mencionado. Para la demostracion
necesitaremos del siguiente lema, también debido a Poincaré. Notese entonces
que si Q es simplemente conexo, Hﬁ(Q, R) =0 paratodo p. EIl lector
habra notado ya la semejanza existente, en este caso, entre la cohomologia de

De Rahm y la cohomologia usual.

Lema 4.1 (Poincaré) . Sean Q un abierto conexode €, fg€C(Q, R) ,
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w = fdx+ gdy. SupOngase que

[fdx+gdy=0,
p

1
para toda curva cerrada p < 5,;(Q). Entonces existe F & C (Q, R) tal

que

dF _
J x /

L Jur,
dy
de locual w=dF.

Demostracion : Sea « cQ fijoysean o,p€ SI(Q) tales que p(0) = a,
L g 5

p(1) =z, 0(0)=a, o(1) =z. Esclaroquecp -0 porser Q simple-

mente conexo. Por lo tanto,

‘[1 fdx+gdy=[fdx+gdy—[fdx+gdy=0
op 7! P

Se deduce que las integrales

ffdx+gdy, pE‘SI(Q; a,z),
p

dependen solamente de a4,z, ynode p. Escribiremos

z
[ fdx +gdy= [ fdx + gdy,
a P

si p€S;(Q,az). Sea F: Q-+ R definidapor

z
F(z) = [ fdx + gady.
a
Es claro que %
F(z) =F(z')= [ fdx +gdy, k= o B

z

Supongamos que =z = (x,y), z=(x+h,y). Setiene
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F(z')=.Flz) = [ fdx +gdy
p

donde p = (tx + (1-1) (x+h) , y). Deesto

1

Flx+b, Z) = FGoy) _f(xy) = [ (f(tx+ (1-1) (x+ B), y)=f(x,y) ) dt ,
o

y por lo tanto

1

”"*”’y;‘ﬂ"'l’ S iy | < [ | flex+ (=) (x +B) ,y)=f(x.y) |dt.
o

Sean €>0,8>0, talesque |z-z'|<d& implique |f(2)-f(z*)|<€.Sea

lh| <8 ; |tx+(1-) (x+h) -x|=| (I-t)b| < | k|, delocual

| tx+(1-) (x+h)-x | <8 y | fletx+(1-0)(x+h), y)-f(xy) | <E .

Se deduce que

F(x+b.)'2"F("’y) —flx,y)| < €

0 F
Jdx

y de ésto que (x,y) = f(x,y) . Como un argumento similar demuestra que

o F (x,y) = gl(x,5),
y

el lema queda demostrado.

Nota . Notese que el lema de Poincaré es localmente valido bajo las siguientes

hipbtesis : w = fdx + gdy € C(I)(Q, R), Q arbitrarioy

fw=o0
p

para toda p€5,(Q), cerraday homélogaa O.
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Teorema 4.4 (Poincaré) . Sea Q un abierto simplemente conexo de @ ,
w€Z,;(Q, R). Entonces existe w’e ¢ (Q, r) tal que dw’=w .
2]
Es decir, toda forma diferencial cerrada sobre Q es exacta: o lo que es lo

; 1
mismo, Hp(Q, R) =0,

Demostracién . Sea p€5§,;(Q), dp=0. Como Q es simplemente conexo,
existen o€5,(Q), UkG $;(Q), k=12,...,m, los 7, degenerados, ta-

p = (9()+ )\ o A € 2-
z k E ’

Se deduce que

= [ w,
do

-
8
|

y de ésto que
~ fw= [dw = 0.
p o

1
En virtud del lema de Poincaré existe entonces [ € CO(Q , R) tal que df = w.
Como we CT(Q, R), esclaroque f€ CN(Q, IR) . Esto demuestra el teo-

rema.

5. Formas diferenciales complejas : Sea Q un abiertode €, a€Q . Defi-
niremos

¥ 2

7,.(R) = {(az3) | x€ € 1.,
El conjunto ’:(Q) tiene una estructura natural de C -espacio vectorial, dada
por las leyes

(a,x) + (a,y) = (a, x+y),

A (a,x) = (a Ax), AEC.,
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Es claro que T;(Q) @ r:(Q) v es un IR - subespacio de r;(ﬂ) (aunque no

un €-subespacio). Si re€7(Q),
deigur, TN 5}y 0, A,p€cC.
Supongamos A= 0+ Bi, &, BER ; pu=p+oi ,p,c€R. Entonces

t=(aq[a,p)+ (a[if, io)) =(a [a, B])+ i(a [B,0]).

* 5 r £ e
Por lo tanto, todo elemento ¢ € 7,(Q) se escribe, de manera evidentemente uni-
ca, en la forma

donde 1,1, € 'I‘:(Q) . Pero

11=a1a’ax + Oyd,y Uy,0 € R
Iy =B,d,x 4 Bsd,y B B2ER .
De ésto,
1= (04 iBy)dyx+ (0y+iByld,y.
Esto demuestra que { d,x, dy } es un sistema de generadores {sobre € } de

r:(ﬂ) . Es, ademds, evidentemente, un sistema libre sobre € . Pecrlo tanto

una base de r‘;(m sobre €, y
. [ * —
d'mf‘ra(ﬂ)) =2,

Si definimos
»daz =dx +1 d,y .,

da'z'=dax-iday v

se tiene
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dye= L (dyz + dg%),

= 4 s
d,y —-.Z_(daz- d,z).

Por lo tanto, | d,z,d,Z} estambién un sistema de generadores (sobre € )de
r:;(sz) , de lo cual, una base (sobre @) de este espacio. Si ¢€ r:(Q) N -

escribe entonces, de manera Unica, en la forma

t=0dz + Bd,Z a,B € €.
El ¢-espacio r:(Q) se denomina el espacio cotangente complejo de Q en el

punto a. El conjunto

* ES
Q) = U 7g(Q)

se denomina el fibrado cotancente complejo de Q.

Definicion 5.1. Una aplicacion w:Q - r*(Q) tal que w(a)er:(ﬂ) para to-

do «€Q sedenominauna I-forma diferencial compleja.
Ejemplo : Sea dz:Q - 7(Q) definida por
dz (a) = d,z .
Evidentemente 4z es una I-forma diferencial compleja sobre Q. Lo mismo
es cierto de la aplicacion dz: Q - ~(Q) definida por
dz(a) = d Z .

Mas generalmente, si fg:Q - € , laaplicacion w:Q - r:(Q) definida

por
wla) = f(a)d, z + g(a) d Z

es una I-forma diferencial compleja sobre Q, lacual se nota w = fdz+gdz.
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Reciprocamente :

Teorema 5.1: Si w:Q » r:(.Q) es una 1-forma diferencial compleja, exis-

ten fg:Q - € tales que

w=fdz + gdz.
Demostracién : Como w(a)Er:(Q) .
w(a) = f,d z +¢g,d, %, [ 84 € €.

Basta entonces definir f(a) = /,, g(a) = g, . Esto demuestra el teorema.

Sea ahora M,(€) el € - espacio de las matrices de orden 2x 2 sobre €,

A, (€) el conjunto de las matrices antisimétricas de orden 2 x 2 sobre €. Se

0, A
AZ(C)={[ [‘Ale € 1,

-A 0

’

tiene

: 2 Baf:
Si x,y € € , definimos
2ok T
x@ y=x'y € My(),
xAy:—;—(x ® y-y ® x) € AZ(C).

Como en el caso real, definimos

2

@ Q) =tlax | xEME) T,

£ *

A Q) =t(ax | x€AC)T,

(ax) @ (ay =(ax @ y), xy €«

(a,x) N (ay) =(a, x Ny), x,y € €
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2 2
Se tiene que (a.x) @ (ay) € ® rZ(Q) , (a,x) N (ay) € /\72(9). Ade-

mas, el sistema {d,z @ d,z, dZ @ d,z, dz @ dZ, dF @ d 7}
2
es una base de r:(Q) ., yelsistema {d_z Ad ,z} unabasede /\rZ(Q).

2
El ¢ - espacio /\72(9) se denomina el espacio de las 2-formas complejas,y
2 2
* *
T (Q) = U Q
N @) Mo A

el fibrado de las 2-formas complejas.

Definicién 5.2. Una 2-forma diferencial compleja sobre Q es una aplicacion

2
w:Qa/\r*(Q)

2
tal que w(a) € /\r:(Q) paratodo 2 €Q .
2
Sea dz A df:Q - A\r7(Q) definida por
(dz NdZ) (a) = dz N\ d,T .

Es claro que dz A d% es una 2-forma diferencial sobre Q. Si f:Q » €,

2
también lo es la aplicacion w:Q - /\r*(Q) definida por
w(a) = fla) dz NdZ .
Tal 2-formadiferencial senota w =/ dz Adz. Reciprocamente :

2
Teorema 5.2. Si w:Q » /A7 (Q) esuna2-forma diferencial compleja so-

bre Q, existe f:Q » ¢ tal que
w=fdzA\dz,
para todo a€Q .

2
Demostracion : Como w(a) € /\T:(Q) ,
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w@=fdz Ndj f, €€ 3

Basta entonces tomar f:Q » € definidapor f(a) = -

Escribiremos también
1

0
Ny =¢ . Nrb) = 2

i\r2(9)=ioz, p> 2.
p £
N+@) - aLeJQ Ny | p=012 ...

Una p-forma diferencial compleja es, entonces, una aplicacion
w: Q » f\r*(g)
tal que w(a)Gﬂr:(Q) paratodo 2 €Q . Denotaremos por FP(Q’ c) al

€ - espacio de las p-formas diferenciales complejas. Entonces

FO(Q,C)=F(Q,¢E),

F;(Q, € =1{fdz+gdZ|fg€ F(Q, C)} ,
Fp(Q, €)= {fdzAdz | [EF(Q, C€)}
Fy(Q, € =10} , B2

. -1 .
Sustituyendo F(Q, €) por D(Q, €), CHQ,€), Cc(Q, €)=0(Q),

F(Q, €), seobtienen respectivamente los € -espacios lip(Q, c), C:(Q, C),
~1
Claramente se tienen las siguientes inclusiones :
1
OP(Q) C (R, €) C J(Q,©C FlQ,C),

Op(m C p(Q,¢€) ¢ 7[,(9,@) C E(Q, €),
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q q-1
(0, €) C C, (Q, €).
En el capitulo VIII veremos que (Teorema de Goursat)
@p(Q) = Dp(Q, c).

Esto reducira el nimero de espacios por considerar.

. 1 :
Sea @p =F,(Q,¢), D,(Q, C), C,(Q, €),],(Q, 0, (9[,(9), y escriba-

mos @0 =@ . El espacio (f; tiene dos subespacios importantes

&(1.0)= {fdz[fEG} 3
Qo= traz| fe@i.

En el caso especial =0 (Q),

6(1.0)=®(1.0)(9)=Udz | €0(Q) }

juega un papel fundamental en analisis complejo. Se denomina el € -espacio de
las diferenciales abelianas.
Extendamos ahora el operador 4 de ]p(Q, R) a ]p(Q, € ). Paraelloes-

cribamo s primero, para f€ J(Q, €),

aJ

B
~
e~

df = z .
f (')zdz+ F)Edz
Si f€J(Q,R),
af Ty af T8y
ikt e 4
2 d x r?y
d f a a
__=—1-{'—f+l_f}7
az 2 dx dy

entonces
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o 8 ’ 1,9f .0f af af
- — d - § g -7 I —_
zay } 1 x+zdy.}+ziax+zay}{dx idy} axdx+aydy.

DB
~

{

s

N~
B
®

Esto demuestraque 4| J(Q, R)=d. Enlugarde 4 escribiremos simplemen-

te 4. Esevidenteque 4=4d es ¢-lineal. Para p =1 definamos entonces
d--’JI(Q, c) > Fz(Q, cC)

por
d(fdz+gdz)=df Adz + dg NdZ.

Si fg€J(Q, R),

d(fdx + g dy) =-§- d(fldz + dZ)-ig(dz - dZ) )=-§ {d(f-ig) Ndz+d(f+ig) Ndz }
= Re{d(f-ig) Adz }=Re {(df-idg) Adx+ idy)}
=dfNdx + dgN\dy =d(fdx + gdy).
‘Por lo tanto, 4 es una extensién de 4. Escribiremos d=d, y es claro que 4

es C - lineal. Finalmente, para p> 2, 4= 0. Se hadefinido entonces, nara

todo p=0,1,2 ..., unoperador € - lineal
d:]p(ﬂ, c) > FP+I(Q, c)
w -» dw

tal que
d(w1+ i w2) = dw1_+ idw2

cuando ww, € ]p(Q, R).

Teorema 5.3. Si w= fdz+gadz, f.g € ]I(Q, c ),

d
dw={_—g— (9
z

—

} dz AN dZ.

SE)
nl
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En particular,

d(f dz) =a—fdfl\dz,
0z

ysi f€0(Q),

d(fdz) = 0.
Este ultimo hecho expresa simplemente que fdz es, cuando f€0(Q), una
forma diferencial cerrada .

Demostracion : Como

dw=df ANdz + dg ANdz,

se tiene

df af g dg of g
dw ={ — dz + — d7 d —dz + — dZ dZ =— d7 —d z
w {(?z AT ZINA z+§_az 4 Z {AdZ 7 ZMZ+(?z z ANdZ

pues dz Adz = dZAdz =0, como se comprueba inmediatamente.

Como dzZAdz=-dz AdZ,

f:)g a/‘

dw = { - —_—
dz 0z

} dz AdZ.

Esto demuestra la primera afirmacion. Las otras dos son consecuencias obvias,de

9/

ésta, la Ultima teniendo en cuenta que 253 0 si feO0Q).
4

Extendamos ahora el operador de integracion a CP(Q’ c). Si fec(q,c),

peC,(Q), definimos

[ f=f(p(0)).
p

Si we€ Cp(w,C ),p>1, entonces w=w, +iw, donde w1‘wzeCP(Q’R)

Definimos entonces, para p € CP(Q) :

fw=fw1+ifw2.
P P P
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Se comprueba inmediatamente que si  p € c,(Q),

1
[jdz= [ f(p (1)) p'(1) dt,
P ]

donde suponemos p(t)=p1(t)+ipz(t),p‘(t) € R, ydonde p'(t)=p1'(t)+ip2'(t).
1
En efecto, si /= i
n efecto, si  f f1+1/2 con /1,/26C(Q,IR),
f/dz=f/1dx-f/2dy+if/1 dy+iff2 dx

P P P P P
1 1 1

= £f1(p(t))pl(t)dt-£f2(p(t))p2(t)dt+ iifl(p(t)) py (V) dt

1
+i£ fz(p(t) )pl'(t) dt

1
£ (1, (p0) i [,(p(0))) (p? (D) + i p3 (1)

1
[ fp()) p'(y) dt.

(7]

También, si p€ CZ(Q) , es inmediato ver que

11
[ fdzpdz= [ [ f(p(s,t)) Det ]P (s,t) ds dt .
p oo

1
Teorema 5.4 (Stokes)Sean w € C;(Q, C), p € C,(Q) . entonces

fw= [dw.
al.l P

Demostracién * Descomponiendo = en partes reai e imaginaria, la afirmacion
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es consecuencia inmediata del teorema de Stokes en el caso real .

Nota : Si UGCP(Q) . ) :(:;(Q, C) » C , dadapor [ (w)=[w, esevi-

g
>

dentemente C - lineal. OLo mismo, si w € CZ(Q, ), f:oCP(Q) C , defini-
9

dapor f(o) = fw, es Z - lineal .
w g
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EJERCICIOS

Sean 1€ TZ(Q) . Demuestre que

a tAr=0 c) (t+F) AP = A" + 'AL"

b)) tAt’=-t'At. d) tA(t"+1"7)=tAL + ENAL" .

k
Sea $=F(Q,R),C(Q, R, J(Q, R),C(Q, R, 1< k<~ ysea Sy
el conjunto de las p-formas diferenciales con coeficientesen p. Si f€§ |

w €S, , definase fw por

pl
(f w) (a) = f(a) w(a), a €Q .

Demuestre que S, esun S-médulo librey que : dimg(S;) =2, dimgS,= 1

14

dimg (S ) = 1, dimg(S,) =0 para p#0, 1,2,

14

Sean Q, Q' abiertosde C,¢:Q->Q’ una aplicacion de clase c”, Sea
U c”(Q’, R) » ¢(Q, R) definida por () = foyy. Demuestre que
¥ es una aplicacién R-lineal y quesi ¢ :Q° »Q° entonces (Boy), =
= 1//* ° ¢* . Concluya que si ¢ es un difeomorfismo, entonces tj/* es un

isomorfismo .

. 1
Sean ¢, Q,Q comoen el ejercicio(3) . Paracada a€Q sea A‘/’a* :

* » * o Lo
T¢(a) (Q) » T,(Q) definida por

1
Al (U@, Ta, BN =(a, [, g1 (W),



1 » 2
Demuestre que /\-,lfa* es RR-lineal, yquesi ¢:Q - Q entonces

1 1 1
AP o l/’;a*= /\lﬁa*o A ¢a* . Demuestre que si ¢ es un difeomorfismo en-

tonces Ay e€sun isomorfismo .

5. Sean ¢, Q,Q como en el ejercicio anterior y sea

1 00 > 00
AL Q@ R) > ¢ (Q,R)
definida por

1 1
(AY) W) (a) = /\'l/la . (w(a)) .

1
Demuestre que A\Y, es R-lineal y que

1 1
(AY) ()= § (D (NG, w)).

1 1 1
Demuestre que A(¢ o ¥), = /\sﬁ*o /A\®, Yyauesi ¢ esun difeomorfismo,

1
AV, es un isomorfismo.

’ . - . .
6. Sean ¢, Q,Q como en el ejercicio anterior y sea

2 2 i 2, iy
AVt AT, (Q) » AT, (Q)

definida por
2 , 1 1
(/\t/la*)(mt )= (AU, (DINAY, (1)) .

2 » ”
Demuestre que /\t//a* es R-linealyquesi ¢:Q -»Q , entonces
2 2 2 ) :
A(Poy) = /\t/fa* o /\d)a* . Concluya que si ¢ es un difeomorfismo en-
a

2
tonces A ¥  esunisomorfismo .
ax

7. Sean ¢, Q, Q" como en el ejercicio anterior. Definase

2 o0 oo
Al/l*:Cz(Q’,R) - C,(Q, R)
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por 2 2
(/\l//*) (w) (a) = (/\(/la*) (w(a)) .

2
Demuestre que A Y es R-lineal y que

2 2
(/\g!/*) (fw) = l/l* (f) . /\l/l*(w) :
Demuestre que
2 2 2
Alsov) = Ay o N,
2
y que si ¢ es un difeomorfismo entonces A\ l/l* es un isomorfismo.

» - p
Sean ¢, Q,Q como en el ejercicio anterior. Definase X¢*= ;/;* , N\ ¢*=0

si p#0,1,2. Demuestre que

p,. o0 # )
A% €@, R) > C (2, R)

es un R -homomorfismo, el cual induce un IR - homomorfismo

» 17 1
A‘/I**: HR(Q,R) - HR(Qy R)y
. o - p
y que si ¢ es un difeomorfismo, A t//** es un isomorfismo.

Sea Q un abierto de C, el cual es estrellado con respecto al punto 0 € Q.

2
Demuestre que Hp(Q, R) =0. (Indicacion: Sea w = fdx Ady y sea
1
glx,y) = [ tfl(ex,ty)dt.
o

Demuestre que
3

glsx,sy) = [ t f(ex, ty) dt 0<s < 1.
o

Demuestre entonces que

d J
x__f (sx,sy) +vy itk (sx,sy) =s f(sx,sy)
a X f’ y



10.

11.

12,

13,

14,

y concluya que si

w’ (x,y) = -yglx,y)dc+ xg(xy) dy,

entonces dw’=w).

Demuestre que si Q es un abierto simplemente conexo de C, HZ(Q , IR)=0

paratodo p€ Z (Indicacion: use el lema de conformidad) .

Sea O un abiertode C, f€C (Q, R). Demuestre que
fdf =.0
p

paratodo pe€ SI(Q) :

Sea” Q unabiertode C,w e C‘I) (Q, R). Demuestre quesi [ w =0 pa

ratoda p € 5,(Q), p cerraday homéloga a 0, entonces, pgra todo pun-
. 1

to a<Q, existenunavecindad U de a« en Q y unafuncion f€ C(U,R),

talesque w=4df en U.

Demuestre que la sucesion

;1 337
0-0Q) % ¢, ¢) o Sa 6,

donde i es lainyeccion natural, es exacta.

Sean 9:C™(Q, C) + Cpy g)(Q,C) definido por 3= (3//32) dz, 3
C i, C)n C?O n(Q,c) definido por A /= (r?//ﬁE)di.Demuestre

gue la sucesion

. ; o0 9 o0
0+ C*®,C)5 ¢ (0,05 Cyqyla,c),

donde i es la inyeccion natural, es exacta. Demuestre que la sucesion
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J o

0 »C -+ €% ¢1S C(10)(Q’C)

es exacta.

15.Sean Q, Q  abiertos tales que «<€Q N Q . Qué relacion existe entre
* * ’
THQ) y Th(Q)>
16. Sea Q abierto en R,,f:Q » R una aplicacion continua. Suponga que

fe Cw(Q - F, R) donde F es una subvariedad propia de Rp . Sea

fy(0) = [ f(0) 8y (x-1) dt .

~ 00
Demuestre que si K es un compacto de Q, fr€ C (U, R) donde U es

una vecindad de K en Q y que

<a> _<a>P <o>
(n 2k oy

= S.x‘t)dt} x €U
r:)xa r')xoc &

(Indicacion : Use integracion por partes para demostrar que

A
ad a
- __Ik_ = f 5—5 Bk(x-t) dt) .
]

1
17. Sean p € $,(Q), o=3dp , w € C;(Q, R). Demuestre que dado €>0
existe k, € N tal quesi k> k&, vy
A 1
P(s)=[p (D)8, (s-0) dr

entonces

| [dw- [aw | <e
pp

[fowef whg e
ap  dp
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CAPITULO VI
EL TEOREMA DE CAUCHY Y SUS CONSECUENCIAS

El siguiente teorema, debido a Cauchy, es el teorema fundamental de |a teoria.

Teorema 1.1. (Cauchy) . Sea f€O(Q). Entonces, paratodo p & C,(Q),

[ fdz =0,
dp

Demostracion : En efecto ,

[ faz= [ d(fdd =0,
dp P

pues d(fdz) = 0. Esto demuestra el teorema.

Corolario 1. (Teorema de Cauchy homo!égico) . Sea f€ O(Q). Entonces, pa-

ratodo p € C;(Q), p-0,

Demostracién : En efecto, si p -0,
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n
p=do +k§1 Ay Py

donde UECZ(Q) y pke SI(Q) es degenerado paratodo k=1,2,...

Como p;e(t) =0 paratodo €1,

[fdz = 0
Pr

para k=1,2,..., n. Entonces

m
[fdz= [ fdz+ X )\kf/dz=f/dz=0
p do el Py do

en virtud del teorema de Cauchy.

Corolario 2. Sea f€0(Q), p,OGCI(Q), Si p-o,

[fdz = [ fdz.
p o

Demostracion : En efecto, p-o0 -0 vy

[ fdz= [fdz- [ fdz.
p-o P o

Corolario 3. (Teorema de Cauchy homotépico) . Sean p, o€ SI(Q, a).

p=0 ,
[fdz= [ [dz.
p o

N Bmtar [fdz = 0.
P

Demostracion : En el primer caso, p ~-o. Enel sequndo, p -0.

Corolario 4. Sea Q un abierto simplemente conexo de C . Entonces
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[fdz = 0
P

1
para toda p € Z (Q) Enparticular,

[fdz=0
P

para toda p G-SI(Q) cerrada.

Demostracién : En efecto, como Q es simplemente conexo, p - 0.
Caolario 5. Sea Q un abiertode C, p e CI(Q) , p-0. Entonces, para

todo »€ N,
fzndz =0.
P

Mas generalmente, si p(z) es un polinomio,

[p(z)dz=0
p

Demostracion : En efecto, 2", p(z) son holomorfas en Q.

Definicion 1.1. Sea Q un abiertode C,a€C, a& Imp, donde pe Z/(Q).

Definimos el indice de p con respecto al punto a por medio de la formula :

Se tiene

Teorema 1.2. Paratodopunto « &Q . Ind p € Z. Si
Inda:Zl(Q) o

es la aplicacion p - 1Ind p ,

BI(Q) C Ker (Inda)
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y se obtiene entonces, por paso al cociente, una aplicacion Z - lineal
Inda.‘ HI(Q) > Z
dada por inda(<p >) = Ind,p .

Demostracion : Como & ¢ Q, lafuncién

f(m =-L1_

zZ-a

es holomorfaen Q. Porlo tanto, si p € B1(Q) , encuyocaso p -0,

=0

Aln

-
p

Esto demuestra que Ind p=0 yque B;(Q) C Ker(lnd,) . Veamos ahora que
Ind,p & Z . Notese en primer lugar que, en C-{al,p - C’; (a) para algin
neZ. Ademas

flm) = L

z-d

es holomorfaen C -{a}. Porlotanto

c’;(a)

2
[ dz _ —Zn;fe ﬂlde = 2ni
¢ i@ *8 o
1
Por lo tanto,
. f—é—z—=nEZ,
27 p z-a

e Ind,p @ Z . Esto demuestra el teorema.
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Nota. Sean €,8 > 0. Notese que c'é(a) s c'e"(a) en Q -{a} siysolosi

m=n. Enefecto, si c5(a) - ca(a) en Q -{a},

m= Inda(cg (a) ) = Ind (c’gn(a))’—' n.

Reciprocamente, si, por ejemplo, 6 < €,
n n n
csla)-cgla)= 0 s, gla) .

Podemos ahora demostrar un resultado que dejamos pendiente en el capitulo Il :

El teorema 6.4 .

Teorema 1.3. Sea Q un abierto simplemente conexo, @ =Q"-{a}. Entonces,

para todo £>0 tal que By(a) C Q' , | cg(a)} esunabase de 7 (Q) .Ademds

Inda.'ﬂl(Q) -
es un isomorfismo de 7 (@) sobre Z .

Demostracion : En efecto, | ce(a) } generaa nI(Q) . Porotra parte, si

n .
cegla) = 1, necesariamente

n=Ind,(c (a))=0,

lo cual demuestra que { ce(a) } es unsistema libre. Sea ahora p€5§,(Q) vy

supongamos que .
Inda({p ) =1Ind, p=0

Se tiene que p ~ c,;: () paraalgin » € Z . Porlo tanto,

Indap =n.

De esto »=0 y entonces p= 1. Estodemuestra el teorema.
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Corolario : Si Q es simplemente conexo, 2« €Q', y Q= Q' -{a}, enton-

ces < cg(a)> esunabasede H (Q). La aplicacion

Ind, :H (Q)s Z

dada por Ind,(<p>)=Ind,p es un isomorfismo de H, (Q) sobre Z. Ade-
mas, H (Q)=7;(Q) =7 (Q) ~H Q).

El siguiente resultado, también debido a Cauchy, es de fundamental importancia
en analisis complejo.

Teorema 1.4 (Férmula de Cauchy en un abierto simplemente conexo). Sea Q un
abierto simplemente conexode ¢, e O(Q). Sea pe s,(Q), p ce

nada. Entonces, si a€Q, a&Imp y

’ndap E -——1—_. f_‘li_ ¥
2nmi z-a
p
se tiene ; =
z
2771. F{—;-—;— dz = f(ﬂ) lndap
Demostracion : Claramente _
, ' : ;
Gl ) L gt (D fl@) 4, 1o M) g o 1 (@@,
2771'[') z-a 27 p z-a 2ni p z-a Z"ip z-a

+ lndap . f(a)

Sea g(2) =(f(z) - f(a)) (z-a)'l. Entonces g€ O(Q-1{a}). Porotra parte,
sea r> 0 talque B_(a) CQ. Como Hz(Q -{a}) esta generado por cg(a)

paratodo 8>0, 6<r, existe »€ N tal que

p>e c;(a)
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gn Q -{a} . Deésto

—17 [gz)dz = —=- [ g(2)dz
2mi 2ni cilm
s

paratodo & >0. Sea €>0 yescojase & >0, < €, tal que

2@ f@| =) L2 )<
Z-a

si | z-a| < 5.
Entonces, para |z-a| < 8 ,
lgz) | < | f(a)]|+ E.

Como ; ;
|(5e’6+a)-a|=|3 e10| = & , setiene

| g (& e’0+a)[ <| f(a)]| + €.

Ahora,
27

g() dz | = | [ g0 "% e o )
o

i .
2ni p mi Ca(ﬂ)

<-2— f e(6e% a) | ab <___ 1@+ €] -

< nefl f(a) | + €}

De esto, dado que € es aritrarioy = es fijo,

E| teorema estd demostrado.
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Corolaric . (Formula de Cauchy local). Sea Q un abiertode C, a€ Q,r >0
tal que B (a) CQ. Sea fe O(Q). Entonces, paratoda p€s5,(Q), ce

rrada, tal gue Imp=1tp(|t€1}{ C B (a),

(z)
1 f_'i_z_ dz = Ind_p f(a).
27i p z-a ¢

Demostracion : Enefecto, f€ O(B (@) y p € $,(B,(a ). El corolario re-
sulta entonces del teorema 1.4, teniendo en cuenta que B, (a) es simplemente

conexo .

Nota: Sea pe §,(2). Es corriente escribir

1
[ldz]=[|p'@®|dt, [ f(2)|dz|=[j(p()|p*(1) ]| dt
p 0 p P

donde p’(») = p/(t)+ip) (1), supuesto que P =p ()+ipy, P (1) € R ,

Pyt € R. Laintegral [ |dz| se denominala longitud de p y se denota
P

por L(p). Esclaro que L(p)<+. Ademas, si f es continuaen Q ,

| [f(x)dz| Sup |f(z)| [ |dz|= Sup ‘/(z)[L(p) :
P z€Imp P z€Imp

como Sse comprueba inmediatamente.
Teorema 1.5. Sea € O(Q) , ysean w=fdz, y

lw:ZI(Q) > C

la aplicacion Z - lineal

Iw(p)= [ w.
p

Entonces B_I (Q) C Ker (Iw) y por lo tanto 1, define, por paso al cociente,
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una aplicacién Z - lineal
Iw-'HI(Q) = G p

dada por
Iw(<p>) = f w .
p

Demostracidn : Si p € -B-I(Q) g

m

' iy v A€ 2,
P00+ az1" % k

donde o € CZ(Q) y P es un 1I-cubo degenerado. Entonces

fw=0,
P

y por lo tanto p € Ker (I,).

Teorema 1.6. Sea 7€ O(Q) , ysean w=fdz, Yy Jy?$,(Q,a) 5 C
la aplicacion definida por

o taks bl
P

Entonces j  es.compitible con la relacion de equivalencia de homotopia so-

bre $,(Q, a) Yy por lo tanto define por paso al cociente una avlicacion

Jxis ﬂI(Q,a)-> C

w

dad :
i JpUp) = fw .
p

Demostracion . En efecto, p=~p’ implica J, (p) =], (p’).
2. Integracion de funciones holomorfas sobre curvas continuas.

Sea f€O(Q). Paratodo p€ 5,(Q) laintegral
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[ fdz
p

esta perfectamente definida. Por otra parte, tal como hicimos en el Teorema 4.1 del
capitulo |l, podemos demostrar que si p € EI(Q) , existe o € SI(Q) tal que
o~p. Ademas, si o’€ §$,(Q) es también homdétopaa p, o=0o ' y entonces

[fdz = [ fdz.

o g

Podemos definir entonces, para p € §I ),

[ fdz = [ fd=z,

p o
donde o es cualquier curva en SI(Q) , hométopaa p. Queda entonces defi-
nida la integral de una I-forma holomorfa sobre cualquier curva continua, y es

claro que a partir de ella podemos definir

[ fdz
p

cuando p € C;(Q), asi como operadores

12 H(Q) > C

<p>- [ fdz
p
Jprm(@) > €
lpl. » [faz.
p
También, si Q -0 -{a} con Q simplemente conexo, podemos definir isomor-

fismos ~ >
lnda.' 771(9) p ol
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Iﬂda-' II;I(Q) - &

por

5 N 1 5
Ind (<p>) = Ind ([pl)= —— _az_
nd, (<p>) nd, (Lpl) 27”_.[ i

Sinembargo, por ciertas razones, preferiremos seguirt integrando sobre curvas sua-

ves.

Ejercicios

1. Porun arco abierto simplede Q C R” se entiende un subconjunto § de
Q parael cual existen -0 < @< b<+o0 y p:l(ab > Q , suave
tales que p(I(a,b)) =S (aqui I(ab) es cualquiera de los interva-
los de origen @ y extremo & ). Se dice que p es una parametrizacion de
S. Si I(gb) =[ab], p esunaparametrizacibnde § , ysi p esinyec-

tivaen [45) yen (abl, sedice que S esun arco cerrado simple.

(a) Demuestre que si p € §,(Q) esunacurvasimple, p esuna parametri-

zacibnde S=1Imp.

(b) Sea we CI(Q,R), S unarcode Q, p:I(ab) » Q unaparame-

trizacion de S . Se define
b
[ w= [wlp@®)p'()dt , p'(¥) =]p(t) ,
S,p a

Demuestre que si o : I(c,d) - es otra parametrizacion de §, también

fw=[w
S, ¢ S,0
(¢) Definase entonces i
=S
\) S’P
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3.

284

Demuestre que si p € SI(Q) y S=Imp ,
fw=f[w.
§ P

(d) Si ~o<a<b<+x ysi p:labl » Q esuna parametrizacion de

S, existe o € 5,(Q) tal que S =1Imo .

(e) Sea

L(s) = $ds = [|lp'@.] ar,
R}

[ o

donde p es una parametrizacion de S. Demuestre que L (S) es indepen -
diente de p. L(S) se denomina la longitud de S . Para x € I(a,b) de-

finase L :1(ab) » Q por

X
L(x) = [ ||p*0) || dt.
a

Demuestre que L € C™ (1(a,b), Q) yque L es inyectiva, Definase en-
tonces s:[0,L(b)] sQ por s=po L'I. Demuestre que s es una para-
metrizacion suavede S y que || s*(1) |/ =1 paratodo t€[0,L(S)]. s
se denomina la parametrizacion de S por longitud de arco. Dé una parame -
trizacion por longitud de arco del 1-rectangulo { (x,y}| |x|+|y|=11}.Dé
una parametrizacion por longitud de arco de Im <, (0) . Sea p una parame-
trizacion de S de clase C™ tal que || p’(1) || =1. Demuestre que p es
una parametrizacién de § de clase ¢ tal que ! p’(+i{{=1. Demues-

tre que p esuna parametrizacion de S por longitud de arco.

Generalice la nocion de indice, el teorema de Cauchy y la formula de Cauchy

a los arcos cerrados.

Calcule las siguientes integrales usando la formula de Cauchy para los ar-



cos :

a) ;C .5, C la circunferencia unidad Resp.: 27
b4
b) ﬁc z%dz C la circunferencia unidad. Resp. : 0
c) §C zdz , C el cuadrado de vértices I+i, -1+i ,+1,-7,
1o 1% Resp. : 0
d) §Cz25enzdz,c={(x,y) fedyi2gZaugy Resp.: 0
2
) 2 __d PO 22 )= 13, R X
e fc war z {z]| |z-2| } esp. 0
o8B eI eYTT. Resp.: 67i
C z-3
e :
g § - dz, ={z||z]|=11}. Resp, :r 274
C 22.3; 3
) e BRI O Sxmtn |l g2, Resp.: 2ni
C 22-1
) §. %22 4 C= {x|]z] =2]. Resp. : 27i¢=¢"
Copfina 2

CAPITULO VI

EL TEOREMA DE GOUSART

El teorema de Gousart representa uno de los resultados mas sorprendentes
de la matematica : El hecho de que la c-derivada de una funcion c -diferen -
ciable es automdticamente continua y,mds aun, también C - diferenciable.  Se

tiene entonces

D(Q, C)=61(Q,_c )
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y puesto que
-1 ]
c(a,ocomc cha, c),

también 1
c(Q, c)=p(Q, c)= 0(0).
Mas ain, puesto que si /€ D(Q, C) también /*€ D(Q, C), Se deduce que

|
€ C(Q,C), osea, que
= =2
D(Q,C)cCccC(Q, C)

-2
donde C°(Q, C) esel C-espacio de las funciones f:Q - C tales que f°
y f(z) = (f*)* existen y son continuas. Como a su vez, f(z) €D(Q,C), po-
demos continuar hasta demostrar que para cualquier £=0,1,2, ..., 2,

~ -k
[ € Ck(Q ,C), donde C (Q,C) esel C-espacio de las funciones

f:Q » C talesque [, f(z) =(f), /(3)=(f(2))‘ e iE f(k)= (f(k'“)' exis-

e ~1 "
ten y son continuas. Como clarame nte Ck(Q, c)c c (9, C), setendraen-

tonces
k

OQ)=0a,c=ca,0=N @, c=c"a,c)

i §:

]

para todo % . Nétese que ¢, ¢) definido por la anterior igualdad es el C-
espacio de las funciones f:Q > C talesque f(j) existe para todo ;j=0,1,2,
., y es ademds continua. La situacion es enteramente diferente en el caso de

funciones f:Q IR, Q abiertoen R . Porejemplo, si f:R->R es la

xz sen —i— , x#0
f(x) =

0 , x=0

aplicacion



tras que

De hecho, este tltimo limite no existe,

La demostracion del teorema de Gousart tiene como punto clave la demostra-
cién de una forma elemental del teorema de Cauchy para funciones C -diferencia-
bles, y luego de una version elemental de la formula de Cauchy para estas funcio-
nes. Para ello necesitaremos de algunos conceptos preliminares : Por un Rec -

tangulo de Q se entiende un 2-cubo de la forma

R(G,t)=(a,b)+(r19 )

- r2 1
donde (a,6) € Q, TpT, SR, T > 0 son fijos. El punto (a,6) se dice el
vértice principal de R

4 B — ____’—l
fa
(a,b)
—

Fig.1.1. Un Rectangulo en Q de vértice principal (a,b)

’

Si ke R sedice un cuadrado. Sea

R(6, t) = (a,b) + (r16', T, t)
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un Rectdngulo en Q. Sean (a,,b,) = (a,b), (a;,b;) el punto medio del seg-
mento [RIO(O) , R10(1” : (az, bz) el punto medio del segmento [R,((0),R 4 1)}

(a3, b3) = [Ro(0), Ry (DTN [Ry(0), Ry, (D], Ver (Fig. 1.2)

(a,,b,)

(al,bz)

(a ,b_)
.0

(a2 ; bz)

!

Fig. 1.2

Para cada pareja (a,, bl.), i=0123, sea

R0, 1) mites Bi)oe Lol
s a; ., b; +—2—(71 ,rzt).

; [ B ;
Los Rectangulos R : se dicen obtenidos de R por subdivision baricentrica
de R.

Proposicién . Se tiene 3
OR = g, d R (1.1)

Demostracion . Inmediata

. 3 il & %
Mas generalmente, de la proposicion anterior se deduce que si R g se ob-

tiene de R['] por subdivision baricéntrica,
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3 e
y aR[l']] ; (1.2)

o j=o

Mo

IR =
1

I+

de lo cual, sucesivamente,

B.%, 3 3 by . vie i)
GR*»"% % i 2 TaR (1.3)
150 i3%0 t S0
¢ pitady AN ML )

donde R se obtiene de R por subdivision baricentri-
ca.

Es claro ademas que [il' ; in]

R - R i

Un punto (x,y) €Q se dicede R si (x,y) = R(6,t) paraalgin (6,1)€ 12-
Si (x,y) =R(6,t) y 0 <6<1, 0<1<1I, (x,y) se dice un punto interior de

R. Es facil ver que (x,y) es interiora R siysblosi (xy) € (Im R’ en el
sentido topoldgico. Los segmentos [R;;(0), R,-j”)] , #2 1,4, = 0,1,75¢
denominan los lados de R, L;; = | R;;(0) - R;(1) | se denomina la longitud

del lado (4,j), y P(R) = Lyg+Ly;+ Lo+ Ly sedenominael perimetro de
R. Sea f una funcién continuaen Q, con valoresen C, ysea R un Rec-

tangulo de Q. Se tiene

[ fdz= [ fdz- [ fdz+ [ fdz-[ fdz. (1.4)
R R3o Ry Ry; R

Como R'i].(a, ) =r, para (i,j) = 2,00, (2,1, y R'i].(e,t) =r, para (ij)=

(1,0), (1,1), se deduce que

| [ fdz| £ sup | f(z) || P(R) | (1.5)

OR z€R

donde R = Im R . Larelacion (1.5) nos sera de utilidad inmediata. Por otra
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[ e R : ;
parte, si R es la »-esima subdivision baricéntricade R, se sigue

de (1.3) que

3
[ fdz= 3 f fdz (1.6)
JR iI..ul.n=0 OR .

Es un ejercicio facil para el lector comprobar que la relacion anterior vale igual -
mente para cualquier subdivision de R en rectangulos cobordantes y mutuamen-

te disyuntos entre si . Se tiene ademas

Cig...d
Wi ¥ —5’;,_ P(R) (1.7)

como se comprueba inmediatamente de la definicién de subdivision baricéntrica.

Tenemos ahora :

Lema 1.1 (Goursat) . Sea R unrectangulo de Q. Entonces

[ fdz = 0 (1.8)
AR

para toda funcion f:Q - C , continuaen Q y C-diferenciable en Q-{a},

ac().

Y A [] i
Demostracion : Supongamos primero que a € Im R. Sea R la primera sub-

division baricéntrica de R . Se tiene
3
[ fdz = = o s (9.
IR 5l

Por lo tanto

~,
M

| e feg oy .
OR % AR?

Esto implica que debe existir j€ {0, 1,2 3} tal que
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|
JdR

rda i o Loy g |-
A

(7]
[7]

] : . .
Sea R, =R . Si R, eslaprimera subdivisién baricéntrica de R;, debe

existir de nuevo ; tal que

1
e o e . I R P
Y ooRr, 8R[1]]

. Se obtiene asi una sucesion R=R,.Ri,....R,. ... de

(/]
1
Rectangulos, tal que ImR,C ImR, si n>m, ytal que

Sea R, =R

1
EYry IafR fd212i8£ fdz |

n

Si 'E;z =ImR {?ﬂ [ »> 0} esunasucesion decreciente de conjuntos com-

n’

pactos, y existe por Ic tanto 4 € ) R _C R. Como b#a, [ es C- dife-
n=o

n
renciable en una vecindad de 4. Sean €,8 >0 tales que f sea C-diferen-
ciableen |z-b|<8, que R, C Bg(b) para n> m,, que 8 <€ y que

- f(b
MO
z-b

paratodo z€ Bg(b). Se tiene entonces, para z € Bg(b),

| f(2) - f(B) - *(B) (z-8) | < | z-B] .

Por otra parte,

cuaiquiera que seael rectdngulo R’ de Q y cualquieraque sea »> 0 .

Esto es un corolario del teorema de Cauchy. Por lo tanto,
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[ fdz= [ (f(2)-f(b) - (z-b) ['(b) ) dz ,
3Rn aRn

de lo cual, para »> 2,

| [ fdz| < Sup | f(2) - f(b) - (z-b) f*(b) | P(R,) < 4 €] 2-a P(Rn)5452-217{’(R)

(7R” zGRn

2
= L, rwr.
2

Entonces

2
| [ fdz| < —Z—n——— e’P(R) = 8 °P(R) .
JrE :

Como € es arbitrario, esto implica

[ fdz = 0,
JR
Supongamos ahora a€Im R. Sea Ry,..., R, una subdivision baricéntrica

lo suficientemente fina para que
4P(Rk)<€, k=1 2 ;..5®,

donde €> 0 esta arbitrariamente dado. El punto a pertenece a lo mas a cuatro
de los Rectangulos R, : digamos, Rkl . sz, Rk3 ; Rk4 . Como
m

[fdz=3 [ fdz
AR B2 SR

y aImR, si k#k;, i= 1,234, Rf/dz=0. Por lo tanto,
k

i
[ fdz= 2. . -1 fdz. .

i=1
OR r?Rki
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Se deduce inmediatamente que

iffdz[g Esu[i[f(z)ﬁ. R=ImR ,

JR z€R

de lo cual, también

[ fdz = 0,
AR

Seaahora f:Q -» C , C-diferenciable, ysea a€Q .

Sea
f(z) - f(2)

gz) = ; z€Q -{a}

Es claro que g es C-diferenciable en Q -{a} , y puesto que

(z) - f(a)
lim __f_f___/__a__~ = f"(a) ,

si escribimos g(a) = f’(a), g es continuaen Q. Sea R un rectangulo de

Q tal que a esunpunto interior de R . Entonces

f ogile = 0.,
JdR
De ésto
(2)
[_f_f_ dz = fla) [ _dz _
(’)R z-a (’)R z-a

Calculemos la integral del segundo término. Como 4 € (Im R)® ,

que Ee(a) C (Im R)° . Nos proponemos demostrar que

ccla) - p

sea

£ > 0 tal

<4 (¥l o
en Q-ta}, donde p =R,y.R;;.Ry; Ry . Claramente no hay pérdida de

generalidad en suponer que a = (0,0) . Sea
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Entonces, Imp C Imc-(a), y p esunacurvacerrada.Si y es el arcode
ce(a) que vadesde c.(a) (0) hasta [ (0), entonces c.(a) gy ﬁy'l en

Q -tal. ypor lotanto

cr(a)~ﬁ , en Q-{a} .

Por otra parte, si

o(0,1)=(1-0)p(t) + 07 (1),

0=85,(Q-tal), y dp=p-p ., demodo que también G-.p en Q-f{a} .
Se deduce p -c.(@) en Q-{a}. Teniendo en cuenta que 1/z-a esholo-

morfaen Q-{a}, se sigue del teorema de Cauchy que

d z dz L

[g——" WHEOPS ©2 48 81 \3g P
P zoa c&(a) Zea
0 sea que
et g T
Por lo tanto,
1 SERTE A (1.9)

2ni JdR %4

La relacién (1.9) es una férmula del tipo de Cauchy para las funciones C-di -

ferenciales. Ahora bien, si 5 es pequefio, también

pues a+ b € (Im R)° . Pero entonces
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flasb)-fla) iy

Ty T el oA
Veamos ahora que
2 f(z) f(z)
li BORL....da Wl 0 7 AL bR Y
b -»mo (9{2 (z-a-bh) (z-a) y (;{2 (z - a)? ’
Se tiene,
f(z) ) b f(z)
AP e ; f(zz)dz‘:;f m dz |
AR (z-a-b)(z-a) (z-a) AR (z-a-b) (z-a)?

f(z)
IR Le-as b ) feval*

=15 |

!

dz i .
Pero, para todo % convenientemente pequefioy z €9 R, | z-a-h | se mantie-

ne mayor que una constante » >0. Si

s (z) d (z) d !
Lo e Tatal | A de g |8 PR)

gr (zra-W (z-a) 4R (3.4)% R P r

y es claro que el Ultimo miembro a la derecha tiende a cero cuando 4 - 0. Por

lo tanto,

dz;

o AR AR i e ko f(z)
bo b 277 gR (z-a)?

y para b pequefio, también

PO B G SRRV L TR
. 218 AR (z-a-b)?

Un raciocinio idéntico al anterior muestra que
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1
lim ! - [ {& 2 : s
h-o 2771 ()R (z-a-b)2 2mi JdR (Z-a)z

0 sea,
lim f'(a+h) = f'(a)

bh-so
Esto demuestra que f’ es continuaen «. Entonces:

Teorema 1.1(Goursat) Sea Q un abierto de ¢ . Para que una aplicacion
f:Q > cC sea c-diferenciable es necesario y suficiente que 7 sea holomor-
fa. Es decir,
o) =b(Q, o=cle, c).

Teorema 1.2 (Goursat) Sea f€O(Q). Entonces /(k) existe para todo k& =

0,1,2,....,n,... yescontinuaen Q. Setiene entonces

0@ =60, cr=cla, a=¢Ek@,c)=c @, c)
para todo &, donde
c¥(Q,c)= ﬁ cla,c).
j=o
También ,
@,,(9)=5p(9, C) = 6;(9,6) = épk(Q,C) = E;(Q,C),

paratodo ¢~ 0.1, 3.3, .... %, ...

Demostracién :  Claramente todo se reduce a demostrar que si € D(Q,C ) ,
también f* €D(Q, € ). Sea R unrectangulode Q, a€Q, el cual esin-

teriora R. Como demostramos anteriormente, si € D(Q, C),

fla =St ys TV FGE g
Tt IR (z-a) ¢
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Para » pequefio se tiene también

f'la+b) = ——— ot 14 Al d
Tt 3R (z-a-h)?
Entonces
fla+b) - ['(a) AR (2(z-a) -b) f(z)
o . 0
b 278 3R (z-a-0)%(z-a)?

y es facil ver que

G gl (.
sl Ay (2(z-a)-b) f(z) s f—L(EL- 0t
b+0 3R (z-a-0%(z-a)2 IR (2-d)2
Por lo tanto
j”.(a) R, 1' f /(Z) dz_

i 9R . (z-a)?

Esto demuestra el teorema.

Nota: Si fe0(Q) y «€Q, es facii ver, por un argumento basado en el prin-

cipio de induccion, que

donde <c>0 es lo suficientemente pequefio para que Fe(a) C Q. Dejamos

al lector la demostracion de este hecho. Mas adelante volveremos sobre esto.

Ejercicios

1. Sea f€O(Q) ysea «a€Q . Demuestre por induccion sobre » que

cela) (z-a)7+1
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2. Sea R unrectangulo de Q. Demuestre que

3 > :
IR = SUy s g T
1:

TR o
y que R-R[”‘ n’

3. Demuestre (Ver el ejercicio 14 del capitulo V) que la sucesion

0. 0@ 4 ca,c) 5 gy@e)

es exacta (i es la inyeccion natural ) .

4, Demuestre que la sucesion
d
> 0 (Q)

g
0 5 G OQ) (1.0)

es exacta.

5. iQuées P Y

CAPITULO viil

PROPIEDADES ADICIONALES DEL INDICE

Sean Q unabiertode C, p € 5;(Q) una curva cerrada. Denotaremos

por Cp al conjunto de los puntos de C que no estan sobre p. Es decir,

Cp=C-lmp .

A su vez, denotaremos por Ind, a la aplicacion

Ind U »>1 5z
"p
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dada por

1 dz
27 z-a

p

lndp (a) = Ind,p =

Nos proponemos estudiar en este capitulo algunas propiedades de lndp. En pri-

mer lugar, p sedice no trivial siexiste « €C_ tal que Ind, (@) #0, y

P
trivial en el caso contrario. También, p se dice no trivial con respecto a Q si
peS;(Q) yexiste a €Q talque Ind,p # 0. Porejemplo, si R esun

4 . . ' 4 b '1 '-1 .
rectangulo con interior no vacio, R= Ry, R;; Ryp Ry esno trivial, pues si

a esinteriora R, esclaroque a€Cp vy

Lo mismo, si >0, cZ(a) es trivial siy sélo si n=0. Si c:(a)é 5,(Q)

y a¢ Q , cg(a) es no trivial con respectoa Q,

Teorema 1.1. Sea Q unabierto 1-conexode ¢, Q=Q*-{a} con Q sim
plemente conexoy a€Q’ . Las proposiciones siguientes son equivalentes
para p€S,(Q), p cerada:

a) p es trivial conrespectoa Q : es decir, Ind, (b) = 0 para todo & €Q.

b) p-0 en Q.

Demostracion : Demostremos primero que (a) => (b). Si suponemos (a)
lnda p=20.

Perosi € >0 es lo suficientemente pequefio para que Ee(a) C Q ,<cgla)>

es una base de H,(Q) yse tiene

p - (Ind, p) cgla)
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Esto implica p - 0. Demostremos ahoraque (b)) = (a). Si p-0 en Qy

b ¢Q, también p .0 en C-{a}, pues QC C-{b}. Como

seglin el teorema de Cauchy. Esto demuestra el teorema.

Nota - Nétese que (b) => (a) sin ninguna hipotesis sobre ) (excepto la de
ser abierto ) .

Corolario . Sean Q un abierto de conexién » =1, ¢, p € §;(Q) dos curvas
cerradas. Las proposic'iones siguientes son equivalentes :

(@ p-p’enQ.
(b)  Ind, p=1Ind,p* paratodo a¢Q .

Teorema 1.2. Sea p € S,(Q) cerrada. La aplicacion

Indp.'Cp . A8

es continua y por lo tanto constante sobre toda componente conexa de  C 5

( Z tiene la topologia discreta) .

Demostracion . Sean a4 eCp y r>0 talesque B,(a) C Cp - Entonces

20 b y
[ = T e L ek ]
P P nni ghs P r P

si |b| <r/2, pues |z-a|>r y |z-a-h| > r/2. Estoimplica que

lim -2 dz_ - _L1_ [ 92 = Ind)(a)

lim Indp(a+b)=b_’o ~y / S 5th i 3

bh-o

300



y por lo tanto, que lndp es continua. Con respecto a la segunda afirmacion, sea

U una componente conexa de CP ,ysea z€U. Si n= lndp (z), el conjun-
to i
vV = Indp (n)

es, a la vez, abierto y cerrado en C Se deduce que VN U es abierto y ce-

p *
rrado en U. Como VNU ¥ ¢, necesariamente VAU =U, osea UCV.

Por lo tanto, Indp (z) =n paratodo z€U.

El siguiente teorema muestra que si p es una curva cerrada, el conjunto de

los puntos @ tales que Indp (a) ¥ 0 es relativamente cercanoa Imp .

Teorema 1.3. Sea p una curva cerrada, p €5,(C). Si B es un conjunto
0 hpecaeie ¥
compacto tal que Imp C B yque C-B es conexo (es decir, si B=¢),

entonces Ind, (a) = 0 para todo a€C-B.

Demostracion : En efecto, lndp es c‘gnstante sobre C-B, por ser C-B co-

nexo. Pero,si b€ C-B,
g
1 [ diia atoinl p'(1) dt

2mi p z-b —21ri-op(t)-b

Indp(b) =

de lo cual, teniendo en cuenta que p(#) # b paratodo ¢,

1

1
T W R . R A LD
” 2 yelo) lp@-8l

Como existe M>0 talque |p(y|<M paratodo ¢ €[0,1], sededuce

que
- 1 -
lim Su Lot e R ED DO

tse 1e0,11 | p(s)- b

de lo cual
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lim: | Indp(b) [« =00,

y de ésto, lndp (b) =0 paratodo b€ C-B. Esto demuestra el teorema.

Corolario : Sea p €5,(Q), cerrada, Imp C B donde B esun compacto
tal que C-B es conexo. Entonces Indp (@) =0 paratodo «€Q-B. Enpar

ticular, lndp(a) = 0. paratodo a enunacomponente conexa no acotadade Q.

Si pe §,(C) es cerrada, una y s6lo una de las componentes conexas de CP

puede contener al conjunto {z| |z| >r} , donde
r = mdx { Ip(t) ] tclo1] k.

La componente conexa no acotada de C, se denomina el exteriorde p, y se
denotapor E(p). Si p € §,(Q), E(p,Q)=E(p) N Q sedenominael ex-
teriorde p en Q. Es claro que lndp(a) =0 paratodo a €E(p). En ge-
neral Cp tiene varias componentes conexas (a veces, s6lo dos). Un caso es -
pecial muy importante es el de las curvas cérradas simples. Recordamos que una
curva cerrada p se dice simple si las restriccionesde p a [0,1) y (0,1 ]son

inyectivas, y si p(1) = p(0). Ental caso C, tiene dos y s6lo dos componen-

P
tes conexas. Esta es una de las afirmaciones del célebre Teorema de Jordan, el
cual enunciaremos a continuacion. Nosotros no demostraremos aqui tal teorema ,
pues sOlo podriamos transcribir la demostracion elemental, muy elegante de:
PN. Pederson : The Jordan Curve Theorem for piecewise smooth curves ; The

American Mathematical Monthly : Vol. 76 : Number 6 : June- July 1969 .

2. E| Teorema de Jordan.

Teorema 2.1 (Jordan) . Sea p € S;(c) una curva cerada simple. Entonces
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c, tiene exactamente dos componentes conexas, E(p) ¢ i{p), €staulti-
ma denominada el interior de p . Ademds, F(E(p))=F (I(p))=1Imp.
Por otra parte, \Ind,(a) | =1 paratodo a« €1(p), Ind, (a)-= 0 para todo
a& E(p).

Recordamos que si A C C, F(A)= ANCA eslafronterade A. Aqui
4 es la clausura topoldgica de A .

Si Indp (@) =1 paraalgin « €I(p), donde p & 5,(Q) es unacurva
cerrada simple, entonces lndp(z) =1 paratodo =z «I(p), pues I(p) es
conexo. Lo mismo, si lndp(a) =.1 paraalgin a €I(p), lndp(z) =.1 pa-
ratodo z€I(p). Si Ind, (z) =1 para z&€I(p), p sedice positivamente
orientada. Si Ind,(z) = -1 para z€ I(p), p sedice neqativamente orien-
tada. Una curva cerrada simple no es trivial. Paraque p € 5;,(Q), cerrada

y simple, sea trivial con respecto a , es necesario y suficiente que 1(p) CQ

Es posible demostrar en base al teorema de Jordan,que el interior 1(p)
de una curva cerrada simple, asi como I(p)=1Imp U I(p), son conjuntos
simplemente conexos. Véase a este respecto el capitulo Xl

Nota : Intuitivamente, recorrer una curva cerrada simple en el sentido positivo

significa que, al caminar sobre ella, el interior de la curva queda siempre a nues-

tra izquierda .
Ejercicios

1) Demuestre que si R es un rectangulo, R esta positivamente orientado .

2) Demuestre que «c. (a) estd positivamente orientado siy sblosi » =1

y negativamente si y s6losi » = -1,
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CAPITULO IX

EL TEOREMA DE MORERA Y LA COHOMOLOG/A COMPLEJA

] 1
Asi como € (Q, c) tienea O(Q) como un subespacio importante, tam-

; 1
bién C;(Q, C) contiene dos subespacios notables. El primero es
y el segundo

O, (@ =1t faz| fe0(Q) }.

Las formas en (‘3(1,0)(9) se denominan de tipo (1,0) y las de O ;(Q)

de tipo (0,1) . Es claro que
OI(Q) = @(1’0)(9) @ O((),“(Q) )

en el sentido de que toda forma w €O ;(Q) se escribe,de manera Unica, co-

mo w=wp+w, con w; 3 O(I,O)(Q)’ “’ZGO(O,I)(Q) .
Por otra parte, si fe0O(Q) ,

df = —-?—L dz ,

d z

de lo cual, teniendo en cuenta que

_g_é_ e 0Q) ,
df @ O 0)(Q). Como ademds d(/dz) =0 si [€O(Q), setiene la
sucesion

0 -ciom % Oy et < 0

donde i:C - ©(Q) estadada por
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i(d)(z) = a

paratodo z€Q . Nos proponemos demostrar que si  es simplemente cone -

xo0, la anterior sucesion es exacta. Para ello necesitaremos del siguiente lema :

Lema 1.1 (Morera ) . Sea Q un abierto conexode €, f € C(Q, C).Sipa

ratoda p € §,(Q), cerrada,

[ fdz = 0,
p

entonces existe g€ O(Q) tal que
g'(z) = f(z)
paratodo z€Q.
Demostracion : Sea f{=Rep, f,= Img(f). Se tiene
0= & . P i i .
,{fdz pf(/1+ zfz)(dx +idy) {) fldx /2dy + 1pffldy+ /2 dx

paratoda p € SI(Q) con dp =0. Por lo tanto,

i/ldx-[zdy=0 , pffzdx+f1dy=0.

Sean entonces g o 5 CI(Q, IR) tales que (lema de Poincaré )

_a__g_l. = f iﬂ_ == f

dx 1 : dy 2’
_'352_ = f _(_7_g_2_ = f

dx 2 : dy %

1 5
ysea g=g +ig,- Entonces g € C (Q, C). Ademas,
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de locual g «O(Q). Finalmente,

g g dgm s BES e RSy R
Y T —— -l—-—-—}:—— + = ] + }
2 OJx dy 2 Ax ax dy (_9y
:_I_ A " j 1 2
2{f1+1/2+zf2+f1§-f1+1f2 ;g

Esto demuestra el lema .
Corolario : Bajo las hipétesis del lema, f € O(Q).

Demostracion : Enefecto, =g’ y g’ €O(Q) en virtud del teorema de Gour-
sat.

Tenemos entonces :

Teorema 1.1 (Morera). Si Q es un abierto simplemente conexo, la sucesion

d
el @(1‘0)(9) - 0

07 ¢ \5r OQ)
es exacta.

Demostracién : Todo lo que hay que ver es que Kerd = i(C) yque d es so-

bre. Ahora, si df= 0, necesariamente

af
e %
3 aifa)
Por lo tanto, /=i () paraalgun @ € C. Como gl =0 para todo
z

@& C, laprimera afirmacion es clara. Para ver la segunda, notese que _Si
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w €0 1,0)0(Q) , w=fdz con € O(Q).Pero si p&5,;(Q) escera-

da, p - 0. Envirtud del teorema de Cauchy,

[ fdz = 0
p
Por el lema de Morera se tiene entonces que fdz=dg para ge O(Q), lo

cual completa la demostracion .

El teorema de Morera asegura, entre otras cosas, que toda forma diferencial
w 6@-(1 0)(9) , lacual es cerrada por ser dw = 0, es también exacta, pues

es la diferencial de una 0 -forma.

Nota : Si Q es un abierto arbitrariode ¢ y geO(Q), ¢ sediceun gra-

diente complejo si existe fe0O(Q) tal que

r?f_

T S il
0z

Es claro que si g es un gradiente complejo

;rgdz = 0

P

paratoda p €5,(Q) cerrada. Reciprocamente, el lema de Morera demuestra que

si g€ C(Q, C) estal que

paratoda p € §5,(Q) cerrada, entonces g esun gradiente complejo. Si g

es un gradiente complejo y

a f
EPRRE
f se dice un potencial complejo de g .
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Teorema 1.2. Si Q es un abierto simplemente conexode ¢, toda [ O(Q)
es un gradiente. Mds precisamente, la sucesion
0 »c Lo o . o
es exacta.
Demostracion : Sigue inmediatamente del lema de Morera .
Nota: Mas adelante veremos que la anterior sucesion es exacta si y sblo si
Q es simplemente conexo. Esto equivale a decir que la ecuacion diferencial

—(Z—/—= g ’ 2 EG(Q)

tiene siempre solucién holomorfa en el abierto Q siy sélosi Q es simple -

mente conexo .

2. Cohomologia de De Rahm compleja. Sea Q un abierto conexo de C . Es-

cribiremos
[7] EE
Hp(Q,C)=cC .

1
HR(Q, Cc)= @(10)(9) ,'d(@(ﬂ))

1]

2 .
Hp(Q, ¢ ) =10} (Véase nota al final del Cap. Xl

Hz(Q,C) (o}, p> 2.

El ¢-espacio Hﬁ(ﬂ, C) se denominael p-€simo gripo de cohomologia de

De Rahm de Q con cocficientesen €. Si Q es simplemente conexo ,

1
H(Q,Cc)=1{0},
R

como se deduce inmediatamente del teorema de Morera .
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Ejercicios

1. Sea Q un abierto de ¢ . Demuestre que las proposiciones siguientes son
equivalentes :

a) f esholomorfaen Q .

b)  Paratoda curva cerrada p-en , homblogaa 0,
f f(x)dz = 0 ,
p

c) Entodo punto « de Q existen una vecindad U vy una funcion holo -

morfa g, talesque g’=/f en U.

2, Sea Q un abierto de ¢ . Demuestre que las proposiciones siguientes son
equivalentes para f<C(Q,C)

D e
2) Paratodo rectangulo R de Q@ [ fdz =0, donde
R

= 5198,
R = Ry R;1Rz1 Ry

es la curva que describe el borde de R .
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