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Resumen

Las tasas de crecimiento diamétrico (CD) de árboles tropicales permiten co-
nocer las dinámicas de los bosques, estudiar su ontogenia, ejecutar planes de
restauración y manejo sostenible de los bosques. El CD se mide como el incre-
mento del diámetro en el tronco (mm año−1) entre dos momentos de medición.
Es decir, el tiempo determina en parte el tamaño del árbol, un supuesto bási-
co de los modelos que usan el diámetro inicial como estimador del tiempo. En
este estudio se analizaron las tasas de CD como función del diámetro inicial en
10.802 individuos entre 10 cm y 179 cm de diámetro, los cuales están marcados y
medidos al menos dos veces en 21 parcelas permanentes a lo largo de Colombia.
Se agruparon los individuos según su ubicación climática, categoría de densidad
de la madera, y su posición en la estructura vertical del bosque en su estadio
adulto como características de la historia de vida que in�uyen en el crecimiento
y deben ser controladas a priori.

Se propone un método de ponderación de los datos de crecimiento arbóreo,
usando el siguiente protocolo: i) teniendo en cuenta que los posibles errores de
medición por defecto (tasa de crecimiento cero y negativas) y por exceso (tasas
de crecimiento muy altas) tienen la misma probabilidad de presentarse (50%),
se eliminaron los valores cero y negativos de las tasas de CD y el mismo número
de datos del límite superior de la distribución. ii) Suponiendo que la tasa de
crecimiento varía con la ontogénia de las especies, se dividen los datos en clases
diamétricas para detectar valores atípicos según el tamaño del individuo. iii) Si
se supone que la tasa de crecimiento está relacionada con el vigor del individuo,
se debe asignar una probabilidad de sobrevivencia a cada observación basados
en modelos de mortalidad publicados. Se utilizaron modelos de regresión no li-
neal ponderada para establecer la relación entre tasa de CD y diámetro inicial.
Se transformó la tasa de crecimiento absoluta en tasa de crecimiento relativa
y logaritmo de la tasa de crecimiento relativa para cumplir los supuestos de
la regresión. Se usó el modelo de Von Bertalan�y como ecuación no lineal de
referencia. Una parte de los datos se excluyó del ajuste para validación inde-
pendiente. Finalmente, se compararon el resultado del modelo con los datos sin
y con ponderación según los criterios previamente establecidos.

Se encontraron diferencias entre los resultados de los modelos usando los
datos sin y con ponderación. Se encontró que hay subestimación de la tasa de
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CD en los datos sin ponderar relativo a los datos ponderados. En general, los
modelos con los datos ponderados tienen una mayor e�ciencia, es decir, expli-
can una mayor porción de la variación de los datos. Por lo tanto, realizar una
ponderación de la probabilidad de sobrevivencia del individuo, de acuerdo a su
densidad de madera, tasa de crecimiento y tamaño observado permite disminuir
la incertidumbre asociada a la ontogenia de los individuos. El aumento en la
predictibilidad del modelo es un aporte en los métodos para estimar las tasas
de crecimiento de los árboles y su cambio en el tiempo. Se considera que los
métodos de ponderación a los datos utilizados en este estudio aumentan la con-
�abilidad en los modelos de crecimiento de especies tropicales.
Palabras clave: modelación del crecimiento arbóreo, mortalidad,

regresión no lineal ponderada, tasa de crecimeinto relativa logarítmi-

ca.

Abstract
The tree growth rate estimated as the diameter increment is a fundamen-

tal tool to understand the forest dynamics, ontogenetic development and the
management planning of the forests. The diameter increment is the di�erence
in the diameter between two measurements. Then, the diameter is intrinsically
correlated to time, a basic assumption of tree growth models that employed the
initial diameter as a time surrogate. In this study, we analyzed the tree growth
rate of 10.802 individuals that ranged from 10 cm to 179 cm of diameter, with at
least two measurements. These trees are located in 21 permanent plots across
Colombia. These individuals were clustered based on the plot climatic condi-
tions, the wood density class per species and the vertical forest strati�cation
accordingly with their adult height. These characteristics could be a�ecting the
estimation of tree growth rates and may be controlled a priori.

Here, we propose a weighting method to standardize the tree growth measu-
rements and their modeling techniques as follow: i) Based on the assumption of
error normality distribution (i.e. low growth rate by omission and high growth
rates by commission), then we eliminated negative and zero tree growth rate
values and a similar number of data in the counterpart of the distribution. ii)
Assuming that tree growth rate change along development, we divided the data
accordingly to size classes and we checked for outliers. iii) We can suspect that
tree growth rate is related to tree vigor, then a weighting to their survival pro-
bability is needed to control the e�ect of life history. This procedure was based
on previous mortality models. We employed nonlinear regression to relate the
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tree growth rate and the initial diameter. We transformed the tree growth rate
dividing by the initial diameter (relative growth rate) and applying the natural
logarithm. We used a Von Bertalan�y as a reference model. We excluded a small
proportion of data to calibrate the model. Finally, we compared the resulting
models based on weighted and unweighted data.

We found di�erences among the model based on weighted and unweighted
data. The unweighted models underestimate the tree growth rates relative to the
weighted model results. In general, the weighted models have higher e�ciency
than unweighted models based on the explained variance coe�cient. Then, we
can suggest that the weighting procedure allows reducing uncertainty in the
tree growth rate related to the ontogenetic development and life history such as
wood density that is implicit in permanent plot data. The better performance
of tree growth models and the increment of predictability is an important con-
tribution to the understanding of the tropical forest dynamics. We suggest that
the weighting procedure increases the performance of the tree growth modeling
techniques.
Keywords: tree growth modeling, mortality, weighted nonlinear re-

gression, logarithmic relative growth rate.
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Modelar el desarrollo ontogénico de las especies de árboles tropicales, esto
es, su crecimiento en función de la edad, tiene gran importancia tanto en sil-
vicultura como en ecología de poblaciones y en la restauración de los bosques
degradados. En la silvicultura tropical, porque permite estimar las edades y
tallas de corta para mantener una producción sostenible de los bosques. En
ecología de poblaciones, porque se revelan rasgos funcionales de las poblaciones
muestreadas (densidad de la madera, tallas máximas, puntos de máximas tasas
de crecimiento y las edades a las que estas se alcanzan, puntos de in�exión de
la curva de crecimiento y lapsos vitales, entre otros), que no son evidentes ni
iguales a los de los individuos que las conforman (Odum & Barret, 2006). Los
bosques húmedos, muy húmedos y pluviales tropicales albergan una enorme
cantidad de especies de árboles. Por ejemplo, en el Chocó biogeográ�co, Gentry
(1986) y Langendoen (1991) encontraron más de 250 especies diferentes en solo
una hectárea, tanto en Tutunendo, Chocó, como en el Bajo Calima, Valle del
Cauca, respectivamente. Sin embargo, el talón de Aquiles de tan exuberante
riqueza es el pequeño número de individuos que conforman las poblaciones de
las diferentes especies, lo cual plantea un problema de muestreo difícil de re-
solver. Una estrategia para superar este problema consiste en establecer grupos
ontogénicos o funcionales dentro de condiciones bioclimáticas similares (zonas
de vida, acorde con el concepto de Holdridge (1987)). Aunque los bosques tropi-
cales albergan un enorme número de especies, se sabe existe amplia redundancia
en cuanto a los nichos o funciones que las especies desempeñan en el ecosistema
selvático. Es posible, por tanto, conformar un número de grupos funcionales
signi�cativamente menor que el de las especies. Ante la inalcanzable tarea de
disponer de modelos de crecimiento para cada una de las especies, la ontogenia
por grupos funcionales constituye una alternativa viable para comprender la
dinámica de la selva.

Se presume que mediante la ontogenia es posible entender el crecimiento de
las masas forestales, generando herramientas fundamentales para brindar pau-
tas en la implementación de planes de restauración y manejo sostenible en los
bosques (Pommerening & Muszta, 2016). Los resultados del crecimiento a par-
tir de la modelación surgen al utilizar diferentes herramientas estadísticas, como
las tablas de vida, la regresión lineal y la regresión no lineal. Los modelos no
lineales han permitido desenmascarar comportamientos en la ontogenia de las
especies, por lo que han sido ampliamente adoptados por muchos investigadores
para analizar datos biológicos e incluir resultados estadísticos en sus discusiones
prácticas (Motulsky & Christopoulos, 2003).

Para aportar al conocimiento de los procesos ecológicos en los bosques tropi-
cales, se estudiaron datos de crecimiento diamétrico de los árboles en 21 parcelas
permanentes de investigación (PPI) de una hectárea, ubicadas en un gradiente
ambiental que abarca diferentes zonas de vida en Colombia: en el piso basal
tropical, con temperatura promedio (T) ≥ 24°C se encuentran 8 PPI con pre-
cipitaciones desde 1500 hasta 6000 mm anuales y 3 PPI con precipitaciones
desde 700 hasta 2000 mm anuales; en el piso premontano (18°C ≤ T < 24°C),
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1 PPI con precipitaciones entre 1100 y 1200 mm; en el piso montano bajo
(T>12°C), 9 PPI, con precipitaciones entre 1000 y 2000 mm. En dichas PPI
se identi�caron 700 especies. Para de�nir los grupos funcionales, se tuvieron en
cuenta, además de los conocimientos y experiencias adquiridos en el estudio de
la ecología y la silvicultura de los bosques tropicales colombianos, el clima de
los sitios de muestreo, el comportamiento funcional a nivel de taxón (densidad
de madera) y la posición de los árboles adultos en la estructura vertical de los
bosques (estrato), que in�uyen potencialmente en el crecimiento de los árboles
y en el almacenamiento de biomasa.

La estructura diamétrica de todas las especies de árboles en todos los bosques
tropicales primarios es en forma de J invertida (De Liocourt, 1898; Rollet, 1980;
Lamprecht, 1990; Del Valle, 1997; Del Valle & Lema, 1999; DeWalt et al., 2003).
Hay dos razones principales que explican esta circunstancia: i) la curva que ex-
presa el número de árboles por hectárea (N) cuando estos se clasi�can en clases
diamétricas de igual amplitud (usualmente 10 cm), siempre es exponencial neg-
ativa, de la forma: ND = N0e

−kND , donde ND es el número de árboles con
marca de clase diamétrica D (D es el diámetro en centímetros medido a 1.3 m
sobre suelo o sobre los contrafuertes, en caso de haberlos). N0 es el intercepto de
la curva, que corresponde al número de árboles estimado para el diámetro más
pequeño censado (10 cm en este estudio), y k es la tasa intrínseca de cambio de
ND a medida que D aumenta. Esta estructura suele re�ejarse también en las
muestras de cada una de las especies, cuando son lo su�cientemente grandes.
La reducción en el número de individuos cuando aumenta su talla se explica por
la mortalidad debida a la competencia, como sucede en cualquier población; ii)
una razón más sutil para las estructuras en forma de J invertida, que no suele
mencionarse, tiene que ver con el potencial genético de las especies e individuos
para alcanzar grandes diámetros. Existen especies de árboles cuyos individ-
uos más grandes no sobrepasan 50 cm de diámetro sin importar qué tan viejos
sean; por ejemplo, diversas especies del género Cecropia. En consecuencia, la
estructura diamétrica contendrá menos especies, a medida que las clases de D
aumenten. En el extremo derecho de la curva exponencial solo estarán repre-
sentadas las pocas especies que genéticamente pueden alcanzar D gigantescos,
como Anacardium excelsum, del cual se han medido individuos de 270 cm de D,
sin que estos sean necesariamente los más viejos del bosque.

El paso de un árbol desde su estado de plántula hasta su máximo D rep-
resenta una constante lucha por la sobrevivencia, siendo la luz el factor más
determinante en este proceso. La disponibilidad de luz aumenta exponencial-
mente desde el sotobosque hasta el dosel (Shugart, 1984); por tanto, los árboles
que más rápido crezcan en altura (h) durante su juventud (y, consecuentemente
en diámetro, dado que están relacionados alométricamente: h = aDb) acced-
erán a mayores cantidades de luz y tendrán más probabilidad de sobrevivir. Lo
contrario deberá suceder con los árboles con menores tasas de crecimiento. Esto
no es más que una manifestación de la selección natural y la sobrevivencia de
los más aptos, acorde con los postulados de Darwin (1977).
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La reducción exponencial del número de árboles a medida que los diámetros
aumentan, llamada ley de De Liocourt (1898), trae como consecuencia que los
estudios de crecimiento de árboles tropicales basados en PPI hagan uso de la
totalidad de datos de tasas de crecimiento de los árboles más pequeños censados
y pocos datos de los árboles de grandes tallas. Con la excepción de algunos es-
tudios en los que se suprimen de la base de datos las tasas de crecimiento nulas,
negativas o muy altas, en todos los demás estudios examinados por nosotros,
en donde emplean PPI para modelar el crecimiento de árboles tropicales, no
se tiene en cuenta ningún tipo de ponderación de las tasas de crecimiento que
revele la verdadera ontogenia de las especies o grupos de especies (Condit et
al., 1993; Gourlet-Fleury et al., 2000; Yao et al., 2001; Van Mantgem et al.,
2003; Kohyama et al., 2003; Muller-Landau, 2004; Uriarte et al., 2004; Goruley-
Fleury, 2005; Gilbert et al., 2006; Baltzer & Thomas, 2007; Clark et al., 2007;
Feeley et al., 2007; Wunder et al., 2007, 2008; Chi et al., 2015; Dong et al., 2012;
Holzwarth et al., 2015).

Puesto que la ley de De Liocourt y la selección natural predicen que muy
pocos árboles pequeños, con tasas de crecimiento muy bajas sobrevivirán, el
empleo de estos árboles en la modelación del crecimiento estaría produciendo
curvas ontogénicas que tienden a subestimar el D que debieron haber tenido
los árboles de mayores tallas en edades tempranas. La curva de crecimiento
de los árboles de mayores tallas es, de acuerdo con nuestra hipótesis, la curva
de crecimiento más apropiada para representar la especie o grupo funcional de
especies. A medida que los árboles se acercan al dosel (o a sus tallas máximas
cuando no alcanzan el dosel), la luz va dejando de ser un factor limitante para
su crecimiento, incrementándose su probabilidad de sobrevivencia. Numerosas
investigaciones dan cuenta de que, en efecto, los árboles con menores tasas de
crecimiento tienen mayor probabilidad de muerte (Thomas & Weiner, 1989;
Vanclay, 1994; Gourlet-Fleury, 2005; Chao et al., 2008; Vanoni et al., 2016;
Leksungnoen et al., 2017; Wu et al., 2017). Estos resultados han sido incorpo-
rados en curvas de mortalidad (Aikman & Watkinson, 1980; Chao et al., 2008).
Sin embargo, hasta donde sabemos, los resultados de mortalidad nunca se han
incorporado en las funciones de crecimiento de D = f(t) donde t es la edad en
años.

A partir de las anteriores consideraciones, surgen varios interrogantes: ¾cómo
incorporar la dinámica descrita en un modelo de crecimiento de árboles o gru-
pos funcionales de árboles tropicales?, ¾hay diferencias en las curvas crecimiento
obtenidas a partir de la base de datos cruda, sin ningún tipo de ponderación, y
la base de datos ponderada? Si así fuera, ¾las curvas ajustadas a partir de los
datos sin ponderar subestiman o sobreestiman la edad de los árboles? Nuestra
hipótesis es que el ajuste usual de las curvas de crecimiento de árboles tropi-
cales, es decir, el que hace uso de las bases de datos crudos, sin ningún tipo de
ponderación, da lugar a curvas que subestiman el crecimiento de los individuos
que alcanzarán los estados �nales, sobreestimando, en consecuencia, la edad de
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tales individuos. Por eso, nuestro aporte más imprtante es proponer una forma
diferente de modelar los datos de crecimiento de árboles, incorporando a ellos
valores de sobrevivencia individual y posteriormente ajustar los modelos.

Este estudio tiene como objetivo proponer un procedimiento de ponderación
a los datos de crecimiento, y evaluar el desempeño del modelo de Von Berta-
lan�y con datos sin ponderación y con ponderación. Además, evaluar mediante
diferentes medidas de bondad de ajuste, el modelo y desempeño de los diferentes
parámetros considerados en la ecuación.

0.1 Marco teórico

La aplicación del método cientí�co se considera una guía fundamental que lleva a
entender diferentes fenómenos (Rencher & Bruce, 2008). Cuando los fenómenos
se relacionan con variables que de una u otra manera aportan a su explicación,
se establece un vínculo entre variables predictoras o explicativas, x1, x2,. . . ,xk,
y la variable dependiente o respuesta, y, Las variables independientes son va-
riables controladas o no aleatorias, mientras que la variable dependiente sí es
aleatoria. Para encontrar dicho vínculo, se busca relacionar el valor medio de la
variable respuesta, y, con una función que depende de las variables explicativas,
es decir, y=f(x1, x2,. . . ,xk). Existen características desconocidas que entran a
la función, las cuales se denominan parámetros, θ=(θ0, θ1,. . . ,θk), cuyos valores
son estimados a partir de los datos (Rencher & Bruce, 2008). Si a la relación
anterior se le adiciona el término de error aleatorio, ε, se obtiene un modelo
estadístico paramétrico, con una función f conocida:

f = (x1, x2, . . . , xk; θ) + ε (1)

En los modelos lineales, la función f puede expresarse como una combinación
lineal de los parámetros, con lo cual la anterior expresión se reduce a:

y = β0 + β1x1 + β2x2 + ...+ βkxk + ε (2)

En muchas situaciones los modelos lineales no resultan apropiados para re-
presentar los fenómenos, debido a que el comportamiento de la variable respuesta
no puede expresarse adecuadamente como una combinación lineal de los pará-
metros del modelo, o porque no se cumplen alguno(s) supuesto (s) básicos de los
modelos lineales. En estas situaciones deben proponerse modelos más adecuados
a la situación de estudio (Paine et al., 2012). Por ejemplo, si se quiere explicar
la variable y a partir de variables explicativas x1, x2,. . . ,xk, la función f podría
expresarse mediante un modelo no lineal. La siguiente expresión, por ejemplo,
es un modelo no lineal en el parámetro β2:

y = β0 + β1e
(β2x) + ε (3)

Para la elección del modelo debe tenerse en cuenta el tipo de variable respues-
ta considerada, el contexto en que se trabaja, la experiencia del investigador, así
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como otras consideraciones teóricas para abordar el fenómeno estudiado (Huet
et al., 2004). Para veri�car la linealidad del modelo, basta derivar parcialmente
la función f con respecto a cada parámetro. Si los resultados no dependen de
ningún parámetro, es lineal, en caso contrario, es no lineal.

En diversas áreas de investigación se han utilizado ampliamente modelos no
lineales, permitiendo entender fenómenos mediante la interpretación de los pará-
metros. Los modelos no lineales son de gran utilidad para entender las dinámicas
de la naturaleza (Del Valle, 1986; Poza, 2009; Dos Santos & Porta Nova, 2007;
Oswald et al., 2012; Paine et al., 2012; Pardo et al., 2013; Guarín & Del Valle,
2014). En la mayoría de estudios, han servido para realizar los análisis no solo
en el campo forestal, sino en muchas otras áreas de la investigación, donde los
fenómenos que se pretende explicar requieren modelos no lineales soportados en
una base teórica que permitan una interpretación adecuada de los parámetros;
casos particulares se presentan en biología (Pardo et al., 2013) o en estudios de
relaciones enzimáticas importantes para investigaciones médicas y farmacológi-
cas (Bates & Watts, 1988). Entre los modelos no lineales más utilizados para
explicar el crecimiento en árboles de los bosques nativos se destacan Weibull,
Logístico, Gomperzt, Korf y Von Bertalan�y. Este último es de particular interés
porque sus parámetros son interpretables en términos ecológicos.

0.2 Crecimiento Orgánico

El crecimiento orgánico es un proceso del medio natural que intrínsecamente
viene ligado a cada uno de los organismos vivos de la Tierra (Pommerening
& Muszta, 2016). Diversas teorías han permitido obtener un conocimiento más
profundo de los comportamientos y procesos que hacen a unos organismos más
exitosos que otros. Se han propuesto diferentes modelos no lineales para explicar
diversos fenómenos. Los cuales resultan muy útiles cuando se logra veri�car que
las ecuaciones representan la teoría subyacente. Ello depende de que los pará-
metros sean con�rmados independientemente y que, apoyados en la teoría, se
puedan predecir hechos aún no observados (Von Bertalan�y, 1976; Dos Santos
& Porta Nova, 2007). Diversos autores han de�nido el crecimiento así: �cambio
en el sistema orgánico, el cual se presenta por sí mismo como un incremento en
el tamaño que puede ser medido en longitud, diámetro o peso� (Prodan, 1968);
�el incremento de tamaño con el paso del tiempo� (Bowman et al., 2013); �el
cambio ontogénico de un organismo en masa que ocupa en el espacio� (Paine
et al., 2012); �acción encontrada de procesos anabólicos y catabólicos (síntesis y
descomposición)� (Von Bertalan�y, 1938; Del Valle, 1986; Pardo, 2013).

Existen ecuaciones que consideran formas de crecimiento limitado e ilimita-
do. Esta última situación es rara en la naturaleza (Paine et al., 2012). Para el
caso del crecimiento orgánico vegetal se parte de diferentes supuestos; uno de
los más usuales es que a mayor edad, mayor será su tamaño, lo cual no siempre
resulta cierto. Otro es que los modelos son asintóticos (crecimiento limitado),
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por cuanto los organismos dependen de recursos generalmente escasos para su
crecimiento.

Tasa de Crecimiento Absoluto (TCA)

Para modelar el diámetro (D) de un árbol en un tiempo t (expresado en años) se
utiliza una función F con rango en los reales, continua y estrictamente creciente
en el intervalo [0,∞), que tenga un punto de in�exión y una asíntota superior,
así como una inferior, F representa una función acumulativa de la variable
independiente (D) en un tiempo dado (t):

D(t) = F (t), t ∈ [0,∞) (4)

F es creciente y diferenciable; su primera derivada con respecto a t es f, la
cual es continua y positiva. Esta derivada representa la Tasa de Crecimiento
Absoluto (TCA). Calcular la TCA en datos de crecimiento de árboles sin usar
un modelo, implica disponer de al menos dos mediciones del D de un árbol en
diferentes tiempos. La TCA es la diferencia entre el diámetro �nal (Df ) y el
diámetro inicial (Di) dividida entre la diferencia del tiempo �nal (tf ) y el inicial
(ti), así:

TCA = f(t) = (Df −Di)/(tf − ti) (5)

La TCA representa el cambio en diámetro por unidad de tiempo (cm año−1).
El concepto de TCA es utilizado en diferentes campos de investigación para
describir la rapidez de cambio de un fenómeno en un lapso de tiempo dado.
También se le conoce como tasa instantánea, velocidad instantánea o incremento
corriente anual. El valor máximo de la TCA corresponde al tiempo tI en el que
se llega al punto de in�exión de la función F o D(t). ,(Debido a que la segunda
derivadda de F es cero, existe una región en F donde la TCA es aproximadamente
constante y máxima, por tanto, se puede decir que hay un rango de valores de tI
donde la máxima TCA es prácticamente la misma. Lo anterior es una la razón
por la cual se selecciona un modelo que tenga punto de in�exión (Figura 1).

Tasa de Crecimiento Relativo (TCR (año−1))

Puesto que la TCA depende del tamaño del individuo, resulta inconveniente
usarla en estudios de crecimiento, siendo deseable usar en su lugar una tasa que
no se vea afectada por este factor. La Tasa de Crecimiento Relativo (TCR) es
una medida estandarizada de la capacidad productiva de un organismo, lo que
la hace útil para la comparación de individuos con tamaños (D) diferentes. A
partir de su análisis se obtiene una mejor aproximación al comparar y modelar
el crecimiento (Larocque & Marshall, 1993; Pommerening & Muszta, 2016). Sea
p la función que representa la TCR, en función del tiempo (t). La TCR se de�ne
como:
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Figura 1: Relación entre la función acumulativa F, TCA y TCR. El tiempo tI
corresponde al punto de in�exión de la función acumulativa F, que corresponde
al valor máximo de la TCA.

p(t) = (Df −Di)/((tf − ti)(Di)) = TCA/D (6)

La TCR también es llamada velocidad de crecimiento relativo, tasa instan-
tánea de crecimiento relativa, incremento relativo periódico o tasa media de
crecimiento relativo. En edades tempranas de crecimiento, la TCR es una fun-
ción monótonamente decreciente con valores cercanos a uno (1) para pequeños
valores de t, al incrementarse t, TCR � 0.

Tasas de crecimiento cero y negativas

En las bases de datos de crecimiento del D de las PPI, con frecuencia se en-
cuentran valores nulos e incluso negativos, especialmente en árboles pequeños,
así como también valores excesivamente altos. No existe un consenso sobre el
tratamiento que debe dársele a estos datos. Muchos investigadores eliminan los
crecimientos negativos (Condit et al., 1993; Muller-Landau, 2004; Uriarte et al.,
2004; Gilbert et al., 2006; Wunder et al., 2007, 2008; Dong et al., 2012; Chi et
al., 2015); otros los asumen como cero (Kohyama et al., 2003), los hacen equi-
valer a 0.1 mm año−1 (Feeley et al., 2007) o los asumen como muertos (Baltzer
& Thomas, 2007). Otros autores eliminan además las tasas de crecimiento que
consideran muy altas e improbables, tales como las tasas de crecimiento dia-
métrico superiores a 75 mm anuales (Condit et al., 1993; Uriarte et al., 2004;
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Gilbert et al., 2006; Feeley et al., 2007). Van Mantgem et al., (2003) sustrajeron
de la base de datos los árboles con crecimientos menores de -2 mm y mayores de
10 mm. Sin embargo, algunos autores retienen todas las tasas de crecimiento,
cualquiera sea su magnitud o signo (Gourlet-Fleury et al., 2000; Yao et al., 2001;
Gourlet-Fleury, 2005; Holzwarth et al., 2015).

Si bien parece lógico atribuir los crecimientos negativos a errores de medi-
ción, Pastur et al., (2006) demostraron que esta no es la única causa, pudiendo
presentarse realmente debido a la reducción paulatina del contenido de agua
de los árboles, hasta que �nalmente mueren. Sin embargo, también se ha en-
contrado que árboles con crecimientos mínimos o negativos pueden responder a
incrementos de iluminación, aun después de largos períodos bajo la sombra del
sotobosque (Bellingham & Richardson, 2006).

La posibilidad de que las tasas de crecimiento negativas se deban a errores
de medición no justi�ca per se su eliminación, pues los errores por exceso o
por defecto deberían ser aleatorios. Por tanto, si se miden muchos árboles la
probabilidad de registrar diámetros menores que los reales debería ser igual a
la probabilidad de registrar diámetros mayores que los reales. En consecuencia,
la eliminación de las tasas de crecimiento negativas tendría como efecto sesgar
los resultados hacia tasas de crecimiento mayores que las reales. Por otra parte,
si algunos árboles se contraen por pérdida de agua, dando como resultado tasas
de crecimiento nulas o negativas, también debe ocurrir que algunos árboles se
expandan cuando absorben mucha agua, dando como resultado mayores tasas
de crecimiento que las que tendrían si ello no hubiese ocurrido (Goldstein et al.,
1998; Volland et al., 2011).

Resulta extraño el consenso de varios autores en establecer 75 mm anuales
como umbral superior para las tasas de crecimiento. Aunque tasas superiores a
esta provendrían evidentemente de errores de medición, no se sabe por qué se ha
elegido precisamente dicha cifra. Igualmente podría proponerse que el umbral
fuera 40 mm, porque algunos estudios con anillos de crecimiento anuales en
árboles tropicales demuestran que, aun en el mismo árbol, pueden presentarse
tasas de crecimiento anuales desde cercanas a cero (nunca negativas) hasta de
más de 40 mm año−1 (Inga & del Valle, 2017), cifra que también carecería de
argumentos.

Con el �n de disminuir las posibilidades de sesgo mencionadas anteriormente,
en este estudio se trabaja bajo el supuesto que una opción que parecería, prima
facie, apropiada consiste en excluir todos los valores con tasas de crecimiento
cero o negativas, e igual número de las tasas más altas de crecimiento. Teniendo
en cuenta que la proporción de aquellos valores a extraer no perjudicara la base
de datos �nal, implicando pocos datos para el ajuste.
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0.3 Estado del arte de modelos de crecimiento

El crecimiento de las masas forestales ha sido estudiado de manera formal desde
el �nal del siglo XVIII, cuando en 1795 el forestal alemán Oberförster J. Ch.
Paulsen presentó uno de los primeros modelos básicos poblaciones ampliamente
usado, llamado �tablas de rendimiento� para las especies arbóreas más importan-
tes del distrito de Lippe en Alemania (Assmann, 1970; Lowell & Mitchell 1987;
Pommerening & Muszta, 2016). La escuela británica de análisis de crecimiento
de plantas fue importante en el siglo XIX por la cuanti�cación que realizó del cre-
cimiento de plantas y poblaciones a partir de métodos estadístico-matemáticos.
Entre 1820 y 1840, el también forestal alemán Christian von Seebach introdu-
jo métodos sistemáticos y cientí�cos para estudiar la producción de la especie
arbórea Fagus sylvatica. Algunos métodos e instrumentos para estudiar el cre-
cimiento y volumen de árboles fueron añadidos por M. R. Pressler (1815-1886)
(Assmann, 1970)..

En estudios realizados en el siglo XX, Del Valle (1986) indica lo siguiente
con respecto al análisis e investigación del crecimiento en masas forestales en los
bosques tropicales con el método de PPI: �entre los autores que han empleado
este sistema están: en Asia y la India, Troup (1915), Foggi (1945) y Setten
(1954). En el Africa se conocen estudios de esta naturaleza hechos por Miller
(1952), Osmaton (1956), Key (1969) y Webbs (1964). En América Tropical se
pueden citar los trabajos de Bell (1971), Prince (1973), Vega (1974), Del Valle
(1979), Luna (1981), Jiménez (1984), Del Valle (1985) y Gómez (1985)�. Más
recientemente Poza (2009); Paine et al., (2012); Pardo (2013); Guarín & Del
Valle (2014) e Inga & Del Valle (2017) estudiaron el crecimiento de plantas
usando el modelo de Von Bertalan�y, argumentando que se fundamenta en la
teoría metabólica del crecimiento orgánica, lo que le con�ere una explicación
biológica para interpretar el crecimiento.

0.3.1 Modelo de crecimiento de Von Bertalan�y

Las primeras aproximaciones para explicar el crecimiento orgánico, a través
de una teoría basada en principios biológicos, fueron hechas por el Austriaco
Karl Ludwig von Bertalan�y (Von Bertalan�y, 1938) y fueron presentadas más
adelante en su libro �General system theory�, publicado en 1969 y traducido al
español en 1976 (Von Bertalan�y 1969, 1976). La teoría se basa en la conceptua-
lización de los procesos metabólicos de los organismos, entre ellos el crecimiento,
considerándolos sistemas abiertos, empleando una ecuación de balance, donde
se tiene en cuenta la diferencia entre los procesos de síntesis y los procesos de
descomposición de los materiales constituyentes de los organismos. El modelo
en su forma diferencial aplicado al crecimiento de los árboles expresa que la
TCA, velocidad del crecimiento del D (variable dependiente: dD/dt), es una
función de los procesos de síntesis (fotosíntesis) menos los de descomposición
(respiración) relacionados con el D de los árboles (variable independiente). Si a
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esto se le suman las �uctuaciones aleatorias, se obtiene la siguiente ecuación:

dD

dt
= ηDm − γD + ε (7)

� dD
dt es el crecimiento del diámetro en función del tiempo (cm año−1).

� η y γ son dos parámetros adimensionales del modelo que representan las
constantes del anabolismo y catabolismo, respectivamente.

� m denota la dependencia de la producción con respecto al tamaño (por ley
de alometría). Es un parámetro adimensional que de�ne si la alometría es
positiva (m > 1 ), negativa (m < 1 ) o isometría (m = 1 ).

� ε son �uctuaciones aleatorias no controladas.

La forma integrada de la ecuación 7, que se obtiene a partir de la ecuación de
Bernoulli (Anexo 1), permite estimar el crecimiento de un organismo en función
de su edad, así:

D(t) =
γ

η

( 1
1−m )

(1−Be(−Kt))( 1
1−m ) + ε (8)

Donde:

� D(t) es el diámetro (cm) del árbol en el tiempo t.

� El factor γ
η

( 1
1−m ), cuando t � ∞ representa la asíntota, A, o valor límite

máximo en centímetros que puede tomar la variable dependiente, D.

� B = 1− (D0/A)
1−m

, cuando D0=0, B=1.

� k = (1−m)γ, parámetro relacionado con la tasa de crecimiento (año−1).

� t= edad (años), variable independiente.

� m = parámetro adimensional de forma del que depende el punto de in�e-
xión. En m = 1 la función se indetermina.

Vásquez (1987) explica que el modelo de crecimiento de Von Bertalan�y puede
generalizarse haciendo variable su parámetro m, lo que da lugar a un modelo de
crecimiento �exible. Al reparametrizarse, se tienen casos particulares de otros
modelos de crecimiento, por ejemplo: si m=2, se obtiene la función de crecimien-
to Logística; si m=0, se transforma en Monomolecular o si m=1 es el modelo
de Gompertz. Aunque Poza (2009) a�rma que el modelo de Von Bertalan�y es
una modi�cación del modelo Logístico de Verhulst, en realidad es lo opuesto.
Como 0 < m < ∞. excepto para m = 1 en donde la ecuación se indetermina,
teóricamente el modelo puede potencialmente dar lugar a in�nitas curvas de cre-
cimiento; pero no todas ellas metabólicamente justi�cadas (Kiviste et al., 2002).
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Von Bertalan�y inicio sus estudios aplicando su modelo a datos poblacio-
nales de peces (Chen et al., 1992; Frisk et al., 2001; Pardo et al., 2013) y dejó
explícito en su libro �Teoría general de los sistemas� que el valor del paráme-
tro m �no es un número mágico�, de donde se intuye que este entra como un
parámetro que debe ser estimado en el ajuste. El modelo de Von Bertalan�y se
ha venido implementando en estudios de crecimiento de otros animales (English
et al., 2012; Tjørve & Tjørve, 2010; Lehman & Woodward, 2008) y en árboles
(Richards, 1959; Piennar & Turnbull, 1973; Del Valle, 1986; Poza, 2009; Guarín
& Del Valle, 2014; Inga & Del Valle, 2017).

Según Del Valle (1986), la importancia de utilizar el modelo de Von Ber-
talan�y se basa en: �su versatilidad y generalidad, por cuanto involucra como
casos particulares a la mayoría de las funciones de crecimiento actualmente en
uso en biometría�, además de la ventaja de satisfacer especi�caciones como la
con�rmación de los parámetros por experimentación independiente.

0.3.1.1 Interpretación biológica de los parámetros del modelo de Von

Bertalan�y

El modelo de Von Bertalan�y representa, en términos de crecimiento vegetal,
los procesos encontrados de la fotosíntesis y la respiración. La fotosíntesis está
representada por ηDm, donde η debe ser mayor a cero, m no debería salir del
rango de 0 a 1 y D es el diámetro del árbol. A medida que aumenta D, aumentan
las tasas, pero cada vez a una menor proporción. Grá�camente, la curva de la
fotosíntesis representa una alometría negativa:

Figura 2: Fotosíntesis, alometría negativa

La respiración se expresa como γD, representando una línea recta denomi-
nada isometría, donde γ debe ser mayor de cero. La respiración lineal sugiere
que hay un consumo de carbohidratos estructurales en los árboles (Reich et al.,
2006). Grá�camente se tiene:



13

Figura 3: Respiración, isometría

Por lo tanto, al restar estos dos procesos, se llega a que dD
dt = ηDm − γD,

grá�camente es:

Figura 4: Fotosíntesis-Respiración

Biológicamente para que un organismo experimente crecimiento, debe existir
diferencia positiva al sustraer de la fotosíntesis para cada D la respiración (líneas
verticales rojas), esta diferencia se muestra cuando se gra�can los datos de las
dD
dt en función de los diámetros iniciales de los árboles, así:
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Figura 5: Proceso de crecimiento

La ecuación dD
dt = ηDm−γD resultante, tiene dos puntos de equilibrio cuan-

do se iguala a cero. Por tanto, dDdt = 0 cuando D=0 (primer punto de equilibrio),
y dD

dt = 0 cuando D = (η/γ)1/(1−m), que también representa el diámetro máxi-
mo o asintótico (A, segundo punto de equilibrio, Figura 5).

Lo anterior tiene sentido desde el punto de vista metabólico sólo si η>0.
γ>0 y 0<m<1. Si m>0, η<0 y γ<0, la fotosíntesis sería isométrica y la respi-
ración una alometría positiva, lo cual hasta ahora no se ha sido observado en la
naturaleza. En este caso el modelo sería empírico, �gura 6:
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Figura 6: Proceso sin fundamento en la ecología metabólica

0.3.2 Modelo de crecimiento Logístico

El modelo logístico sigue un comportamiento sigmoidal, lo cual signi�ca que
tiene un componente multiplicativo, representado por una función del tamaño
actual de un organismo y otro componente de crecimiento restante, indicando
que la tasa de crecimiento aumenta hasta un valor máximo antes de llegar a
cero; por tanto, el comportamiento de las tasas de crecimiento se expresa así:

dD

dt
∝ g(D)[h(A)− h(D)] (9)

Donde:

� dD
dt es la TCA.

� g y h son las funciones de tamaño actual y del crecimiento restante, res-
pectivamente.

� D representa el diámetro del individuo.

� A es el límite asintótico del crecimiento.

En la Ecuación 9, cuando g(D) = h(D) = D, la TCA es:

dD

dt
=
k

A
f [A−D] (10)
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Donde k
A , que es la constante de proporcionalidad, k>0 y 0<D<A y f es la

función de vínculo.
La ecuación 10 se resuelve de manera general y se obtiene la ecuación del

modelo logístico:

D(t) = A/(1 + e(−k(t−γ))),−∞ < t < +∞ (11)

Donde Cuando D = A/2 se presenta la máxima tasa de crecimiento. Este es
el punto de in�exión de la ecuación 11, el cual siempre se presenta al 50% del
valor de A, cualquiera que sea el conjunto de datos, lo que le da un comporta-
miento simétrico en forma de campana a la curva dD

dt = f(t) derivada de ella. El
modelo fue obtenido empíricamente para explicar el crecimiento del tamaño de
poblaciones (Seber & Wild, 2003). Nótese que si en la ecuación 8, forma integral
del modelo de Von Bertalan�y, m = 2 se transforma en la logística.

0.3.3 Modelo de crecimiento de Gompertz

El modelo de Gompertz se basa en un modelo propuesto por Benjamín Gom-
pertz en 1825 para riesgos en tablas de vida. Seber & Wild (2003) indican que
fue utilizado por Wright en 1926 y por Medawar en 1940 como modelo para
entender el crecimiento de seres vivos. La desventaja de este modelo radica en
que solo considera dos parámetros, no habiendo un parámetro que modele el
punto de in�exión y permita que la curva sea variable. El punto de in�exión
de este modelo siempre se presenta al 37% de la asíntota (A) (Richard, 1959;
Seber & Wild, 2003) sin que ello pueda ser modi�cado por la estructura de los
datos empleados. Se puede demostrar mediante la regla de L'Hopital que este
es el mismo modelo de Von Bertalan�y cuando m = 1.

Este modelo es útil cuando se estudia el crecimiento de poblaciones cuyo
comportamiento es asimétrico con respecto al punto de in�exión de la curva
sigmoidal. El modelo se expresa como sigue:

dD

dt
= kD[log(A)− log(D)] (12)

Donde: A= asíntota de crecimiento (A>0 ), D= diámetro (variable indepen-
diente) y k : parámetro del modelo.

Este modelo también permite calcular las TCR, con un poco de aritmética.
Dicha tasa presenta un descenso con el logaritmo del tamaño (D). La ecuación
es la siguiente:

D(t) = Ae(−e(−k(t−γ))) (13)

En esta ecuación, el punto de in�exión se presenta cuando D = A/e y el
máximo crecimiento cuando el tiempo t = γ es ∆Dmax = kA/exp().
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0.3.4 Modelo de crecimiento Weibull

Autores como Aguilar (1991) y Pece et al., (2002) han modelado el crecimiento
de plantas, con modelos como los mencionados anteriormente, buscando en todos
los casos, una alternativa para entender los comportamientos de los patrones que
rigen el crecimiento. Usando el método propuesto por Richards (1959), para
construir curvas de crecimiento, puede obtenerse la ecuación más conocida del
modelo Weibull:

D(t) = A− (A− β)e−(kt)δ (14)

donde A, β, δ y k son parámetros del modelo. Haciendo transformaciones a la
ecuación anterior, Ratkowsky en 1983 presenta una versión del modelo Weibull,
mediante la cual pueden encontrarse las TCA:

dD

dt
= δk(A−D)log(A−D(0))/(A−D)

(1−δ)−1

(15)

Donde: A, k, δ son parámetros, D denota el diámetro del individuo.

La desventaja de los modelos Gompertz, logístico y Weibull es que los pará-
metros no tienen interpretación biológica por ser empíricos. Además, los modelos
logístico y de Gompertz tienen puntos de in�exión �jos sin relación alguna con
los datos empleados para el ajuste, debido a que m está �jado como constante.
Por tanto, siguiendo con los distintos desarrollos que existen a la fecha para el
análisis de modelos de crecimiento de árboles, en esta investigación se usará el
modelo de Von Bertalan�y en su forma diferencial, así como la versión relati-
vizada y la transformación logarítmica de la versión relativizada, para lograr
mejores ajustes y evaluar el comportamiento del modelo, aplicándolo a grupos
de árboles nativos de los bosques colombianos con comportamientos ontogénicos
y rasgos evolutivos similares.

0.4 Planteamiento del problema

Para modelar el crecimiento de los árboles tropicales con datos de PPI, ini-
cialmente se ajusta una regresión dD

dt = f(D). Luego, mediante integración, se
obtiene la función D = h(t). Cuando se intenta modelar el crecimiento diamétri-
co de una especie o grupo de especies y estimar su lapso vital y otros atributos
de la población, implícitamente se entiende que se pretende modelar el creci-
miento ontogénico de los árboles que llegan a la adultez y que alcanzan las tallas
más grandes en esa especie o grupo de especies. Es decir que lo que se busca
es modelar el crecimiento de aquellos individuos que han logrado sobrevivir al
pasar desde plántulas hasta grandes árboles, que son justamente los que repre-
sentan las características ontogénicas de la especie o grupo de especies, y no
el crecimiento de los individuos que murieron sin alcanzar esos estadios. Esto,
sin embargo, no es lo que usualmente ocurre en la modelación, dado que en el
ajuste se utiliza la totalidad de los datos, con igual ponderación, sin tener en
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cuenta que muchos de los datos correspondientes a las clases diamétricas infe-
riores sesgan la regresión.

La estructura diamétrica de una especie o grupo de especies se re�eja en
el número de observaciones que conforman cada clase diamétrica, siendo mu-
cho más abundantes las observaciones en las clases diamétricas pequeñas (v. gr.
10-20) que en las grandes (v. gr. 40-50). En consecuencia, los modelos ajusta-
dos subestiman el comportamiento del verdadero grupo objetivo, siendo nuestro
aporte más importante proponer una forma diferente de modelar los datos de
crecimiento de árboles, incorporando a ellos valores de sobrevivencia individual
y posteriormente ajustar los modelos, de tal manera que no subestimen el cre-
cimiento.

Este problema se solucionaría si para el ajuste del modelo dD
dt = f(D), se

tuviera en cuenta únicamente la información de los árboles que sobrevivirán
hasta la adultez y alcanzarán grandes tallas. No obstante, no se tiene certeza
acerca de cuáles son los árboles pequeños que lograrán pasar a las clases diamé-
tricas mayores. Sin embargo, la mayoría de los autores reportan que los árboles
con menores tasas de crecimiento tienen mayores probabilidades de morir entre
censos sucesivos (Vanclay, 1994; Gourlet-Fleury, 2005; Chao et al., 2008). Con-
secuentemente, los árboles que presentan mayores tasas de crecimiento tienen
mayores probabilidades de sobrevivir.

En este estudio se establece como hipótesis que el empleo de todos los indi-
viduos produce curvas de crecimiento de D = f(t) en las que los valores medios
de D son inferiores a los valores esperados de diámetro de los árboles de grandes
dimensiones. Es decir, que tales curvas subestiman su crecimiento. Por tanto, no
deberían emplearse la misma ponderación para los datos de todos los árboles.
El aspecto crucial consiste en determinar cuántos y cuáles árboles seleccionar
de las clases de D inferiores para modelar el crecimiento, pero también en la
determinación del umbral de clase de D a partir del cual deben emplearse las
tasas de crecimiento de todos los árboles para modelar su crecimiento.

0.5 Consideraciones ecológicas

En esta sección se presentan, desde el punto de vista ecológico, algunos interro-
gantes asociados con la modelación del crecimiento de los árboles de los bosques
tropicales, producto de la acumulación de experiencias de los autores y del inten-
to de estructurar un procedimiento riguroso para tratar los datos de crecimiento,
a partir de la modelación y predicción de las dinámicas de los bosques tropicales.

Diversos investigadores han encontrado que la luz (irradiancia) es el factor
más importante para el crecimiento de los árboles, tanto para especies helió�tas
como para especies tolerantes (Park, 1992; Turner, 2004; Montagnini y Jordan
2005; Chao et al., 2008; Lüttge, 2008; Günter et al., 2011; Rüger et al., 2012).
Desde el sotobosque, donde la iluminación promedio es cercana a 0.5% de la
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radiación incidente, hasta el dosel donde alcanza 100%, la iluminación y la foto-
síntesis aumentan exponencialmente (Shugart, 1984; Wadsworth, 2000; Lowman
y Ricker, 2004; Montagnini y Jordan, 2005; Lüttge, 2008).

Los árboles que por constitución genética y/o por ventajas ambientales avan-
zan en altura desde el sotobosque hacia el dosel, y superan a sus vecinos más
cercanos, van alcanzando incrementos exponenciales en iluminación y en foto-
síntesis hasta cuando llegan al dosel, o se acercan a su altura máxima, en caso de
no ser especies del dosel. A partir de allí, la luz no suele ser un factor importan-
te para su mortalidad. Los árboles con menores tasas de crecimiento en altura
tienden a recibir menos luz y a presentar menores tasas de crecimiento en D y
mayores tasas de mortalidad (Vanclay, 1994; Gourlet-Fleury, 2005; Chao et al.,
2008). Pareciera, entonces, que la clase diamétrica a partir de la cual la altura
de los árboles les permite acercarse al dosel (o a sus alturas máximas en especies
que no alcanzan el dosel) sería la clave para determinar hasta donde aplicar el
tratamiento de ponderación y luego ajustar los modelos de crecimiento. En los
bosques tropicales, la altura del dosel varía entre 25 y 35 m (Park, 1992; Wads-
worth, 2000; Turner, 2004; Stork y Turton, 2008; Lüttge, 2008), lo que sugiere
Wadsworth (2000) una altura promedio del dosel de unos 30 m, aunque algunos
árboles emergentes pueden hasta duplicar esta altura.

0.5.1 Umbral para alcanzar el dosel del bosque

Este umbral representa la altura �y por consiguiente, el diámetro� a partir de
la cual los árboles no tienen competencia por un factor limitante como la luz
solar. La estimación de este umbral respondería una de las preguntas planteadas
en nuestra hipótesis, aportando elementos para la modelación de los individuos
que llegan a la edad adulta y alcanzan las máximas tallas. Todos los individuos
que superen dicho umbral habrían de ser tenidos en cuenta en la modelación del
crecimiento, puesto que ya han alcanzado el estado descrito.

0.5.2 Aproximaciones para relacionar el diámetro y la al-
tura de los árboles

Diversos investigadores han estimado la altura (H ) en función del D para es-
pecies de los bosques tropicales mediante diferentes modelos, siendo la función
alométrica la más empleada: H = aDb, donde a y b son parámetros del modelo.
No obstante, existen considerables diferencias al usar diferentes modelos para
estimar la H de una especie en función del D, a continuación se muestran algu-
nos ejemplos. Schöngart (2008) empleó la función hiperbólica H = bD/(D+ e),
donde b y e son parámetros del modelo, para estimar la altura de árboles de
bosques de Várzea de la Amazonia central. Sus resultados mostraron que para
diámetros D=70 cm ninguna de las doce especies reportadas en dicho estudio
alcanza 30 m de altura, ni aun especies emergentes con diámetros asintóticos
promedio de 156 cm. Olivera (2009) obtuvo resultados similares para bosques
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amazónicos de tierra �rme, empleando el mismo modelo. Para árboles tropicales
del sur de China, Fang & Bayley (1998) ensayaron 31 relaciones H versus D.
La función asintótica que obtuvo los mejores resultados estima alturas de 23 m
para árboles con D=40 cm. Cole & Ewel (2006) encontraron relaciones lineales
entre D y H con pendiente no diferente de la unidad hasta aproximadamente
30 m de altura para tres especies tropicales. En la Guayana francesa, Sterck &
Bongers (1998), emplearon el modelo asintótico de Mitcherlich para la relación
H versus D. Los árboles con D=40 cm se encontraban ya muy cerca de la altura
asintótica, que varió entre 31.3 y 40.5 m. Nebel & Meilby (2005) emplearon
este mismo modelo para estudiar la relación H versus D en ocho especies de
la Amazonia peruana. Entre las especies que llegaban o superaban el dosel se
encontró que para D=40 cm, H varió entre 22 y 30 m y las asíntotas entre 31 y
47 m. O'Brien et al. (1995), en Barro Colorado, Panamá, ajustaron relaciones
alométricas H = f(D) para ocho especies, de las cuales siete llegaban al dosel o
lo superaban. Para diámetros de 40 cm estimaron alturas entre 27 y 30 m. Rich
et al., (1986) veri�caron el cumplimento de la teoría de la similitud elástica,
D = aH(3/2), en árboles de bosques húmedos tropicales de Costa Rica, encon-
trando la ecuación log10D = −2.42+1.43log10H, con ambas variables expresadas
en metros. Esta ecuación estima para H=26.4 m, D=0.40 m. En la literatura
consultada existe poca información sobre las especies del subdosel. En la teo-
ría de la dinámica de los bosques, Shugart (1984) y Bugmann (2001) emplean
una relación H�D basada en el polinomio cuadrático H = 137 + b2D − b3D2,
donde H se expresa en metros, D en centímetros y 137 es la altura en centí-
metros a la cual midieron el diámetro; además b2 = (Hmáx. − 137)/Dmáx y
b3 = (Hmáx�137)/D2

máx, Hmáx es la altura máxima y Dmáx el diámetro asintó-
tico. Para emplear este modelo se requiere conocer o estimar aproximadamente
tanto Hmáx como Dmáx que para la mayoría de las especies se desconocen, por
lo que su uso no es práctico.

Con resultados tan diversos surgen preguntas como ¾cuál relación H�D debe
emplearse para estimar el diámetro al cual los árboles de los bosques tropicales
alcanzan el dosel? ¾Cuáles relaciones H�D emplear para las especies emergentes
del dosel y cuáles para las del subdosel? Del Valle (2003) calculó la relación
alométrica H = aDb para alrededor de 100 especies encontradas en el muestreo
de los bosques tropicales húmedos del Pací�co colombiano. Usando una muestra
de 1940 observaciones, logró un ajuste con r2 = 0.852. El modelo ajustado en
su forma linealizada se expresa así:

ln(H) = 1.471 + 0.531ln(D) (16)

Invirtiendo la alometría anterior (Ecuación 16), para �nes del presente estudio,
se estima que el diámetro de los árboles que alcanzan el dosel (30 m) es D≈38
cm. En cuanto a las especies del subdosel, el cual �uctúa entre 21 y 26 m, se
estima que los individuos que alcanzan la máxima altura se ubican en la clase
diamétrica entre 20 y 30 cm. Estos criterios son tenidos en cuenta posteriormente
para desarrollar realizar la proyección de mortalidad de los individuos.
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0.6 Introducción

La información sobre el crecimiento de los árboles es fundamental para entender
su ecología y brindar pautas para la implementación de los programas de recu-
peración de sitios sin cobertura vegetal (Phillips & Brienen, 2017). Sin embargo,
la información que alimenta los modelos de crecimiento es difícil de obtener da-
da la longevidad y el gran tamaño de los árboles; adicionalmente, la enorme
riqueza de especies de árboles y la variedad de ambientes donde crecen, produ-
cen una gran variación en las tasas de crecimiento tanto a nivel inter como intra
especí�co. Por estas razones el análisis del crecimiento de los árboles representa
un enorme desafío para los ecólogos (Bowman et al., 2013).

Algunas variables inherentes a las especies, tales como la longevidad, el sitio
donde crecen y el tamaño máximo, son reportadas como determinantes de su
crecimiento, pero también los son factores relacionados con la estructura del
bosque como la densidad de árboles por unidad de área (Korning & Balslev,
1994; Sande et al., 2015). Se tiene, pues, que el crecimiento de los arboles está
determinado por factores de diversa índole: biológicos, espaciales y temporales.

Sin embargo, cuando se quiere modelar el crecimiento individual, se tienen
datos de campo de un pequeño número de individuos de las especies, lo cual plan-
tea un problema de muestreo difícil de resolver. En este trabajo, se afrontó este
problema estableciendo grupos funcionales dentro de condiciones bioclimáticas
similares (zonas bioclimáticas, acorde con el concepto de Holdridge (1987)). Se
conformó un número de grupos funcionales signi�cativamente menor que el de
las especies, atenuando un poco la tarea de disponer de modelos de crecimiento
para cada especie de árboles. Esta estrategia es similar a la seguida por autores
como Gourlet Fleury et al., (2005) y Chi et al., (2015), quienes se apoyaron
en la ontogenia por grupos funcionales como una alternativa para modelar el
crecimiento de árboles tropicales.

Variables como zona bioclimática, densidad de madera y tamaño máximo que
alcanzan las especies se tuvieron en cuenta para de�nir varios grupos ontogénicos
(37 en total). El objetivo fue ajustar un modelo no lineal, tomando como variable
respuesta las tasas de crecimiento absoluto (TCA o dD/dt) y como variable
predictora el diámetro (D), y se evaluaron los supuestos subyacentes. El modelo
no lineal utilizado fue el de Von Bertalan�y en su forma absoluta, relativa y
aplicando transformación logarítmica a la forma relativa. Adicionalmente, se
tuvieron en cuenta algunas restricciones a los parámetros, para que tuvieran
interpretación biológica y buen ajuste estadístico

0.7 Materiales y Métodos

La información empleada en el presente estudio consiste en pares de valores
(TCA, D), provenientes de árboles de 700 especies identi�cadas al menos hasta
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género, distribuidas en 21 PPI de 1 ha cada una. Las PPI son puntos de mues-
treo con área �jas, establecidas mediante muestreos probabilísticos en diferentes
departamentos de Colombia, que aún albergan bosques naturales: Antioquia,
Chocó, Atlántico, Magdalena, Cesar, Tolima, Quindío y Caldas. Cada parcela
se censó en dos únicas ocasiones, mediante medición de los D con cintas diamé-
tricas (0.1 cm de precisión), teniendo como límite de muestreo todos los árboles
con D ≥ 10 cm. La medición se hizo aproximadamente a 1.3 m sobre el suelo
o sobre los contrafuertes o deformaciones cuando existían. Al momento de la
primera medición, se usó pintura para marcar el punto exacto en que esta se
realizaba y en así asegurar que en la segunda medición se hiciera en el mismo
punto.

De�nición de grupos ontogénicos

Para la selección de grupos se tuvo en cuenta el desarrollo evolutivo de los indi-
viduos, haciendo converger características que permitieran reunir sus historias
de vida. En particular, se tuvieron en cuenta tres criterios:

� Zona bioclimática

� Densidad de madera

� Estrato, esto es, la altura que los árboles adultos alcanzan dentro del
bosque.

1. Zona bioclimática. Por la poca cantidad de datos disponibles en bmh-T, y
dada la similitud en precipitación y temperatura con el bh-T, estas dos zonas de
vida se agruparon en una sola categoría o zona bioclimática. Para las otras tres
zonas de vida incluidas en el estudio, además de representar condiciones más
contrastantes, se contó con su�ciente información, por lo que se mantuvieron
como categorías individuales. De esta manera, resultaron 4 zonas bioclimáticas:

i) bh-T y bmh-T (bosque húmedo tropical y bosque muy húmedo trop-
ical)

ii) bs-T (bosque seco tropical)

iii) bh-PM (bosque húmedo premontano)

iv) bh-MB (bosque húmedo montano bajo).

La Tabla 1 resume algunas de las características de las PPI, por zona bio-
climática.

2. Densidad de la Madera. Dentro de cada una de las zonas bioclimáticas,
las especies se clasi�caron en cuatro clases de densidad básica de la madera (ρ):

i) ρ ≤ 0.4
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Cuadro 1: Información de los datos utilizados en el estudio
Grupo de Zona
bioclimática

Cantidad de
parcelas de 1

ha

Departamentos Cantidad de
especies de-
terminadas

N° de árboles

bh-T y bmh-T1 8
Antioquia, Chocó y

Santander
371 3187

bh-MB2 9
Antioquia, Caldas.
Tolima y Quindío.

225 5663

bs-T3 3 Bolívar y Cesar 64 1159
bh-PM4 1 Antioquia 44 793

1bh-T y bmh-T: bosque húmedo tropical y bosque muy húmedo tropical.2 bh-MB: bosque

húmedo montano bajo. 3bs-T: bosque seco tropical. 4 bh-PM: bosque húmedo premontano.

ii) 0.4 < ρ ≤ 0.6

iii) 0.6 < ρ ≤ 0.8

iv) ρ > 0.8

3. Estrato. Las especies dentro de cada uno de los 16 grupos resultantes de com-
binar los criterios de zona bioclimática y densidad de la madera, se clasi�caron
a su vez en tres categorías, con base en la altura máxima (H ) que alcanzan los
árboles adultos, así:

i) emergentes: H ≥ 35 m

ii) dosel: 25 m ≤ H < 35 m

iii) subdosel: 15 m ≤ H < 25 m

Tras conformar los grupos ontogénicos, cada una de las especies (o géneros) se
sometió a una revisión exhaustiva de literatura y de criterio experto, para de-
terminar si debía seguir dentro del grupo asignado o si, por el contrario, debía
pasar a otro grupo ontogénico.

De los 48 grupos ontogénicos que teóricamente podrían conformarse en vir-
tud de los tres criterios mencionado (zona bioclimática, densidad de la madera
y estrato), solo resultaron 37, puesto que los 11 grupos restantes tenían muy
pocas observaciones (o incluso ninguna). La Tabla 2 muestra los 37 grupos
seleccionados para la modelación.
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Cuadro 2: Resumen de los grupos ontogénicos
Grupo ontogénico Zonas de Vida Densidad (gr/cm3) Estrato

G1 bh-T y bmh-T ρ≤0.4 Emergentes
G2 bh-T y bmh-T ρ≤0.4 Dosel
G3 bh-T y bmh-T ρ≤0.4 Subdosel
G4 bh-T y bmh-T 0.4<ρ≤0.6 Emergentes
G5 bh-T y bmh-T 0.4<ρ≤0.6 Dosel
G6 bh-T y bmh-T 0.4<ρ≤0.6 Subdosel
G7 bh-T y bmh-T 0.6<ρ≤0.8 Emergentes
G8 bh-T y bmh-T 0.6<ρ≤0.8 Dosel
G9 bh-T y bmh-T 0.6<ρ≤0.8 Subdosel
G10 bh-T y bmh-T ρ>0.8 Emergentes
G11 bh-T y bmh-T ρ>0.8 Dosel
G12 bh-T y bmh-T ρ>0.8 Subdosel
G13 bs-T ρ≤0.4 Emergentes
G14 bs-T ρ≤0.4 Dosel
G15 bs-T ρ≤0.4 Subdosel
G16 bs-T 0.4<ρ≤0.6 Emergentes
G17 bs-T 0.4<ρ≤0.6 Dosel
G18 bs-T 0.4<ρ≤0.6 Subdosel
G19 bs-T 0.6<ρ≤0.8 Dosel
G20 bs-T 0.6<ρ≤0.8 Subdosel
G21 bs-T ρ>0.8 Emergentes
G22 bs-T ρ>0.8 Dosel
G23 bs-T ρ>0.8 Subdosel
G24 bh-PM 0.4<ρ≤0.6 Dosel
G25 bh-PM 0.4<ρ≤0.6 Subdosel
G26 bh-PM 0.6<ρ≤0.8 Dosel
G27 bh-PM 0.6<ρ≤0.8 Subdosel
G28 bh-PM ρ>0.8 Subdosel
G29 bh-MB ρ≤0.4 Dosel
G30 bh-MB ρ≤0.4 Subdosel
G31 bh-MB 0.4<ρ≤0.6 Emergentes
G32 bh-MB 0.4<ρ≤0.6 Dosel
G33 bh-MB 0.4<ρ≤0.6 Subdosel
G34 bh-MB 0.6<ρ≤0.8 Dosel
G35 bh-MB 0.6<ρ≤0.8 Subdosel
G36 bh-MB ρ>0.8 Emergentes
G37 bh-MB ρ>0.8 Subdosel

Para �nes de la validación independiente, antes de iniciar la modelación, se
extrajeron 258 pares de observaciones (dDdt , D) de la base de datos, correspon-
dientes a árboles con: 20 cm < D <40 cm y con dD

dt > 0.5 cm año−1.

A cada uno de los 37 grupos relacionados en la Tabla 2 se le ajustó el modelo



26

diferencial de Von Bertalan�y:

dD

dt
= ηDm − γD + ε (17)

Asimismo, se ajustaron los modelos que surgen de su transformación en ta-
sas relativas:( 1

D )(dDdt ) = f(D) y en tasas logarítmicas relativas ln(( 1
D )(dDdt )) =

ln(f(D)), veri�cando en cada paso el ajuste de los modelos y el cumplimiento
de los supuestos de la regresión.

El buen ajuste de los modelos no lineales depende en gran parte de aspectos:
i) La elección de un modelo que recoja adecuadamente la relación exhibida por
los datos; para ello el conocimiento experto es muy importante. ii) La adecua-
da elección de valores paramétricos iniciales, que permita la convergencia de la
suma de los errores cuadráticos hacia un mínimo absoluto; para ello suele ser
muy útil la información de estudios previos.

Para la búsqueda de los estimadores paramétricos iniciales, se emplearon
técnicas tales como �tanteo� y �rejillas�. El método de tanteo consiste en asignar
valores iniciales que se consideran plausibles para cada parámetro. La convergen-
cia usando el método de tanteo depende de conocimientos previos del fenómeno
para asignar valores iniciales de partida basados en estudios previos. Por lo
tanto, diferentes juegos de parámetros iniciales se asignaron de estudios realiza-
dos por Del Valle (1986), Gourlet-Fleury & Houllier (2000) e Inga & Del Valle
(2016), pero en todos los casos los resultados fueron de no convergencia, utili-
zando el algoritmo de Gauss-Newton (GN) y otros que vienen implementados
en la función nls() del paquete estadístico R (R Core Team, 2017), tales como
�port� y �plinear�. Para las rejillas se elige un rango de posibles valores de los
parámetros; el algoritmo elige el conjunto de parámetros que minimiza la suma
de cuadrados residuales (Ritz & Streibig, 2008).

En el presente estudio, surgieron inconvenientes para llegar a resultados de
convergencia exitosa utilizando el paquete estadístico R, los primeros resulta-
dos que convergieron a una solución se obtuvieron mediante el procedimiento
NLIN del paquete estadístico SAS (SAS Institute Inc, 2003), con el algoritmo
Levenberg-Marquardt (LM), que combina los algoritmos de �descenso rápido� y
�Gauss-Newton�. Para el G1, las estimaciones paramétricas del modelo de Von
Bertalan�y obtenidas en SAS, mediante el algoritmo LM, fueron las siguientes
y sirvieron como valores de partida para la mayoría de ajustes en los grupos
(η = 2.28, m = 0.41, γ = 0.09). Los valores paramétricos anteriores, se usaron
como valores de inicio en el ajuste de la regresión, pero esta vez con el paquete
minpack.lm y la función nlsLM() que usa el algoritmo LM (Timur et al., 2016).
Se encontró en la mayoría de casos la convergencia para el resto de grupos on-
togénicos.

En algunos casos, los valores estimados de los parámetros que correspondie-
ron a diámetros asintóticos (A), no estuvieron acorde a la realidad biológica.
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Una alternativa para obtener estimaciones de los diámetros asintóticos que co-
rrespondan con valores biológicamente aceptables consistió en disminuir la sen-
sibilidad del modelo, restringiendo el parámetro que representa la A. Shi�ey &
Brand (1984) y Brewer et al., (1985) utilizaron este método en bosques templa-
dos, �jando A como el valor más alto de la muestra.

Se esperaría que, tras el ajuste de la Ecuación 17, los resultados de los es-
timadores paramétricos de A y m fueran interpretables, y que se cumplieran
los supuestos de la regresión; no obstante, en el presente estudio, esto no suce-
dió. Si no se hubieran encontraron las anteriores di�cultades, se hubiera optado
por ajustar el siguiente modelo: (( 1

D )(dDdt )) = ηD(m−1) − γ, donde ( 1
D )(dDdt )

representa la tasa de crecimiento relativa (TCR, versión relativizada de Ber-
talan�y). Si aún no se satis�cieran los supuestos de la regresión, se ajusta-
ría el modelo anterior con transformación logarítmica a la versión relativizada:
ln(( 1

D )(dDdt )) = ln(ηD(m−1) − γ).

Puesto que en el presente estudio, al ajustar la Ecuación 17, ni se satis�cie-
ron los supuestos de la regresión, ni se obtuvieron estimaciones interpretables
de los parámetros, se optó por ajustar un modelo modi�cado, acorde con la
propuesta de Del Valle (1986), quien utilizó la técnica de asíntota conocida, que
consistió en modi�car el modelo de Von Bertalan�y, despejando a γ de la ex-
presión A = (η/γ)(1/(1−m)) y luego reemplazarlo en la Ecuación 17, obteniendo
el modelo representado por la Ecuación 18, que se expresa en términos de tres
parámetros (η, m y A).

Al ajustar el modelo de Von Bertalan�y con base en esta estrategia, deberían
obtenerse estimaciones paramétricas con interpretación biológica. Con ayuda de
criterio experto, se limitó el rango de los posibles valores de los parámetros (η,
m y A). Se ajustó el modelo para cada uno de los grupos ontogénicos, usando el
algoritmo LM de la función nlsLM() (Timur et al., 2016), implementada en R
(R Core Team, 2017). Del Valle (1986) e Inga & Del Valle (2017) encontraron
resultados más consistentes con la realidad biológica, pero los ajustes siguen
siendo insatisfactorios .

dD

dt
= η(Dm −D(Am−1)) (18)

Cuando los supuestos de la regresión no se cumplieron y la e�ciencia del
modelo fue baja (debido a la alta dispersión que existente en los datos), se usó
la versión relativizada del modelo de Von Bertalan�y, el cual se obtiene al dividir
ambos lados de la Ecuación 18, por D, dando lugar a la Tasa de Crecimiento
Relativo (TCR):

(
1

D
)(
dD

dt
) = η(Dm−1 −Am−1) (19)



28

En los casos en los que no se cumplieron los supuestos de la regresión, se
aplicó la transformación logarítmica a la Ecuación 19, resultando la Ecuación
20. Esta fue ajustada con la función nlsLM(), mostrando mejores resultados
en cuanto al cumplimiento de los supuestos de normalidad de los errores y
homogeneidad de varianzas (Tabla 5).

ln((
1

D
)(
dD

dt
)) = ln(η) + ln(Dm−1 −A(m−1)) (20)

Donde ln es la función logaritmo natural. Para ajustar la Ecuación 20, se
modi�có la variable TCA sumándole una constante positiva (C = - mínimo
valor + 0.1) a las TCA, a �n de evitar las indeterminaciones que resultarían de
calcular logaritmos con TCA ≤ 0 (Gourlet-Fleury et al., 2005).

Para efectos de la autovalidación se utilizaron las pruebas de Kolmogórov-
Smirnov (normalidad) y Breusch-Pagan (homogeneidad de varianzas), debido a
que es la más recomendada en la literatura revisada (Inga y del Valle, 2017).
La independencia de los errores podría no satisfacerse en estudios en los que
se usaran sucesivas tasas de crecimiento para un mismo individuo. En estudios
como el presente, donde se toma una única tasa de crecimiento por individuo, la
independencia se da por descontada. También se calculó la e�ciencia del modelo
(EM ) (Vanclay (1994) (Ecuación 21), consistente en evaluar el desempeño rela-
tivo del modelo. Valores cercanos a 0 indican muy bajo desempeño del modelo,
mientras que valores cercanos a uno indican un desempeño deseable:

EM = 1−
∑

(yi − ŷi)2∑
(yi − yi)2

(21)

Donde yi, ȳi, y ŷi representan el i-ésimo valor observado, el valor promedio
y el i-ésimo valor estimado respectivamente.

0.8 Resultados

Ajuste de la base de datos sin ponderación

La �gura 7 re�eja el patrón de asociación entre la TCA y el Di típicamente
encontrado en los diferentes grupos ontogénicos. Se destaca el gran número de
individuos en las clases diamétricas inferiores, así como la alta variabilidad de
sus tasas de crecimiento.



29

Figura 7: Diagrama de dispersión entre diámetro (Di) y Tasa de Crecimiento
Absoluto (TCA)

Para todos los grupos ontogénicos se inició la modelación de la TCA con la
ecuación de Von Bertalan�y en su forma diferencial (Ecuación 17), que considera
los parámetros η, m y γ. Debido a la alta dispersión, los ajustes fueron bastante
bajos y erráticos, no coincidiendo siquiera en la concavidad entre grupos on-
togénicos (�gura 8). En adición, se obtuvieron estimaciones de los parámetros
que carecían de interpretación biológica, tales como valores negativos del pa-
rámetro m y, en algunos casos, la sobreestimación o subestimación del punto
de equilibrio o diámetro asintótico, A = (η/γ)(1/(1−m)), dando lugar a desvia-
ciones exageradas de los valores esperados en algunos grupos ontogénicos para
los cuales se conocía, por literatura o por criterio experto, su valor aproximado.
Así, por ejemplo, para grupos ontogénicos del subdosel que no deberían superar
valores asintóticos de A≈80 cm, se obtuvieron valores de A=200 cm.
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Figura 8: Curvas ajustadas del modelo de Von Bertalan�y para los datos de D
y TCA (cm año−1), para 9 grupos ontogénicos.

En la Figura 9 se muestran los resultados de las curvas ajustadas utilizando
el método de asíntota conocida (Ecuación 18). El valor asintótico del diámetro
(A) está en el extremo �nal de la curva ajustada, donde se corta el eje x en
sus valores superiores. Las curvas ajustadas para los grupos 1 y 3 del dosel y
subdosel, respectivamente, son más consistentes que los resultados mostrados
en la Figura 8.
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Figura 9: Modelo ajustado de Von Bertalan�y. con parámetros η, m y A. para
la relación entre TCA (cm año−1) y Di (cm), en 9 grupos ontogénicos.

Aquí se rati�ca lo indicado anteriormente. Con este modelo no se logró una
mejor satisfacción del supuesto de homogeneidad de varianza. En casi todos los
grupos se rechaza la normalidad de los residuales. La siguiente tabla presenta
el resumen de los estimadores paramétricos y valores de autovalidación para el
modelo de la Ecuación 18.
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Cuadro 3: Estimadores paramétricos y autovalidación de los modelos para cada
grupo ontogénico. Ecuación 18

Grupo ontogénico η m A K-S B-P EM
G1 5.92 0.96 179 0.00 0.81 0.12
G2 40.16 -0.80 28 0.00 0.16 0.01
G3 4.03 0.70 46 0.00 0.63 0.01
G4 1.40 0.63 238 0.00 0.33 0.08
G5 3.30 0.26 119 0.00 0.94 0.00
G6 1.78 0.59 92 0.00 0.76 0.01
G7 3.54 0.34 124 0.00 0.30 0.03
G8 2.46 0.32 118 0.00 1.00 0.00
G9 55.29 -1.03 28 0.00 0.07 0.05
G10 2.27 0.29 518 0.00 0.70 0.01
G11 298.35 -2.17 11 0.02 0.00 0.28
G12 1.98 0.79 66 0.00 0.77 0.02
G13 1.29 0.61 696 0.00 0.68 0.08
G14 72.94 -1.09 22 0.00 0.23 0.02
G15 1006.52 -2.24 16 0.00 0.35 0.06
G16 10.26 -0.48 23 0.35 0.00 0.37
G17 8.49 -0.38 23 0.03 0.42 0.11
G18 4.00 0.94 71 0.00 0.82 0.04
G19 62411.77 -4.05 12 0.00 0.26 0.15
G20 2.02 0.18 266 0.00 0.96 0.12
G21 88.05 -1.15 23 0.00 0.55 0.02
G22 1.78 0.88 118 0.00 0.83 0.08
G23 24895.87 -3.77 13 0.01 0.51 0.17
G24 1.23 0.47 218 0.00 0.66 0.05
G25 2.85 0.94 75 0.89 0.96 0.09
G26 2.85 0.06 94 0.00 0.66 0.05
G27 1.88 0.95 460 0.00 0.78 0.17
G28 0.89 0.79 141 0.00 0.04 0.04
G29 2.81 0.22 150 0.00 0.68 0.01
G30 2.84 0.21 1588 0.00 0.28 0.01
G31 3.64 -0.03 93 0.00 0.81 0.03
G32 3.69 0.07 237 0.00 0.27 0.00
G33 1.43 0.71 100 0.00 0.14 0.03
G34 1.97 0.42 113 0.00 0.86 0.02
G35 1.58 0.74 104 0.00 0.84 0.03
G36 3.61 0.97 102 0.00 0.45 0.04
G37 1.52 0.49 83 0.00 0.52 0.04

K-S: Kolmogorov Smirnov. B-P: Breuch y Pagan. EM: E�ciencia del modelo

Las estimaciones de los tres parámetros considerados en la Ecuación 19,
estuvieron condicionadas para que se movieran en un rango biológicamente co-
herente. La relativización del modelo reduce la dispersión, propiciando mejores
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ajustes (Figura 10). Los estimadores paramétricos obtenidos con la función nl-
sLM() se utilizaron como valores de partida para ajustar nuevamente el modelo
con la función nls(), con lo cual se mejoraron los ajustes.

Figura 10: Ajuste de la ecuación 19 para la relación entre TCR (año−1) y Di,
en 9 grupos ontogénicos.

La Tabla 4 muestra los resultados de los estimadores paramétricos y los
valores de autovalidación del modelo representado por la Ecuación 19.



34

Cuadro 4: Estimadores paramétricos y autovalidación de los modelos para cada
grupo ontogénico, Ecuación 19

Grupo ontogénico η m A K-S B-P -EM
G1 3.00 0.90 160.00 0.00 0.64 0.11
G2 3.00 0.36 130.00 0.00 0.18 -0.01
G3 3.00 0.67 65.47 0.00 0.67 0.00
G4 1.61 0.84 160.00 0.00 0.25 0.08
G5 3.00 0.32 108.70 0.00 0.94 0.00
G6 3.00 0.35 80.00 0.00 0.60 0.00
G7 3.00 0.39 130.00 0.00 0.28 0.03
G8 2.13 0.42 103.85 0.00 0.99 0.00
G9 3.00 0.35 58.76 0.00 0.04 0.04
G10 1.94 0.42 160.00 0.00 0.59 0.01
G11 1.96 0.33 112.03 0.01 0.69 0.00
G12 3.00 0.26 77.87 0.00 0.15 0.05
G13 3.00 0.95 160.00 0.00 0.60 0.15
G14 3.00 0.31 130.00 0.00 0.07 -0.02
G15 1.62 0.85 80.00 0.00 0.94 -0.07
G16 3.00 0.94 160.00 0.01 0.01 0.16
G17 3.00 0.94 130.00 0.07 0.19 0.05
G18 1.72 0.82 80.00 0.00 0.84 0.04
G19 1.82 0.52 130.00 0.00 0.97 -0.03
G20 3.00 0.94 80.00 0.00 0.17 0.01
G21 1.35 0.72 160.00 0.27 0.33 0.06
G22 1.86 0.90 130.00 0.00 0.06 0.14
G23 3.00 0.19 60.47 0.00 0.30 0.04
G24 1.10 0.63 130.00 0.00 0.44 0.05
G25 1.78 0.88 80.00 0.89 0.97 0.09
G26 1.28 0.79 130.00 0.00 0.73 0.04
G27 3.00 0.94 80.00 0.05 0.48 0.28
G28 3.00 0.95 80.00 0.00 0.09 -0.06
G29 1.48 0.84 130.00 0.01 0.01 0.07
G30 1.97 0.58 80.00 0.00 0.12 -0.03
G31 1.87 0.39 160.00 0.00 0.72 0.01
G32 2.76 0.23 130.00 0.00 0.43 0.00
G33 3.00 0.93 80.00 0.00 0.00 0.04
G34 2.26 0.32 123.50 0.00 0.83 0.02
G35 3.00 0.92 80.00 0.00 0.07 0.03
G36 2.39 0.08 160.00 0.39 0.46 0.05
G37 1.48 0.52 80.00 0.00 0.18 0.01

K-S: Kolmogorov SmirnovShapiro Wilk, B-P Breuch y Pagan, EM E�ciencia del modelo

Para mejorar el cumplimiento de los supuestos, se ajustó la transformación
logarítmica del modelo relativizado de Von Bertalan�y, el cual se presenta en la
Ecuación 20.
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Cuadro 5: Estimadores paramétricos y autovalidación de los modelos para cada
grupo ontogénico, Ecuación 20

Grupo ontogénico η m A K-S B-P EM
G1 0.17 0.87 190.00 0.08 0.54 0.49
G2 0.27 0.30 130.00 0.00 0.70 0.23
G3 0.27 0.52 51.67 0.00 0.56 0.24
G4 0.11 0.78 190.00 0.08 0.41 0.27
G5 0.29 0.20 130.00 0.00 1.00 0.32
G6 0.22 0.42 80.00 0.00 0.68 0.35
G7 0.50 0.03 190.00 0.01 0.12 0.51
G8 0.17 0.43 101.90 0.00 0.78 0.35
G9 0.48 0.00 80.00 0.00 0.02 0.48
G10 0.20 0.31 190.00 0.00 0.74 0.40
G11 0.20 0.29 124.10 0.03 0.81 0.46
G12 0.26 0.26 80.00 0.08 0.32 0.56
G13 1.90 0.99 190.00 0.46 0.66 0.21
G14 0.13 0.71 130.00 0.00 0.01 0.23
G15 0.13 0.74 80.00 0.06 0.65 0.35
G16 3.00 1.00 190.00 0.45 0.58 0.31
G17 0.14 0.78 130.00 0.31 0.08 0.30
G18 0.17 0.85 80.00 0.57 0.83 0.31
G19 0.15 0.55 130.00 0.06 0.51 0.19
G20 3.00 1.00 80.00 0.04 0.44 0.35
G21 0.15 0.47 190.00 0.01 0.97 0.29
G22 0.19 0.91 130.00 0.00 0.53 0.22
G23 0.38 0.00 80.00 0.06 0.32 0.52
G24 0.10 0.68 130.00 0.00 0.94 0.28
G25 0.31 0.95 80.00 0.00 0.59 0.33
G26 0.13 0.86 130.00 0.27 0.19 0.28
G27 3.00 1.00 80.00 0.39 0.93 -0.10
G28 2.97 1.00 80.00 0.02 0.05 0.47
G29 0.17 0.88 103.81 0.16 0.07 0.40
G30 0.16 0.66 80.00 0.00 0.00 0.28
G31 0.18 0.33 190.00 0.67 0.78 0.48
G32 0.25 0.21 130.00 0.01 0.42 0.46
G33 0.14 0.82 100.00 0.00 0.00 0.25
G34 0.24 0.22 130.00 0.01 0.26 0.52
G35 0.14 0.76 100.00 0.08 0.00 0.30
G36 0.24 0.06 190.00 0.98 0.27 0.84
G37 0.16 0.40 85.94 0.16 0.03 0.50

K-S: Kolmogorov Smirnov, B-P Breuch y Pagan, EM E�ciencia del modelo

La aplicación de la transformación logarítmica permitió concentrar la rela-
ción entra la TCR y el D, dando lugar a mejores ajustes en la mayoría de los
grupos (Figura 11).
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Figura 11: Ajuste del modelo relativizado de Von Bertalan�y con transformación
logarítmica para la relación entre el logaritmo natural de la TCR (año−1) y el
D (cm), en diferentes grupos ontogénicos.

0.9 Discusión

La relación entre las TCA y los D exhibe, al menos por lo encontrado en este
estudio, una dispersión tan grande que difícilmente podría ser adecuadamente
explicada mediante algún modelo estadístico. En este caso, el modelo de Von
Bertalan�y no solamente falla en brindar un buen ajuste en cuanto a porcentaje
de explicación, sino que tampoco logra satisfacer los supuestos. En adición, las
estimaciones de los parámetros no tienen signi�cado biológico.

Los estimadores paramétricos de A en la Ecuación 18 restringen la predicción
del crecimiento de los grupos de especies. Este problema ya ha sido reportado
anteriormente (Zhang, 1997), quien a�rma que con el uso de regresión no lineal,
la asíntota es menos estable, dando lugar a valores paramétricos no razonables
biológicamente, especialmente cuando no hay su�cientes datos en las clases dia-
métricas superiores; por tanto, condicionar el valor asintótico de la ecuación de
Von Bertalan�y resulta más conveniente para llegar a resultados coherente con
los fenómenos biológicos. Al aplicar la propuesta de asíntota conocida de Del
Valle (1986), aunque se obtienen estimaciones con signi�cado biológico, los ajus-
tes siguen siendo igualmente pobres y se mantiene asimismo el incumplimiento
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de los supuestos del modelo.

Al trabajar con las TCR, aunque se observa un patrón de asociación más
concentrado con los D, aún no se logra una modelación satisfactoria de dicha
relación. En particular, el modelo relativizado de Von Bertalan�y, con un nivel
de signi�cancia del 5%, exhibe bajos porcentajes de explicación de la variabili-
dad y desviaciones muy signi�cativas del supuesto de normalidad de los errores
(valores p < 0.05).

Cuando se aplica transformación logarítmica a las TCR y se ajusta el mo-
delo relativizado de Von Bertalan�y para relacionar el logaritmo de las TCR
con el diámetro, se obtienen resultados más satisfactorios para la mayoría de
grupos ontogénicos, tanto en el cumplimiento de supuestos del modelo como en
lo referente a la e�ciencia y esto se evidenció a través de valores del Criterio de
información de Akaike (AIC). Estos resultados coinciden con los encontrados
por Inga y del Valle (2017)..
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0.10 Introducción

El estudio del crecimiento de árboles tropicales ha sido un tema de interés global
para entender más profundamente las dinámicas de los bosques tropicales. Los
gradientes ambientales y la alta diversidad de especies con diferencias marcadas
en el crecimiento, son factores que impiden el óptimo desempeño de modelos
para predecir las dinámicas en los bosques (Gourlet Fleury et al., 2005, Chi et
al., 2015). A pesar de los esfuerzos por avanzar en el tema, existen caracterís-
ticas ontogénicas que aún siguen desconocidas. Algunas características como el
tamaño del individuo, sus tasas de crecimiento y rasgos funcionales como la den-
sidad de la madera, han sido estudiadas y son variables importantes que ayudan
a entender la verdadera ontogenia de los individuos y, por tanto, a modelar de
una manera más adecuada su crecimiento (Chao et al., 2008; Paine et al., 2012).

Para modelar el crecimiento de los árboles existen variables muy importantes
que deben ser consideradas. Por un lado, la densidad de la madera es un rasgo
muy importante en el estudio del crecimiento de los árboles forestales tropica-
les. Numerosas investigaciones han demostrado que la mortalidad correlaciona
negativamente tanto con las tasas de crecimiento como con la densidad de la
madera (Muller-Landau, 2004; King et al., 2006; Osunkoya et al., 2007; Chao et
al., 2008; Kraft et al., 2010; Wright et al., 2010; Rüger et al., 2012). Luego, al
comparar entre especies, a mayor densidad, el crecimiento de los árboles es más
lento, pero aumenta su sobrevivencia. Varios autores reportan mayores tasas de
mortalidad en árboles con crecimientos negativos, seguidos por aquellos con cre-
cimiento cero y luego por los de menores tasas de crecimientos (Vanclay, 1994;
Pacala et al., 1996; Gourley-Fleury, 2000; Van Mantgem et al., 2003; Muller-
Landau, 2004; Chao et al., 2008; Holzwarth et al., 2015). Lang & Knight (1983)
indican que las tasas de mortalidad se incrementan cuando los árboles presentan
tasas de crecimiento inferiores a 0.1 cm·año−1. No obstante, Osunkoya et al.,
(2007) reportan lo opuesto. También existe mortalidad episódica, como la que
se presenta cuando caen árboles grandes debido a causas naturales o antrópicas
que matan numerosos árboles pequeños. Esta no se tomará en consideración por
la di�cultad que habría para su modelación.

Adicional a lo anterior, es importante conocer en qué momento los organis-
mos pueden experimentar TCA lentas, rápidas o cercanas a cero. Los árboles en
sus etapas juveniles y seniles suelen tener TCA menores que en la adultez. La
forma sigmoidal de la curva que suele usarse para describir la relación D = f(t)
re�eja este fenómeno. Por tanto, una TCA alta podría ser atípica o extrema pa-
ra árboles con D pequeños o muy grandes, pero no para árboles con diámetros
intermedios. Puesto que los árboles son muy longevos, hasta ahora ninguna PPI
en el trópico, ni aun las que se han censado durante más de 30 años, ha regis-
trado las tasas de crecimiento y de mortalidad de especies de árboles tropicales
individuales durante su lapso vital, que suele superar los cien años (Chambers
et al., 1998; Lieberman & Lieberman, 1987; Laurance et al., 2004). Esto solo se
ha logrado empleando anillos de crecimiento anuales (Schöngart, 2008; Worbes
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et al., 2004).

Para expresar adecuadamente el desarrollo ontogénico de un grupo de es-
pecies, resulta promisorio detectar en la base de datos, aquellos individuos que
tienen menor probabilidad de sobrevivir y aquellos con mayor probabilidad de
sobrevivencia, porque son estos últimos los que tienen más peso al momento de
ajustar un modelo de crecimiento y representarían adecuadamente el crecimien-
to del grupo de árboles que sobreviven durante su desarrollo y llegan a la adultez.

Las anteriores particularidades del crecimiento arbóreo, hacen necesario te-
ner en cuenta aspectos como la mortalidad para modelar el crecimiento y, por
tanto, ponderar cada observación antes de ajustar un modelo. El objetivo de es-
te capítulo fue diseñar una propuesta de ponderación a cada observación acorde
con la teoría del crecimiento orgánico. Luego usar la propuesta como variable
explicativa en un modelo de regresión ponderado. Encontrar los estimadores
paramétricos que dan lugar a un modelo ajustado, para predir adecuadamente
el crecimiento de los árboles en el trópico.

0.11 Materiales y métodos

Como un primer paso para la ponderación de los datos, se consideraron los tres
estratos de altura de�nidos en el Capítulo II, esto es, emergentes, dosel y sub-
dosel. Para cada uno de tales estratos, se analizaron las TCA correspondientes
a clases diamétricas homogéneas, teniendo en cuenta que las TCA dependen del
diámetro. Así, para los árboles de subdosel se agruparon las TCA correspon-
dientes a las clases diamétricas de 10 a 20 cm y de 20 a 30 cm; para los árboles
del dosel y emergentes se consideraron las anteriores clases diamétricas, más
una adicional de 30 a 38 cm. En cada una de estas clases diamétricas, las TCA
mostraron una distribución simétrica. Partiendo del supuesto de que los errores
son aleatorios, originándose probablemente en fallas mecánicas y/o humanas en
las mediciones, se esperaría una distribución aproximadamente normal para los
mismos, con tantos errores por exceso como por defecto.

En tal sentido, la consideración de que las TCA menores o iguales a cero son
erróneas implica que habría un igual número de tasas erróneas por exceso. En
consecuencia, en el presente estudio, se realizó una depuración previa de la base
de datos, consistente en extraer todas las TCA menores e iguales a cero y un
igual número de las mayores TCA.

Teniendo en cuenta que la luz es la mayor limitante en el crecimiento (Prado
Junior et al., 2016), se considera que la probabilidad de que un árbol muera
disminuye una vez alcanzado el dosel (100% de luminosidad). Por tanto, los
árboles adultos que superaron restricciones por luz, hacen parte de la población
objetivo. Para ponderar esos árboles, se decidió aplicar probabilidad de sobrevi-
vencia 1 a los que ya hubieran alcanzado el límite superior de su correspondiente
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estrato, esto es, a los árboles emergentes y del dosel con diámetros superiores
a 38 cm (altura estimada de 30 m) y a los árboles del subdosel con diámetro
mayor de 19.4 cm (altura estimada de 26 m).

Seguidamente, se empleó la metodología propuesta por Chao et al., (2008),
quienes predicen la mortalidad individual, durante un período de tiempo entre
censos de 4.6 años, con base en un modelo logístico que usa el D, la densidad
básica de madera (ρ) y la TCR como variables predictoras. La probabilidad de
que un árbol muera, P(Y = 1), se estima con base en el siguiente modelo:

P (Y = 1 D, ρ, TCR) = 1/(1− e−(−1.03−1.87(ρ)−0.95[ln(TCR+1]+1.97D2)) (22)

Donde:

� P : Probabilidad de que un árbol muera durante un período de 4.6 años.

� ρi: Densidad básica de la madera de la especie i (g·cm−3).

� ln: función logaritmo natural.

� TCR: Tasa de crecimiento relativo (año−1)

� D : Diámetro en m2 a 1.3 m.

Phillips et al., (2004) muestran que las tasas de mortalidad decrecen a medida
que aumentan los años entre censos; es decir, los valores de tasas de mortalidad
son mayores si la remedición es cada 2 que si es cada 5 años, por tanto, es nece-
sario estandarizar las probabilidades de muerte. Lewis et al., (2004) proponen
la siguiente corrección para estandarizar la probabilidad condicional P hallada
en la Ecuación 22:

Pcorregida = P (t0.08) (23)

Donde t es el tiempo intercensos (4.6 años para el estudio de Chao et al.,
(2008) y para el presente estudio t es variable de acuerdo al lapso de medición
de las parcelas); t es la diferencia entre los dos tiempos (inicial y �nal) de medi-
ción t = tf − ti. Pcorregida se emplea para obtener las tasas de mortalidad anual
estandarizadas (TMAE ).

Luego de tener las TMAE o Pcorregida es necesario estimar los años tr reque-
ridos por las diversas especies o grupos de especies avancen desde las sucesivas
marcas de clase hasta el diámetro umbral donde no compite por la luz solar (en
este estudio ese diámetro umbral es D = 19.4 cm para las especies del subdosel y
D = 38 cm para las especies del dosel o emergentes). Los valores tr requeridos se
obtuvieron de modelos de crecimiento de árboles tropicales basados en anillos
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de crecimiento anuales. Tales modelos son altamente con�ables, dado que no
están afectados por tasas de crecimiento negativas, por errores burdos de me-
dición (se miden con precisión de 0.01 a 0.001 cm), ni por la mortalidad, pues
todos los árboles han sobrevivido desde varias décadas hasta centurias. Schön-
gart (2008) presenta modelos matemáticos de crecimiento con base en anillos
anuales durante todo el lapso vital de especies pertenecientes virtualmente a
todos los grupos ecológicos de los bosques tropicales que alcanzan el dosel y con
densidades de madera desde 0.23 g.cm−3 hasta 0.940 g.cm−3. En este estudio
empleamos tales modelos para estimar el número de tr usando la ecuación de
crecimiento de Schöngart (2008):

D = A/[1 + (b/t)c] (24)

Donde b y c son constantes especí�cas, A es el diámetro asintótico y t denota
el tiempo: Despejando t de la Ecuación 24, se tiene:

ta = b[(A/D)�1]− 1/c (25)

Donde ta es una estimación de la edad actual del individuo y Da es el diá-
metro actual del individuo.

tl = b[(A/Di)�1]− 1/c (26)

Donde tl es la edad a la cual el individuo estaría libre de competencia por
la luz solar y por consiguiente Dl es el diámetro donde el individuo no compite
por luz.

Cuadro 6: Valores de densidad de madera (ρ) para especies de diferentes estratos
del bosque y estimadores paramétricos (A, b y c) de la Ecuación 24 propuesta
por Schöngart (2008).

Especie ρ(g·cm3) A (cm) b c
Ficus insipida 0.36 119.57 18.49 1.30
Luehea cymulosa 0.48 86.58 37.23 1.58
Pouteria elegans 0.73 121.17 128.78 1.86
Piranhea trifoliata 0.83 129.37 197.89 1.38

Luego de tener los tr estimados para cada individuo, es necesario proyectar
la probabilidad de muerte de los individuos perteneciente a un grupo ontogénico
particular, con determinadas tasas de crecimiento, densidad de madera y D ini-
cial, durante el periodo de tr años requerido para pasar desde la clase diamétrica
en que se encuentra hasta la clase diamétrica en la cual el grupo ontogénico al-
canza su altura máxima. En este punto, calculamos la probabilidad de muerte
de un individuo durante un periodo de t años (Pt), usando la fórmula de Shugart
(1984):

Pt = 1− (1− Pcorregida)tr ≈ 1− e−Pcorregida(tr) (27)
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En resumen, para obtener la ponderación de cada individuo, se parte de la es-
timación de la probabilidad de muerte corregida por el descenso de la mortalidad
a medida que pasan los años (Pcorregida). Luego, se calcula la probabilidad de
muerte estandarizada (Pt), según el tiempo entre cada medición. Finalmente, se
obtiene su complemento, 1=Pt que representa la probabilidad de sobrevivencia
de cada árbol (Prob sobrevivenvia), la cual se usa como factor de ponderación
para el ajuste de los modelos de regresión no lineal ponderada.

0.11.1 Factor de corrección logarítmico (FCL)

Buscando satisfacer los supuestos de los modelos ajustados, se aplicó la trans-
formación logarítmica, acorde con lo presentado en la Ecuación 20, pero dicho
ajuste genera un sesgo estadístico. Este sesgo fue estudiado por Satoo & Madg-
wick (1982) y argumentan que el ajuste del modelo logarítmico (Ecuación 20)
se hace a partir del cálculo de medias geométricas, produciendo un sesgo siste-
mático en las estimaciones.

Diversos investigadores coinciden en que una forma parsimoniosa de llegar
a la corrección de los sesgos, consiste en adicionar a la Ecuación 20 ajustada
un factor de corrección logarítmico (FCL), calculado a partir del error estándar
estimado en el ajuste de regresión (Baskerville, 1972; Sprugel, 1983; Satoo &
Madgwick, 1982; Zapata et al., 2001, Inga & Del Valle, 2017)

El FCL es útil para remover los sesgos sistemáticos en estudios de creci-
miento basados en relaciones logarítmicas, donde el sesgo aumenta a medida
que aumenta el tamaño del individuo muestreado (Baskerville, 1972). Otras
propuestas de corrección del sesgo logarítmico son explicadas más detallada-
mente por Satoo & Madgwick (1982). Zapata et al. (2001) estudiaron cuatro
propuestas existentes en la literatura para determinar la más apropiada en el
ámbito forestal. Encontraron que el FCL permite corregir el sesgo para obtener
el modelo insesgado. El FCL se obtiene con base en el error estándar residual
o equivalentemente la suma de cuadrado residual, la varianza o el deviance del
modelo logarítmico ajustado. En este estudio, el FCL se calculó a partir del
deviance del modelo ajustado dividido n-p, así :

FCL = CME/2 = (
deviance(modelo)

n− p
)/2 (28)

El FCL se suma solamente al término ln(η) (que es un número constante
después de reemplazar el estimador de η) sobre los modelos ajustados con la
Ecuación 20 que fueron seleccionados como mejores.
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0.11.2 Autovalidación

La evaluación de los supuestos subyacentes al modelo de regresión es un punto
clave en el trabajo de modelación para garantizar que el modelo represente ver-
daderamente la realidad y que no tenga inconsistencias internas (Vancaly, 1994;
Torres, 2004; Ritz & Streibig, 2008). Esto permite utilizarlos posteriormente
para tomar decisiones (Dos Santos & Porta Nova, 2007). Para veri�car dichos
supuestos pueden usarse evidencias grá�cas (la curva de regresión ajustada debe
recoger adecuadamente la relación exhibida por los datos, los grá�cos de resi-
duales no deben mostrar ningún patrón), así como pruebas estadísticas formales
para veri�car la normalidad de los errores, la homogeneidad de varianzas y, en
general, el desempeño del modelo (Vanclay, 1994). Con el �n de evaluar la e�-
ciencia de los modelos (EM ) ajustados, se recurre a la autovalidación, una de
las herramientas más ampliamente utilizadas para lograr dicho propósito (Alder,
1980; Seber & Wild, 2003; Ritz & Streibig, 2008). La autovalidación se realiza
con base en la misma información muestral utilizada para ajustar el modelo,
donde todos los estimadores estadísticos se basan en los residuales del modelo
ajustado (Alder, 1980).

Para efectos de la autovalidación se utilizaron las pruebas de Kolmogorov-
Smirnov (normalidad) y Breusch-Pagan (homogeneidad de varianzas). La inde-
pendencia de los errores podría no satisfacerse en estudios en los que se usaran
sucesivas tasas de crecimiento para un mismo individuo. En estudios como el
presente, donde se toma una única tasa de crecimiento por individuo, la inde-
pendencia se da por descontada. También se calculó la e�ciencia del modelo
(EM ) (Vanclay, (1994), Ecuación 29), consistente en evaluar el desempeño rela-
tivo del modelo. Valores cercanos a 0 indican muy bajo desempeño del modelo,
mientras que valores cercanos a uno indican un desempeño deseable.

EM = 1−
∑

(yi − ŷi)2∑
(yi − yi)2

(29)

Donde yi, ȳi, y ŷi representan el i-ésimo valor observado, el valor promedio
y el i-ésimo valor estimado, respectivamente. La Ecuación 29 únicamente fue
usada para estimar la EM en los modelos donde se ajustaron las regresiones no
lineales con datos sin ponderación (Capítulo II). En los modelos de regresión no
lineal ponderada, la EM fue calculada multiplicando cada uno de los términos
de la suma de cuadrados residual por el correspondiente factor de ponderación
(FPi) del i-ésimo individuo, el cual se calcula así:

FPi =
Prob.sobrevivencia∑
Prob.sobrevivenciai

∗ n (30)

Donde Probsobervivenciai es la probabilidad estimada de sobrevivencia pa-
ra el i-ésimo individuo, usando la metodología descrita anteriormente; n es el
número de observaciones.
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Para evaluar la satisfacción de los supuestos de normalidad y homogeneidad
de varianza, se aplicó la técnica Bootstrap (Efron & Tibshirani, 1994), con
10,000 remuestreos. Cada remuestreo consistió en una muestra con remplazo de
tamaño igual al de la base de datos usada para ajustar el modelo, en la cual
cada observación tenía una probabilidad de ser elegida igual a su probabilidad
de sobrevivencia. Para cada muestra bootstrap se ajustó el modelo de regresión,
se obtuvieron los residuales y se calcularon las pruebas Shapiro-Wilk y Breusch-
Pagan sobre los residuales ponderados. Finalmente se obtuvieron los valores p
promedio de las 10,000 ejecuciones.

0.11.3 Validación independiente

Para la validación independiente se reservaron aleatoriamente algunas observa-
ciones de cada grupo, cuando el número de datos era su�ciente para ajustar un
modelo. Estos datos se seleccionaron de tal manera que cumplieran con algu-
nos criterios para hacer la validación: i) observaciones con tasas de crecimiento
mayores a 0.5 cm año−1; ii) observaciones que no estuvieran en las clases diamé-
tricas inferiores, puesto que habría poco interés en validar datos donde morirán
muchos árboles; iii) observaciones que no estuvieran en clases diamétricas su-
periores, por la escasez natural de registros en esas clases diamétricas.

En consecuencia, para la validación independiente se extrajeron aleatoria-
mente algunas observaciones que cumplieran con los tres criterios anteriores, es
decir, que correspondieran a las clases diamétricas intermedias.

Para cada uno de los dos modelos ajustados por grupo ontogénico: uno sin
ponderar las observaciones y otro con observaciones ponderadas, se realizaron
pruebas t de dos colas (cuando se cumplió la normalidad de los errores), median-
te las cuales se compararon las tasas medias de los valores reales registrados con
las tasas medias estimadas por los correspondientes modelos, usando un nivel
de signi�cancia del 5%. En los casos en que el supuesto de normalidad no se
cumplió, la validación de los grupos se hizo con la prueba de Mann-Whitney o
Wilcoxon.

0.12 Resultados

Para cada uno de los 37 grupos ontogénicos, se ajustaron tres modelos de Von
Bertalan�y que relacionan el crecimiento diamétrico con el diámetro: M1: mo-
delo que relaciona la TCA con D (Ecuación 18); M2: modelo que relaciona la
TCR con D (Ecuación 19); M3: modelo que relaciona el logaritmo natural de
la TCR con D (Ecuación 20). Tales ajustes se realizaron tanto en la forma clá-
sica, es decir, sin aplicar ningún tipo de ponderación a las observaciones, como
aplicando una ponderación a cada observación basada en la probabilidad de su-
pervivencia del individuo (Prob.sobervivenciai) hasta el estado adulto.

Las líneas continuas representan las curvas ajustadas a los datos ponderados
y las líneas discontinuas a los datos sin ponderación. En la Figura 12 se presenta
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Figura 12: Modelo M1 ajustado de Von Bertalan�y para el G1. Línea continua
con datos ponderados y línea discontinua con datos sin ponderar.

los pares de observaciones (TCA y D) del grupo ontogénico G1. Los círculos
negros son observaciones que tuvieron ponderación 1 en el ajuste, mientras que
los grises corresponden a observaciones con ponderación muy cercana a cero.

La Figura 12 ilustra la diferencia en el ajuste del modelo M1, al usar la
propuesta de ponderación. Se espera que el ajuste que tiene en cuenta los pesos
de las observaciones constituya una mejor representación del crecimiento onto-
génico.

Para el grupo ontogénico G1, el uso de la ponderación da lugar a una curva
desplazada hacia arriba, con respecto a la ajustada sin ponderación. Esto apoya
la hipótesis que las curvas ajustadas con los datos crudos están subestimando
el verdadero crecimiento ontogénico de las especies y apoya nuestra propuesta
de proponer una forma diferente de modelar los datos de crecimiento de árbo-
les, incorporando a ellos valores de sobrevivencia individual antes de ajustar los
modelos.

La Figura 13 muestra el ajuste del modelo M2 al grupo ontogénico G1, con
ponderación (línea continua) y sin ella (línea discontinua). El contraste entre
las curvas presentadas en la Figura 12 (M1) y las de la Figura 13 (M2) sugiere
un mejor ajuste para las TCR (M2) que para las TCA (M1).
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Figura 13: Modelo ajustado de Von Bertalan�y en su forma relativizada (M2,
Ecuación 19). Los datos corresponden al G1

Para el caso particular del ajuste presentado en la Figura 13, corresponde
a la curva ajustada de M2, con ponderación y sin ponderación; el resumen de
algunos estadísticos muestran que para el caso del ajuste sin ponderación no se
cumplieron todos los supuestos del análisis de regresión, particularmente la nor-
malidad (p valor < 0.05), pero cuando el mismo modelo (Tabla 7) se ajustó con
los datos ponderados, el supuesto de normalidad se cumplió (p valor = 0.24), la
homogeneidad de varianza tuvo un valor p =0.20 cumpliendo el supuesto y, un
valor considerablemente más alto de la EM, pasando de 0.19 a 0.65.

La Figura 14 presenta las curvas ajustadas con los datos ponderados (línea
continua) y sin ponderación (línea discontinua), para algunos grupos. Se intuye
una correcta elección de la estructura media propuesta es la adecuada, al hacer
el grá�co de la curva ajustada junto con los datos, ésta visualmente debe ajus-
tar adecuadamente los datos y apoyados en los resultados de AIC. Tanto los
estadísticos de resumen del modelo sin ponderación y con ponderación (Tabla
7) sugieren que se cumple el supuesto de homogeneidad de varianza, valores
altos de la EM, aunque no se cumple supuesto de normalidad al ajustar el M3.
Se nota una diferencia en la curva trasladada para el ajuste con datos con pon-
deración, producida por los pesos diferentes en las observaciones. Nuevamente
se refuerza la hipótesis de este estudio.
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Figura 14: Modelo relativizado con transformación logarítmica (M3 Ecuación
20), para diferentes grupos ontogénicos.

Para gra�car la función de crecimiento acumulativa que de�na al tamaño (D)
en función del tiempo (años), (Anexo 1) Se toman los estimadores paramétricos
del mejor modelo para cada grupo, se reemplazan en la Ecuación 8 y se obtiene
la ecuación en su forma integrada. Lo anterior permite estimar D en función
de t. En la Figura 15, puede observarse que el modelo ponderado da lugar a
estimaciones del diámetro en función de la edad, que en general son mayores
que las que proporciona el modelo sin ponderación. Así, por ejemplo, al usar
el modelo ponderado, se estima un diámetro esperado superior a los 150 cm
para los individuos de 40 años, mientras que al usar el modelo sin ponderar
para la misma edad, el diámetro esperado es cercano a los 100 cm. Aunque,
la información de un estudio como el presente, en el que no se conoce la edad
de los individuos, no permite saber cuál de modelos brinda predicciones más
cercanas a la realidad, este hecho está acorde con nuestra hipótesis acerca de
la sobreestimación que producen los modelos de crecimiento sin ponderación.
Para su veri�cación sería necesario contar con estimaciones �dedignas de la
edad de los individuos, tales como las que se obtienen a partir de los anillos de
crecimiento.

Para el caso particular del grupo ontogénico G1, se utilizaron los estimado-
res paramétricos resultantes del modelo M3, el mejor modelo para ese grupo, y
se gra�có la función de crecimiento acumulativa de Von Bertalan�y en su ver-
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sión integrada (Ecuación 8). En simultánea: se suma la corrección por sesgos,
sumando CME/2 al M3 ajustado, para realizar las estimaciones.

Figura 15: Curva ajustadas con los parámetros del modelo 3, con y sin pon-
deración.

Los estimadores paramétricos de los modelos seleccionados (sin y con pon-
deración), para cada uno de los grupos ontogénicos, se usaron para gra�car la
función de crecimiento acumulativa (como el ejemplo de la Figura 15). Los re-
sultados mostraron que al comparar las curvas de crecimiento acumuladas para
los datos con y sin ponderación, el 78% de los modelos ajustados respaldan la
hipótesis planteada en el estudio; es decir, que el ajuste clásico subestima el
crecimiento de los árboles, evidenciando que nuestro aporte más importante en
el estudio, de imputar un valor de sobrevivencia individual a cada dato antes de
ajustar un modelo, parece apropiado. Es importante recordar que el uso de M3
produce estimaciones sesgadas. Para los modelos M3 seleccionados, se aplicó la
propuesta de Zapata et al., (2001), consistente en sumar CME/2 a cada modelo
�nal ajustado.

Sin Pon-

deración

Con Pon-

deración

η m A S-

W

B-

P

EM AIC η m A S-

W

B-

P

EM AIC

G M n Estimadores

paramétri-

cos

Idoneidad_modelos Estimadores

paramétri-

cos

Idoneidad

del

mod-

elo

G1

M1 39 3 0.9 160 0 0.64 0.11 274 3 0.89 160 0 0.63 -

0.04

784

M2 39 0.29 0.91 160 0 0.19 0.19 -

162

2.99 0.99 160 0 0.2 0.65 303
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Sin Pon-

deración

Con Pon-

deración

η m A S-

W

B-

P

EM AIC η m A S-

W

B-

P

EM AIC

M3 39 0.17 0.87 190 0.08 0.54 0.49 102,20.16 0.79 190 0.07 0.53 0.48 605

G2

M1 156 3 0.36 130 0 0.18 -

0.01

985,91.68 0.62 130 0 0.17 0.85 10012

M2 156 0.76 0 130 0 0.06 0.15 -

569

0.75 0 86.3 0 0.07 0.9 8396

M3 156 0.27 0.3 130 0 0.7 0.23 347,30.16 0.58 130 0 0.41 0.74 9492

G3

M1 43 3 0.67 65.5 0 0.67 0 316,63 0.55 41.4 0 0.69 0.98 1432

M2 43 0.92 0 80 0 0.28 0.08 -

107

0.6 0 80 0 0.33 0.98 995

M3 43 0.27 0.52 51.7 0 0.56 0.24 113,30.59 0 70.4 0 0.6 0.92 1303

G4

M1 226 1.61 0.84 160 0 0.25 0.08 1217 1.54 0.81 160 0 0.24 -

0.2

139130

M2 226 0.16 0.83 160 0 0.01 0.17 -

1142

0.2 0.56 160 0 0 0.82 136347

M3 226 0.11 0.78 190 0.08 0.41 0.27 420,90.13 0.65 190 0.05 0.39 0.32 138258

G5

M1 366 3 0.32 108 0 0.94 0 2101 3 0.38 89.9 0 0.94 0.68 382949

M2 366 0.62 0 130 0 0.01 0.15 -

1589

0.73 0 130 0 0 0.95 378472

M3 366 0.29 0.2 130 0 1 0.32 735,90.62 0 118.20 0.46 0.59 381821

G6

M1 328 3 0.35 80 0 0.6 0 2183 3 0.29 80 0 0.63 0.88 86006

M2 328 0.32 0.32 80 0 0.01 0.18 -

1695

0.59 0 80 0 0.01 0.92 81949

M3 328 0.22 0.42 80 0 0.68 0.35 742,70.35 0.21 80 0 0.82 0.83 84903

G7

M1 86 3 0.39 130 0 0.28 0.03 520 3 0.35 130 0 0.28 0.82 6725

M2 86 0.41 0.94 130 0 0.11 0.21 -

336

0.82 0 160 0 0.05 0.9 5776

M3 86 0.5 0.03 190 0.01 0.12 0.51 185,60.64 0 190 0.01 0.08 0.81 6463

G8

M1 299 2.13 0.42 103 0 0.99 0 1599 2.38 0.32 107.50 0.97 0.81 126042

M2 299 0.55 0 130 0 0.02 0.14 -

1404

0.55 0 130 0 0.02 0.94 122602

M3 299 0.17 0.43 101 0 0.78 0.35 519,60.28 0.23 105.70 0.63 0.71 125203

G9

M1 201 3 0.35 58.8 0 0.04 0.04 1002 2.27 0.28 80 0 0.03 0.93 49776

M2 201 0.66 0 51.8 0 0.02 0.27 -

882

0.5 0 68.5 0 0.03 0.98 47667

M3 201 0.48 0 80 0 0.02 0.48 338,70.14 0.51 80 0 0 0.89 49323

G10

M1 115 1.94 0.42 160 0 0.59 0.01 603,31.25 0.66 160 0 0.64 0.15 12765

M2 115 0.21 0.91 130 0 0.03 0.25 -

608

0.25 0.32 160 0 0.02 0.83 11384

M3 115 0.2 0.31 190 0 0.74 0.4 212,90.19 0.36 190 0.01 0.76 0.47 12376

G11

M1 58 1.96 0.33 112 0.01 0.69 0 188,93 0.92 60 0.02 0.35 0.24 4156
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Sin Pon-

deración

Con Pon-

deración

η m A S-

W

B-

P

EM AIC η m A S-

W

B-

P

EM AIC

M2 58 0.45 0 130 0.54 0.02 0.29 -

348

0.56 0 118.40.29 0 0.78 3532

M3 58 0.2 0.29 124 0.03 0.81 0.46 54,8 0.34 0.09 130 0.04 0.82 0.63 4018

G12

M1 77 3 0.26 77.9 0 0.15 0.05 348 3 0.13 98.6 0 0.18 0.88 7348

M2 77 0.27 0.34 65.6 0 0.02 0.34 -

415

0.51 0 67.8 0 0.03 0.94 6547

M3 77 0.26 0.26 80 0.08 0.32 0.56 348 0.2 0.34 80 0.07 0.34 0.89 7190

G13

M1 75 3 0.95 160 0 0.6 0.15 411,72.36 0.55 130 0 0.66 0.42 7581

M2 75 3 1 160 0 0.22 0.1 -

403

0.16 0.74 160 0 0.04 0.8 6675

M3 75 1.9 0.99 190 0.46 0.66 0.21 139,10.41 0.26 150 0.1 0 0.51 7299

G14

M1 202 3 0.31 130 0 0.07 -

0.02

1201 1.72 0.86 130 0 0.05 0.82 73921

M2 202 0.71 0 130 0 0.01 0.16 -

833

0.82 0 130 0 0 0.92 71674

M3 202 0.13 0.71 130 0 0.01 0.23 352,90.15 0.79 130 0 0 0.74 73189

G15

M1 26 1.62 0.85 80 0 0.94 -

0.07

114,53 0.24 69.6 0 0.48 0.19 535

M2 26 0.46 0 80 0 0.29 0.35 -

134

0.73 0 39.6 0.04 0.11 0.29 292

M3 26 0.13 0.74 80 0.06 0.65 0.35 38,610.38 0.08 80 0.03 0.07 0.6 456

G16

M1 33 3 0.94 160 0.01 0.01 0.16 182,13 0.93 160 0.01 0.02 -

0.3

694

M2 33 0.15 0.59 160 0.65 0.18 0.37 -

194

1.18 0.99 160 0.22 0.06 0.75 266

M3 33 3 1 190 0.45 0.58 0.31 57,014 1 190 0.45 0.92 0.46 546

G17

M1 45 3 0.94 130 0.07 0.19 0.05 238,81.81 0.79 130 0.04 0.15 0.05 1951

M2 45 0.62 0 130 0.55 0.08 0.17 -

234

0.8 0 130 0.66 0 0.33 1453

M3 45 0.14 0.78 130 0.31 0.08 0.3 83,240.17 0.66 130 0.15 0.18 0.31 1793

G18

M1 85 1.72 0.82 80 0 0.84 0.04 332,91.86 0.56 80 0 0.69 0.51 6397

M2 85 0.19 0.86 80 0 0.04 0.23 -

526

0.27 0.35 80 0 0 0.71 5493

M3 85 0.17 0.85 80 0.57 0.83 0.31 78,920.18 0.56 80 0.41 0.49 0.62 6150

G19

M1 56 1.82 0.52 130 0 0.97 -

0.03

307,856 0.89 130 0 0.76 0.39 13611

M2 56 0.6 0 130 0 0.27 0.17 -

233

0.93 0 130 0 0.02 0.84 12984

M3 56 0.15 0.55 130 0.06 0.51 0.19 100,44 0.99 130 0.03 0.83 0.79 13350

G20

M1 63 3 0.94 80 0 0.17 0.01 233,23 0.93 80 0 0.18 -

0.2

9198
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Sin Pon-

deración

Con Pon-

deración

η m A S-

W

B-

P

EM AIC η m A S-

W

B-

P

EM AIC

M2 63 0.15 0.57 80 0 0.22 0.3 -

384

0.66 0.98 80 0 0.2 0.8 8488

M3 63 3 1 80 0.04 0.44 0.35 58,254 1 80 0.04 0.63 0.47 8998

G21

M1 39 1.35 0.72 160 0.27 0.33 0.06 182 1.86 0.7 130 0.27 0.69 0.16 1767

M2 39 0.27 0.93 130 0.19 0.06 0.3 -

211

0.19 0.58 160 0.34 0.06 0.78 1317

M3 39 0.15 0.47 190 0.01 0.97 0.29 75,2 0.22 0.44 190 0.01 0.91 0.69 1632

G22

M1 286 1.86 0.9 130 0 0.06 0.14 1088 1.75 0.57 130 0 0.2 0.26 182353

M2 286 0.48 0 130 0 0.33 -

0.08

-

1683

0.59 0 130 0 0 0.29 179402

M3 286 0.19 0.91 130 0 0.53 0.22 227 0.17 0.57 130 0 0.34 0.46 181368

G23

M1 19 3 0.19 60.5 0 0.3 0.04 81 2.22 0.23 80 0 0.32 0.94 109

M2 19 0.55 0 39.4 0 0.24 0.37 -

100

0.3 0.09 80 0 0.3 0.96 -

77

M3 19 0.38 0 80 0.06 0.32 0.52 26,210.19 0.3 80 0.07 0.3 0.94 68

G24

M1 382 1.1 0.63 130 0 0.44 0.05 1236 1.19 0.85 130 0 0.48 0.39 358792

M2 382 0.41 0 130 0 0.03 0.03 -

2455

0.48 0 130 0 0 0.66 354850

M3 382 0.1 0.68 130 0 0.94 0.28 253,70.11 0.74 130 0 0.95 0.62 357651

G25

M1 57 1.78 0.88 80 0.89 0.97 0.09 174,93 0.96 80 0.91 1 0.12 924

M2 57 0.6 0.97 80 0.61 0.06 0.32 -

394

0.16 0.5 80 0.7 0.07 0.87 253

M3 57 0.31 0.95 80 0 0.59 0.33 53,040.27 0.95 80 0 0.48 0.45 793

G26

M1 67 1.28 0.79 130 0 0.73 0.04 309,93 0.95 130 0 0.68 0.62 4692

M2 67 0.54 0 130 0 0.08 0.1 -

373

0.65 0 130 0 0 0.82 3948

M3 67 0.13 0.86 130 0.27 0.19 0.28 94,810.15 0.88 130 0.27 0.15 0.73 4454

G27

M1 28 3 0.94 80 0.05 0.48 0.28 78,533 0.93 80 0.05 0.69 0.43 540

M2 28 1.57 0.99 80 0.17 0.85 -

0.13

-

186

0.85 0.98 80 0.21 0.33 0.16 270

M3 28 3 1 80 0.39 0.93 -

0.1

8,0082.86 0.99 80 0.39 0.46 0.18 466

G28

M1 39 3 0.95 80 0 0.09 -

0.06

113,43 0.95 80 0 0.14 0.52 173

M2 39 0.18 0.37 80 0 0.02 0.44 -

275

0.97 0.99 80 0 0.05 0.93 -

265

M3 39 2.97 1 80 0.02 0.05 0.47 17,884 1 80 0.02 0.08 0.75 80

G29

M1 78 1.48 0.84 130 0.01 0.01 0.07 327 3 0.9 81.310 0.01 0.71 13850

M2 78 0.52 0 130 0.07 0.12 0.21 -

437

0.67 0 130 0.11 0 0.72 13073

M3 78 0.17 0.88 103 0.16 0.07 0.4 103,30.39 0.93 80 0.07 0 0.87 13583
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Sin Pon-

deración

Con Pon-

deración

η m A S-

W

B-

P

EM AIC η m A S-

W

B-

P

EM AIC

G30

M1 145 1.97 0.58 80 0 0.12 -

0.03

683,62.45 0.42 80 0 0.09 0.44 16762

M2 145 0.34 0.25 80 0 0.04 0.22 -

764

0.57 0.02 80 0 0.02 0.75 15206

M3 145 0.16 0.66 80 0 0 0.28 210,40.17 0.67 80 0 0 0.48 16325

G31

M1 60 1.87 0.39 160 0 0.72 0.01 182,12.41 0.36 130 0 0.56 0.01 3581

M2 60 0.22 0.92 130 0 0.1 0.35 -

272

0.22 0.38 160 0 0.02 0.63 3069

M3 60 0.18 0.33 190 0.67 0.78 0.48 49,760.3 0.21 190 0.58 0.6 0.69 3450

G32

M1 658 2.76 0.23 130 0 0.43 0 3044 3 0.16 130 0 0.49 0.87 715457

M2 658 0.51 0 130 0 0 0.22 -

3562

0.62 0 100.550 0 0.91 708319

M3 658 0.25 0.21 130 0.01 0.42 0.46 1041 0.37 0.07 130 0.01 0.42 0.88 713881

G33

M1 1219 3 0.93 80 0 0 0.04 5412 3 0.93 80 0 0 0.55 ####

M2 1219 1.07 0.98 80 0 0 0.13 -

6899

0.16 0.71 80 0 0 0.78 ####

M3 1219 0.14 0.82 100 0 0 0.25 1717 0.13 0.75 100 0 0 0.6 ####

G34

M1 400 2.26 0.32 123 0 0.83 0.02 1759 3 0.13 130 0 0.94 0.88 73685

M2 400 0.52 0 130 0 0 0.27 -

2009

0.62 0 90.030 0 0.86 69878

M3 400 0.24 0.22 130 0.01 0.26 0.52 658 0.31 0.11 130 0.01 0.21 0.9 72808

G35

M1 594 3 0.92 80 0 0.07 0.03 2699 3 0.93 80 0 0.08 0.63 90139

M2 594 1.18 0.98 80 0 0.02 0.15 -

3005

0.17 0.79 80 0 0.02 0.76 84201

M3 594 0.14 0.76 100 0.08 0 0.3 848,20.14 0.68 100 0.02 0 0.64 88441

G36

M1 31 2.39 0.08 160 0.39 0.46 0.05 68,061.9 0.15 160 0.15 0.42 0.16 450

M2 31 0.22 0.12 160 0.66 0.03 0.7 -

221

0.26 0.05 160 0.84 0.03 0.94 116

M3 31 0.24 0.06 190 0.98 0.27 0.84 12,130.2 0.11 190 0.83 0.23 0.88 390

G37

M1 84 1.48 0.52 80 0 0.18 0.01 264,72.6 0.18 80 0 0.11 0.63 3125

M2 84 0.14 0.58 80 0 0.17 0.34 -

550

0.28 0.15 80 0 0.17 0.73 2310

M3 84 0.16 0.4 85.9 0.16 0.0030.5 63.1 0.28 0.11 100 0.1 0.03 0.79 2932

M modelos, n número de observaciones, K-S Kolmogorov- Smirnov, B-P Breuch y Pagan,

EM E�ciencia del modelo.

La validación independiente de los modelos, fue posible en 30 de los 37
grupos. De los 30, en 27 grupos no hubo diferencias signi�cativas (p>0.05) entre
los crecimientos observados y los predichos. Por tanto, tendríamos únicamente
tres casos en los que lo predicho por el modelo di�ere signi�cativamente de
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lo observado. Lo que sugiere que en 27 de los grupos se cumplió la hipótesis
planteada para el estudio.

Discusión

En la mayoría de los ajustes donde se compararon las curvas ajustadas con pon-
deración y sin ponderación, siempre la curva ajustada con ponderación estuvo
por encima de la curva ajustada sin ponderación. Y bajo el supuesto que el mo-
delo con datos ponderados sea correcto, nuestro aporte principal de ponderar los
datos antes de modelar parece apropiado y se muestra que el modelo ajustado
sin ponderación subestima el crecimiento de los árboles. En general, lo anterior
se pudo evidenciar en 27 de los 37 grupos ontogénicos.

En la Tabla 7 puede observarse que en general, los M1 tuvieron muy bajo
desempeño, por la alta dispersión de los datos. En estos modelos no se satis�-
cieron los supuestos. Al usar los M2, se obtuvieron modelos adecuados para 14
grupos ontogénicos (40% de los modelos). Con el ajuste de los M3, el 60% de
los ajustes satis�cieron los supuestos de la regresión y tuvieron altos valores de
e�ciencia.

Por un lado, el modelo M1 ajustado a los datos de TCA en función del D, no
tiene las bondades necesarias para el cumplimiento de los supuestos de la regre-
sión. Pero al ajustar las TCR en función de los D hay mejores ajustes porque
la relativización de los datos hace que se agrupen y puedan ser comparables los
individuos, así tengan diferentes tamaños diamétricos. Además, se cumple en
algunos grupos supuestos que no se cumplieron al ajustar el M1. Por otro lado,
en los casos en que no se satis�cieron los supuestos de regresión con el M2, el
M3 resultó ser más adecuado, en la mayoría de grupos, por el cumplimiento del
supuesto de homogeneidad de varianza.

Conclusiones

1. El modelo relativizado de Von Bertalan�y resulta útil para relacionar el
logaritmo natural de las tasas de crecimiento relativas de árboles tropicales
con su diámetro, usando datos de PPI. Nunca se seleccionó el modelo que
usó las tasas de crecimiento absolutas, ya que el modelo usando datos
relativizados y su transformación logarítmica brindaron un mejor ajuste
y cumplen los supuestos de la regresión.

2. Según los resultados del estudio, el aporte a la modelación, usando como
modelos de referenciade, a Von Bertalan�y, éste ofrece una mejor aproxi-
mación a la dinámica de crecimiento diamétrico de los árboles tropicales
que alcanzan la edad adulta y las mayores tallas en sus correspondientes
estratos. Los modelos clásicos sin ponderación no tienen fundamento en la
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teoría de ecología, perdiendo la interpretabilidad de los parámetros y por
tanto del crecimiento.

3. La probabilidad de supervivencia de los árboles tropicales hasta la edad
adulta puede estimarse con base en sus tasas de crecimiento relativas, la
densidad básica de la madera y el diámetro.

4. En conjunto, la propuesta de ponderación y la TCR logarítmica dan lugar
a un mejor ajuste que cuando se usan datos sin ponderar.

5. El aumento en la predictibilidad del modelo es un aporte en los métodos
para estimar el crecimiento de los árboles y su cambio en el tiempo. Se
concluye que los métodos de ponderación a los datos utilizados en este
estudio permiten ajustes más reales del crecimiento de especies tropicales.

Anexos

Como aporte principal en el estudio, se recuerda que diversos autores han ajus-
tado modelos de crecimiento diámetrico, teniendo en cuenta el conjunto total
de datos. Esto implica que en el ajuste de las curvas, no se consideran los ár-
boles que no alcanzan su edad adulta. En este trabajo, se tuvieron en cuenta
las aproximaciones presentadas por diversos autores (Guarín & del Valle, 2012;
Inga & del Valle, 2017). Proponemos un método nunca antes aplicado, consis-
tente en inputar un valor de sobrevivencia individual a cada árbol, a partir de
la recopilación de experiencia en el crecimiento forestal y bibliografía existe; de
tal amnera que luego de tener dichos valores, se proceda a ajustar los modelos
de crecimiento.

A continuación, se presenta la forma de cómo llegar a la tener una pondera-
ción para cada individuo en la base de datos. Es decir, se quiere llegar a estimar
la probabilidad de muerte de cada individuo mediante la fórmula de la ecuación
(27) :

Pt = 1− (1− Pcorregida)tr ≈ 1− e−Pcorregida(tr)

Para ello, se necesitan dos valores, Pcorregida y (tr), que son la probabilidad
corregida de que un individuo muera y el tiempo requerido para superar la
competencia por luz.

Para ilustrar el método descrito anteriormente, se considera la especie Ca-
vanillesia platanifolia, con densidad de madera ρ=0.36.g·cm3, diámetro inicial
D = 13.2 cm y TCA de 0.039 cm/año. Su correspondiente TCR es de 0.29%
año y se obtiene así: TCR (año)= ((TCA/10)/D)*100.

Paso 1)
Para encontrar la probabilidad de muerte de este individuo, es necesario saber el
tiempo requerido ((tr)) para pasar de la clase diamétrica en la que se encuentra
actualmente ((ta)) a la clase diamétrica en la cual la especie alcanza el dosel y no
tiene competencia por luz ((tl)). Puesto que esta especie se considera emergente,
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se estima que alcanza el dosel cuando alcance un diámetro aproximado de 38
cm. Con base en la ecuación 25 y la ecuación 26 y usando los datos de la Tabla
6 se tiene: (ta)=40.9 años y (tl)=104.8 años. Por tanto, el tiempo requerido,(tr),
para pasar de la clase diamétrica actual a la clase diamétrica en la que alcanza
el dosel es (tr) = 104.8 - 40.9=63.8 años.

Paso 2)
El valor (P) resultante de la función de vínculo de la ecuación 22, se sustituye
en la función logística (P(Y=1 ρ,D,TCR)), y se encuentra la probabilidad con-
dicional de muerte, tenemos que (P) es:
(P ) = −1.03− 1.87(0.36)− 0.95[ln(0.29 + 1)] + 1.97(0.132(2))= -1.91.
y reemplazando éste valor en la función logística, tenemos:

P (Y = 1 ρ,D, TCR) = 1/(1− e(−(−1.91)))= 0.13

Paso3)
Estandarizando con el tiempo entre mediciones (t=2.58), la probabilidad con-
dicional de muerte con la ecuación 23 queda así: Pcorregida = 0.13((2.58)0.08) =
0.14.

Paso 4)
Se proyecta la probabilidad condicional estandarizada de muerte al tiempo re-
querido para que la especie alcance el dosel (tr) , hallado en el paso 1 y Pcorregida
hallada en el paso 4. Por tanto, la probabilidad de muerte durante los años re-
queridos para alcanzar el dosel está dada por la ecuación 27, así:

Pt ≈ 1− e(−0.14(63.8))= 0.9999.

La correspondiente probabilidad de sobrevivencia estimada es 1-0.999=0.001,
la cual se usa como factor de ponderación al ajustar el modelo de crecimiento
diamétrico. En este caso, dado que la probabilidad de sobrevivencia de dicho
árbol hasta alcanzar el dosel es prácticamente nula, su efecto en el ajuste del
modelo deberá ser insigni�cante.

En contraste, para una especie como Schizolobium parahyba, con densidad
de madera ρ=0.38.g·cm3, diámetro inicial D = 18.1 cm y TCA de 0.697 cm/año
la probabilidad de muerte es 0.040 y estandarizadaPcorregida = 0.040((2.58)0.08)
= 0.043 anual. La proyección será Pt ≈ 1 − e(−0.043(51.7))= 0.893. Luego la
ponderación de la tasa de 0.6972 cm·año−1 sería la probabilidad de sobreviven-
cia (1�0.893) = 0.11. Finalmente, se ajustaron modelos de regresión no lineal
ponderada, usando como valor de ponderación la probabilidad de sobrevivencia
estimada siguiendo la metodología propuesta.
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0.13 Anexos

0.13.1 Anexo 1: Integración de la ecuación de Von Berta-
lan�y

La velocidad de crecimiento o tasa de crecimiento de la ecuación de von Ber-
talan�y considera que la tasa de crecimiento de un organismo es igual a la
diferencia entre dos tasas: la tasa de crecimiento del anabolismo menos la tasa
de crecimiento del catabolismo. Si en los árboles D es el diámetro medido 1,3
m sobre el suelo (1,3 m sobre el suelo), la tasa de crecimiento de D es igual
a la tasa de anabolismo o la fotosíntesis en las plantas (ηDm), menos la tasa
de catabolismo o la respiración (γD) como se muestra en la ecuación (1). Esta
es una ecuación diferencial de primer grado tipo Bernoulli usualmente escrita
como:

dy

dx
+ P (x)y = Q(x)yn

donde dy
dx=

dD
dt ; P(x)y=γD; y Q(x)yn=ηDm. Entonces se tiene:

dD

dt
= ηDm − γD..........(1)

Para mantener el origen teórico de la ecuación (1), es necesario que: 0<m<1,
γ > 0 y η > 0. Es decir, la tasa de fotosíntesis es una alometría negativa, y la
tasa de respiración una isometría como ha sido probado por Reich et al., (2006)
en Nature 439: 457 - 461.

Igualando a cero la ecuación (1), se obtienen los puntos de equilibrio
ηDm − γD = 0. Resolviendo esta ecuación se obtienen dos puntos o valores

de equilibrio: D = 0, D = ( ηγ )1/(1−m). El último punto de equilibrio es la
asíntota (A) de D.
Multiplicando ambos lados de la ecuación (1) por D(−m) se obtiene:

dDD(−m)

dt
= η − γD1−m..........(2)

Haciendo u = D1−m y por derivación se obtiene du
dt = (1 −m)D(−m) dD

dt , y
reemplazando du in (2)

1

(1−m)

du

dt
= η − γ(u)..........(3)

Aplicando la separación de variables en la ecuación (3) e integrando ambos
lados de esta ecuación:ˆ

1

η − γ(u)

du

dt
=

ˆ
(1−m)dt..........(4)
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Al cambiar las variables para integrar el lado izquierdo de la ecuación (4)
Poniendo w = u; dw = du

dt dt: y reemplazando los valores de w y dw esto
se convierte: ˆ

1

η − γw
dw =

ˆ
(1−m)dt..........(5)

Haciendo cambio de variables para el lado izquierdo de la ecuación (5)

z = η − γw, y dz = −γdw, sustituyendo los valores de z y dz en la integral
del lado izquierdo de la ecuación (5):

−1
γ

´
dz
z = −1

γ ln(z) + C1, dado que z = η − γw, entonces la solución del
integral en el lado izquierdo es como sigue:

ˆ
1

η − γw
dw =

−1

γ
ln(z) + C1..........(6)

La solución de integración en el lado derecho de la ecuación (5) es:
ˆ

(1−m)dt = (1−m)t+ C2.........(7)

Donde C2 es la constante de integración. Así, la solución de la ecuación difer-
encial (2) está dada por:

ln(η − γw) = −(1−m)t+ C3..........(8)

Con C3 = C1 + C2 como constante de integración. Aplicando la función expo-
nencial en ambos lados de la ecuación (8):

(η − γw) = C4e
−γ(1−m)t.........(9)

Donde C4 = eC3 . Al sustituirγ(1−m) = K, entonces la ecuación (9) es:

(η − γw) = C4e
−kt.........(10)

Sacando a η como un factor común en el lado izquierdo de la ecuación (10) se
obtiene:

η(1− γ
ηw) = C4e

(−Kt), cambiando a η del lado de la ecuación,

1− γ
ηw = C4

η e
(−Kt),

Haciendo C4

η = B se obtiene1 − γ
ηw = B(e−kt), entonces, despejando w se

obtiene la siguiente ecuación:

w =
γ

η
(1−B(e−kt).........(11)

Cuando w = u la ecuación (11) es queda como u = γ
n (1 − B(e(−Kt))); Sino

también comou = (D)(1−m) por lo que la ecuación (11) puede ser escrita como:
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(D)(1−m) =
γ

η
(1−B(e(−Kt))).........(12)

Despejando D, llega a:

D =
γ

η

( 1
1−m )

(1−Be(−Kt))( 1
1−m )..........(13)

Si en la ecuación (13) t � ∞, se obtiene la asíntota A de D A = ( ηγ )1/(1−m).
Obteniendose el modelo integrado de Von Bertalan�y en su versión integrada:

D = A(1±Be(−Kt))(1/(1−m)..........(14)

Este modelo conserva el carácter del modelo metabólico teórico sólo cuando
0 < m < 1 en el que la tasa de anabolismo tiene una alometría negativa:ηDm.
En estos casos se utiliza el valor negativo. Si m > 1, se utiliza el valor positivo.
En estos casos, el modelo de von Bertalan�y funciona, pero no debe considerarse
un modelo teórico sino empírico porque la ecuación diferencial (1) se convierte
en la expresión dD

dt = −ηDm − (−γD). Es decir, η <0, γ <0, esto no es
metabólicamente correcto. En estos casos ηDm es una alometría positiva. Este
es el caso de la ecuación logística ampliamente utilizada donde m = 2 y luego
D = A

1+BeKt

Derivación de la ecuación de Von Bertalan�y

Primera demostración de la ecuación de crecimiento de Von Bertalan�y. En este
caso primero se demostrará la ecuación empleada por von Bertalan�y para la
ontogenia de los peces donde la longitud L = f(t) oL(t) siempre es cóncava hacia
abajo. Luego se ampliará esta ecuación a la ontogenia de cualquier organismo.

La ecuación diferencial de Von Bertalan�y se puede expresar así:
(dL(t))/(dt = K(LMax − L(t))) . . . . . . (1)
En esta ecuaciónLmax es la asíntota yK la tasa intrínseca de crecimiento
Usando el método de separación de variables por cuanto K(LMas−L(t) 6= 0
1/((LMax − L(t)))(dL(t))/dt = K, . . . . . . (2)
Integrando ambos lados de la ecuación (2) con respeto at´

1/((LMax − L(t)))(dL(t)dt)/dt =
´
Kdt . . . . . . (3)

Haciendo un cambio de variables para integrar el lado izquierdo de la ecua-
ción (3). se tiene:

θ = L(t)dθ = (dL(t))/dtdt.
sustituyendo los valores de θ ydθ en el lado izquierdo de (3) se tiene:´
dθ/((LMax− θ)) =

´
Kdt . . . ..(4).

cambiando variables en el lado izquierdo de (4). así.θ = L(t) y dθ = dL(t)dt/dt´
dθ/((LMax− θ)) =

´
Kdt . . . .(5)

Para integrar el lado izquierdo se hace de nuevo un cambio de variables
U = Lmas − θ. luegodU = −dθ; luego −

´
dU/U = −lnU + C1 = ln(LMax −

θ) + C(1.).....(6)
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La solución de la integral de lado derecho es´
Kdt = Kt+ C2

La solución de la ecuación de von Bertalan�y está dada por la ecuación:
ln(LMax − θ) = −Kt+ C3 . . . ...(7)
C3 = C1 + C2 es la constante de integración
En forma exponencial(LMas− θ = C4e

(−Kt)). donde C4 = eC3
Despejando a θ se llega a θ = LMax−C4e

(−Kt). pero comoθ = L(t). entonces
L(t) = LMas − C4e

(−Kt) . . . ..(8)
Si t0 = 0 L(0) = LMax− C4 = L0. entonces C4 = (L(o) − Lmax)
Insertando C4 en la ecuación (8)
L(t) = LMax − (L(0) − Lmax)e(−Kt) . . . ..(9)
Dado que ent0 el crecimiento en longitudL(t0) = 0. sustituyendo en (9) se

obtiene
L(t0) = LMas − (L0 −A)e(−Kt) = 0. despejando a L0

L0 = LMax +Aekt y sustituyendo en (9)
L(t) = LMas − (Lmas + eKt − LMax)e(−Kt)) = LMax − LMaxe

K(t−t0)

L(t) = LMax(1 − eK(t−t0)) . . . ..(10) que es la ecuación de von Bertalan�y
para el crecimiento de los peces.

Esta ecuación se puede extender a la ontogenia de cualquier otro organismo
y a cualquier variable de ellos mediante la relación alométrica Y = aLb. Si en
el caso de los árboles D es el diámetro a la altura del pecho D = aLb

D(t) = aLMax(1− e(−Kt))b . . . .(11)
HaciendoaLMac = A. siendo A la asíntota de D. También se suele expresar

a en función de un parámetro de forma m que expresa el cambio de concavidad
en la curva D = f(t) : b = 1/((1−m)). La ecuación �nal quedaría así:

D(t) = A(1− e(−Kt))(1/((1−m))) . . . ..(12)

0.13.2 Anexo 2: Ejemplo de aplicación del método

Para ilustrar el método descrito anteriormente. se considera la especie Cavani-

llesia platanifolia. con densidad de madera ρ=0.36.g·cm−3. diámetro inicial D =
13.2 cm y TCA de 0.039 cm/año. Su correspondiente TCR es de 0.29% año y
se obtiene así: TCR(.
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