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EL ESPECTRO Y LA DIMENSION DE ANILLOS
EN EL ALGEBRA SOBRE UN TOPOS

por

Luis ESPARNOL

Este texto es una exposicidn de los trabajos [3] y [4]
del autor, que desarrollan ideas de A. Joyal sobre la dimen-
sion constructiva de anillos. El 4lgebra que a continuacidn
se expone es constructiva en el sentido de no utilizar lare-
gla del tercio excluso ni el axioma de eleccién (teorema del
ideal primo), por lo que los resultados obtenidos tendran va-
lidez en un topos con nimeros naturales. Algunas de las cons-
trucciones aqui consideradas se realizan en el topos de ha-
ces sobre un dlgebra de Boole.

Todos 1los anillos serdn conmutativos y unitarios, con
subanillos y homomorfismos conservando la unidad. Asi mismo,
los reticulos serdn distributivos con minimo y miaximo, que
serdn conservados por los homomorfismos.

En la seccidn 1 se expone la versidn algebraica de Jo-
yal del espectro de un anillo, que es un reticulo obtenido a
partir del anillo como solucién de un problema universal. Es-
te espectro es el reticulo dual del considerado en [3], Asf
que los resultados alli obtenidos aparecerian ahora dualizados.
El espectro es isomorfo al reticulo de los abiertos casicom-
pactos del espectro primo cldsico, cuando el topos considera-
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do es el ordinario de los conjuntos. También se considera el
espectro booleano, dlgebra de Boole libremente engendrada
por el espectro, que se corresponde en el caso clasico con
la topologia constructiva sobre el espectro primo.

La Seccioén 2 se dedica al estudio de las localizacio-
nes en anillos y reticulos, verificando que estas propieda-
des son conservadas por el espectro. Asi, los espectros de
los anillos de fracciones de un anillo son reticulos de frac-
ciones del espectro de dicho anillo. Esta seccidn no apare-
ce en [3], que tampoco menciona las propiedddes de conserva-
cion, analogas a las aqui expuestas, que el espectro dual
verifica respecto a la nocidén de dominio de integridad.

lLas secciones 3 y 4 se refieren a la dimensidn de
Krull de los anillos. Ya que los ideales primos del espectro
se corresponden biyectivamente con los ideales primos del
anillo, la dimensién (de Krull) de un anillo es la dimen-
sion (de Krull) de su espectro. La naturaleza constructiva
del dlgebra que desarrollamos exige una reformulacidn de la
dimensidén independiente de los ideales primos, lo que se ha-
ce, siguiendo a Joyal, a través de una resolucidn simplicial
del reticulo. En la seccidn 3 se demuestra que los reticulos
de dimensidén cero son las algebras de Boole. Este teorema es
un caso particular del teorema general de [4] que caracteri-
za los reticulos de dimensidn menor o igual que n en térmi-
nos del dlgebra de Boole libre sobre el reticulo. La demos-
tracion dada aqui del caso cero es directa y permite apre-
ciar los métodos badsicos del teorema general. La seccidn ter-
mina caracterizando los anillos de dimensidn cero.

LLa seccidn 4 contiene un resumen amplio de la demostra-
cidén de que la dimensién de K[X] es uno si K es un cuerpo.
Esto se demuestra en [3] utilizando el caso n = 1 del teore-
ma general de [4]. El trabajo termina con la seccidn 5, don-
de se prueba el mismo teorema de dimensidn para polinomios
sobre un anillo regular, interpretando €ste como un cuerpo
en el topos de haces sobre el algebra de Boole de sus idem-
potentes, a través de la representacidn de Pierce y utilizan-
do algunas propiedades de conservacidén de funtor seccidn glo-

bal.
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§1. E1 reticulo espectro de un anillo.

Es bien sabido (dlgebra conmutativa) que el espectro
primo de un anillo A es el conjunto Spec A de los ideales
primos de A con la topologia, llamada de Zariski, que tiene

como base de abiertos la familia
D(a) = {x « Spec A|la ¢ x}, a< A (1.1

E1 conjunto Q(A) de los abiertos casicompactos de
Spec A es un reticulo engendrado finitamente por los D(a) y

la aplicaciodn
D:A — Q(A), ar D(a) (1.2)

verifica las propiedades siguientes:

(1) D(0) =@ , D(1) = SpecA
(ii) D(ab) = D(a) n D(b)
(iii) D(a+b) < D(a) UD(b). (1.3)

Llamaremos soporte de un anillo A a una aplicacidn

d:A + D' donde D' es un reticulo, que verifique

(i) d(o) =0, d(1) = 1
(ii) d(ab) = d(a) A d(b)
(iii) d(a+b) < d(a) v d(b).

TEOREMA 1.1. La aplicacibn D:A » Q(A) de (1.2) es un
v soponte de A con La propiedad univernsal sigulente: para ca-
da soponte d:A + D' existe un dnico homomorgismo de neticu-
Los d:Q(A) » D' tal que dD = d.
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Demostracion. Hay que ver que &(D(a])lJ...lID(an))
d(a]) V... vd(an) define una aplicacidén Q(A) - D', pues en-
tonces es inmediato que se trata del homomorfismo buscado.

La férmula anterior es una buena definicidén de d si y sélo

si
D(a) = D(b]) u...u D(bm) = d(a) < d(bl) AR d(bm).

El contenido primero significa que a pertenece al radical en-
gendrado por los bj’ asi que existen r > 0 y 't. « A tales
que al = t]b1+...+tmbm de donde se sigue, aplicando (1.3),

d(a) = d(a") ¢ d(tyby) v vd(tb) < d(by)ve.v d(b ). 4

Joyal propuso una construccién del soporte universal
de un anillo independiente de la existencia (no constructi-
va por depender del axioma de eleccidén) de ideales primos.
Es como sigue: en el conjunto de las sucesiones finita de

elementos de A definimos la relacion

m
(a;,...,a) < (by,...,b ) sii a = = yt..b., lgign (1.4)

m g

i i=1

con r. > 1 y los tij en A. Esta relacion es reflexiva y se
prueba que es transitiva utilizando la fdérmula siguiente,

valida en todo anillo

en la que los Ei' son elementos adecuados de A. Sea D(A) el
conjunto ordenado obtenido antisimetrizando la relacidn an-
terior y escribamos también (a1,...,an) e D(A), de manera
que es (al,...,an) = (b],...,bm) si y sb6lo si se verifica la
relacién (1.4) y su simétrica. Se demuestra sin dificultad

que D(A) es un reticulo con las operaciones

(a1,...,an) A(bl""’bm) = (a1b],...,anbm), (1.5)

(a1,...,an,b1,.",bm)

(a],...,an) v(b1,...,bm)
y la aplicacidn
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dy: A= D(A) , ar> (a) (1.6)

es el equivalente constructivo de (1.2).

TEOREMA 1.2. La apficacibn dA de (1.6) es un soponte
univensal de A.

Demostracion. Es inmediato verificar que d, es un so-
porte y que si d':A » D' es otro soporte entonces la aplica-
cidén d:D(u) + D' definida por a(a‘,...,an) = d(a‘)v."vd(an)

es el tnico homomorfismo tal que adA =d' . A

Los teoremas1.1 y 1.2 son equivalentes en la categoria
de conjuntos ordinaria, pero sbélo el Gltimo se extiende a

los topos.

PROPOSICION 1.3. Los ({deales primos de D(A) se cornes-
ponden biunivocamente con Los (deafes primos de A.
Demostracion. Recordemos que J es un ideal primo de un
reticulo D si
(i) 0eJ (iv) 1 (1e J)
(11) x,ye J »xvy e J (v) XAye J >xe Joye J

(i) X e J = xAay e J

d_1(.1) es un ideal pri-

]

Si d:A > D es un soporte entonces I
mo de A, es decir, se verifica:
(1) 0 =1 (iv) (1 = I)
(i1) a,b e I = a+b = I (v) ab el =>a e16b =1
(iii) a1 = ab e 1
Veamos por ejemplo que se verifica (ii): si a,b = I entonces
d(a), d(b) € J y por tanto d(a) vd(b) « J. Pero la condicidn
(iii1) de J equivale a "y e« J si y ¢ x « J" y por tanto
d(a+b) € J segln (1.3), luego atb e I.

Reciprocamente, y ya en el caso d = dA’ sea I un ideal
primo de A y consideremos el ideal J de D(A) engendrado por

dA(I), es decir

J = {xeD(A) | x g (a,..., 8 ),8 ..., 8, € I}
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Veamos que J es primo. En efecto:

(iv) Si 1 = J entonces 1 « I y esto es falso.

(v) Sea x = (x1,...,xp), y = (y1,...,yq) con XAy J, es
decir (x]y],...,xpyq) < (a1,...,an) donde cada a, esta en I.
Aplicando (1.4) resulta ser xiyj un elemento de I para cada
par i,j de indices de manera que todos los Xy estan en I o

bien todos los yj estdn en I y eh consecuencia x € 1 6 y =LA

Si consideramos ideales primos complementados (todos
en el caso cldsico) la proposicidén (1.3) se obtiene como caso
particular del teorema (1.2) tomando D' = {0,1}, pues un
ideal primo de A (resp.D) es lo mismo que d'1(0) con
d:A > {0,1} (resp. d:D » {0,1}) soporte (resp. homomorfismo).

Diremos que D(A) es el espectro del anillo A, sobre-
entendiendo en general el soporte d,. Dado un homomorfismo
f:A > A' de anillos, la propiedad universal de dA permite
definir un Gnico homomorfismo de reticulos D(f):D(A) » D(A'")

tal que D(f)dA = dA,f, a saber
D(f)(a1,...,an) = (f(a]),...,f(an)) (1.7)

Se obtiene asi el funtor espectro D:An — Ret de la categoria
de los anillos en la categoria de los reticulos.
Al igual que en el caso clasico, un anillo y su redu-

cido tienen el mismo espectro.

TEOREMA 1.4. S{ N e¢s el nilradical de A entonces
D(A/N) = D(A).

Demostracion. Ver [3].

Llamando B(A) al algebra de Boole libremente engendra-
da por D(A) se obtiene el funtor espectro booleano
B:An — Bf. El espectro booleano B(A) es el reticulo de los
abiertos casicompactos en la topologia constructible de
Spec A en el dlgebra conmutativa ordinaria.

Un anillo K es un cuerpo si verifica las condiciones

—1(0=1), x = 0vx unidad . (1.8)
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Otras condiciones clidsicamente equivalentes a (1.7) no lo
son desde el punto de vista constructivo (intuicionista) que
aqui se utiliza, como puede verse en [6]. Es fdcil ver que
un cuerpo es decidible, es decir sastisface la férmula

x = 0vTl(x = 0) (1.9)

y que D(K) = {0,1} siendo dK
ristica del complemento de 0.

:K > {0,1} 1la funcién caracte-

Sea ahora un anillo regular, es decir tal que cada ele-
- . * . -
mento a tiene un asociado a (Gnico) que satisface

a“a = a, aa = a (1.10)

de manera que aa* es un idempotente. Recordemos que el con-
junto E(A) de los idempotentes de un anillo A es un algebra
de Boole con las operaciones aab = ab, avb = a+b-ab, Ta-=
1-a. Pues bien, un cadlculo rutinario prueba que si R es un

anillo regular su espectro es
*
d:R— E(R), ar—» d(a) = aa . (1.1

En general se verifica el siguiente teorema, que es la
versidén en topos de la caracterizacién de la igualdad entre
las topologias de Zariski y constructiva en el espectro pri-

mo clasico.

TEOREMA 1.5. D(A) es un algebra de Boole 8L y s6Lo 44
A/N es negulanrn.

Demostracién. Ver [3].

Mis importante y laborioso de probar es el teorema si-

guiente:

TEOREMA 1.6. S{ R es el aniflo nregular Libremente en-
gendrado pon un aniflo A entonces B(A) = B(R).

Demostracién. Ver la seccién 2 de [3].

En la tantas veces citada referencia [3] se trabaja,
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como ya se ha indicado antes, con el reticulo Z(A) dual de
D(A) provisto de una aplicacidn ZpiA > Z(A) que es universal
respecto a las propiedades duales de (1.3), a saber (i)

2(0) = 1, z(1) = 0, (ii) z(ab) = z(a) vz(b) y (iii) z(a+b) >
z(a) A z(b), que definen las 1lamadas nociones de cero de un
anillo en un reticulo. Pero este espectro dual no implica
cambios en el espectro booleano ya que el algebra de Boole
libremente engendrada por Z(A) es también B(A). La versitn
conjuntista del espectro dual es analoga a (].2) sustituyen-
do la familia (1.1) por la de los complementarios

a ex}, aeA.

Z(a) = {x e SpecA

§2. Localizaciones y espectro.

Recordaremos rapidamente algunos hechos basicos de la
localizacién de anillos en el dlgebra sobre un topos. En [7]
puede verse una exposicién realizada en el lenguaje categd-
rico de objetos, morfismos y diagramas.

Dado un subconjunto muftipficativo S de un anillo A
(1=S y a,b &S implica ab € S) se tiene un epimorfismo
£:A + A[S"1] en el anillo de fracciones de A sobre S que es
universal respecto a la propiedad "£(a) unidad si a « S".
Cada anillo de fracciones lo es sobre un subconjunto multi-
plicativo saturado (ab = S implica a,b € S) es decir tal que
S = {a<=A |£(a) unidad}. Si f:A + A' es un homomorfismo de
anillos entonces S = {a « A | f(a) unidad} es un subconjunto
multiplicativo saturado y existe un Ginico homomorfismo
£:A[S™'] > A' tal que f& = f.

PROPOSICION 2.1. f es {somonfismo si y 86Lo i £ veri-
fLca
(i) va' € A', 3Ja,be A, f(a)a' = f(b) y f(a) unidad
(ii) f(a) = 0 =3b € A, ab = 0y f(b) unidad.

Demostracién. Sea g:A' -+ A[S"‘] tal que g(a') = b/a
donde a,b son los de (i). Si f(a1)a' = f(b1) con f(a1) uni -
dad entonces f(aby-ayb) = 0 y segln (ii) s(ab]-a1b) = 0 con
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s « S, 1o que equivale a b]/a] = b/a; luego g es una aplica-
cién. Se ve facilmente que g es el isomorfismo inverso de f.

El reciproco es inmediato. A

Llamaremos fracecionario a un homomorfismo que verifi-
que las propiedades (i) y (ii) de la proposicibén 2.1.
Un subconjunto multiplicativo es primo si T1(0 « S) y

a+b & S implica ae S 6 b e S.

PROPOSICION 2.2. Los subconfjuntos multiplicativos pri-
mos de un anillo A se cornesponden biyectivamente con Los
fiLtrnos primos del espectao D(A).

Demostracion. Se copia dualizdndola la prueba de 1la
proposicién 1.3, en este caso dA(S) engendra el filtro
F = {xe D(A) | x = (al)A...A(an), ay,. ..,
(n])A...A(an) = (a]..an) e dA(S) resulta simplemente F =
{x & D(A) | x = (a), a = S}. A

e S} y como

Un anillo es local si 1(1 = 0) y
X +y = 1= x unidad v y unidad (2.1)

lo que equivale clasicamente a la existencia de un finico

ideal maximal.

PROPOSICION 2.3. Sea S saturado. S es paimo 8L y 86480
s0 A[S71] es tocal.

Demostracién. Sea S primo y supongamos Xx+y = 1 con
x = a/s, y = b/t,s,t,S. Existe ue S tal que u(ta+sb-st) =0,
asi que aplicando las propiedades de S resulta s e S ot 3§,
es decir x unidad 6 y unidad. La prueba se termina sin difi-

cultad. A

También la teoria de los reticulos admite fracciones,
de las que [1] es una referencia en el marco del &dlgebra cla-
sica.

Dado un subconjunto A-cerrado S de un reticulo D
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(1S yx,yeS$S implica x Ay e S) la relacidn
XxXVvy<=>jue S, XAUuU=YyAu (2.2)

es una congruencia que define un reticulo cociente D[S"]
con un homomorfismo suprayectivo £:D ~+ D[S’1] que es la so-
lucién universal de "2(x) = 1 si x € 8S". Todo reticulo de
la forma D[S'1] lo es para un subconjunto A-cerrado satura-
do (x oy € S implica x,y  S) es decir tal que S = {x e D
£(x) = 1}, lo que equivale a decir que S es un filtro, pues
si x € S entonces x = x A(xvy) luego xvy « S y reciproca-
mente, todo filtro es A-cerrado saturado. Si f:D + D' es un
homomorfismo de retfculos entonces S = {x e D| f(x) = 1} es
un A-cerrado saturado y existe un inico homomorfismo

%:D[S'1] > D' tal que f£ = f.

PROPOSICION 2.4. f es (somonfismo AL y s6Lo 54 £ vend-
gLca
(i) f es suprayectiva
(ii) f(x) = f(y) =3u D, xAu = yAu, f(u) = 1.
Demostracion. Sea g:D' ~» D[S'1} tal que g(x') = £(x)
con f(x) = x' ya que f es suprayectiva. Si f(x) = f(y) en-
tonces (ii) implica xAu = yAu con u € S asi que £(x) = £(y)
seglin (2.2). Luego g es una aplicacidn. Se comprueba que es

el isomorfismo inverso de f. A

Como en los anillos, diremos que f es fraccionario si
verifica las condiciones (i) y (ii) de la proposicidén 2.4.
Un reticulo D es local si T1(1 = 0) y

xvy=1= x=158y =1 (2.3)
condiciones que equivalen a la existencia de un Gnico ideal

(filtro) maximal en la situacidn clasica.

PROPOSICION 2.5. Un §iltrno S es primo 84 y 8620 84
D[S'1] es Local.
Demostracion. Sea S un filtro primo y supongamos

£(x) v£(y) = 1, asi que £(xvy) = 1y seglGn (2.2) (xvy)Au=u
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para algin u = S. Entonces (x au) v (y Au) « S y por tanto
XAu €S 6 yAue S, lo que implica x « S 6 y € S es decir
2(x) =16 £(y) = 1. Luego D[S'1] verifica (2.3). El reci-

proco es similar.

PROPOSICION 2.6. A ¢4 Local s4 y 86L0 84 D(A) es Lo-
cal.

Demostracibén. Si (a) v (b) = 1 entonces 1 = sa+tb lue-
go s & t es unidad, es decir (a) = 16 (b) = 1. E1 argumen-
to con elementos generales de D(A) es andlogo. Reciprocamen-
te, si a+b = 1 resulta (a) v (b) = (a,b) > (a+b) = 1 y por
tanto (a) = 16 (b) = 1, es decir a unidad 6 b unidad.

Veamos finalmente cémo es el espectro de un anillo de
fracciones.

TEOREMA 2.7. S{ F es el filtno engendrado poxr dA(S)
entonces

DA[s™']) = p(a)[F1].

Demostracién. Supongamos primero S = {1,a,a2,...}, de

manera que F es el filtro principal D(A)>(a) = {x € D(A)
x> (a)} vy D(A)[F'1] = D(A)<(a), considerando este Gltimo
ideal como reticulo con (a) = 1. En la seccidn 2 de (3] se

demuestra que

D(A[a"']) = D(A) ¢ (4) (2.4)
En el caso general, es conocido que

A[s™'] = lim filt A [a”] (2.5)

aeS
siendo el limite inductivo sobre el orden en S definido por
a ¢ b si (b) < (a) en D(A), que es filtrante ya que a,b =S
implica a,b ¢ ab & S. Se tienen pues relaciones de la forma
b" = ta que permiten definir un sistema inductivo de anillos

a<b, A[la'] = A[b 1], x/aP— tMx/b"P.
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Mediante una comprobacién rutinaria se pone de manifiesto
que el funtor espectro conmuta con los colimites filtrantes,

asi que segGin (2.4) y las consideraciones que le preceden

(2.5) implica

-1
D(A[S-1]) = lim filt D(A) [D(A) ]
(A[s™1]) 5%%. i ( >(a)

Pero {D(A)z(a)' a « S} es un sistema inductivo dirigido de
filtros, ya que si a,be S se tiene (a) A (b) = (ab) con

ab € S y por tanto los filtros principales de (a) y (b) es-
tan contenidos en el filtro principal de (ab). Ademds 1la
unién de todos los filtros principales del sistema es F, asi
que basta aplicar la proposicién 1.5 de [1] para obtener la

conclusién buscada. A

Una localizacidn es un homomorfismo fraccionario con
rango local. De los resultados anteriores se sigue que exis-
te una correspondencia biunivoca (salvo isomorfismos) entre
las localizaciones de A y las de D(A). Un homomorfismo de
rango local se factoriza (proposiciones 2.1 y 2.4) en la for-
ma f = ££ con £ localizacién. Es facil verificar ademis que
f verifica "f(a) unidad = a unidad'" en el caso de anillos y
"%(x) = 1 =x = 1" en el de reticulos. Un homomorfismo con
estas propiedades se llama local. Dada otra factorizacidn
f = gh con g local, existe un inico homomorfismo k tal que
k& = h y se verifica también £ = gk. Este tipo de factoriza-
ciones universales son conservadas por el espectro.

PROPOSICION 2.8. S{ f:A » A' es Local con A' Local en-
tonces D(f) es Local.

Demosgtracion. D(f)(a],...,an) = 1 equivale a 1 =
tlf(a])+...+tnf(an) y por ser A' local algln f(ai) es unidad,
luego también a; es unidad pues f es local. Por tanto (ai)=1
lo que implica (31,...,an) = 1.
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§3. Anillos de dimension. cero.

Ya que los ideales primos de un anillo A estédn en bi-

yeccién con los de su espectro D(A), diremos que
dimA = dim D(A) (3.1

y reduciremos el estudio de la dimensidén (en el sentido de
Krull) de los anillos a la de los reticulos.

En vez de considerar cadenas de ideales primos en un
reticulo D tomaremos cadenas de homomorfismos f_< fi<...<
£ :D + D'. Clésicamente, si D' = {0,1} y I, = fi‘(O), 0 <
i € n, se obtiene una cadena de ideales primos.

10

TEOREMA 3.1. Panra cada nretfcufo D y cada n > 1 existe
un nreticulo D con homomon §ismos Po€Py€...€p D+ D, ta-
Les que panra cada cadena de homomorfismos fos..sfn:D + D'
existe un dndico homomon§ismo f:D, » D' tal que fp; = £,
0 < i< n.

Demostracidon. Se toma como Dn el cociente del reticu-
lo libre engendrado por n+1 copias de D por la congruencia
engendrada por (0 < i, j < n)

0i =0, =1 xAy= (Xl\y)i, XY Yy = (xvy)i , (3.2)

1M T Xnin(i, )

Los detalles pueden verse en [4]. A

El teorema anterior permite construir una resolucidn
simplicial del reticulo D. Asi por ejemplo la propiedad
universal de Dn+1 aplicada a la cadena Pp$ -+ S$P;€P; €.+ ¢
pn:D -+ Dn produce el homomorfismo de degeneracidn Si:Dn-t-l * Dn'

Definimos la dimensidn de un reticulo D mediante

. : TT. -
dimD< n<=> (so,..,sn).Dn+1 + n+1Dn monomorfismo. (3.3)

En la situacibn conjuntista podemos usar la dualidad
de Birkhoff-Stone y escribir para el conjunto ordenado de
los ideales primos de D
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d?an < n<=> {s,..,s 1 #zHXn + X,q epimorfismo (3.4)

i j $%H K% s.(x. <.
siendo X el conjunto de las cadenas X, < K3 AY. 1( o5 §

" La condicidén (3.4)

significa que cada (n+1)-cadena es degenerada, es decir tie-
ne al menos dos elementos repetidos. Vemos asi que la defi-
nicién (3.3) se corresponde con la clédsica, estando formula-

= L% $XpK « 038 e X 3
an) Xo\<..\x1\x1 < X n+1

da para un topos con nfimeros naturales.

El teorema siguiente es el caso particular n = 0 del
teorema general de [4]. No obstante daremos aqui una demos-
tracién directa que permitird apreciar los mé&todos del caso

general.

TEOREMA 3.2. Un neticulo tiene dimensibn cerno 84 y

s6L0 84 es un Glgebra de Boole.
Demostracién. dim D= 0 significa que so:D1 + D es in-

yectiva por (3.3) y como so(xo) - Xy ™ so(x1) resulta x =
Xy, €s decir D] = D. Probaremos ahora que (notar que escri-
bimos x; = pi(x))

P, = Pqy:D = D, = D es algebra de Boole. (3.5)

Aplicando a pi:D > D1 el funtor algebra de Boole libre se
obtiene pi:B + B1 y supongamos por el momento que

D={xeB|xosx1}. (3.6)

Entonces también se verifica 71D = {x« B Ix1 < xo} y

C() = {x=B lxo = x,} siendo C(D) el dlgebra de Boole de
los elementos complementados de D. Pero como suponemos 1la
hipdétesis de (3.5) serd B = C(D) y D es por tanto un alge-
bra de Boole. De manera que (3.5) es una consecuencia de
(3.6).

Para probar (3.6) supongamos primero que D es un re-
ticulo de presentacidén finita. En este caso si podemos apli-
car la dualidad de Birkhoff-Stone para obtener aplicaciones
i- La traduc-
cidén de (3.6) es que todo subconjunto U< X es una seccién

mondtonas P, € Py:Xy + X con pi(x0 < x1) = X
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superior (x1 >x, el =>x U) si y sblo si p(;l(U) < pﬂ (U)
lo que evidentemente es cierto. Luego los reticulos de pre-
sentacidén finita verifican (3.6).

Volviendo al caso general, se sabe que todo reticulo
es limite inductivo filtrante de reticulos de presentacidn
finita y que el dlgebra de Boole libre conmuta con estos 1i-
mites. También se prueba sin dificultad que la construccidn
funtorial D+ Dn conserva los limites inductivos filtrantes,

Sea pues
D = lim filt D (3.7)
kek k
con los Dk de presentacidén finita. Dado x € B con X, € X4

existira algln k = K tal que X, € By con x . < Xpq ¥y por
tanto x, & Dy, luego x = D. Con esto se ha demostrado uno de
los contenidos de la igualdad (3.6), pero el otro es inme-

diato.
Hemos probado que los reticulos de dimensidn cero son

dlgebras de Boole, y el reciproco es obvio.

Ahora es facil caracterizar los anillos de dimensidn

cero.

COROLARIO 3.3. dimA= 0 84 y 4680 44 A/N es regulanr.

Demostracion. Sigue de los teoremas 3.2 y 1.5.

Para terminar veamos un ejemplo importante de anillos

de dimensidén cero, bien conocido en dlgebra conmutativa.

TEOREMA 3.4. Una K-dfgebra {inita sobre un cuerpo K
tiene dimensifn cero.

Demostracidén. Dado un elemento x se prueba utilizando
su ecuacién minimal que x¥ es regular para algn r > 1, de
manera que (x) tiene complemento en el espectro. Los deta-

lles estan en [3].
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§4. Anillos de polinomios sobre un cuerpo.

El objetivo de esta seccidén es demostrar que, en cual-
quier topos con nGimeros naturales, el anillo de polinomios
en una indeterminada sobre un cuerpo tiene dimensidén uno. Pa-
ra ello debemos previamente identificar los reticulos de di-
mensién uno. Siguiendo el esquema de la demostracidén del teo-
rema 3.2, es necesario ocuparse primerd de los reticulos de
presentacién finita reduciéndolos a conjuntos ordenados fi-
nitos mediante la dualidad de Birkhoff-Stone.

PROPOSICION 4.1. Sea X un conjunto ordenado ginito.
dimX €1 44 y 4680 84 cada U< X es un intervalo.
Demostracidon. Recordemos que U es un intervalo si
X, € X4 € X, CON X ,X) & U implica X, = U. Si todo U < X es
un intervalo, tomando una cadena como la anterior y
U= {x,,x,} resulta x; = x, 8 x4 = x,, luego dimX < 1. El
reciproco es inmediato. A

Notemos que los intervalos son los subconjuntos de la
forma U = A B con A seccidn superior y B seccidn inferior,
o equivalentemente de la forma U = AN T1B con A y B seccio-
nes superiores, y que las secciones superiores de X son los

elementos del reticulo D asociado por la dualidad.

TEOREMA 4.2. Sea D un retfculo. dim D < 1 84 y 46L0 54
Vuee B, 3Ix,y =D, u=xa"ly. 4.1

Demostracién. La proposicidn 4.1 equivale a este teo-
rema si D es de presentacidén finita. Si pudiéramos suponer
(3.7) con dinle < 1 para cada indice k seria facil deducir
el teorema para un reticulo arbitrario. Como no sabemos si
tal hipbétesis es valida hay que proceder con otros argumen-
tos.

Denotando A, = {u =B | u=xA "y, x,y €D}, (4.1) di-
ce que A2 = B. En el caso finito podemos poner por dualidad
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AZ = {U € X| U intervalol}, lo que se expresa con la ayudade

la aplicacidn

0, iP(X) + P(X,), o, =p.'n~ipinp,’ (4.2)

2+ 2420+ %2: 71 Po Py NP2 1

(que envia U c X en el conjunto de las cadenas Xo € Xq € Xy
tales que x_,x, « Uy X, ¢ U) diciendo que A, = ai (#). Con-
siderando pues la aplicacidn en el caso general

(!ZIB + BZ, (12 = pOAﬁP]APZ (4'3)
y observando que las construcciones A2 y ai1(0) son funtoria-
les y conservan los limites inductivos filtrantes, de lo an-
terior y (3.7) se deduce que todo reticulo verifica

A, = oy (0). (4.4)

Sea ahora ¢, = uZ(B), que también es un funtor que con-
serva los colimites filtrantes al igual que CZ’ el ideal de

B, engendrado por CZ' Probaremos que

2

K, = C, (4.5)

siendo l(2 el nlcleo del homomorfismo (so,s]):B2 > B1XB],otN)
funtor andlogo a los anteriores. Un contenido sigue de

soaz(u) = so(qu Tuy Auz) =u, AT lu AU, = 0y s1a2(u)

u A lugauy = 0. Aplicando una vez mads (3.7) basta ahora

probar que K, C2 para reticulos de presentacidn f1n1ta

Un elemento w e K2 es por dualidad W & X2 tal que s (W) =

g = 1 (W), es decir formado por cadenas no degeneradas
Luego W = W, U..UW_siendo W, = {x;q € %51 € ,} un conjun-

1 n io

to formado por una sola cadena. Tomando U, = {xlo, iZ} Te-

sulta X ¢ U y por tanto W, < az(Ui). En consecuencia
wo=w, v.. yw, < 2(u ) v.. vaz(un) lo que significa que
w = C,. Queda por tanto probado (4.5).

Usando (3.3), (4.5) y (4.4) resulta finalmente

dimD < 1<=->K2 =0 @»CZ = 0<==>A2 = B <> (4.1).

Podemos ya pasar a considerar los anillos de polinomios

sobre un cuerpo.
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TEOREMA 4.3. S{ K es un cuerpo, entonces dimK[X] = 1.
Demostracién. Hay que probar que el espectro D= (x[xD

verifica (4.1). Por divisibilidad resulta facilmente que los

elementos de D son de la forma (f) con f e K[X]. El teorema
3.4 implica que D(K[X]/(f)) es un dlgebra de Boole si f # 0
y se demuestra en [2] la siguiente férmula andloga de (2.4):
D(A/(a)) = D(A)z a)* Resulta en definitiva que D es un re-
ticulo con 0 decidible (ver (1.9)) y tal que para cada x =0
D es un dlgebra de Boole. En estas condiciones se prueba

2X
en [2] que B = DUTID lo que evidentemente implica dimD < 1.4

§5. Representaci6on de Pierce y dimensidn de anillos.(*)

Mostraremos para terminar cémo un teorema en un topos € pue-
de obtenerse a partir de otro mids simple que sea valido en
un topos arbitrario, aplicando este Gltimo a un adecuado to-

pos sobre €.

Partimos en un Aigebra de Boole B en un topos € con
nameros naturales (aunque algunas de las construcciones que
siguen no los necesitan), y sea e€(B) el topos de haces so-

bre B con cubrimientos finitos, [2].
Llamaremos B-An a la '"comma" categoria (B +E),[5],

7
\\\»E(A') A’

E(A) A

donde E:An -+ B2 es el funtor de idempotentes.

TEOREMA 5.1. Ane(B) = B-An.

Demostracidn. Dado un haz de anillos A:B°P + ¢, defini-
mos a:B »> E(A) asi: si x «B, 1 = x +71x ("+" quiere decir
(%) Esta seccidn es un resumen y anticipo del articulo del autor: Dimen-

s4on of boolLean valued Lattices and nings, publicado en el Journal
of Pure and Applied Algebra 42(1986) 223-236.
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"y con "A'" nula) implica
3ta eA = A(1), Ax’1(a) =1, A_jx,1(a) =0

donde Ax,1 es la imagen por A de x < 1. Se prueba sin difi-
cultad que a“ =0 y que x+ a define un homomorfismo de al-
gebras de Boole.

En el otro sentido, dado a se define A asi:

A(x)

Aa (x)

ta(y)— to(x)

>

A

\<
no—

A(y) = Aa(y)

y se verifican todos los detalles.

TEOREMA 5.2. Rete (B) = B-Ret y BLeg(B) = B-BZ (donde B-
Ret y B-B1 son "comma " categorfas definidas obviamente.
Demostracidén. Dado un haz de reticulos D:B°P + ¢ y
x B

jta =D = D(1), ﬁx,1(a) =1, Dqq@ =0

y se define a = §(x) obteniéndose un homomorfismo de reticu-
los 6:B + D. En particular el complementario de a es el Gni-
co b €D tal que Dx,1(b) =0y D'1x,1(b) =1.

En sentido contrario se define el haz D asi:

D(x)

Dsd(x)

at> anad(x)

»

A
~
—_—

ﬁ(Y) & DSG(Y)

Si D es dlgebra de Boole, lo es tambi&n cada Dsé(x)’ siendo
“1a A8(x) el complementario de a E:Dsa(x)’ donde Tla es el
complementario de a en D.

Se verifican sin dificultad todos los detalles perti-
nentes: D es un haz y se obtiene un funtor B-Ret + Rete(B)
que es pleno, fiel y para cada D existe § tal que &+ D; asi
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que se trata de una equivalencia, [S].

Nétese que el funtor de idempotentes:
E : Ane(B) — B2 €(B)

es, después de las equivalencias, de la forma

E(B3 E(A),A) = B3 E(A)

Andlogamente, un soporte en €(B)
% E@n,n) 2 @8

es un soporte d:A - D en e€ que hace conmutativo el diagra-

ma

Notese que dj es un homomorfismo de reticulos, pues siendo
d soporte, si a,b € E(A) entonces d(avb) = d(a+b - ab) =
d(a) vd(b). Todo soporte d en € 1o es en €(B), definiendo §
a través del diagrama anterior
TEOREMA 5.3. d, es el soponte universal de (B $ E(A) ,A)
en €(B).
Demostracion. Se verifica la propiedad universal sobre

el diagrama
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Un caso particular importante de B-anillos se presenta
cuando B = E(A), a = id. Entonces el haz es la representacion
de Pierce del anillo A, [2],

A:B°P— ¢,  A(e) = Ae.

Supongamos ahora que B = E(R), siendo R un anillo regular.

TEOREMA 5.4. (Pierce) R es un cuerpo en €(B).
Demostracién. Interpretando la definicién de cuerpo
(M1 (1 =0) y x =0vx unidad) en e€(B) y aplicando la equiva-
lencia resulta que R es un cuerpo si 1 # 0 en R y para cada
a € R existe un cubrimiento (particidn) 1 = Xq*...*+X en B

y para cada indice i un elemento a; « R tal que
aa(xi) =0 0 aaia(xi) = a(xi).

En nuestro caso es o = id y dado a « R se tiene un idempo-
* . .
tente e = aa con el que obtener una particidén 1 = e+(1-e)

que verifica

a(l-e) = 0 , aa‘e = e.

[}
=
I

El anillo de polinomios R[X] verifica E(R[X])
E(R) y su representacidn es

(B ———;F(R[ = R[X]: e + R[X]e = Re[X].

TEOREMA 5.5. R[X] ¢4 el aniflo de polinomios R[X] en e(B).
Demostracién. R[X] = {f € RN | 3In:im > n = f(m) = 0}.
Entonces se tiene una biyeccidn
£:e +~ R[X]
E={¢ }ncN Re Jn:m>n=g =0

.Yy esto quiere decir que existe e = e *...*e y para cada
indice i, n, tal que g e, = 0 sim> n,. Tomando n =
méX{nl""’nr} se tiene £ e = 0 si m > n, luego E < Re[X],
es decir £:e » R[XJ.
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Llegamos finalmente a la dimensidn de anillos de polinomios en
e(B). Se sabe que dim K[X]
con nGmeros naturales.

<

N

1 si K es un cuerpo en un topos
Por tanto, si R es anillo regular en
un tal topos € entonces

dim R[X] < 1 en €(B)

donde B = E(R).

TEOREMA 5.6. dim R[X] <1 44 R es un anillo negulan en €.

Demostracion. Es {50,51}: DZ(R]X ) D1(R|X )xD1qul)
mono, asi que

I(D, (R[X])) > r'(D](RIXI))><I‘(D](R|X[)) mono »

siendo T':e(B) » € el funtor seccidn global (adjunto a dere-

cha, luego conserva limites y monomorfismos). Verifiquemos
ahora el siguiente

LEMA. F(-)n = (-)nr.

o @il
En efecto, dados homomorfismos B-g D fos Iy
tiene ped =..=p _§

Drl se
" (= Gn) y se ve que

S
B \\\\\\\‘ lpos..spn
8n D

n

es universal en £(B) si lo es en e.

Aplicando el lema resulta el monomorfismo

{sy,51}:D (R[X]) > D, (R[X])xD, (R[X])
asi que dimD (R[X]) < 1.
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