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EL ESPECTRO Y LA DIMENSION DE ANILLOS
EN EL ALGEBRA SOBRE UN TOPOS

par

Luis ESP/~NOL

Es t e texto es una exposici6n de los trabajos [3] y [4J
del autor, que desarrollan ideas de A. Joyal sobre la dimen-
sion constructiva de anillos. El 61gebra que a continuaci6n
se expone es constructiva en el sentido de no utilizar 1are-
gla del tercio excluso ni el axioma de clecci6n (teorema del
ideal primo), por 10 que los resultados obtenidos tendr5n va-
lidez en un topos con numeros naturales. A1gunas de las cons-
trucciones aqui consideradas se realizan en e1 topos de ha-
ces sobre un algebra de Boole.

Todos los anillos seran conmutativos y unitarios, con
subanillos y homomorfismos conservando la unidad. Asi mismo,
los reticulos ser5n distributivos con minimo y m6ximo, que
seran conservados por los homomorfismos.

En la secci6n 1 se expone la version algebraica de Jo-
yal de. espectro de un anillo, que es un retic~lo obtenido a
partir del anillo como soluci6n de un problema universal. Es-
te espectro es el reticulo dual del considerado en [3], Asi
que los resultados alIi obtenidos apareceran ahora dualizados.
El espectro es isomorfo al reticulo de los abiertos casicom-
pactos del espectro primo clasico, cuando el topos considera-
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do es el ordinario de los conjuntos. Tambi§n se considera el
espectro booleano, algebra de Boole libremente engendrada
por el espectro, que se corresponde en el caso clasico con
la topologia constructiva sobre el espectro primo.

La Secci6n 2 se dedica al estudio de las localizacio-
nes en anillos y reticulos, verificando que estas propieda-
des son conservadas por el espectro. Asi, los espectros de
los anillos de fracciones de un anillo son reticulos de frac-
ciones del espectro de dicho anillo. Esta secci6n no apare-
ce en [3], que tampoco menciona las propiedades de conserva-
ci6n, analogas a las aqui expuestas, que el espectro dual
veri fica respecto a la nocion de dominio de integridad.

Las secciones 3 y 4 se refieren a la dimension de
Krull de los anillos. Ya que los ideales primos del espectro
se corresponden biyectivamente con los ideales primos del
anillo, la dimension (de Krull) de un anillo es la dimen-
sion (de Krull) de su espectro. La naturaleza constructiva
del algebra que desarrollamos exige una reformulacion de la
dimension independiente de los ideales primos, 10 que se ha-
ce, siguiendo a Joyal, a trav§s de una resolucion simplicial
del reticulo. En la secci6n 3 se demuestra que los reticulos
de dimension cero son las algebras de Boole. Este teorema es
un caso particular del teorema general de [4] que caracteri-
za los reticulos de dimension menor 0 igual que n en t§rmi-
nos del algebra de Boole libre sobre el reticulo. La demos-
tracion dada aqui del caso cero es directa y permite apre-
ciar los m§todos basicos del teorema general. La seccion ter-
mina caracterizando los anillos de dimension cero.

La seccion 4 contiene un resumen amplio de la demostra-
cion de que la dimensi6n de K[X] es uno si K es un cuerpo.
Esto se demuestra en [3] utilizando el caso n = 1 del teore-
rna general de [4]. El trabajo termina con la seccion 5, don-
de se prueba el mismo teorema de dimension para polinomios
sobre un anillo regular, interpretando §ste como un cuerpo
en el topos de haces sobre el algebra de Boole de sus idem-
potentes, a trav§s de la representaci6n de Pierce y utilizan-
do algunas propiedades de conservacion de funtor secci6n glo-
bal.
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§l. [1 reticula espectra de un ani 110.

primo de un anillo A es el conjunto Spec
primos de A con la topologia, 11amada de
como base de abiertos la familia

Es bien sabido (Algebra conmutativa) que el espectro

A de los ideales
Zariski, que tiene

O(a) = {x E: Spec Ala d:. x ) , a E:: A (1 . 1)

El conjunto Q(A) de los abicrtos casicompactos de
Spec A es un reticulo engendrado f ini t amcn t e por los D(a) y

la aplicClci6n

o : A -+ Q(A), at-->-D(a) (1. 2)

verifica las propiedades siguientes:
(i)

(ii)
(iii)

0(0) = 0 , 0(1) = Spec A

O(ab) = O(a) n O(b)
O(a+b) ~ D(a) U O(b) . (1. 3)

Llamaremos soporte de un anillo A a una aplicaci6n
d:A + Dr donde D' es un reticulo, que verifique
(i) d(O) = a , d(l) = 1

(ii) d(ab) = d(a) x d Ib )
(iii)d(a+b) ~ deal v d(b).

TEOREMA 1.1. La aplicaci6n D:A + Q(A) de (1.2) e~ un
~opo~te de A can la p~opiedad unive~~al ~i9uiente: pa~a ca-
da ~opo~te d:A + 0' exi~te un unico homomo~6i~mo de ~et~cu-
lo~ d:Q(A) + D' tal que dD = d.
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Il emo e t r ac i o n , Hay que ver que d(D(a,) lJ ••• lJ D(an)) =

deal) v ... v dean) define una ap Li cac i on Q(A) -+ DO, pues en-
tonces es inmediato que se trata del homomorfismo buscado.
La formula anterior es una buena definicion de d si y s610
si

El contenido primero significa que a pertenece al radical en-
gendrado par los bj, asi que existen r > 0 Y 'tj e: A tales
que ar t1b1+ ••. +t b de donde se sigue, aplicando (1.3),m m

Joyal propuso una construcci6n del soporte universal
de un anillo independiente de la existencia (no constructi-
va par depender del axioma de eleccion) de ideales primos.
Es como sigue: en el conjunto de las sucesiones finita de
elementos de A definimos la relacion

sii r'1a
1

m
y t..b.,

i.::;, 1J J
(1. 4)

can r·
1

prueba
valida

~ 1 Y los t·. en A. Esta rclacion es reflexiva y sc
1J

quc es transitiva utilizando la formula siguicnte,
en todo anillo

m s1+ ... +sm( It .. b.)
j=1 1J .J

m _ s jIt .. b.
j =1 1J J

en la que los t .. son elementos adecuados de A. Sca D(A) el
1J

conjunto ordenado obtenido antisimetrizando la relacion an-
terior y escribamos t amb i en (a" ... ,a ) E: D(A), de manera

11

que es (a" ... ,an) = (b" ... ,bm) si y solo si se verifica la
relacion ('.4) y su simetrica. Se demuestra sin dificultad
que D(A) es un reticula can las operaciones

(a1,···,an)" (b" ,bm)

(a" ... ,an) v (b" ,bm)

(a,b" ,anbm),

(a, , ,an ,b, ,...,bm)
(1. 5)

y la aplicacion

108



a >->- (a) (1. 6)

es el equivalente constructivo de (1.2).

TEORill~ 1.2. La apl~eae~6n dA de (1.6) e~ un ~opo~te
uYlive~~al de A.

Demostracion. Es inmediato verificar que dA es un so-

porte y que si d':A -> 0' es otro soporte e nt onc es la ap Li ca -

cion d:D(a) + 0' definida par d(a1, ... ,an) = d(a,)v ... vd(an)

es e I Im i co ho momor f i smo tal que (idA = d' . A

Los t eo r emas 1. 1 Y 1.2 son equivalentes en la c a t e go r I a

de conjulltos ordinaria, pero 5610 el ultimo se extiende a

los topos.

PROPOSICION 1.3. Los ideale~ p~.tmo~ de D(A) ~e co~~e~-
ponden biunlvocamente eon lo~ ideale~ phimo~ de A.

Iremo e t r ac i.o n . Recordemos que J es un ideal p r imo de un

reticulo D si

(i) OEJ

(ii) x,y E J =>xvy E: J

(iii) x E:: J ~ X II Y E: J

(iv) 1(1E: J)

(v) xllyEJ=>xE::J6yE::J

Si d:A + D es un soporte entonces I d-1 (J) es un ideal pri-

mo de A, es decir, se verifica:
(i) 0 E I (iv) .(1 E I)

(ii) a,b E: I => a+b e: I (v) ab E: I ~ a e:: lob e: I

(iii) a E I => ab e:: I

Veamos,por ejemplo que se verifica (ii): si a,b E I entonces

d(a), d (b) E J Y por tanto d (a) v deb) e:: J. Pero la condici6n

(iii) de J equivale a "y e:: J si y ~ X e:: J" y par tanto

d(a+b) e:: J segun ('.3), luego a+b e: I.
Reciprocamente, y ya en el caso d = dA, sea I un ideal

primo de A y considerernos el ideal J de D(A) engendrado por

dA(I), es decir

J = {x e: D(A) I x ~ (a, , ... , an),a" ... , an e: I}
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Veamos que J es primo. En efecto:
(iv) Si 1 E J entonces Ely esto es falso.
(v) Sea x (x1, ... ,xp)' Y (Y1""'Yq) con x s v e::J, es
decir (x1y1, ... ,xpYq) ~ (a1, ... ,an) donde cada ai esta en I.

Aplicando (1.4) resulta ser x-Yo un elemento de I para cada
1 J

par i,j de indices de manera que todos los xi estan en I 0
bien todos los Y _ est an en I Y eri consecuencia x e:: I 6 Y e:: I..

J

Si consideramos ide~les primos complementados (todos
en el caso clasico) la proposici6n (1.3) se obtiene como caso
particular del teorema (1.2) tomando D' = {O, 1}, pues un
ideal primo de A (resp.D) es 10 mismo que d-1(O) con
d:A + {O,1} (resp. d:D + {O,l}) soporte (resp. homomorfismo).

Diremos que D(A) es el espectro del anillo A, sobre-
entendiendo en general el soporte dA' Dado un homomorfismo
f:A + A'de anillos, lapropiedad universal de dA permite
definir un Gnico homomorfismo de reticulos D(f) :D(A) + D(A')
tal que D(f)dA = dA,f, a saber

(1. 7)

Se obtiene asi el funtor espectro D:An- Ret de la categoria
de los anillos en la categoria de los reticulos.

Al igual que en el caso clasico, un anillo Y su redu-
cido tienen el mismo espectro.

TEOREMA 1.4. Si N e~ el rtilnadi~al de A ert~on~e~
D(A/N) = D(A).

Demostracion. Ver [3].

Llamando B (A) al algebra de Boole librernente engendra-
da por D(A) se obtiene el funtor espectro booZeano

B:An -+ BI. El e ep e c t ro bo o L eano B(A) es el reticulo de los
abiertos casicornpactos en la topologia constructible de
Spec A en el algebra conrnutativa ordinaria.

Un anillo K es un cuerpo si veri fica las condiciones

1(0=1), x = ° v x unidad . (1.8)
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Otras condiciones clasicamente equivalentes a (1.7) no 10
son desde el punta de vista constructivo (intuicionista) que
aqui se utiliza, como puede verse en [61. Es facil ver que
un cuerpo es decidible, es decir sastisface la formula

x = ° v""'" (x 0) (1.9)

y que D(K) = {O,l} siendo dK:K + {O,l} la funcion caracte-
ristica del complemento de 0.

Sea ahara un anillo regular, es decir tal que cada ele-
*mento a tiene un asociado a (Gnico) que satisface

2 *a a *2a, aa *a (1. 10)

*de manera que aa es un idempotente. Reco rdemos qu e el con-
junto E(A) de los idempotentes de un anillo A es un algebra
de Boole con las operaciones a f\ b = ab , a vb = a rb v ab , ......,a =
l-a. Pues bien, un calculo rutinario prueba que si R es un
anillo regular su espectro es

d:R--E(R), at--->-deal *aa . (1.11)

En general se veri fica el siguiente teorema, que es la
version en tapas de la caracterizacion de la igualdad entre
las topologias de Zariski y constructiva en el espectro pri-
mo clasico.

TEOREMA 1.5. D(A) e~ un algeb~a de Boole ~i y ~61o ~i

A/N e~ ~egula~.

Demostracion. Ver [3J.

Mas importante y laborioso de probar es el teorema si-
guiente:

TEOREMA 1.6. Si R e~ ei aniiio ~eguia~ i~b~emente en-
gend~ado po~ un aniilo A entonce~ B(A) = B(R).

Demostracion. Ver 1a seccion 2 de [3J.

En 1a tantas veces citada referencia [3] se trabaja,
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como ya se ha indicado antes, con el reticulo ZeAl dual de
D(A) provisto de una aplicacion zA:A ~ ZeAl que es univerSll
respecto a las propiedades duales de (1.3), a saber (i)
z(O) = 1, z(l) = 0, (ii) z(ab) = z(a) v z(b) y (iii) z(a+b) =?

z(a) /I z(b), que definen las llamadas nociones de cero de un
anillo en un reticulo. Pero este espectro dual no implica
cambios en el espectro booleano ya que el algebra de Boole
libremente engendrada por ZeAl es tambi§n B(~). La version
conjuntista del espectro dual es analoga a (1.2) sustituyen-
do la familia (1.1) por la de los complementarios

Z (a) = {x E:: Sp ec A I a E:: x} , a E:: A.

§2. localizaciones y espectro.

Recordaremos rapidamente algunos hechos basicos de la
localizacion de anillos en el algebra sobre un topos. En [7J
puede verse una exposicion realizada en el lenguaje categ6-
rico de objetos, morfismos y diagramas.

Dado un subconjunto multipli~ativo S de un anillo A
(1 E S Y a,b E:: S implica ab E:: S) se tiene un epimorfismo
l:A ~ A[S-l] en el anillo de fracciones de A sobre S que es
universal respecto a la propiedad "l(a) unidad si a E:: SOl.
Cada anillo de fracciones 10 es sobre un subconjunto multi-
plicativo s a t u r a do (ab E S implica a,b E:: S) es decir tal que
S = {a -= A Il(a) unidad l . Si f:A + A' es un homomorfismo de
anillos entonces S = {a E A I f(a) uni.dad} es un subconj unto
multiplicativo saturado y existe un unico homomorfismo
- 1 -f:A[S- ] + A'taI que fl = f.

PROPOSICION 2.1. f e~ i~omo~6i~mo ~i y ~6lo ~i f v~-
6ia.ll
(i) Va' E A', 3a,b E A, f(a)a' = feb) y f(a) urd.da d
(ii) f(a) = 0 q 3b e:: A, ab = 0 y feb) urd.d a d ,

Iremo e t r ao ion , Sea g:A' -+ A[S-lJ tal que g(a') = b/a

donde a,b son los de (i). Si f(a1)a' = feb,) con f(a,) uni-
dad entonces f(ab,-a,b) = 0 y segun (ii) s(ab1-a,b) = 0 con
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5 E S, 10 que equivale a b1/a1 = b/a; luego g es una aplic:-
cion. Se ve facilmente que g es el isomorfismo inver so de f.
El reciproco es inmediato .•

Llamaremos fraccionario a un homomorfismo que verifi-
que las propiedades (i) y (ii) de la proposicion 2.'.

Un subconjunto multiplicativo es primo si ,(0 e:: S) y
a v b e:: S implica a E Sob e:: S.

PROPOSICION 2.2. Lo~ ~ubco~ju~~o~ mut~~pt~ca~~vo~ p~~-
mo~ de u~ a~~tto A ~e e044e~po~de~ b~yee~~vamen~e can to~
6~t~4o~ p4~mo~ det e~pee~4o D(A).

Demostracion. Se copia dualizandola la prueba de la
proposici6n 1.3, en este caso dA(S) engendra el filtro
F = {XE D(A) Ix = (a')""'''(an), a" ...,anE S} y como
(a1)" ... "(a ) = (a1 .. a ) C dl\(S) resulta simplemente F =

n n
{x e:: D(A) I x (a), a e:: S} .•

Un a ni.Ll o es local s i -, (1 0) y

x + y = 1 ~ x unidad v y unidad (2.1)

10 que equivale cla5icamente a la existencia de un Gnico
ideal maxim:!l.

PROPOSICION 2.3. Sea S ~a~u~ado. S e~ p4~mo ~~ y ~6to
~a A [S -1] es to cat.

Demostracion. Sea S primo y supongamos x+y =, con
x = a/s, y = b/t,s,t,S. Existe u E S tal que u(ta+sb-st) = 0,
asi que aplicando las propiedades de S resulta 5 e:: Sot e:: S,
es decir x unidad 6 y unidad. La prueba se termina sin difi-
cu ltad. •

Tambien la teoria de los reticulos admite fracciones,
de las que [,] es una referencia en el marco del algebra cla-
sica.

Dado un subconjunto A-cerrado S de un reticulo D
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(1 E S Y x,y E S implica x IIy e:: S) la r-elac iSn

x"'y<==:>3ue::S, xllu=yllu (2.2)

es una congruencia que define un reticulo cociente O[S-l]
con un homomorfismo suprayectivo l:O + 0[S-1] que es la 50-

Luci on universal de "t (x) = 1 si X e:: S". Todo reticulo de
la forma O[S-l] 10 es para un subconjunto II-cerrado satura-

do (x IIyES implica x,y E:: S) es'decir tal que S = {x e= 0 I
t(x) 1}, 10 que equivale a decir que S es un filtro, pues
si XES entonces x = x II(x V y) luego x v yES Y reciproca-
mente, todo filtro es II-cerrado saturado. Si f:O + 0' es un
homomorfismo de reticulos entonces S = {x e::0 I f(x) = 1} es
un II-cerrado saturado y existe un Gnico homomorfismo
£:O[S-l] + 0' tal que it = f.

PROPOSICION 2.4. f es i-6omoJt6iMHO s : tj s s ;» s ; f ve.Jti-

6ic.a
(i) f e.-6 -6upJtaye.c.tiva
(ii) f(x) = fey) => 3u e:: 0, X IIU = Y IIu , feu) = 1.

Demostraaion. Sea g:O' + O[S-l) tal que g(x') = t(x)
con f(x) = x' ya que f es suprayectiva. Si f(x) = fey) en-
tonces (ii) implica x IIu = Y IIU con u e:: S asi que t(x) = t(y)

segun (2.2). Luego g es una aplicaci6n. Se comprueba que es
el isomorfismo inverse de f. !

Como en los anillos, dirernos que f es fracaionario si
veri fica las condiciones (i) y (ii) de la proposici6n 2.4.

Un reticulo 0 es local si -, (1 0) Y

xvy=1=»x=16y=1 (2.3)

condiciones que equivalen a la existencia de un unico ideal
(filtro) maximal en la situacion clasica.

PROPOSICION 2.5. Un 6ittJta S e.6 pJtima 6i y 66ta 6i
O[S-l] e.s taeat.

Demostracion. Sea S un filtro primo y supongamos
t(x) vt(y) = 1, asI que t(xvy) = 1 Y segun (2.2) (x v yj eu s u
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para algun u E S. Entonces (x /I u) V (y /I u) E S Y por tanto
x /lU e:S a y /lu e:S, 10 que implica x e: S 6 yES es decir
l.(x) = 1 6 ley) = 1. Luego D[S-1] verifica (2.3). El reci >

proco es similar.

PROPOSICION 2.6. A e~ lo~al ~i y ~610 ~i D(A) e~ lo-
~al.

Demo e t r ac i on , Si (a) v (b) = 1 entonces 1 = sar t b lue-
go s 6 t es unidad, es decir (a) = 1 6 (b) = 1. El argumen-
to con elementos generales de D(A) es analogo. Reciprocamen-
te, si asb = 1 resulta (a) v (b) = (a,b) ~ (a+b) = 1 Y por
tanto (a) = 1 6 (b) = 1, es decir a unidad 6 b unidad.

Veamos finalmente como es el espectro de un anillo de
fracciones.

TEOREMA 2.7. Si F e~ el 6~lt~0 engend~ado po~ dA(S)
enton~e~

2DemostT'acion. Supongamos primero S = {1,a,a ,...}, de
manera que F es el filtro principal D(A) ( ) = {x E D(A) I~ a
x ~ (a)} y D(A) [F-1] = D(A) ( )' considerando este illtimo

-$. a
ideal como reticulo con (a) = 1. En la seccion 2 de [3] se
demuestra que

D(A[a-1]) = D(A) ( )~ a
(2.4) •

En el caso general, es conocido que

A[S-1] = lim filt A [a-1] (2.5)
~

siendo el limite inductivo sobre el orden en S definido por
a ~ b si (b) ~ (a) en D(A), que es filtrante ya que a,b ~ S
implica a,b ~ ab E S. Se tienen pues relaciones de la forma
bn = ta que permiten definir un sistema inductivo de anillos
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Mediante una comprobaci6n rutinaria se pone de manifiesto
que el funtor espectro conmuta con los colimites filtrantes,
asi que segfin (2.4) y las consideraciones que Le preceden
(2.5) implica

D(A[S-l]) 1im fi It D(A) [D (A) ~ (a) ~ 1]
iES

Pero {D(A)~(a)' a ~ S} es un sistema inductivo dirigido de
filtros, ya que si a,b 4C S se tiene (a) /I (b) = (ab) con
ab £ S Y por tanto los filtros principales de (a) y (b) es-
tan contenidos en el filtro principal de (ab). Ademas la
uni6n de todos los filtros principales del sistema es F, asi
que basta aplicar la proposici6n 1.5 de [1] para obtener la
conclusi6n buscada. !

Una localizacion es un homomorfismo fraccionario con
rango local. De los resultados anteriores se sigue que exis-
te una correspondencia biunivoca (salvoisomorfismos) entre
las localizaciones de A y las de D(A). Un homomorfismo de
rango local se factoriza (proposiciones 2.1 Y 2.4) en la for-
ma f = fl con I localizaci6n. Es facil verificar ademas que
- -f verifica "f(a) unidad ~ a unidad" en el caso de anillos y
"f(x) = 1 '* x = 1" en el de reticulos. Un homomorfismo con
estas prbpiedades se llama local. Dada otra factorizaci6n
f = gh con g local, existe un Gnico homomorfismo k tal que
kl = h y se verifica tambien f = gk. Este tipo de factoriza-
ciones universales son conservadas par el espectro.

PROPOSICION 2.8. 31 f:A + A' ~~ local con A' local ~n-
~onc~~ D(f) ~~ local.

Demo8traeion. D(f)(a1, ••. ,an) = 1 equivale a 1 =
t1f(a1)+· ..+tnf(an) y por ser A' local algun f(ai) es unidad,
luego tambi~n ai es unidad pues f es local. Par tanto (ai)= 1
10 que implica (a1,... ,an) = 1.
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�. Anillos de dimensi6n. cero.

Ya que los ideales primos de un anillo A estin en bi-
yecci6n con los de su espectro D(A), diremos que

dim A = dim D(A) (3.1)

y reduciremos el estudio de la dimension (en el sentido de
Krull) de los anillos a la de los reticulos.

En vez de considerar cadenas de ideales primos en un
reticulo D tomaremos cadenas de homomorfismos fo ~ f1 ~ ...~
f :D -+- D'. Clisicamente, si D' = {O,l} Y I. = f~l(O), 0 ~n 1 1
i ~ n, se obtiene una cadena de ideales primos.

TEOREMA 3.1. Pa~a eada ~etleulo D y eada n ~ exi~te
un ~etleulo Dn eon homomo~6i~mo~ Po ~ P1 ~ ... ~ Pn: D -+- Dn ta-
le~ que pa~a eada eadena de homomo~6i~mo~ fo~ ..~fn:D -+- D'
exi~te un unieo homomo~6i~mo f:D -+- D' tal que fp. = f

1
"n 1

o .$. i .$. n ,

Demostracion. Se toma como Dn el cociente del reticu-
10 libre engendrado por n+1 copias de D por la congruencia
engendrada por (0 ~ i, j .$. n)

0
1
,= 0,1

1
, = 1, X·/Iy. = (X/lY)·,x.v y. = (xvy). ,

1 1 111 1
(3.2)

Xi /Ixj = Xmin(i,j)

Los detalles pueden verse en [4]. ..

El teorema anterior permite construir una resolucion
simplicial del reticulo D. As! por ejemplo la propiedad
universal de D +1 aplicada a la cadena p ~ .. ~ p. ~ p. ~ .. ~n 0 1 1
Pn: D -+- Dn produce el homomorfismo de degener acLon si:Dn+1 -+- Dn·

Definimos la dimension de un reticulo D mediante

(3.3)

En la situacion conjuntistapodemos usar 1a dua1idad
de Birkhoff-Stone y escribir para e1 conjunto ordenado de
los idea1es primos de D
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dimX ~ n <=> (s , .. ,s l:11Xn + ~+l epirmrf'isrroo n n+l
(3.4)

siendo Xn el conjunto de las cadenas Xo ~ .. ~ xn Y si (xo~
s x ) = x ~ .. ~x· ~x. ~ ..~x e::: X +,. La condie ion (3.4)n 0 11· n n
significa que cada (n+')-cadena es degenerada, es decir tie-
ne al menos dos elementos repetidos. Vemos as! que la defi-
nicion (3.3) se corresponde con la clasica, estando formula-
da para un topos con numeros naturales:

El teorema siguiente es el caso particular n = a del
teorema general de [4]. No obstante daremos aqu! una demos-
traci6n directa que permitira apreciar los metodos del caso
general.

TEOREMA 3.2. Un ~e~Leuio ~ene d~men~~6n ee~o ~~ y
~6io ~~ e~ un aigeb~a de Booie.

Demo e t rao ion , dim D = a significa que so:D, + D es in-
yectiva por (3.3) y como so(xo) = Xo so(xl) resulta Xo =
xl' es decir Dl = D. Probaremos ahora que (notar que escri-
bimos xi = Pi(x))

p,:D - Dl ~ D es algebra de Boole. (3.5)

Aplicando a Pi:D + Dl el funtor algebra de Boole libre se
obtiene Pi:B + B, y supongamos por el momenta que

(3.6)

Bntonces tambi en se veri fica --,D {x e: B I x, ~ xo} Y
C(D) = {x E: B I Xo = x,} siendo C(D) el algebra de Boole de
los elementos complementados de D. Pero como suponemos la
hipotesis de (3.5) sera B = C(D) y D es por tanto un alge-
bra de Boole. De manera que (3.5) es una consecuencia de
(3.6).

Para probar (3.6) supongamos primero que D es un re-
ticulo de presentacion finita. En este caso si podemos apli-
car la dualidad de Birkhoff-Stone para obtener aplicaciones
monotonas Po ~ p,:X, + X con Pi(xo ~ x,) = xi. La traduc-
cion de (3.6) es que todD subconjunto U ~ X es una seccion
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- 1 -1superior (x, ~ Xo e: U 9 Xl e: U) si y solo si Po (U) S Pl (U)

10 que evidentemente es cierto. Luego los reticulos de pre-
sentacion finir~ ver{fican (3.6).

Volviendo al caso general, se sabe que todo reticulo
es limite inductivo filtrante de reticulos de presentacion
finita y que el algebra de Boole libre conmuta con estos li-
mites. Tambien se prueba sin dificultad que la construccion
funtorial D~ D conserva los limites inductivos filtrante~,

II

Sea pues
D lim filt DkW

(3.7)

con los Dk de presentacion finita. Dado x e: B con Xo ~ xl
existira algun k e: K tal que xk e: Bk con xko ~ xkl y por
tanto xk e: Dk, luego x e: D. Con esto se ha demostrado uno de
los contenidos de la igualdad (3.6), pero el otro es inme-
diato.

Hemos probado que los reticulos de dimension cero son
algebras de Boole, y el reciproco es obvio.

Ahora es facil caracterizar los anillos de dimension
cero.

COROLARIO 3.3. dim A = 0 ~.i. Ij ~6lo ~.i. A/N es ltegu.la.lt.
Demostracion. Sigue de los teoremas 3.2 y 1.S.

Para terminar veamos un ejemplo importante de anillos
de dimension cero, bien conocido en algebra conmutativa.

TEOREMA 3.4. Una. K-algeblta. 6.i.n.i.ta...soblteu.n cueltpo K
t.i.ene d.i.men..s.i.6n celto.

Demostracion. Dado un elemento x se prueba utilizando
su ecuaci6n minimal que xr es regular para algun r ~ 1, de
manera ,que (x) tiene complemento en el espectro. Los deta-
lIes estan en [3].
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§4. Anillos de polirromios sobre un cuerpo.

El objetivo de esta seccion es demostrar que, en cual-
quier topos con numeros' naturales, el anillo de polinomios
en una indeterminada sobre un cuerpo tiene dimension uno. Pa-
ra ella debemos previamente identifitar los reticulos de di-
mension uno. Siguiendo el esquema de la demostracion del teo-
rema 3.Z, es necesario ocuparse primero de los reticulos de
presentacion finita reduciendolos a conjuntos ordenados fi-
nitos mediante la dualidad de Birkhoff-Stone.

PROPOSICION 4.1. Sea X un conjunto o~denado 6inito.
dim X ~ 1 ~i Ij ~6.to ~i c.ado:U <;;; X e~ Ult inte~va..to.

Demostracion. Recordemos que U es un intervalo si
Xo ~ xl ~ Xz con xo'xZ E U implica xl E U. Si todo U <;;; X es
un intervalo, tomando una cadena como la anterior y
U = {xo'xZ} resulta xl = Xo 0 xl = xz' luego dimX (; 1. El
reciproco es inmediato. !

Notemos que los intervalos son los subconjuntos de la
forma U = A B con A seccion superior y B seccion inferior,
o equivalentemente de la forma U = An .. B con A y B seccio-
nes superiores, y que las secciones superiores de X son los
elementos del reticulo D asociado por la dualidad.

TEOREMA 4.2. Sea D un ~etlcu.to. dimD <

\,Iu-= B, ]x,y E D, u = XII.y. (4.1)

Demo8tracion. La proposicion 4.1 equivale a este teo-
rema si D es de presentaci6n finita. Si pudieramos suponer
(3.7) con dim Dk ~ 1 para cada Lndi ce k seria facil deduci r
el teorema para un reticulo arbitrario. Como no sabemos si
tal hip6tesis es valida hay que proceder con otros argumen-
tos.

Denotando AZ = Iu -= B I U=XII-'y, x,y E: D}, (4.1) di-
ce que AZ = B. En el caso finito podemos poner por dualidad
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AZ = {U s: x I U Ln t e r va Lo l , 10 que se expresa con la ayuda de
la aplicaci6n

az:P(X) a =Z
- ,
Po n

- , - ,
I P, n Pz (4. Z)

(que envia U s: X en el conjunto de las cadenas Xo_i x, ~ Xz
tales que xo'xZ E U Y x, ¢ U) diciendo que AZ = az (0). Con-
siderando pues la aplicaci6n en el caso general

(4.3)
- ,y observando que las construcciones AZ y aZ (0) son funtoria-

les y conservan los limites inductivos filtrantes, de 10 an-
terior y (3.7) se deduce que todo reticulo verifica

- ,
AZ = (Xz (0). (4.4)

Sea ahora C2 = aZ(B), que tambien es un funtor que con-
serva los colimites filtrantes al igual que (Z' el ideal de
BZ engendrado por CZ. Probaremos que

siendo KZ el nucleo del homomorfismo (so,s,):BZ + B,XB"otro
funtor analogo a los anteriores. Un contenido sigue de
SoaZ(u) = So (uo " ---,u, " uZ) = u0 ,,---, u0 " u, = 0 Y 5, aZ(u)
uo" IU, "u, = O. Aplicando una vez mas (3.7) basta ahora
probar que KZ s: Cz para reticulos de presentacion finita.

- ,Un el=~ento W E KZ es por dualidad W s: Xz tal que So (W) =
o = 5, (W), es decir formado por cadenas no degeneradas.
Luego W = W, U .. U W siendo W. = {x. ~ x., ~ x .Z} un con jun-n 1 10 1 1

to formado por una sola cadena. Tomando U. = Ix . ,x·Z} re-
1 10 1

sulta Xi' ~ U Y por tanto Wi s: aZ(Ui). En consecuencia
W w, V •• vWn ~ aZ(u,) v .. vaZ(un) 10 que significa que
WE CZ. Queda por tanto probado (4.5).

Usando (3.3), (4.5) Y (4.4) resulta finalmente

dim D ~ , - K2 = 0 <:=-> Cz = 0 +=:> AZ B~(4.'). A

Podemos ya pasar a considerar los anillos de polinomios
sobre un cuerpo.
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TEOREl1A 4.3. S-i. K es un eu e.n.po, e.n.tonee.-6 dim K [X] = 1.

Demo e t r ac io n • Hay que probar que el espectro D = (K[X])
verifica (4.1). Por divisibilidad resulta facilmente que los
elementos de D son de la forma (f) con fE K[X]. El teorema
3.4 implica que D(K[XJ /(f)) es un algebra de Boole si f " 0
y se demuestra en [2J la siguiente formula analoga de (2.4):
D(A/(a)) = D(A) ( ). Resulta en definitiva que D es un re-

? a .
ticulo con 0 decidible (ver (1.9)) y tal que para cada x = 0
D, es un algebra de Boole. En estas condiciones se prueba",x
en [2] que B = D U -, D 10 que ev.i dent ement e implica dim D ~ 1.!

§5. Representaci6n de Pierce y dimension de anillos.(*)
Mostraremos para terminar como un teorema en un topos £ pue-
de obtene~se a partir de otro mas simple que sea valido en
un topos arbitrario, aplicando este Gltimo a un adecuado to-
pos sobre £.

Partimos en un algebra de Boole B en un topos £ con
nGmeros naturales (aunque algunas de las construcciones que
siguen no los necesitan), y sea £(B) el topos de haces so-
bre B con cubrimientos finitos, [2].

Llamaremos B-An a la "comma" categoria (B '"E), [SJ.

/E(A) A

B 1 1
~E(A') A'

donde E:An ...BI es el funtor de idempotentes.

'l'EOREUA 5.1. An£ (B) ;;B-An.
Iiemo e t rao io n . Dado un haz de anillos A:BoP .....e ; defini-

mos c c B ....E(A) asi: si x E B, 1 = x + IX C"+" quiere decir

(*) Esta seccion es un resumen y ant1c1po del articulo del autor: Vimen-
-6-i.on06 boolean valued la.t.t-i.ee.-6and Jting-6, publicado en el Journal
of Pure and Applied Algebra 42(1986) 223-236.
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"v" con "II" nula) implica

3 : a e: A = A(' ), Ax' (a), , , A-,x,' (a) = a

donde A , es la imagen por A de x ~ ,. Se prueba sin difi-x, 2
cu I tad que a = 0 y que x H- a define un homomorfi smo de al-
gebras de Boole.

En el otro sentido, dado a se define A asi:

A (x) Aa (x)

x ~ y t
A (y) Aa (y)

ta(y).........tc Ix)

y se verifican todos los detalles.

TEOREMA5.2. Re t c IB) ~ B-Ret Ij BidB) ~ B-Bi (do»de B-
Ret Ij B-Bl 60» ~comma ~ categonl~de6i»ida4 obviame»te.

- opDemostracion. Dado un haz de reticulos D:B ~ £ Y
X E B

D('), Dx lea) =, DIX" (a) = a

y se define a = o(x) obteniendose un homomorfismo de reticu-
los o:B ~ D. En partIcular el complementario de a es el uni-
co b e: D tal que Dx" (b) = a y IL-,x"(b) = 1.

En sentido contrario se define el haz D asi:

x -s y

D(x) D~o (x)

1 aH- allo(x)
D(y) D~O(y)

Si D es algebra de Boole, 10 es tambien cada D~o(x)' siendo
I a II 0(x) el complementario de a e: D~I')(x)' donde I a es el
complementario de a en D.

Se verifican sin dificultad todos los detalles perti-
nentes: D es un haz y se obtiene un funtor B-Ret ~ Ret£(B)
que es pleno, fiel y para cada D existe I')tal que I')H- D; asi
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que se t rat a de una equivalencia, [5].

N6tese que el funtor de idempotentes:

E : An c (B) ->- Bl e (B)

es, despu~s de las equivalencias, de laoforma

E(B ~ E(A) ,A) = B l; E(A)

Analogamente, un soporte en £(B)

(B ~ E(A) ,A) ~ (B ~ D)

es un soporte d:A ~ D en £ que hace conmutativo el diagra-
rna

dA • D

d/10

E(A)'" Ba

N6tese que dj es un homomorfismo de reticulos, pues siendo
d soporte, si a,b e::: E(A) entonces d(a v b) = d(a+b - ab) =
d (a) v d (b). Todo soport e d en £ 10 es en E: (B), definiendo 0
a trav~s del diagrama anterior

a
TEORIDIA 5.3.. dA e~ e.t ~opolt.te ul1..i.velt~a.t de (B + E(A) ,A)

en E:(B).

Demostracion. Se verifica la propiedad universal sobre
el diagrama

D

~

-/ d"
"A /

A • D (A)

jJ/l0A 0

E (A) < a B
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Un caso particular importante de B-anillos se presenta
cuando B = E(A), ex= id. Entonces el haz es la representacion
de Pierce del anillo A, [2J,

A(e) = Ae.

Supongamos ahora que B = E(R), siendo R un anillo regular.

TEDREMA 5.4. (Pierce) R e..6 u.n c.u.e./tpo e.n dB).

Demo8tracion. Interpretando la definicion de cuerpo
(, (1 = 0) Y x = 0 v x unidad) en £(B) y aplicando la e qui.va-
lencia resulta que R es un cuerpo si 1 f 0 en R y para cada
a ~ R existe un cubrimiento (partici6n) 1 = x1+ ...+xn en B
y para cada indice i un elemento a. E R tal que

1

6 aa.ex(x.) = ex(x.).
1 1 1

En nuestro caso es ex = id Y dado a E R se tiene un idempo-
*tente e = aa con el que obtener una particion 1 = e+(l-e)

que verifica

a(l-e) = 0 , *aa e = e.

El anillo de polinomios R[XJ verifica E(R[XJ) B
E(R) Y su representacion es

(B id) E(R[X]),R[X])= R[XT: e -+ R[X]e = Re[X].

TEDREMA 5.5. R[X] es d. aniao de. potinomio.6 ft[X] e.n £(B).
Dem08tracion. R[XJ = {f E ftN I 3n:m > n ~ f(m) = a}.

Entonces se tiene una biyecci6n
E;:e -+ ft[X]

J n . m > n ~ E;m = 0

y esto quiere decir que existe e e1+ ...+er y para cada
indice i, n. tal que E; e. = 0 si m > n

1
·. Tomando n =

1 m 1
max{n1, ... ,nr} se tiene E;me 0 si m > n, luego E;E Re[X]
es decir E;:e -+ RfXT.
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Llegamosfinalmente a la dimensi6n de anillos de polinomiosen
E (B). Se sabe que dim K [X] ~ , si K es un cuerpo en un topos
con numeros naturales. Por tanto, si R es anillo regular en
un tal topos E entonces

dim R[X] ~ , en E (B)

donde B E (R) .

'IIDBEt1l\ 5.6..dim R [X] ~, 6,( R es un ani-tio Ite.guialt e.n E.

Demostracion. Es {so,s,}: D2(RTXT)~ D,(RTXT)xD,(RTXT)
mono, aSl que

r (DZ (RTXT)) ~ r (D, (RTXT)) <r (D,(R[XT)) mono,

siendo r:E(B) + E el funtor secci6n global (adjunto a dere-
cha, luego conserva limites y monomorfismos). Verifiquemos
ahora el siguiente

LEMA. r (- ) = (-) r .n n

B Q Po'-' . "PnEn efecto, dados homomorfismos ~ D ~ D sen

es universal en E(B) si 10 es en E.

Apli~ando el lema resulta el monomorfismo

{sO,S,}:DZ(R[X]) ~Dl(R[XJ)XD1(R[XJ)

asi que dim D (R[X]) ~ t .
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