INGENIERIA QUIMICA

Perfil de concentracion

en una pastilla catalitica cilindrica

]}
En este articulo se presenta y desarrolla una propuesta numérica
para la evaluacién del perfil de concentraclén en una pastilla cata-
litica cllindrica, la cual permlyte simultdneamente el célculo del
factor de efectlvidad. La técnica numérica es convalidada para
aquella sltuaclén en la cual se dispone de una solucién matemati-
camente exacta y puede extenderse a situaciones para las cuales
no existen soluciones analiticas. La técnica de célculo resulta re-
lativamente réplda, versétil y numéricamente estable.

|}

HERMES A. RANGEL JARA
ingeniero Quimico, M.Sc.L.Q
Profesor Asoclado, U.N.

PEDRO J. BEJARANO JIMENEZ
Ingenlero Quimico

Profesor Asistente, U.N.

INTRODUCCION

La valoracién del perfil de concentracién y por ende el
factor de efectividad de una pastilla catalitica cilindrica
es un problema relativamente complicado, dado que
-aun para la situacién mas simplificada- la solucién ana-
Iitica conlieva la evaluacién de algunas funciones de
Bessel (13). Debido a esto, para cinéticas de primer
orden y condicién isotérmica, se encuentran soluciones
disponibles en gréficas (1).

El objetivo del articulo es desarrollar e implementar una
técnica numérica 4gil y numéricamente estable que
pueda extenderse a situaciones para las cuales no exis-
ta solucién analftica (cualguier clase de cinética, propie-
dades fisicas variables, cambio en el nimero de moles,
cualquier condicién de presién y temperatura, diferen-
tes geometrfas de la pastilla, etc.).

En resumen, la técnica se basa en un proceso iterativo
de integracién de la ecuacién diferencial que representa
el modelo matemético de la pastilla, apoyada en una
posicién falsa en el extremo de partida y con un punto
de contraste en el extremo opuesto, dado que matema-
ticamente consiste en un problema de valor inicial de
una ecuacién diferencial de segundo orden (3).

Esta técnica numérica trabaja directamente con la ecua-
cion diferencial, en comparacién con técnicas en dife-
rencias finitas (9), (10), (14), que convierten la ecuacion
diferencial en un sistema algebraico de ecuaciones y
mediante un proceso iterativo buscan la solucion del
problema. Es menos dispendiosa que el método pro-
puesto por Froment, (7), el cual integra la ecuacion di-
ferencial originada en un diferencial de volumen, en
términos de la reaccién quimica, en direccién radial de
la pastilla.

TEORIA

La ecuacién diferencial que se origina al efectuar un
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balance de materia en un diferencial de volumen de la
pastilla catalltica cilindrica, para una cinética de primer
orden, es:
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FIGURA 1. Corte diametral de una pastiila catalitica en forma
cllindrica

d?Ca/ dr2 + 1/r dCa/ dr - (K1/ Dea)Ca = O (1)
Donde:

Ca, concentracién de A, molfcm® .

r, posicién radial en la pastilla, cm.

k1, const?nte especffica de la velocidad de reaccién,
seg.

Dea, difusividad efectiva del componente A, cmz/seg.
Las condiciones de frontera, ver Figura 1, son:

r=0 dCA/dr=0

r=R Ca=CaS

CAS, concentracién en la superficie de la pastilla.

La solucién de la ecuacién 1, que corresponde a una
ecuacion diferencial de Bessel modificada de primera
clase, resulta:

Ca= CaS /lo[mR] lo[mr] 2)
Donde:
m= (k1/DeA)1/2

Iv, funcién de Bessel modificada de primera clase y or-
denv

La funcién de Bessel modificada de primera clase y
orden v entero es,

Iv[x]= 1/th" e*°%! cos nt dt (3)
[o}

El factor de efectividad para la pastilla catalitica cilindri-
ca puede obtenerse a partir del perfil de concentracion,
ecuacion 2, valorando el flujo en r= R y resulta,

c= QDeAf dCA/dr !r=R

(4.1)

K1Ca®R
para el caso que se desarrolla
_ 2 14mR]
S =R Io[MR] (4.2)
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Si se define un radio equivalente, Re, como:
Re= (Vp / As)

Donde Vp y As son el volumen y la &rea superficial de
la pastilla cilindrica, respectivamente. Para el cilindro
Re= (R/ 2).

Al reemplazar en la ecuacién 4.2 se obtiene la expresion

= 1 hi2¢]
¢ lo2¢]
¢ = mRe= mR/ 2. médulo de Thiele

Que corresponde a la expresién presentada por Bird (1),
para el problema propuesto 17.Ms.

Para la determinacién, tanto del perfil de concentracion
como del factor de efectividad, es necesario evaluar las
funciones de Bessel modificadas, las cuales se encuen-
tran tabuladas en algunos manuales y textos (11), (12).

TECNICAS NUMERICAS

Para la evaluacion analftica del perfil de concentracion
en la pastilla se utilizé un proceso de integracion para
la funcién de Bessel modificada mediante una técnica
numérica de cuadratura de Gauss de diez y seis puntos,
la cual garantiza una gran precisién en el calculo (3).

En la propuesta numérica lo primero que se hace es
convertir la ecuacién diferencial de segundo orden,
ecuacién 1, en dos ecuaciones diferenciales de primer
orden, asf

dyi/dr = y2 (5)
dy2 1
o s T Y2t (k1/2DeA) Y1 (6)
Donde,
y1=Ca

dyi/dr = dCa/dr = y2
dCa/ dr? = dy2/ dr
y las condiciones de frontera son,

r=0 y2=0

r=R y1=CAs

Estas dos ecuaciones diferenciales, ecuaciones 5y 6,
se integran en sentido radial desde r=0 hasta r=R. En
este proceso de integracion se presentan dos proble-
mas. El primero es un problema matematico de indeter-
minacién en el término (1/r) (dCa/dr), cuando se inicia
la integracién, el cual se soluciona aplicando la regla de
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L'Hopital en r=0 (8),
f(r) = (dCa/dr)/ r = d2CA/ dr?
-—=->0

de tal forma que para r=0 se origina la siguiente ecua-
cién diferencial, al remplazar en la ecuacion 1,

d?Ca/ dr? = (k1/2DeA)Ca = dy2/ dr = (k1/2DeAlyt  (7)

El segundo problema es el desconocimiento de Ca en
r=0 (problema de valor inicial). Para ello se asumir4 un
valor de Ca entre los valores limites cero y CaS. Inicial-
mente se utilizard una posicién falsa entre estos dos
valores y se ir4 corrigiendo con la ayuda del valor en el
punto de contraste (r=R, Ca=CaY) al efectuar el proceso
de integracién y que segun el signo de la funcién (CaS-
CaS calculada) permitira obtener un valor mejorado de Ca
en r=0. El proceso iterativo se considera que converge
cuando:

error 2 abs[CaS-CaS calculada)

La gran ventaja de la técnica numérica propuesta es
que simultaneamente se consiguen los perfiles de la
concentracién y de la derivada de la concentracion, lo
que facilita, satisfecho el proceso iterativo, el calculo del
factor de efectividad. Para el caso:
= 2DeA(Y2) r=R

k1CASR

EJEMPLO ILUSTRATIVO

(8)

Se tomé una pastilla catalitica cilindrica de 0.5 cm. de
radio y los datos para la oxidacién de Benceno a Anhi-
drido Maléico sobre V20s-M03, extraldos del libra, (6),:
Heterogeneous reactions: Analysis, examples and reac-

Expresién cinética a 350° C,

TwA = (1 '577*10-3) PA mo1/ gr. catal.hr (9)

La energla de activacién en el intervalo de 310-350°C,
como 19.1 kcal/mol. (-a H)= 6.6 kcal/mol, Dea=1.57*10-3
cm.?/seq, Ke= 0.44*10° cal/seg.cm. °C., densidad del
cataliz. 1.25 gr/cm.3. La concentracién del benceno en
la superficie de 1.86*10°2 atm..

Al aplicar el criterio de Carberry (2), Bm=1.395*10% Io
que implica una completa validez a la condicién isotér-
mica.

RESULTADOS Y CONCLUSIONES

Por medio del programa generado (ver anexo), con la
versién analitica, se obtuvo la informacién que permitié
valorar el perfil de concentracién en la pastilla catalitica
cilindrica, que se muestra en la Figura 2. Parala integra-
cién numérica de las funciones de Bessel modificadas
se utilizé6 una cuadratura Gaussiana.

También puede originarse una grafica generalizada del
factor de efectividad -en funcién del médulo de Thiele,
para una cinética de primer orden y condicién isotérmi-
ca. En la Figura 3 puede observarse c6mo cambia el
factor de efectividad en funcién del radio de la pastilla,
expresado en términos del médulo de Thiele,

Para las mismas condiciones anteriormente anotadas
se valoré el factor de efectividad mediante la técnica
numeérica propuesta para el ejemplo ilustrativo (6) y los
resultados fueron:

No. divisiones

tor design, vol.1. De allf fue obtenida la siguiente infor-  opcién numérica 1 0.682438 500
macioén: opcién numérica 2 0.682534 20
3.6500
N
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B
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S FIGURA 2. Perfil de
1.4000 concentracién en la
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El valor obtenido anallticamente para el factor de efec-
tividad fue de 0.682534, lo cual convalida la alternativa
numérica. Las dos opciones numéricas difieren en la
técnica de integracién que utiliza. Las técnicas son la
de Euler y Runge Kutta de cuarto orden, respectivamen-
te (3), (4), (5).

La opcién numérical necesita un mayor ndmero de di-
visiones para obtener la misma exactitud. Sin embargo,
las dos opciones pueden considerarse satisfactorias y
en aquéllas en que sea necesario un alto grado de ex-
actitud se recomienda la opcién numérica2, debido a
que propaga un menor error,

Empleando la opcién numérica? y utilizando expresio-
nes cinéticas de la forma,

ra=kiCa"
donde, n=0.8,0.9, 1.0, 1.2 y15

Para el ejemplo ilustrativo resultaron los siguientes va-
lores para el factor de efectividad:

cinética =

n=0.8 0.2169
n=0.9 0.4114
n=1.0 0.6825
n=1.2 0.9679
n=1.5 0.9995
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Cambiando la ecuacién diferencial de la pastilla por la
respectiva de una particula catalftica esférica, para una
cinética de primer orden,

d2CA/ d? + 2/ r - dCa/ dr - (k1/ Dea) Ca = O (11)

y utilizando la misma propuesta numérica desarrollada,
con leves modificaciones en el programa implementa-
do, se obtiene un valor del factor de efectividad de
0.794. En la refefencia (6) se desarrolla el mismo célcu-
lo, en forma analitica, y el valor muestra una gran apro-
ximacién con el obtenido mediante la propuesta
numérica.

En una gran conclusién la propuesta numérica puede
extenderse a cualquier tipo de cinética, geometrfa de la
pastilla catalitica y otras circunstancias; presentando
una gran versatilidad, agilidad, exactitud y estabilidad
numérica. El programa puede utilizarse como una he-
rramienta muy Util y segura en la determinacién de los
problemas difusionales de masa, cuando a nivel de la-
boratorio se pretende encontrar la expresién de la ciné-
tica intrinseca.
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PRINT *Este programa calcula el perfil de concentraciény *
PRINT "el factor dee fectividad de una pastilla catalitjca

cilindrica.*
PRINT "Opciones: 1. Célculo analitico-técnica cuadratura
Gaussiana”
PRINT * 2. Célculo numérico-técnica de Euler”
PRINT * 3. Célculo numérico-técnica de Runge

-Kutta 4-orden”

PRINT " m =ndmero de divisiones en la pastilla”
REM* *
DEFFN g(x) =EXP (x3*COS(x))*COS(n0%"*x)
DIM u(16), w(16), y(5), yy(5), dery(5)
DIM phi(5), savy(5)
k1=0.02726
de=0.00157
cas=3.65E-07
INPUT *opcién = “;opcion %
IF opcion% = 1 THEN

GOTO analitico

ENDIF
IF opcién % = 2 THEN
GOTO numet
ENDIF
IF opcién%=3 THEN
GOTO nume2
ENDIF
REM*------ célculo analitico - ------ "
analitico:

REM Célculo de las funciones In de Bessel
REM utiliza una integracién Gaussiana
PRINT *"célculo analitico”

INPUT "radio de la pastilla="; r

INPUT "m=";mm%

GOSUB datos

a=0

b=PI

$9=0.3183098861838

x9=r*((k1/de)*0.5)

n0=0

GOSUB gaus

yy(0)=y(0)

n0%=n0%+1

GOSUB gaus

n n=2"y(1)/(x9"y(0))

PRINT "factor de efectividad=";nn
REM*--vu---- perfil de concentracién - - - - - - "

Anexo
gfa 3.02 compiler xO=2z*((k1/de)”0.5)
REM* - GOSUB gaus

ca=(caslyy(0))"q
PRINT "z="; z;, TAB (9); “ca=";ca
z=2+(r/mm%)
IF z(r+(r/mm%)) THEN
END
ELSE
GOTO sigue
ENDIF

nume1:

PRINT "célculo numérico1”
INPUT *radio de la pastilla="; rr
INPUT *m=",m%

X1=cas

x2=0

cao=(x1+x2)/2

repetir:

y(1)=cao

y(2)=0

n%=0

dr=rr/m%

r=n%"*dr

dery (1)=y(2)

dery (2)=(k1/(2"de))"y(1)

comenzar:

y(1)=y(1)+dery(1)*dr

y(2)=y(2)+dery(2)*dr

n%=n%+1

IF n%=m% THEN
GOTO seguir

ENDIF

r=n%"dr

GOSUB derivadas

GOTO comenzar

seguir:

aaa=((y(1)-cas)/cas)" 100

IF ABS (aaa)0.00001 THEN
nn=(de*2"y(2))/(k1*cas"rr)
PRINT "factor de efectividad="; nn
END

ENDIF

IF (y(1)-cas)0 THEN
x1=cao

ELSE
x2=cao

ENDIF

cao=(x1+x2)/2

GOTO repetir
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nume2:

INPUT "radio de la pastilla="; rr
INPUT 'm="m%

x1=cas

x2=0

cao=(x1+x2)/2

repet:

y(1)=cao

¥(2)=0

n%=0

r=0

dr=rr/m%

dery(1)=y(2)
dery(2)=(k1/(2"de))"y(1)
comei:

pasa2:

FORj=1TO 2
savy (j)=y(j)
phi(j)=dery (j)

y(j) = savy (j)+0.5*dr"dery(j)

NEXT j

r=r+0.5"dr

GOSUB derivadas

pasag:

FORj=1TO 2
phi(j)=phi(j)+2*dery(j)
y(j)=savy(j)+0.5*dr*dery(j)

FORj=1TO 2
y(i)=savy(j)+(phi(j)+dery(j))*dr/é

NEXT j

GOSUB derivadas

N%=n%+1

IF n%=m% THEN
GOTO seguir

ENDIF

GOTO come1

sequir:

aaa=((y(1)-cas)/cas)*100

IF ABS {aaa)0.00001 THEN
nn=(de*2*y(2))/(k1*cas*rr)
PRINT *factor de efectividad="; nn
END

ENDIF

IF (y(1)-cas)0 THEN
x1=cao

ELSE
x2=cao

ENDIF

cao=(x1+x2)/2NEXT

GOSUB derivadas

pasa4:

FORj=1TO 2
phi(j)=phi(j)+2dery())
y(i)=savy(j)+dr*dery(j)
NEXT j
r=r+0.5"dr
GOSUB derivadas
pasab:
GOTO repet
REM - --e--- Cuadratura Gaussiana de 16 puntos - - - - -
PROCEDURE gaus
h=b-a
h2=h/2
k=0
n=1
q=
a0=a-h2FOR j=1TOn
x0=h"j
FORi=1TO 16
x=h2"u(i)
x1=a0+x0+x
x2=a0+x0-x
q=q+W(i)"(FN g(x1)+FN g(x2))
NEXT i
NEXT j
g=q*h2
g=q"s9
y(n0%)=q
RETURN
PROCEDURE datos
FORi=1TO 16
READ u(i), w(i)
NEXT i
DATA .04830766568773832,.09654008851472780
DATA .14447196158279649,.09563872007927486
DATA .23928736225213707,.09384439908080457
DATA .33186860228212765,.09117387869576388
DATA .42135127613063535,.08765203300440381
DATA .50689990893222939,.08331192422694676
DATA .58771575724076233,.07819389578707031
DATA .66304426693021520,.072345794 10884851
DATA .73218211874028968,.06582222277636185
DATA .79448379596794241,.05868409347853555
DATA .84936761373256997,.05099805926237618
DATA .89632115576605212,.04283589802222668
DATA .93490607593773969,.03427386291302143
DATA .96476225558750643,.02539206530926206
DATA .98561151154526834,.01627439473090567
DATA .99726386184948156,.00701861000947010
RETURN
PROCEDURE derivadas
dery(1)=y(2)
dery(2)=(-dery(1)/r)+(k1/de)*y(1)
RETURN
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