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Introduccion

Sea E una 4-variedad compacta y orientada y sea D el disco abierto
unitario. Una fibracion de Lefschetz sobre D, f : E — D, es una funcién
suave con s6lo un nimero finito de valores criticos @ = {q1,...,q} tal que
en cada fibra singular es simple de tipo Lefschetz. Esto significa que hay un
sélo punto critico p; en la fibra y existen cartas a abiertos de C? que preservan
orientacion, (Uy,, vi) — (Vi) ¥i), para las cuales ¢; fo; (21, 22) = 27 + 23.
Si ademds para cada ¢ que no sea un valor critico la fibra f~1(q) es difeomorfa
a una superficie orientada y cerrada de género 1 (un toro) entonces se dice
que f es una fibracion de Lefschetz eliptica.

Por otro lado, si E es una superficie orientada y compacta de dimensién
2y hifo;(2) = 22, se dice que f es una funcion recubridora ramificada
simple. Esta nocién puede pensarse como andloga a la nocién de fibracién de
Lefschetz pero en la situacién en la que la fibra tiene dimensién cero. En este
caso, si I/ es una superficie conexa, la fibra es discreta de dimensién cero y
con cardinalidad fija.

Una gran variedad de fenémenos y preguntas relacionadas con las fibra-
ciones elipticas tienen sus correspondientes andlogos en la teorfa de cubrim-
ientos ramificados. Esto hace posible tratar en forma unificada muchos prob-
lemas que aparecen en ambas teorias bajo una sola éptica, asi como conjeturar
e intuir fenémenos sobre fibraciones elipticas por ser estos mas transparentes
y sencillos en la teoria de recubrimientos ramificados, una dimensién (com-
pleja) méds baja. Un ejemplo de ello es el teorema de coalescencia (teorema
, el cual aparece en forma natural en la teorfa de recubrimientos rami-
ficados y que permite conjeturar su andlogo en fibraciones elipticas (teorema
3.5.3), del cual se dard una demostracién en el capitulo [3] Como se verd en
este trabajo, las analogias que naturalmente ocurren en ambas categorias se
reflejan en una serie de problemas algebraicos en el grupo modular PSL(2,7Z)
que tienen su contraparte en el grupo simétrico S,,, con n igual a la cardinal-
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VI INTRODUCCION

idad de la fibra, como se puede ver, por ejemplo, si se compara el lema [2.3.4
y el teorema |3.4.2

Uno de los problemas centrales que ha motivado este trabajo es la llama-
da conjetura de factorizacion minimal, formulada por el profesor M Ishizaka
[15] y en forma independiente por el profesor C. Cadavid y demostrada por
el autor. Esta conjetura aparecié originalmente como una propuesta para
generalizar el nimero de Milnor [8], y como veremos, estd intimamente rela-
cionada con otras conjeturas importantes, tales como la conjetura de Szpiro
[37]. Para explicar su contenido quiero comenzar por fijar la notacién: sea
¢ : E — D una funcién holomorfa, sobreyectiva y propia de una superficie
compleja y conexa E en el disco unitario abierto D C C que tenga a 0 € D
como su unico valor critico. Un teorema clésico de Ehresman (observacién
garantiza que la restriccion ¢ : E—¢~*(0) — D —{0} es un fibrado con
fibra difeomorfa a una superficie cerrada, conexa y orientable de género g.
Se supondrd en este trabajo que g > 1y que E es relativamente minimal lo
que significa que no es posible encontrar una esfera embebida en E con auto
interseccién —1 (ver definicion . En algunos casos especiales es posible
deformar a ¢ en una nueva funcién ¢’ : £/ — D la cual tiene un nimero
finito de valores singulares y en la que cada fibra singular es simple de tipo
Lefschetz o es una fibra suave miltiple. Que una fibra sea suave multiple sig-
nifica que ¢~1(q) es un divisor de la forma mlIy, donde Iy denota un divisor
primo suave. Un teorema debido a Moishezon afirma que si ¢ = 1 entonces
¢ puede deformarse a una funcién con estas propiedades [27]. La funcién
¢' : E' — D es llamada una morsificacion de ¢ : E — D, que se supondra
sin fibras mltiples suaves en el caso en el que g > 1. No es dificil ver que en
el caso eliptico (¢ = 1) el nimero de fibras singulares simples de Lefschetz
de la fibracién ¢ : B/ — D, N(¢), es igual a la caracteristica de Euler de £’
y por tanto igual a la caracteristica de Euler de £, lo que muestra que es in-
dependiente de la morsificacion (ver la introduccién del capitulo . Por otro
lado, la monodromia total de la fibracién ¢ se define como la representacion
de monodromia de un bucle simple cerrado, recorrido en direccién positiva,
y que encierre a 0, el tinico punto critico de ¢ (definicién . Ahora, cada
morsificacién ¢’ : E' — D induce una factorizacion de esta monodromia co-
mo producto de N(¢) giros de Dehn derechos en el grupo de difeomorfismos
de la fibra genérica, médulo isotopia, el mapping class group de la fibra, (ver
seccion del capitulo|l|y la introduccién del capitulo . El hecho de que
dicho nimero sea independiente de la escogencia de la factorizacion particu-
lar sugiere que esta factorizacion deba ser en cierta forma distinguida entre
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todas las posibles factorizaciones de la monodromia total en giros de Dehn
derechos en el grupo de clases de mapeos. Ha sido conjeturado que dicha fac-
torizacion es minimal. Es decir, que cualquier factorizacion en el grupo de
clases de mapeos de la monodromia total en giros de Dehn derechos tiene por
lo menos N(¢) factores. En el capitulo 3] se dard una prueba de esta conje-
tura para fibraciones elipticas (teorema . Esta prueba es diferente a
la prueba original dada en [7] y descansa en teoremas més fuertes sobre el
grupo modular que han sido encontrados por el autor recientemente y que
serdn presentados en el capitulo [3] seccién [3.4] teoremas y[B:4.2] Siel
género de la fibra genérica es mayor que 1, la conjetura resulta ser falsa y un
contraejemplo fue dado recientemente por M. Ishizaka [15].

Este problema es un ejemplo de una clase especial de problemas en teorfa
de grupos llamados problemas de crecimiento (growth problems) que pueden
ser descritos en forma general como sigue: sea G un grupo y sea S C G tal
que cada f € G puede ser escrito como f = sy ---s,, en donde cada s; € S.
La S-longitud de f se define como

ls(f) =min{r: f =s;...s paraalgin s; € S}
y la S-longitud estable de f se define como
Ls(f")

n

I flls = lim
n—oo

El objetivo es calcular o al menos estimar estos nimeros en términos de
informacién sobre f. En el caso donde G es el grupo de clases de mapeos
M, y donde S es la colecciéon de elementos de torsién o la colecciéon de
conmutadores Cy o la coleccién de los giros de Dehn derechos D;r, estos
problemas han sido estudiados intensamente en investigaciones recientes, ya
que ocurren naturalmente en distintos contextos topolégicos [1], [18], [19],
[21], [35] y las referencias que allf se dan. El caso S = Dj estd relacionado
con preguntas sobre la geografia de 4-manifolds simplécticos cerrados y el caso
S = PD; de todas las potencias positivas de giros de Dehn derechos esté
relacionado con los andlogos de la desigualdad de Szpiro [40], la cual mide la
obstruccién a coalescer fibras singulares en una fibracion eliptica semiestable
sobre una curva algebraica [20)].

La conjetura de factorizacién minimal estd relacionada con otros dos prob-
lemas que se discutirdn en este trabajo, a los que he denominado problemas
de la coalescencia de fibras singulares. El problema para fibraciones discre-
tas es el siguiente: dado un cubrimiento ramificado general al disco cerrado
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unitario ® : X — D, de grado d, ;bajo que condiciones es posible coa-
lescer o reunir todas las fibras singulares en una sola? En forma precisa,
jcudndo es posible encontrar un recubrimiento ramificado con una sola fi-
bra singular, ® : X' — D, que sea b-equivalente (ver definicién a
®: X — D ? El teorema da condiciones necesarias y suficientes para
que ello ocurra. En forma precisa el resultado demostrado es el siguiente:
sea ® : X — D un recubrimiento ramificado general de grado d con valores
criticos @ = {q1,...,qx} C D, sea 0 = A\(S') la monodromia alrededor del
circulo frontera, recorrido en sentido positivo y sea [(o) la longitud de la
permutacién o. Entonces x(X) = (o) si y sdlo si existe un recubrimiento
ramificado ® : X' — D b-equivalente a ® : X — D, donde y denota la
caracterfstica de Euler del espacio correspondiente.

Para fibraciones elipticas se demostrard un resultado andlogo para todas
las fibraciones sin fibras singulares muiltiples. Este teorema es demostrado
en el capftulo [3] y en forma precisa afirma lo siguiente (teorema [3.5.3): sea
¢ : E — D una fibracién eliptica singular al disco abierto sin fibras miiltiples.
Dendtese por C, a la frontera de un disco cerrado D, (orientada en sentido
positivo) que contenga todos los valores criticos de ¢ en su interior. Entonces
¢ es b-equivalente a una fibracion singular con una sola fibra singular sobre
0, ¢ : E' — D, siy sélo si la monodromia total A([C,]) es conjugada a una
de las ocho posibles matrices de la lista de Kodaira y X(E) es igual al
numero de factores en la factorizacion candnica minimal correspondiente a
dicha matriz.

Este problema ha sido estudiado por algunos autores para el caso partic-
ular en el que la fibracién sélo posee tres fibras singulares [31] y tiene una
gran importancia por estar relacionado con la famosa desigualdad de Szpiro,
demostrada por Szpiro en 1984, y la cual afirma lo siguiente: sea f : F — C
una fibracién eliptica no trivial de una superficie suave definida sobre un
campo algebraicamente cerrado de caracteristica cero, donde f es un mapeo
plano y propio a una curva proyectiva suave de género g definida sobre k.
Entonces si s denota el nimero de fibras singulares y Ag el divisor discrimi-
nante, se tiene que grad(Ag) < 6(2g9 — 2 + s). Esta desigualdad le permitié
a Szpiro formular su famosa conjetura la cual tiene profundas consecuencias
en teorfa de nimeros, entre ellas la de implicar una de las més importantes
conjeturas de la matemética, la conjetura ABC, [37]. La conjetura de Szpiro
puede pensarse como una generalizacion a esquemas aritméticos de la de-
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sigualdad anterior. En forma precisa: sea
E:y? + a1xy + asy = 2° + aox? + aux + ag

una curva eliptica sobre Z. Sea Apg el discriminante de un modelo minimal.
Para cada divisor p de Ag, supéngase que la reduccién mod p es suave o
tienen singularidades de tipo nodal. Sea I'p el conductor de FE, (definido

como [] p. Entonces, para cada ¢ > 0 existe una constante C'(¢) tal que
plAE
para todas las curvas elipticas se tiene que

log |Ag| < C(e) + (6 +¢)loglg.

La relacion del teorema de Szpiro con nuestro trabajo se da en el caso en el
que C es la esfera S? y en el que el teorema puede reformularse como una
pregunta en el grupo modular. Su formulacién equivalente es la siguiente: si
I = GY ... G% es una factorizacién de la identidad en conjugados de U en
SL(2,7Z), con b; > 1, entonces debe darse que Y b; < 6(s —2). En el capitulo
seccion se desarrollardn métodos que permiten atacar este estilo de
pregunta usando métodos puramente combinatorios.

En el siguiente capitulo se presentaran los preliminares topolégicos y al-
gebraicos necesarios para la comprensién de este trabajo.
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Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo tiene como propdsito fijar la notacién y presentar algunos
conceptos especializados que no son estandar en la literatura, y por ende de
dificil acceso, y sin los cuales se dificultaria la comprension de este trabajo
de investigacién. Para aquellas proposiciones estdndar daré referencias, prin-
cipalmente [6], donde el lector podra encontrar pruebas detalladas y [36],
para un tratamiento mas general y completo del tema. Se supondra que el
lector estd familiarizado con conceptos basicos de la topologia diferencial y
la geometria algebraica. Referencias estdndar para este material son [5], [13]

y [14].

1.1. Haces fibrados

En esta secciéon se darédn las definiciones y resultados bésicos sobre haces
fibrados y su monodromfa. Se hard una presentaciéon que permita tratar de
manera unificada fibraciones con fibra de dimensién cero (espacios recubri-
dores) y elipticas de dimensién uno no singulares, dos tipos de objetos cen-
trales en esta investigacion.

Se entenderd por n-variedad un espacio topolégico M Hausdorff, segundo
contable, que admite un cubrimiento con abiertos homemorfos a R" o al semi-
espacio superior (con borde) H" en R", de todos los elementos (uq, ..., u,)
con u,, > 0, permitiendo de esta manera que M posea frontera. Se supondrd
que el entero n es el mismo para todos los abiertos y se llamara la dimen-
sion de M. Si M carga ademds una estructura suave o compleja se llamara
variedad suave o compleja, respectivamente. Recuérdese que una estructura
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suave (respectivamente, compleja) estd dada por un atlas A = {(Uy, ¢a) }aca
para M con funciones de transicién ¢g o ¢! suaves (respectivamente, holo-
morfas). Dar una estructura suave o diferenciable equivale a dotar a M de un
haz (sheaf) estructural Oy, sub-haz (subsheaf) del haz de funciones contin-
uas a R (respectivamente, C) localmente isomorfa al haz de funciones suaves
en un abierto de H" (respectivamente, C") ([6], Pdg. 54), en el caso en el
que M sea una variedad suave (respectivamente, compleja). Cuando M sea
un compleja se supondra que M no posee frontera. Como es costumbre, una
variedad de dimensién compleja 1 se llamard una superficie de Riemann, y
si su dimensioén es 2, una superficie compleja.

Definicién 1.1.1 Sea M una n-variedad. Un haz fibrado sobre M (o simple-
mente un fibrado) es una cuadripleta (E, 7, F, M), donde E'y F' son manifolds
y 7 : ' — M es una funcién continua y sobreyectiva. Ademds, para cada
punto de M debe existir un entorno abierto U C M y un homeomorfismo
Oy : 71 (U) — U x F que satisfaga las siguientes dos condiciones:

1. El diagrama:
oy

7 (U) =% UxF
T

\ / pry
U

conmuta, donde pr; denota la proyeccién en la primera componente.
Es decir, 7 o ®;' (p,v) = p, paratodop € U y v € F.

2. Para cada p € U, si E, = 7' (p), denota la fibra sobre p, la funcién
@y, definida como

(I)U,p = CI)U‘EP : Ep — {p} X F,
es un homeomorfismo.

Si M es una variedad suave se supondra adicionalmente que F' es suave,
7 es suave y que &y y Py, son difeomorfismos. £ se denomina el espacio
total, M el espacio base, F' la fibra genérica y m la proyeccion. Si E'y F
son ademds manifolds orientados, el fibrado se llama orientado si cada @y,
puede escogerse de tal manera que preserve la orientacion.

De ahora en adelante, y para evitar repeticiones, la palabra morfismo
hard referencia a una funcién continua en la categoria topoldgica o a una
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Figura 1.1: Haz fibrado

1
Ey=7"(p)
E |
| | By (U,) = Uy x F
M —I—?—|—
U,
1.JP9g

Figura 1.2: Haz fibrado

funcién suave (respectivamente, holomorfa) en la categoria de los manifolds
suaves (respectivamente, complejos). Por isomorfismo se entendera un mor-
fismo invertible cuya inversa también sea un morfismo de la misma categoria.

Cada difeomorfismo ®;; recibe el nombre de trivializacion local de E en U.
Por brevedad, y cuando no haya peligro de confusién, en lugar de (F, 7, F, M)
se escribird E = M o simplemente E para denotar el fibrado. Un cubrimiento
abierto A = {U, }aca para M se llama trivializante si existe una trivializa-
cién local en cada U,.

Se denotara por Iso(F’) al grupo de isomorfismos de F', y si F' es orientado,
por Isot(F) al grupo de isomorfismos de F que preservan orientacién. Sea
7 : E — M un fibrado y sea {U,},c, un cubrimiento abierto de M, tal que
para cada a € A, exista una trivializacién ®,, : 7 (U,) — U, x F. Si U,NUg
es no vacio, la funcién

Do (U,NUg) x F— (U,NUg) x F

envia cada punto (p,v) en otro, que serd denotado por (p,n(p,v)). Para
cada p € U, N U fijo, la funcién que envia v en 7 (p,v) es un isomorfismo
de F. Por consiguiente existen morfismos gg, : U, N Uz — Iso(F'), tales
que @50 @' (p,v) = (p,gsa (p)v). En la categorfa suave, muchas veces
es conveniente exigir que los morfismos ®y;,, pertenezcan a un determinado
grupo G especificado de antemano, llamado el grupo estructural del fibrado,
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que se supondra con estructura de grupo topolégico, en la categoria continua,
y de Lie, en la categoria suave, y el cual actia a izquierda en forma fiel, es
decir, g - u = u, para todo u € F' implica g = 1. Esta condicién equivale a
afirmar que G pueda verse como un subgrupo de Iso(F'). Este grupo actia
en forma natural (a izquierda) sobre F', via ¢-u = ¢(u), parau € F'y ¢ € G.

Las funciones gg, son llamadas funciones de transicion del fibrado E y
dependen obviamente de la trivializacién escogida. Es facil verificar que las
gsa satisfacen las siguientes ecuaciones:

Goa = Idrxr en Uy, 948980 = gya en Uy, NUg N U, # 0, (1.1)

llamadas condiciones de cociclo. Se llamard cociclo a cualquier coleccién de
funciones suaves C = {gga }, donde gg, : UsNUs — G,y A ={Ups}aca €s un
cubrimiento abierto de M que satisfaga las condiciones (1.1)).

El siguiente lema muestra cémo se relacionan las funciones de transicién
para dos trivializaciones asociadas a un mismo cubrimiento.

Lema 1.1.2 Sean {gpa} ¥ {95} los cociclos provenientes de trivializacio-
nes {Putaca ¥ {P) aca, en un cubrimiento abierto A = {Uy}taca de M.
Entonces existen morfismos f, : U, — G tales que

gﬁoefa = fﬂg/ﬁa en Ua N U,B- (12)
Prueba. ([6], capitulo 3, lema 3.18). m

Definicién 1.1.3 De dos cociclos {gsa } ¥ {95, } Para un mismo cubrimiento
abierto A = {Uy},c4 de M se dice que son equivalentes si satisfacen (1.2)),
para alguna coleccién de morfismos {f, : Uy, — G}aca-

Sean E 5 My FE' ™, M fibrados con grupo estructural G. Se dice que
una funcién 7 : E — E’ es un morfismo de fibrados si T es un morfismo (de
manifolds) de E en E', 7' o7 = m y si para cada p € M la restricciéon de 7 a
E,, 7,1 B, — E}, es un morfismo en G.

Una equivalencia entre fibrados es un morfismo 7 para el cual existe un
inverso, es decir, existe otro morfismo p : E' — F tal que Topy poT son los
morfismos identidad de £’ y E, respectivamente. En este caso se dice que F
es equivalente a E'. Se denotara por [E] la clase de equivalencia del fibrado
vectorial E. El conjunto de clases de equivalencia de fibrados sobre M con
fibra F'y grupo estructural G serd denotado por Fib (M, F,G).
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Una nocién maés laxa de equivalencia, que se llamaré cuadrado equivalen-
cia, exige que 7 sea un isomorfismo (de manifolds) de £ en E’ y que exista un
isomorfismo h : M — M de tal manera que el siguiente cuadrado conmute

E - F
lw lw’
M oM

E se llama trivial si es equivalente al fibrado M x F.

Claramente F y E’ son equivalentes si y sélo si son cuadrado equivalentes
con h igual al morfismo identidad.

Proposicién 1.1.4 Sean E = M y E' =M fibrados con la misma fibra
genérica y sea A = {Uy},c 4 un cubrimiento abierto de M para el que existen
trivializaciones locales @, : 71 (U,) —» Uy x F y @, : 771 (U,) - U, x F
de £ y E'. Entonces E y E' son isomorfos si y sdlo si {gsa} Y {gha} s0N
cociclos equivalentes.

Prueba. [0], teorema 3.1.10. =

La definicién de equivalencia entre cociclos correspondientes a un mismo
cubrimiento abierto de una variedad puede ser generalizada a cociclos que no
necesariamente corresponden al mismo cubrimiento.

Sean {Us},cs ¥ {Va}taen cubrimientos abiertos de M. Recuérdese que
{Va},ea se denomina un refinamiento de {U,}, 4 si para cada V, existe un
abierto U, tal que V, C U,. Definase ¢ : A’ — A, una funcion de escogencia
tal que V, C U,(q), para cada a € A. En lo que sigue se llamara refinamiento
de {Ua}pea al par ({Vat,ear»€)- Si{Ua}aen ¥ {U,},c 4 sOn dos cubrimientos
de M, se llamara un refinamiento comiin a un cubrimiento {V;},. 5 junto con
dos funciones de escogencia ¢ : B — Ay e’ : B — A’ que se denotaran por
({Voten €. €).

Para cualquier cociclo {gsa} en {Uy,}, .4 se puede definir el cociclo {g;,}
en {Vi},ca, lamado el cociclo inducido por {gs.} en el refinamiento, medi-
ante la prescripcion g,, = ge(b)e(a)

VanVy *

Definicién 1.1.5 De dos cociclos, {gga} en {Us} ca, ¥ {95} €0 {Us} e €
dice que son equivalentes si existe un refinamiento comuin tal que los cociclos
inducidos en este refinamiento sean equivalentes de acuerdo con la definicién
[1.1.3] El conjunto de clases de equivalencia de cociclos serd denotado por
H' (M, F,G).
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El siguiente lema proporciona una manera que nos serd ttil para construir

fibrados.

Lema 1.1.6 Sea M una variedad, E un conjunto arbitrario, F' una variedad
ym: E — M una funcion sobreyectiva. Supongase que existe una coleccion
de biyecciones

B = {CDa s (Uy) — Uy X F}aeA

que satisfacen las siguientes condiciones:

1. To® ! (p,v) = p, para todo p € U,, v € F.

2. La funcion ®50®' : (U, NUs) x F — (U, NUg) x F es un morfismo,
para todo o, B € A con U, N U # 0.

Entonces la coleccion B determina un fibrado sobre M con espacio total
E, fibra F, proyeccion m y trivializaciones locales { P, }aca.

Prueba. [0], proposicién 3.1.3. =
A continuacién se verd que todo fibrado E — M es determinado comple-
tamente por el cociclo asociado a cualquiera de sus trivializaciones.

Proposicién 1.1.7 Supdngase que {U,} ., es un cubrimiento abierto de M
y que para cada U,NUg # &, gao : UsNUg — G es un morfismo. Supongase
ademds que estos morfismos satisfacen las condiciones de cociclo

Goa = 1dyr en Uy, 948980 = Gra en U, NUg N U, (1.3)

Usando la coleccion gg, como “instrucciones de pegado” se puede construir
un fibrado cuyas funciones de transicion son precisamente las gaq.

Prueba. [6], Proposicién 3.1.12 =

El fibrado construido en la proposicién anterior se denomina el fibrado
determinado por el cociclo {gga}-

La siguiente proposiciéon nos muestra que a cada clase de equivalencia de
cociclos le corresponde un nico fibrado, salvo isomorfismos.

Proposicion 1.1.8 FExiste una correspondencia biyectiva entre el conjunto
Fib(M,F,G) y H' (M, F,G).
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Prueba. [0], Teorema 3.1.14. m

Sean E — M y E' — M fibrados, y sea 7 : F — E’ un morfismo.
Es claro que siempre es posible encontrar un cubrimiento {U,}, ., que sea
simultdneamente trivializante para £y E’. Sean ®, : 7! (U,) — Uy X F
y @ : 71 (U,) — U, X F las correspondientes trivializaciones locales. La
funcién 7 nos proporciona, para cada «, una funcién dada por la compuesta

—1 ’
Uy x 2% 771 (U) 5 7~ (Uy) 23 U x F.

Ademds, la composicién de estos morfismos debe enviar a (p, v) en (p, ha (p) v),

donde h, : U, — G es un morfismo.

Proposicién 1.1.9 Con la notacion anterior, cada morfismo de fibrados T :
E — E' induce funciones h,, : U, — G, donde cada h,, se define como @/, o
70® 1 (p,v) = (p, ha (p) v) . Estas satisfacen las relaciones de compatibilidad

hg = Gsahagse €n Ua N Us. (1.4)

Reciprocamente, toda familia de funciones H = {ha}aca que satisfaga
estas relaciones define un morfismo 7 : E — E' que a su vez induce a H.

Prueba. [6], proposicién 3.1.15. =

1.1.1. Ejemplos de fibrados

Mapeos recubridores

Sea F' un conjunto cualquiera dotado de la topologia discreta (cada punto
es un abierto de F') y M una variedad. Un fibrado sobre M , 7 : E — M, con
fibra F, se denomina un mapeo recubridor, un cubrimiento o un recubrimiento
de M. A la cardinalidad de F se le llama el grado del recubrimiento. Nétese
que en este caso Iso(F) coincide con el conjunto B(F') de biyecciones de F'y
que la condicién de trivializacién local implica que M admite un cubrimiento
abierto U tal que para cada U € U, 7 }(U) es la unién disjunta de abiertos

W,
() =W, (1.5)
vEF
donde W, = ¢ (U x {v}), para cada v € F, y tal que 7|y, : W, — U es

un homeomorfismo. Se verifica facilmente que, reciprocamente, la condicién
anterior (1.5 garantiza que 7 : F — M es un fibrado con fibra F.
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Fibraciones elipticas

Si M es una variedad suave y 7 : ' — F' es una fibracién con fibra F, una
superficie suave, cerrada, orientada y de género 1, se dice que la fibracién es
una fibracion eliptica.

Fibrados principales

Sit: E — M es un fibrado en el que la fibra F' es igual al grupo
estructural G, el fibrado se denomina un fibrado principal o un G-fibrado.
En este caso G define una accidn a derecha en cada fibra E,, definida de
la, siguiente manera: se escoge una trivilaizacion {(U,, ¢a)}aca. Para cada
peET H(Ua),g € Gyu€ Ep, sida(u)=(p,ga), se define u-g = ¢, (p, gag)-
Si p € U, N Us entonces ¢s 0 ¢, (p, gag) = (P 95a(p)(909)) = (p.959) ¥
por consiguiente ¢_'(p, gog) = ngEl(p, gsg) y la accién estd bien definida.
Esta accién es claramente transitiva y libre (u - g = u implica g = 1) y por
consiguiente si se fija ug € E, se ve que E, ={ug-g:g € G}.

G-fibrados discretos via la accién de un grupo sobre una variedad

Un ejemplo importante de un G-fibrado (con fibra discreta) lo proporciona
la accién de un grupo G sobre una variedad M. Recuérdese primero que una
acciéon (a izquierda) de G sobre M se llama fiel si g - x = x, para todo
x € M implica que g es el elemento identidad. Esta condiciéon equivale a
afirmar que la representacién natural p : G — Iso(M) que envia a g en el
isomorfismo definido por la accién, p(g)(z) = g - x, es inyectiva, lo que nos
permite identificar a G con un subgrupo del grupo de isomorfismos de M. Se
dice que G define una buena accion sobre M si para cada x € M existe una
vecindad U, de x tal que

g-UNh-U,=0,si g+#h. (1.6)

Si ademds se cumple que para cada par de puntos x,y € M que estén en
distintas drbitas existen abiertos U, y U, de = y y tales que

g-UsNh-U, =0, Yg,h € G, (1.7)

se dice que la accion es muy buena.
Es fécil ver que si G actia bien sobre M entonces GG define una accién
fiel. Lo que aqui se llamard una buena accion corresponde al concepto méds
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estdndar en la literatura de accién propiamente discontinua (properly dis-
continuous). Un resultado bien conocido garantiza que si G actia bien en M,
el conjunto de 6rbitas M /G en M o de clases de equivalencia bajo la relacién
x ~ y siysolosi existe g € G tal que g-x = y, dotado de la topologfa cociente
(W C M/G es abierto si y sélo si 771 (W) C M es abierto en M), donde 7
denota la funcién canénica 7 : M — M /G, es una variedad ([6], Pag. 72), no
necesariamente Hausdorff. Como nuestro convenio es exigir que todos los ma-
nifolds sean Hausdorff, se ha incluido la condicién para garantizar que
dicha propiedad se satisfaga, lo cual puede verificarse sin ninguna dificultad.

Veamos que 7 : M — M/G es un G-fibrado: de la condicién se
sigue que para cada punto de M /G se puede tomar un entorno abierto U, =
7c(Uy), con U, C M abierto, de tal manera que su preimagen bajo 7 consiste
en la unién disjunta de todos los abiertos de la forma ¢ - U,. Ademas, si M
es una variedad suave, puede demostrarse que el cubrimiento U = {U,}aeca
puede escogerse de tal forma que cada interseccién U, N Uy sea conexa (mas
aln, puede garantizarse que toda interseccién finita de abiertos de U sea
difeomorfa a R™ ([5], Pag 42). Ahora, para cada u € 7' (U,,) existe un tnico
g € G, tal que u € g - U,. Por tanto la funcién ¢, : W&l(Ua) — U, x G que
envia u en (mg(u), g~!) define un trivializacién local de 7g. Supéngase que
U, Ug son dos de estos abiertos con intersecciéon no vacia y sea b un punto
en dicha interseccion y v,, v los inicos puntos en W&l(b) que estén en U, y
Up, respectivamente. Entonces, existe un tnico tg, € G, tal que vg € tg, - Uy,
y en consecuencia vg = tg,v,. Ahora, cualquier otro elemento v’ en esta fibra
puede escribirse en forma tinica como v’ = gv,, y por tanto v’ = (gtgal)vg de
lo cual se deduce entonces que

¢B o ¢;1<b7 g_l) = ¢ﬁ(v,) = (b’ (gtgal)_l) = (b’ tﬁag_1>’

y por tanto los elementos del cociclo asociado al cubrimiento U son las fun-
ciones constantes gg, = 13q-
Ahora se definird el grupo de automorfismos de un fibrado.

Definicién 1.1.10 Sea E = M un fibrado con fibra F y grupo estructural
G. FEl grupo de automorfismos de E sobre M se define como

Aut (E/M) ={¢: E — E donde ¢ es un morfismo tal que mo p =m}.
E 5 E

T\, S
M
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Nétese que siw € M y si se define w(u) = p, entonces (¢ (u)) = 7 (u) = p.
Es decir, ¢ (u) € E,, Yu € E, y en consecuencia ¢ envia cada fibra en si
misma. Esto implica que ¢ restringido a E, es un isomorfismo de la fibra y
por tanto un elemento de G.

Sim: E — M es un G-fibrado, la accién a derecha de G sobre E definida
més arriba proporciona un embebimiento candnico de G en Aut (E/M) donde
la imagen de cada g es el automorfismo de E definido como multiplicacién a
derecha por g. Si la fibra de 7 es discreta este embebimiento es de hecho un
isomorfismo ([28], Pag 398 y [12], P4g. 163). Por otro lado, si E % M es un
G-fibrado con fibra discreta y E es conexo, entonces G = Aut (E/M) define
en forma natural una muy buena accién sobre E dada por ¢ - u = ¢ (u).
Sim: E — E/G denota el morfismo canénico y si se supone que G actia
transitivamente sobre cada fibra, entonces los G-fibrados E %> My E 5 E /G
resultan ser cuadrado-equivalentes ([12], Pdg. 164). Este resultado también
se deduce inmediatamente del teorema de clasificacién de recubrimientos que
se enunciard a continuacion.

Teorema fundamental de la teoria de espacios recubridores.

Se supondra en esta seccidon que todos los espacios topoldgicos son co-
nexos y que X es un espacio para el cual existe un recubrimiento universal
(Ex,p, X) (por ejemplo, esto se garantiza si X es una variedad). La catego-
ria natural para enunciar este teorema es la categoria de pares (X, x), donde
z € X y cuyos morfismos son las funciones continuas f : (X,z) — (Y,y),
tales que f(z) = y. Las nociones de equivalencia (respectivamente cuadra-
do equivalencia) se extienden en forma natural a esta categoria. Como es
usual m(Z, z9) denotara el grupo fundamental de Z con punto base zy. Si
l:(Z,z) — (A, ag) es continua, I, : m (7, 29) — m(A,ap) denotara el cor-
respondiente homomorfismo inducido (Ver [12], capitulo 11-14, [28], capitulo
8). Con estas definiciones se tiene el siguiente teorema.

Teorema 1.1.11 Sea X y Ex 2 X un recubrimiento universal, y sean
xg € X yeg € Ex, con p(eg) = xzo. Si el grupo fundamental de X con base
xg, m (X, o), se denota por G, entonces:

1. Euxiste una correspondencia biyectiva entre subgrupos H de G y clases
de equivalencia de morfismos recubridores (Yi,y,,) =% (X, x0) tales que

(pu)«m Yuy,) = H.
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2. Esta correspondencia reversa inclusiones, es decir, st Hy C Hy entonces
. P21
existe un morfismo (Yu,, vy, ) — (Yi,,yy,) tal que

P21

(YH27yH1) - (YHI’ sz)
Py N / pa,
<X7 IO)

conmuta.

3. El subgrupo H es normal en G si y sdlo si el diagrama

(YH; yH) Ld (YH, ?JH)
Wi ! b

es conmutativo, donde G denota el grupo cociente G/H y Py es un
isomorfismo.

(Ver [12], P4g. 189).

1.1.2. Fibrado asociado a un fibrado principal

Sea m : E — M un fibrado principal con fibra G, F' una variedad y sea
p : G — Iso(F) una representaciéon de G en el grupo de isomorfismos de
F. Témese una trivializacién cualquiera U = {Uy}aeca de 7 : E — M con
cociclo asociado {gs, }. La proposicién nos permite construir un fibrado
con fibra F' a partir de los cociclos {p(gsa)}, denominado el fibrado asoci-
ado al fibrado principal (7, E,G) via la representacion p, que se denotars
abreviadamente por np : Er — M.

1.1.3. Descripcién combinatoria de un fibrado con fi-
bra discreta

Se verd ahora que todo fibrado con fibra discreta sobre una variedad X
puede describirse mediante un procedimiento puramente combinatorio. Para
comodidad del lector, se ha incluido una discusién en detalle de este material
al no encontrarse una referencia apropiada y completa en la literatura.
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Seap: E — X un recubrimiento universal para X, xqg € X un punto base
y denotemos por G al grupo fundamental de X en xg, m (X, x). Supéngase
que F' es un conjunto sobre el que esta definido una accién a izquierda, lo cual
sabemos equivale a dar una representacién p : G — B(F') en el grupo B(F)
de biyecciones de F' (definida como p(g)(u) = ¢ - u). A uno cualquiera de
estos conjuntos se le llamard un G-conjunto. Un morfismo entre G-conjuntos
F) y F3 es entonces una funcién ¢ : Fy — Fy tal que ¢(g-u) = g - ¢(u),
para todo g € G y u € F; (G-linealidad). Un isomorfismo serd entonces un
morfismo con inversa lo cual equivale a que ¢ sea una biyeccién G-lineal.

Dotemos a F' con la topologfa discreta. Del teorema se deduce que
p: E — X es cuadrado-equivalente al cubrimiento canénico g : E — E/G
de lo cual se sigue que es un G-fibrado. En lo que sigue se identificard a X
con E/G. Sea U = {Uy}aea un cubrimiento de E/G y {(Ua, da)}aca una
trivializacién para 7g : £ — E/G con cociclo asociado {gg, }. El fibrado aso-
ciado a este G-fibrado, pr : Er — X, es entonces un cubrimiento de X con
fibra F' que, recordemos, se define (Proposicién como la unién disjunta
Useatal} x U, x F', modulo la relacién de equivalencia (a, b, u) ~ (8,b, gga-u),
para cada b € U, HUB yu € F|y pr es la proyeccién natural que envia la clase
de («, b, u) en b, que se denotard por [(«, b, u)]. Fijemos un punto base e € E,
tal que mg(eg) = 29 € X = E/G. Por el teorema fundamental de la teoria de
espacios recubridores, (teorema existe una correspondencia biyectiva
entre los subgrupos H C G y los recubrimientos conexos py : (Y, yy) —
(X, z0) (salvo equivalencia de pares) tales que (pg)«(m1(Yy,yn)) = H. Més
aun, para cada H la clase de equivalencia tiene como representante el mor-
fismo canénico py : (E/H,mg(ey)) — (E/G,mg(eo)), donde 7y : E — E/H
denota el recubrimiento canénico cociente. Nuestro objetivo es ver que to-
dos los posibles recubrimientos py pueden obtenerse como fibrados asociados
a Tg. Supongamos que la accién de G en F' es transitiva, que recordemos,
significa que existe un elemento en F' tal que su érbita es todo F. Fijemos
un ug cualquiera tal que G - ug = F, y sea a € A cualquier indice tal que
zg € U,. Sabemos que existe un tnico ¢, tal que ey = ga¥,, donde v, es el
tnico elemento en la fibra sobre xy en E que esta en U,. Dendtese por e(uy)
al elemento [(«, zg,w)] € Ep, donde w = g, ' - ug. Nétese que este elemento
queda bien definido sin importar la escogencia del indice, ya que si z¢ € Ug
se tiene que g, = gsgsa. De aqui se sigue que ggag, " - up = gﬁ’1 - ug lo que
implica que [(a,ﬁo,ggl - ug)] = [(B, 70, gsags " - uo)]). Denotemos por H al
subgrupo estabilizador de uy en G. Es decir, H = {g € G : g - up = up}. Con
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esta notacion es posible demostrar la siguiente proposicion.

Proposicién 1.1.12 Eziste un isomorfismo entre los espacios (Ep,e(ug)) ¥y
(E/H, 7I'H(€0)).

Prueba. Para cada elemento [(a, b, u)] € Er definimos ¢ ([(, b, u)]) = g, va,
donde recuérdese que v, fue definido como el tinico elemento de £ en la fibra
W&l(b) que estd en U, y donde g, es un elemento cualquiera de G tal que
u = g, - up. En general, este elemento no estd determinado univocamente.
No obstante, si ¢’ - ug = g, - ug, entonces (g, '¢’) - up = up y por consiguiente
g;'g" € H, lo cual muestra que la clase de g, 'v, es igual a la clase de
(¢')'v, en E/H. Por otro lado, si (3, b, u’) es otro representante de [(«, b, u)]
entonces es porque b € U, HUB y u' = gg, - u. Para este representante v esta
definida como g;,lvg. Pero vg = ggaUa ¥ U = gga - U = ggagu - Up. Por tanto
g = h(gsagu) !, para cierto h € H. De aqui se obtiene que

90 = 1(gpagu) " Gpava
= gy G0 Gpava = h(g, "va),

de lo cual se sigue la buena definicién de . Es inmediato verificar que v es
continua. Por otro lado, es claro que

w(€<u0)) = (gei()l)ilvao = GeogVap = €o0;

y que (pr o ¥)([(a, b, w)]) = pr (g, 'va) = b.

Una inversa para 1) puede definirse de la siguiente manera: sea z € F/H
y sea b = py(Z) € E/G. Témese un U, cualquiera tal que b € U,, y sea
Vo €l Unico elemento en la fibra de b en E tal que 7y (v,) = Z. Fijemos un
levantamiento z € F de Z. Existe un tnico ¢,. con ¢,.v, = z. Definimos
p(Z) = [(a, 0,97} - up)]. Si 2’ es otro levantamiento de Z entonces 2z’ = hz,
para algtin h € H y por tanto g, = hg... Pero en este caso

(hgaz) " - uo = gazh ™" - ug = g - uo.

Por otro lado, si 3 es otro fndice para el cual b € Ug y vs € E'y gg, son tales
que g,Vg, entonces gg, = GazJap Y POr consiguiente ggzl = g;ﬁl Got = 9paGmr
de donde se sigue que g5 -ug = ggagaz -to y por consiguiente [(a, b, g1 -uo)] =
(8,0, ggzl -ug)]. Esto nos muestra que p estd bien definida.
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Se verifica inmediatamente que p es continua y que conmuta con las
proyecciones. Finalmente,

Y(p(2) = ¥([(@, b, goz - u0)]) = gazva = 7.

Igualmente se verifica que p o ¢ es la identidad. m

Observacién 1.1.13 1. En la proposicién anterior, si se escoge otro uy
tal que G - uy = F, entonces su estabilizador es conjugado del estabi-
lizador de wug. Esto ya que si uy = a - ug entonces g - ug = ug si 'y sélo si
a~'ga pertenece al estabilizador de H. Por tanto al variar el generador
para la (tnica) 6rbita de F' se obtiene el espacio recubridor (Er, e(uy)),
isomorfo a (E/H', mg(eg)), donde H' = a ' Ha.

2. Si la accién de G sobre F' no es transitiva, se puede partir a F' en la

unién disjunta de sus distintas érbitas F' = |J F; . Es fécil ver que en
seS
este caso el recubrimiento Er — X resulta ser la unién disjunta de los

recubrimientos Er, — X que se obtienen restringiendo a pr a cada una
de estas componentes.

3. Sila accién de G en F' es transitiva y si H es un subgrupo normal de
G y por consiguiente £ — X es un recubrimiento normal, entonces si
p: G — B(F) es la representacién asociada a la accién de G en F se
tiene que Ker(p) = H: si F' = G - up entonces el estabilizador de b - g
es precisamente bHb™!. Por tanto si H es normal, p(g) € H equivale a
afirmar que p(g) es la identidad. Por tanto el grupo de automorfismos
del recubrimiento es en este caso G/H que es isomomorfo a p(G) C

B(F).

4. Si A : Fy — Fy es un morfismo de G-conjuntos y fijamos ug € F, en-
tonces A induce en forma natural un morfismo entre los recubrimientos
(Er,,e(ug)) y (ERy,e(A(ug))). Si A es un G-isomorfismo estos dos pares
resultan ser isomorfos.

Ahora se pasard a demostrar el teorema que garantiza que la construc-
cién combinatoria anterior da cuenta de todos los posibles fibrados con fibra
discreta.

Teorema 1.1.14 Sea X wuna variedad y fijemos un punto g € X y un
recubrimiento universal cualquiera f : (E,eq) — (X, x).
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1. Para cada subgrupo H C 7 (X, zg) existe un G-conjunto F' y un punto
uy € F tal que pr : (Er,e(ug)) — (X, xg) es un recubrimiento de
(X7 IO) con (pF)*(ﬂ—l(EFa ( )) =

2. 8il:(Y,y0) — (X, o) es otro recubrimiento tal que L,(m(Y,y0)) = H
entonces existe un isomorfismo entre (Ep,c(ug)) v (Y, %o)-

Prueba. La primera afirmacién se sigue directamente de la proposicion
anterior. Para demostrar la segunda, fijemos H C G = m(X,x9) y sea
[:(Y,y0) — (X, x0) un recubrimiento tal que l,(m(Y, o)) = H. Por el teo-
rema fundamental de la teoria de espacios recubridores existen isomorfismos
hiy hs tales que el siguiente diagrama (de pares) conmuta

hy

(Yoyo) < (E/H,my(ep))
I PH |
(X,20) <2 (E/G,me(eo))

Sea F' el conjunto G/H de todas las clases laterales a izquierda, con la accién
natural g-(¢'H) = gg' H. Tomemos uq como la clase de H, escojamos cualquier
indice a tal que Tg(eg) € Ua, y Vo € U, tal que ey = g,v, (existe un
tinico g, € G con esta propiedad) y hagamos e(ug) = [(o, mg(eo), g5 H)].
Por la proposicién anterior pr : (Er,e(ug)) — (E/G,mg(eg)) es isomorfo
apg: (E/H,my(ey)) — (E/G,ma(ep)), es decir, existe un homeomorfismo
A (Ep,e(ug)) — (E/H,my(ep)) tal que mg o A = pp. Claramente hs o pr es
también un mapeo recubridor y por consiguiente h; o A es un isomorfismo de

recubrimientos
hloA

(Ya 3/0) N (EF7€(UU))
) / he o pp
(X, [EQ)

y obviamente (hs o pr).(m(EFr,e(ug))) = (X, 20). =

Observacién 1.1.15 En el teorema anterior (Ep, £(ug)) también puede con-
struirse de la siguiente manera: dado un recubrimiento [ : (Y, yo) — (X, xo)
sea F' = [~!(xg), la fibra sobre zg, con la accién natural de G, que, recuérdese,
puede definirse de la siguiente manera: si u € F'y g € GG, g - u se define co-
mo el punto final de un levantamiento de un representante cualquiera de
g que comience en u. Es claro que el estabilizador de 19 es precisamente
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H = 1,(m1(Y,y0)) y por consiguiente, si (o) = [(@, %0, 95" - ¥0)] (con la mis-
ma notacién que en la prueba del teorema anterior) se tiene que (Er,(yo))
es isomorfo a (Y, ).

El teorema anterior permite clasificar los recubrimientos de (X, zo) en
términos de las representaciones de 7 (X, x¢) en el grupo de biyecciones de un
G-conjunto F. Dos representaciones p; : G — B(F;), i = 1,2 son equivalentes
si F1 y Fy son isomorfos como G-conjuntos. Puede verse facilmente que esto
equivale a afirmar que existe una biyeccién ¢ : Fy — Fj tal que si Cy :
B(Fy) — B(F}) es la funcién que envia h en ¢ 'h¢ entonces p; = Cypo.
De lo anterior se sigue que las clases de equivalencia de representaciones de
(G estan en correspondencia con las clases de equivalencia de recubrimientos
asociados a un subgrupo de G.

1.1.4. Monodromia de un fibrado

En una variedad suave y orientada X (posiblemente con frontera) exis-
ten varios grupos topoldgicos que juegan un papel importante en la repre-
sentaciéon de la monodromia de un fibrado (ver [29], Pdg. 339, [32], P4g.
157). El primero, Diff (X)) estd conformado por todos los difeomorfismos
que preservan la orientacién bajo la operaciéon de composicién. El segundo
es el subgrupo Isot(X) de Diff*(X) formado por aquellos difeomorfismos
que son isotépicos a la identidad. Recordemos que h € Diff"(X) es isot6pi-
co a la identidad si existe una familia suave H = {h; € Diff " (X)}ep0,
de difeomorfismos que preservan orientacion tales que hg = h 'y hy = Idx.
Puede verse sin dificultad que Isot(M) es un subgrupo normal de Diff " (X).
El tercer grupo relevante a nuestra discusion es el grupo cociente M(X) =
Diff*(X)/Isot(X), llamado el grupo de clases de mapeos de X (mapping
class group of X). Si X tiene frontera, es interesante considerar el subgrupo
Diff (X, 0X) de Diff*(X) formado por aquellos elementos cuya restriccién
a la frontera de X, 0X, es igual a la identidad. Finalmente, puede verse
que Diff " (X, 0X) NIsot(X) es un subgrupo normal de Diff " (X,9X), y su
cociente, que denotaremos por M(X,0X), is llamado el grupo de clases de
mapeos relativos a 0X. Un argumento elemental muestra que M(X,0X) se
inyecta canénicamente en M(X) y puede por lo tanto verse como un sub-
grupo de M(X). Para un discusién completa de M (X) en el caso en el que
X es una superficie suave, el lector puede consulta [4], capitulo 4.

Ahora, sea f : E — B un fibrado orientado con fibra F, una var-
iedad orientada (posiblemente con frontera). Escojamos una trivializacion
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T = {Uq, ®a}aca para f en la cual U, sea conexo y tal que cada ¢, es un
difeomorfismo que preserve orientacién (fibra a fibra) de f~'(U,) a U, x F.
Sea gpo @ Uy N Us — Diff"(F) el cociclo determinado por la trivializacién
7. Si fijamos un punto base xy € B para el grupo fundamental 7 (zg, B)
y un par cualquiera (Uy,, ¢o,) €n 7 tal que zg € U,,, la representacion de
monodromia de f : E — B, relativa a 7 se define como el anti-homomorfismo

A1 2T (B, x9) — M(F)

definido de la siguiente manera: tomemos una curva cerrada gama ~ con base
en xo y dividdmosla en arcos 7o, 71, - - -, ¥, tales que vy tiene su punto inicial
en x, y; finaliza donde comienza ;.1 parat=0,...,n—1, y 7, termina en
xg, y para las cuales existen conjuntos abiertos Uy, Uy, - - -, Ua, €n {Uq taca,
con v; C U,, para cada ¢ = 0,...,n. Denotemos el comienzo de cada ~; por
r;.Sea gi41,; la funcién de transiciéon en U,, N U,,,, para ¢ = 0,...,n — 1,
Y 9o la funcién de transicién en U,, N U,,, entonces la imagen de la clase
de 7, [v], en m (B, x¢) estd definida como el elemento en M(F) determinado
por el difeomorfismo

AT (7)) = gon(T0)gnn—1(2n) - - - g2,1(x2)g1,0(71) (1.8)

en Diff " (F). Es un ejercicio elemental demostrar que A es un antihomomor-
fismo bien definido, es decir, no depende del representante escogido para [7]
y AMr([a][B]) = Az ([B))Ar([a]). Ahora, si {gj,} es el cociclo asociado a otra
trivializacion 7’ = {U,, ¢a }aca que preserve orientacién, entonces sabemos
que se satisface y por tanto existen funciones suaves f; : U,, — Diff " (F)
tales que

gl/'+1,i(xi+1) = fi111($i+1>gi+1,z‘($i+1)fz‘(95z‘+1)ai =0,...,n—1

Y 90,(%0) = fo H(20)gn0(0) falwo). Como cada %(0) = z; y %i(1) = zita, y
estd contenida en U,,, se tiene que {fi(7(t))}icp,1) proporciona una isotopia
entre f;(z;) v fi(x;41) de donde se sigue que f;(z;41)f; () es isotépico a la
identidad y por consiguiente el producto g; ,,(20)g}, 1 (Zn) = - 951 (22) g1 o(71)
es igual al producto fy (7o) A7 ([7]) fo(wo) en M(F). Esto nos muestra que la
representaciéon de monodromia esté bien definida (no depende de la triviali-
zacién escogida), salvo por conjugancia en M(F'). De ahora en adelante se
escribird A\ en vez de A7 para denotar la representacién de monodromia.
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Figura 1.3: Monodromia

Observacién 1.1.16 Es posible hacer que A7 sea un homomorfismo en lu-
gar de un antihomomorfismo mediante el artificio trivial de redefinir la mul-
tiplicacién en (B, zo) intercambiando el orden de los factores. Es decir, se
define una nueva operacién en w1 (B, ), [a] - [5], como [5][@]. No hay en-
tonces ningiin problema en suponer que la representacion de monodromia es
un homomorfismo de grupos, lo que se supondrd de ahora en adelante.

Monodromia en un fibrado con fibra discreta

Es un resultado estdndar de la teorfa de espacios recubridores que si
p:Y — B es un fibrado con fibra discreta, vy € Y,, es un punto en la fibra
de xy € B, entonces para cada curva cerrada gama 7y que comience y termine
en xy, existe un unico levantamiento de v a Y que comienza en vy, es decir,
una unica curva 7’ en Y tal que poy = vy 7/(0) = vy. Ademds, el punto
final de v, v; = (1), no depende de su clase de homotopia, ya que toda
homotopia en B se puede “levantar” a una homotopia en Y ([12], Pag. 157).

Sea f : E — X un recubrimiento universal de una variedad X, F' un
conjunto cualquiera dotado de la topologia discreta y sea p(X,xo) — B(F)
una representacién del grupo fundamental con base xg € X en el grupo de
biyecciones de F'. Sip : Ep — X denota el fibrado asociado a (E, f) se tiene
entonces la siguiente afirmacién.
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Observacién 1.1.17 Para cada punto en la fibra vy € (Er).,, €l punto v
donde termina el tnico levantamiento de v de Er que comienza en vy es
precisamente v; = Ar([7]).

Prueba. (Con la notacién del parrafo anterior)

Denotemos por ¢; : p~1(U,,) — U,, X F trivializaciones sobre un cubri-
miento 7 = {U, }aea de X. Vemos que v, = ¢ ' (70(t), vo) es un levantamien-
to del arco 7y que comienza en vy. De igual forma, v, = ¢, (71(t), g10(z1) - v0)
es un levantamiento del arco 7; que comienza donde termina ;. Se puede
continuar de esta manera y definir

% =0 (Vi (1), giio1(wn) - - gan(w2)gr0(21) - vo), i=0,...,n—1

que serd un levantamiento de 7; que comienza donde termina v;_;. Es claro
entonces que 7/, termina precisamente en el punto A7 ([])(vo) lo cual demues-
tra la afirmacién debido a que sélo existe un levantamiento de v =

Monodromia en una fibracién eliptica

Sea f : E — X una fibracién eliptica sobre una variedad suave M, con
fibra T, una superficie suave, cerrada y orientada de género 1. Entonces una
representacion de monodromia A : w1 (X, z9) — M(F') serd un homomorfismo
al grupo de clases de mapeo del toro. Este grupo resulta ser SL(2,Z), el grupo
de matrices 2 X 2 con entradas enteras y determinante 1. Si se fija un punto
base uy € T?, 7 (T?% ug) es isomorfo a Z @ Z. Si se fija una base B para
este grupo, por ejemplo, aquella conformada por el meridiano y la longitud
B ={e1, e}, escogidos con orientaciones de tal forma que su producto de
interseccién sea positivo, entonces cada difeomorfismo h : T? — T2 que
preserve la orientaciéon determina un automorfismo h, del grupo fundamental
el cual tiene entonces una representacion matricial [h.|s relativa a B. Esta
matriz tendrd entradas en Z y determinante +1. Como h preserva orientacion,
el determinante es 1 lo cual nos proporciona un homomorfismo de grupos

7 Diff " (T?) — SL(2,7)
h — [h*][)’
Es obvio que todo difeomorfismo isotépico a la identidad estd en el kernel

de 7. No es dificil ver que el subgrupo de homomorfismos isotépicos a la
identidad es precisamente el kernel ([33], P4g. 26). Por otro lado, como se vera
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Figura 1.4: Toro

a continuacién, el subgrupo generado por todos los giros de Dehn derechos
tiene como imagen a todo el subgrupo SL(2,7Z) lo cual muestra que 7 es un
isomorfismo.

El grupo de clases de mapeos del toro y giros de Dehn

Denotemos por A = {z: 1 < |z| < 2} el dnulo en el plano complejo con
su orientacién estdndar. Un giro de Dehn derecho en A es un elemento de
D de Diff*(A) definido como D(rei?) = re!@=2m() "donde ¢ : [1,2] — R is
una funcién suave que toma el valor constante cero en el intervalo [1,1+41/3],
mondtona creciente en el intervalo [1+1/3,2—1/3], y toma el valor constante
1 en el intervalo [2 — 1/3,2]. Intuitivamente, un giro de Dehn corresponde a
ir girando (en sentido del reloj) cada circulo que compone el d4nulo un cierto
angulo, de tal forma que el circulo frontera interior |z| = 1 gira cero grados,
cada circulo interior gira un cierto dngulo que va aumentando gradualmente
en forma suave hasta completar un giro completo de 360 grados para el circulo
exterior |z| = 2.

Ahora, sea F' cualquier superficie suave, orientada, posiblemente con fron-
tera y sea o una curva cerrada simple en int(F'), esto es, un embebimiento
de un circulo en F que no toca la frontera. Si se toma la clausura 7', de un
entorno tubular del submanifold «, y un difeomorfismo que preserve la orien-
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Figura 1.5: Giro de Dehn

tacién g : A — T, entonces un giro derecho alrededor de a es el elemento

D, de Diff"(F) definido como

Du(p) = gDg™'(p) sipestden T,
o\P) = P sipestden F —T,

Se puede demostrar sin dificultad que la clase de isotopia de D, en
Diff*(F) no depende de g ni tampoco del entorno tubular escogido. M4s
adn, si « es isotépica a 8 (como embebimientos de S') entonces D, y Dg
determinan el mismo elemento en M(F'). Todo esto sigue siendo cierto si D,
es considerado como un elemento de Diff" (F,F) ([4], capitulo 4).

En el caso en el que F' es una superficie suave, cerrada, orientada y de
género 1, T2, los giros de Dehn positivos a lo largo de el meridiano y la
longitud, e; y es, tienen como imagen bajo 7 a las matrices

11 1 0
=[oa) 48]
Cualquier otro giro a lo largo de otra curva tendrd como imagen la matriz
identidad o un conjugado de una de estas dos matrices ([4], capitulo 4). Por

. a . .
otro lado, un computo muestra que si A = . es una matriz cualquiera

d
en SL(2,7Z), el efecto de multiplicar a izquierda a A por U¢ y V¢, donde
e = %1, es, en el primer caso, el de reemplazar la primera fila de A, [a, b],
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por [a + ec,b + &d], y en el segundo, el de reemplazar la segunda fila por
[c — ea,d — eb]. En forma similar, AU® y AV¢ son matrices que se pueden
obtener de A reemplazando la segunda columna

b b+ ea
d| P | d+ee |’

en el primer caso, y reemplazando la primera columna

e [322)

Iterando estas operaciones se ve entonces que multiplicando a izquierda y
derecha por U® y V¢ se pueden realizar todas las operaciones fila y columna
estandar “del tercer tipo”, es decir, reemplazo de una fila o columna por
su suma con un miltiplo entero de la otra fila o columna. Esto permite
demostrar el siguiente teorema.

Teorema 1.1.18 Todo elemento de SL(2,7) puede escribirse como un pro-
ducto finito de las matrices U y 'V y por consiguiente como un producto finito
de conjugados de U'.

Prueba. Dada cualquier matriz A en SL(2,Z), veamos que después de re-
alizar un niimero finito de operaciones fila y columna del tercer tipo A siempre

puede llevarse a una de las formas siguientes: +1d o £W, donde Id denota la
0

matriz identidad y W la matriz W = [ 10

} . Razonemos por induccion

sobre la siguiente “norma” para A:
w(A) = |a| + |b| + |¢| + |d| + nimero de entradas no nulas de A.

Si la afirmacién no fuese cierta existiria un contraejemplo B, con u(B) min-
imal. Distingamos dos casos:

i) Si B tiene alguna entrada e # 0 en la diagonal principal, cualquier otra
entrada de la diagonal no principal, digamos z, deberd se divisibles por e, ya
que de otra forma al dividir por e, z = ne + r, se obtendria un residuo no
nulo |r| < |e|. Pero al restar n veces la fila (o columna) donde estd e de la
otra fila (o columna) se obtendria otra matriz contraejemplo B’ que tendria
como entrada a r en alguna de las dos posibles posiciones de la diagonal no
principal. Pero como |r| < |e|, entonces obviamente la norma de B’ serfa
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menor que la de B. Luego r = 0 y B’ tendrfa una entrada no nula menos
que B, lo que la harfa un contraejemplo con menor norma, a menos que B
tenga entradas nulas en la diagonal no principal. Pero como det(B) = 1, se
debe tener entonces que B = +1d, que ciertamente no es un contraejemplo.

ii) Si B tiene alguna entrada e # 0 en la diagonal no principal, el ra-
zonamiento es similar, y se llegarfa a que un contraejemplo minimal tendria
que tener entradas nulas en la diagonal principal, y al tener determinante 1,
tendra que ser igual a =W, que tampoco es un contraejemplo.

Como se observé més arriba, toda operacion fila y columna del tercer tipo
puede realizarse multiplicando sucesivamente a izquierda y derecha por las
matrices U™ y V*!. De aqui se sigue entonces que para toda matriz A existen
productos Py @ de U y V*! tales que PAQ = +1d, 6 PAQ = +W. Ahora,
un computo directo muestra que se dan las siguientes identidades: —Id =
(VU)3, VUV = W, delo cual se sigue que Id = (VU)S, (VUV)(VU)? = —-W.
Luego en cualquier caso A = P71RQ™!, donde R es un producto de las
matrices U y V. Como (VU) = Id se sigue entonces que V! = U(VU)® y
U=l = (VU)5V, de donde se sigue que todo producto de U*! y V*! puede
escribirse como producto de las matrices U y V' y en particular esto es cierto
para P~'RQ~*, lo cual demuestra la primera afirmacién del teorema.

La segunda afirmacién se sigue inmediatamente del hecho de que V =
W=LUW es un conjugado de U. m

Como se verd mas adelante, la monodromfa alrededor de una fibra singular
en una fibracién eliptica es siempre de la clase de conjugancia de alguna de
las matrices de la siguiente lista, que se llamara lista de Kodaira:

Lista de Kodaira, n > 0

n_ |1 n n_ | =1 mn

S R I

we[43] e[
- (1.9)

01 0 —1]

VUV:{_1 0] —VUV:[1 0|

(VU)* = { —01 —11 ] —(VU)* = { (1) _11 ]

En el caso en el que F' es una superficie suave de género > 2, su grupo
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de clases de difeomorfismos es mucho mas complicado. Un teorema profundo
afirma que M(F') es isomorfo al grupo de automorfismos del grupo funda-
mental de la superficie, médulo el subgrupo de automorfismos internos (que
se obtienen por conjugacion), Aut(m (F,zo))/Inn((7m(F, zo)). Una descrip-
cién explicita de M(F') la proporciona un teorema de Lickorish ([4], Pag.
168), el cual afirma que los giros de Dehn son generadores de este grupo,
y en el caso en el que el género de F' es 2, se muestra explicitamente un
conjunto de generadores y relaciones.

1.2. Fibraciones singulares

1.2.1. Recubrimientos ramificados

En esta seccion se definirdn las nociones bésicas sobre cubrimientos rami-
ficados. Por comodidad nos restringiremos a la categoria suave, aunque estas
nociones puedan definirse sin necesidad de introducir una estructura diferen-
ciable. En lo que sigue nos restringiremos a la categoria de manifolds suaves
dos dimensionales orientables que simplemente se llamardn superficies.

Definicién 1.2.1 Sean X y B dos superficies compactas (posiblemente con
frontera) donde se supondrd que B es conexa y donde se permitird en general
que X no lo sea. Se dird que una funcion suave ® : X — B es un recubrim-
iento ramificado general si el conjunto Q = {q1,...,q} de valores criticos
de ® es finito y estd contenido en el interior de B, y si ademds la restriccion
®° . X° — B° es un recubrimiento de grado finito, donde X°, B° denotan los
conjuntos X — ®71Q y B — Q, respectivamente.

Veamos a continuaciéon que ® satisface las siguientes propiedades:

Teorema 1.2.2 Sea ® : X — B un recubrimiento ramificado general. En-
tonces se tiene que:

1. ® es sobreyectiva
2. ®(int(X)) = int(B) y ¢(0X) = 0B

3. Para cada p € int(X) ezisten cartas que preservan orientacion alrede-
dor de p y ®(p) que van a vecindades abiertas de 0 € C, de tal manera
que p y ®(p) son enviados en 0 € C, y en las que ® toma la forma
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z — 2% para cierto entero d, > 1. Cuando esto ocurre se dird que ®
es modelada localmente por la funcion z — z%.

4. 0X y OB son uniones disjuntas de un nimero finito de circulos orien-
tados, y la restriccion ® : 0X — OB es un recubrimiento cuyo grado
coincide con el de ®°

Prueba. La sobreyectividad se sigue inmediatamente de la definicién. Veamos
entonces que ¢ envia el interior de X en el de B. Si ocurriera que p € int(X)
y ®(p) € OB entonces existirian cartas o, y oy alrededor de p y ®(p), con
o1(p) = o2(P(p)) = 0,imoy = D e imoy = H, donde D denota el disco uni-
tario y H el semiplano superior, para las cuales ¢ = 0,®0; * serfa una funcién
suave. Pero p no es punto critico de ®, ya que de serlo su imagen serfa un
valor critico que no estarfa en le interior de B. Entonces, el teorema del a
funcién implicita aplicado a ¢ garantiza la existencia de entornos alrededor
de 01(p) y 02(®(p)) donde ¢ es un difeomorfismo lo cual contradice el hecho
de que la imagen de ¢ estd contenida en H.

Para ver que la frontera se envia en la frontera, demostremos primero la
afirmacién 3. Tomemos un entorno Us,) de ®(p) difeomorfo al disco unitario
D de tal manera que si V' denota la preimagen de Uy, = Usy) — {®(p)}
bajo ¢, ¢ :V — U;(p) sea un cubrimiento. Pero por el teorema fundamental
de la teorfa de recubrimientos, todos los posibles finitos y conexos del disco
abierto sin el punto origen, D° son equivalentes a uno de los recubrimientos
que envian z € D° en 2% € D°, para cierto d, > 1. Por tanto V es difeomorfo
a una unién disjunta de discos sin punto origen para los cuales la restriccién
de @ tiene la forma z — z%. Esto demuestra 3.

Supongamos por el contrario que p € 0X se enviara en ®(p) € int(B).
Existen cartas o1 y oy alrededor de p y ®(p), con o1(p) = o9(®(p)) =0y
cuyas imdgenes son H y D, respectivamente. Al quitar el origen en ambos
conjuntos, el mapeo ¢ = o®c; ' : H° — D° serfa un cubrimiento del disco
sin origen. Pero esto forzaria a que H° fuera homeomorfo a D° lo cual es
absurdo.

Finalmente, 4 se sigue inmediatamente de la definicién. m

El préximo objetivo es ver que el recubrimiento ®° determina completa-
mente el recubrimiento ramificado original. Considerando por separado cada
componente conexa de X podemos suponer sin pérdida de generalidad que
X es conexa. La afirmacién precisa es la siguiente:
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Teorema 1.2.3 Sea X° una superficie conexa, Y una superficie compacta,
Q C Y un subconjunto finito y ¢° : X° — Y° un recubrimiento con fibra
finita, donde Y° =Y — (). Entonces existe una superficie compacta X, un

embebimiento abierto X° < X y un mapeo ramificado ¢ : X — Y de tal
forma que el siguiente diagrama conmuta:

i

X° — X
| ¢° Lo (1.10)
Ye° C Y

Mas aiin, el par (X, ¢) es unico, es decir, si (X', ¢') es otro par con esta
propiedad, existe un difeomorfismo A : X — X' tal que el siguiente diagrama
conmuta:

x5 x4
N LA S
X/
Prueba. Sea Q@ = {q1,...,qx}. Por el teorema anterior, alrededor de cada
punto ¢; podemos escoger una vecindad U; tal que si U? = U; —{¢;}, entonces
o~ U)=VIU---U Vion(iy €8 la unién disjunta de abiertos conexos V;; tales

que ¢ restringido a V7 es un recubrimiento de grado d;;. Por la condicién
4 del teorema anterior podemos escoger cartas orientacién preservantes oy :
D® — Up, 09 : D° — V] tales que el diagrama siguiente conmuta

D° =V
2% | !
Do 32U
Para cada i = 1,...,k, escojamos puntos p;;, j = 1,... ,m(i) y definamos

X = X°U{pj;}. A este conjunto se le da la tinica topologfa con la siguiente
propiedad: si {WW, }aeca €s una base alrededor de ¢; entonces {p; }U(¢~! (W4)N
V2) es una base alrededor de p;; y la topologia de X es precisamente la
inducida por dichas bases locales. El mapeo \ se define en forma obvia, como
la tinica extensioén de ¢ que envia a p;; en ¢;. Es inmediato verificar que
conmuta y que es ramificado. La unicidad del mapeo se sigue sin dificultad.
[ ]

En muchos de los problemas que se considerardn en el capitulo siguiente,

se tendrd una fibracién singular al disco unitario abierto o cerrado en vez
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de una fibracién a la esfera S2. Sin embargo, cuando la fibra es discreta, es
posible pasar de una situacién a la otra sin que ninguno de los problemas en
cuestion cambie fundamentalmente. Esto gracias a la siguiente proposiciéon
que serd enunciada para el disco abierto. La prueba para el disco cerrado
sigue exactamente las mismas lineas y sera omitida.

Proposicion 1.2.4 Si¢: E — D es una fibracion singular discreta al disco
abierto, con fibra discreta F'. Entonces existe otra fibracion singular con fibra
discreta 1 : Y — S? tal que si D' denota el hemisferio superior (abierto) de
S? yY' denota a ¢~ (D') entonces Y|y : Y — D' es cuadrado equivalente
ap:E—D.

Prueba. Sea @ = {q1,...,qr} €l conjunto de valores singulares de ¢ y sea
A :m(D°, qo) — Diff " (F) la representacién de monodromfa, donde gy es un
punto cualquiera en D° = D — Q. fijemos Dq, ..., D, discos cerrados con
centro qi,...,qr y disjuntos por pares, y un punto ¢y en S? que no esté
en (). Sean 7y, ...,7; arcos de Jordan mutuamente disjuntos, contenidos en
S? — | JD;, que comienzan en ¢y y terminan en un punto z; € 9D;. Sea o el
bucle que comienza en ¢y recorre ; hasta z;, luego recorre a 9D; en direccién
positiva y regresa a gy siguiendo a ~;. Escojamos la base para m(D°, q)
conformada por clases de arcos [a], . . ., [a]. Denotemos por (5?)° a la esfera
a la que se le han removido k + 1 puntos ¢, ..., ¢, en el hemisferio superior
D' y otro punto més ¢, en el hemisferio inferior. Sea j : D — D’ un
embebimiento que envie a ¢; en ¢;, para i = 0,...,k. Si aj,, es un arco
de Jordan que parte de q; y rodea a ¢, disjunto de los arcos a; = j(a;),
entonces es bien conocido que la coleccién [af], ..., [a) ] genera el grupo
fundamental 71((S?)°, q4) y dichos generadores estdn sujetos a una unica
relacion [of] - - - [aj, 4] = 1.

Escojamos un espacio recubridor universal para (5?)°, X — (5?%)°, el
cual serd considerado como un m;((S?)°, go)-fibrado principal sobre (52)° y
definamos p : m((S?)°,¢j) — Diff " (F) como el homomorfismo que envia
cada [of] en A([oy]), parai =1,...,ky a A([of4]) = M([d] -+ - [a}]) 7, esto
iltimo con el fin de que la tnica relaciéon entre los generadores del grupo
fundamental de (S?)° sea enviada en la identidad y por ende p quede bien
definido. Como se vio en las secciones y la representacién p puede
usarse para construir un fibrado asociado a Y = X, ¢ : Y — (S?)° con fibra
F. Como se demostré en la observacién[[.1.171a monodromia en la fibra sobre
g6 para cualquier clase [o/] € m1((5?)°, i) es precisamente p([o']). Ahora, si
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5.9P9

Figura 1.6: Proposicion [1.2.4]

Y’ denota a 1~!(D’) entonces, por la observacién , la restriccién de
v aY' Yy : Y — D' es un fibrado equivalente a jo ¢ : E' — (D')°,
donde (D')° = D' —{d¢},...,q;} y E' = ¢71((D’)°). Pero el teorema [1.2.3]
implica que jo¢: E— D'y 9|y : Y — D’ también son equivalentes y en
consecuencia ¢ : £ — Dy 9|y, : Y — D’ son cuadrado equivalentes.

[

1.2.2. Fibraciones elipticas singulares

La nocién andloga de recubrimiento ramificado para fibraciones con fibra
un toro es la siguiente.

Definicién 1.2.5 Sean E, B manifolds suaves y orientados, donde B es una
superficie conexa sin frontera. Una funcion suave p : E — B se denomina
una fibracion eliptica singular si p es una funcion propia, sobreyectiva con
finitos valores criticos Q = {q,...,qx} y tal que la restriccion p° : E° — B°
es una fibracion eliptica, donde E°, B° denotan los conjuntos E — p~'(Q) y
B — Q, respectivamente. A las fibras sobre los puntos critico se le llamard
fibras singulares.

Observacién 1.2.6 Si p° es un mapeo propio, sobreyectivo, suave y sin
puntos criticos, un teorema cldsico de C. Ehresman ([I0]) garantiza que
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p° : E° — B° es una fibracién. Por tanto, en la definicién anterior basta
entonces con suponer la condiciéon més débil de que cada fibra de p° sea un
toro para que p° : E° — B° sea una fibracion eliptica.

Existe un andlogo del teorema para fibraciones elipticas sobre el
disco cerrado menos el origen, D° = D — @), con Q = {0}. Para el caso en el
que el género de la fibra genérica es mayor que 1, su demostracién es mucho
més dificil [23] y [24]. Para enunciar este teorema es necesario antes definir
la nocién de fibra singular relativamente minimal.

Definicién 1.2.7 Sip: E — B es una fibracion eliptica singular, una fibra
singular p~*(q;) se llama relativamente minimal si no es posible encontrar
una esfera embebida en E con auto interseccion —1.

La minimalidad es una condicién natural ya que siempre es posible hacer
una explosién (blow up) en cualquier punto de una fibra singular e intro-
ducir de este modo una esfera con auto interseccién —1 sin cambiar la mo-
nodromia alrededor de la fibra singular (véase por ejemplo [2] y [I1]). Este
condicién se requiere, por ejemplo, cuando se quiera tener unicidad en una
“completacién”, como se verd en el teorema siguiente [17].

Teorema 1.2.8 (Kodaira) Sea p° : E° — D° una fibracion eliptica sobre
el disco unitario abierto sin el origen donde p° es holomorfa. Fijemos un
punto cualquiera qo € D° y sea un C una curva simple cerrada que contenga
a qo y rodee el origen. Por ejemplo, para cada escogencia 1 > r > 0 se puede

tomar qo =1 —1r y C el circulo de radio 1 — r recorrido en sentido positivo.
Sea f = A([C]) la monodromia alrededor de C', donde

A 7T1(DOaCI0> - M(T2)

es la representacion de monodromia del fibrado. Entonces, si f es de la clase
de conjugancia de un elemento de la lista e Kodaira, existe una fibracion
eliptica singular p: E — D y un embebimiento i : E° — E en un abierto de
E que hace conmutar el diagrama

E° — E
l po l P (111)
Dr C D
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Mas atn: en el caso en el que la monodromia sea la identidad o U™ es posible
escoger la fibra central con multiplicidad arbitraria (de tipo mly, respectiva-
mente de tipo ml, para cualquier m > 0, ver seccion y dotar a E de
estructura holomorfa de tal forma que si le damos a D su estructura holo-
morfa estandar, p resulta ser una funcion holomorfa.

Ademdas, dos pares (E,p) y (E',p') que hagan conmutar a son
tinicos si las fibras singulares (p~(0) y p'~'(0)) son minimales y no son
maltiples (ver seccion . En forma precisa, la unicidad quiere decir que
existe un difeomorfismol : E — E' que hace conmutar el siguiente diagrama:

B - B 2 D
NV LD e

E/

Matsumoto y Montesinos muestran que este teorema es cierto para cualquier
fibraciéon sobre D° con fibra una superficie cerrada F' de género g > 0 bajo
la hipétesis de que A\([C]) sea un elemento pseudo-periddico de giro derecho
(para ver una definicién de este concepto asi como la prueba de este teorema
el lector puede consultar [23]). En el caso que interesa a esta investigacion,
es decir cuando g = 1, la condicién anterior equivale a que A([C]) sea de la
clase de conjugancia de un elemento en al lista de Kodaira .

Este teorema permite completar localmente cada fibracién sobre D° a una
fibracién sobre D con una fibra central singular que estd univocamente de-
terminada, salvo conjugancia, por la monodromfia alrededor del origen y por
tanto puede generalizarse sin dificultad para demostrar el andlogo del teorema
en el caso en el que Y = 52 es la esfera. En este caso, si Q = {q1, ..., qr}
es un conjunto finito de puntos de S2, fijemos como en la prueba de la proposi-
cion D+, ..., Dy, discos cerrados con centro qi,...,q, y disjuntos por
pares, y un punto ¢y en S? que no esté en ). Sean 7, ..., arcos de Jor-
dan mutuamente disjuntos, contenidos en S? — | JD;, que comienzan en ¢qq y
terminan en un punto z; € 0D;. Sea «; €l bucle que comienza en ¢y recorre
~; hasta z;, luego recorre a 9D; en direccién positiva y regresa a o siguiendo
a ;. Con esta notacién tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.2.9 Sea p° : E° — (S5%)° una fibracion eliptica sobre la esfera a
la que se le ha quitado un conjunto finito de puntos Q = {q1,...,qx}. Supon-
gase que la monodromia alrededor de q;, A([«]), es un elemento conjugado
de una matriz de la lista de Kodaira . Entonces existe una fibracion sin-
gular p : E — S? 4inica, salvo isomorfismos, p : E — S% y un embebimiento
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abierto v : E° — E que hace conmutar el siguiente diagrama

E° — E
1 p° Ip
(S?)° C S2

Prueba. Para cada disco perforado D = D; — {¢;} en S? escojamos un
embebimiento ¢; : D — D en el disco abierto unitario D, con imagen el
disco menos el origen, D°. Considérese el diagrama conmutativo siguiente
1/ 1o Ai
p (D7) = X;
pl L pi
pe % D
donde p; : X; — D es la fibracién singular cuya existencia garantiza el
teorema anterior.
El espacio total E buscado se obtiene “pegando” inductivamente cada X;
a lo largo de la regién abierta im(\;) que es la imagen del embebimiento \;,
via su inversa. En forma precisa, sea Fy = E°U,, X; el espacio cociente que
se obtiene de la unién disjunta E° U X7, mdédulo la relacién de equivalencia
x ~ A\ (z), para cada x € (p)~}(Dy)

Ei=(E°UX))/ ~.

Se verifica sin dificultad que E; es una variedad compleja y que la funcién
1 By — (S? —{qa,...,q}) que envia la fibra singular (definida como el

conjunto de todas las clases de equivalencia de los elementos de p;'(0)) en
q1 v que estd definida como p° en cualquier otro punto, estd bien definida y
que también es suave. Este procedimiento se continua inductivamente hasta
obtener un espacio total £ = E° Uy, X ---U,, X} en el cual hay definida en
forma canénica una proyeccién p : B — S2.

La unicidad se sigue sin dificultad de la unicidad local que garantiza el
teorema anterior.

]

Observacién 1.2.10 La prueba del teorema, por ser una construccién esen-
cialmente local, puede repetirse sin ningiin cambio fundamental reemplazan-
do S? por el disco unitario abierto o cerrado. Este teorema da condiciones
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6-JP9

Figura 1.7: teorema |1.2.9

suficientes para que un haz fibrado pueda completarse a una fibracién eliptica
singular, la cual es esencialmente unica. Como se verd en el capitulo 3] toda
fibra singular de una fibracién eliptica tiene que ser de un tipo particular de
la lista de Kodaira y por tanto la condicién de que cada monodromia \([a;])
sea la de un conjugado de una de las matrices de la lista es también
necesaria.

En este punto es natural preguntarse si existe una descripciéon puramente
combinatoria de la parte no ramificada de una fibracién eliptica singular. En
forma precisa, si existe un andlogo de la observacién [1.1.15] en el sentido de
que la monodromia determine la parte no ramificada de la fibraciéon, y por el
teorema anterior, determine la fibracién. La respuesta a esta pregunta sélo se
conoce en algunos casos particulares, como se vera méds adelante en el lema
y como puede verse en ([23], teorema 2.4 y [27], Pag. 163).



Capitulo 2

Fibraciones discretas

2.1. Introduccion

En este capitulo se discutira el problema de coalescencia de puntos criticos
para fibraciones discretas. El resultado central se ha condensado en el teorema
2.3.6] Este problema estd estrechamente relacionado con el problema cldsico
de Hurwitz y el llamado problema de la m-geografia. El lector interesado puede
consultar [38]. Se introducen a continuacién la terminologia y los conceptos
bésicos necesarios para la prueba del teorema.

2.2. Conceptos y lemas basicos

Definicién 2.2.1 Denotemos por Jy al conjunto de los enteros {1,...,d} y
sea w1 Jg — Jg una biyeccion cualquiera, es decir un elemento del grupo
simétrico Sy. La permutacion © admite una inica descomposicion en ciclos
disjuntos que pueden ordenarse de tal forma que sus longitudes estén en orden
decreciente. Esta descomposicion determina entonces una particion dy, . .., d;
de d, donde d; es la longitud del i-ésimo ciclo, y donde el nimero de ciclos,
[, se denominard la longitud de 7 y se denotara por ().

Para cada m € S; se define una 1-variedad suave, cerrada y orientada que
se denotara por M, tomando la 1-variedad producto J; x R, orientada de
tal manera que cada {j} x R tenga la orientacién usual de R, e identificando
aquellos pares de puntos (r,t) y (', t') tales que ' —t € Z y ' ~*(r) = r'. Es
facil ver que M, resulta ser la unién disjunta de [(7) circulos orientados. Sea

33
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br : My — R/Z = S la funcién definida por ¢,([j,r]) = [r]. Esta funcién
es un recubrimiento de grado d que respeta las orientaciones, y es tal que
los grados de sus restricciones a cada una de las componentes conexas de
M., debidamente ordenadas, forman la particién de d determinada por la
descomposicién en ciclos disjuntos de 7.

Definicién 2.2.2 Se llamard completacién de ¢, : M, — S' a cualquier
recubrimiento ramificado general (definicion ®: X — D, donde X
es una 2-variedad suave con frontera, compacta y orientada, D es el disco
unitario cerrado, dotado de la orientacion estandar (aquella inducida por la
estructura compleja) y tal que la restriccion ®|px : 0X — S' es cuadrado-
equivalente a ¢, : M, — S'. Recuérdese que esto tiltimo significa que existen
difeomorfismos (que preservan orientacion) H : 0X — M, y h : S* — S!
tales que ¢pr 0 H =ho ®|yx.

A la coleccion formada por todas las completaciones de ¢ : M, — S se
le denotard por C,.
Definiciéon 2.2.3 Dos recubrimientos ramificados generales ®; : X; — Y,
con it = 1,2, se dice que son topologicamente equivalentes ¢ T-equivalentes si
el nimero de componentes conexas de X, es igual al nimero de componentes
conexas de Xy y éstas pueden ser enumeradas como {X;; : 1 < j < r}
y{Xa; : 1 < j < r}, de tal manera que la restriccion de ®1 a X;; es
cuadrado-equivalente a la restriccion de ®; a X, para cada j =1,...,r.

Dos elementos en una familia de recubrimientos cualquiera F, ®; : X; —
Y, 1=1,2, se dice que son b-equivalentes en F si existe una funcidn suave
F : X; x[0,1] — Y de tal manera que para cada t € [0,1] la funcion
F, : Xy — Y definida por Fy(p) = F(p,t) es un elemento de F, Fy = &1 y
Fy - Xy —Y esT-equivalente a 5 : Xo — Y.

Dos recubrimientos de C, b-equivalentes en la familia C, se llamarédn sim-
plemente b-equivalentes.

Definicién 2.2.4 Se dird que un elemento ® € C, es semiestable si alrededor
de cada punto critico, ® es modelada por la funcion z — z2. Se dird que ®
es simple, si es semiestable, y si la fibra de cada valor critico solo contiene
un punto critico de P.

Ahora, sean X y B 2-variedades suaves, cerradas (esto es, compactas y sin
frontera), conexas y orientadas y sea & : X — B un recubrimiento ramificado
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general. Para cada p € X el entero no negativo r, = d, — 1 se llama indice de
ramificacion de ® en p, donde d, denota el grado local del mapeo ® en p (P es
modelado localmente alrededor de p como z — z%). Es bien conocido que la
siguiente relacién, conocida como formula de Riemann-Hurwitz se satisface:

X(X)=dx(B) =), (2.1)

peX

Otras maneras alternativas de escribir esta relacién son las siguientes:

X(X) Z Z (2.2)

1=1 ped—1 )

X(X) =d(x(B) — k) + Z li (2.3)

donde I; es igual al nimero de preimdgenes de ¢;. La férmula de Hurwitz
es un resultado clédsico de la teorfa de superficies de Riemann y es comiin
encontrar en la literatura una demostracién combinatoria de esta férmula.
Sin embargo, haciendo uso de propiedades elementales de la caracteristica de
Euler se puede obtener una demostracion elegante y elemental que presentaré
a continuacién.

Sean Dy, ..., D;, discos cerrados embebidos en B, con ¢; € D;, el interior
de D;, y tales que D; N Ej sea vacfo, siempre que ¢ # j. Entonces

X(X) = x(H(B-UD)Ud(UD;)) B
= X (271 (B —UDy)) +x (®71(UDy)) — x(®~H(UIDy)).

Analicemos cada uno de los sumandos en esta iltima expresién. Como la
restriccion
®:9(B-UD;)— B—-UD;

es un recubrimiento de grado d, entonces
X (274(B — U Di)) = dx(B — U D;) = d(x(B) — k).

Y como cada ! (D;) se puede retraer continuamente a ®~!(g;), sus carac-
teristicas de Euler son iguales x(®~!(D;)) = x(® *(¢)). Por tanto

x(@71(UDy)) = ¥
2
= X

(@~1(Dy))
(@ (a))

1

1

I
S

o~
~

1



36 CAPITULO 2. FIBRACIONES DISCRETAS

Finalmente, como ®~1(UJD;) es una unién disjunta de circulos, entonces
x(®1(UdD;)) = 0. Ast es posible obtener la relacién (2.3). Las relaciones

(2.2) y (2.1)) se obtienen si observamos que

k k
Zizl Zpé@*l(qi) Ty = Zi:l Zpé@*l(qi)(dp - 1)
k
= 2ia Zp@b*l(qi) dp — Zp@*l(qi) 1)
k
= Zi:l Zpecb*l(qi) dp — li)

Y (A1)
dk — Zizl li

Los siguientes lemas de deformacion serdn necesarios para la demostracién
del teorema de coalescencia que daré en la siguiente seccion.

Lema 2.2.5 Dados enteros 0 < a < b < 1, tales que (b — a) > 3/4, existe
una funcion suave p(x) definida en [0,1] tal que p(z) =1, si0 < x < a,
p(x)=0,siz>bylp(z) <4, sia<z<b.

Prueba. Definamos h(z) = e /% six > 0y h(z) = 0,si < 0, y sea
b(z) = h(4 — 2?)/(h(4 — 2*) + h(2® — 1)). El gréfico de esta funcién tiene la
forma que se muestra en la figura siguiente:

0.87
0.5
0.4

0.24

D 02040608 1 12141618 2
7-JP9

b(x)
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Un cémputo muestra que el grifico de su derivada es el siguiente:

8
ki
02040608 1 12141618 2
0
05
11
1.5
2]
8-9Pg k

b'(x)

y otro cémputo que |V (x)| < 3. Finalmente, si [(z) =14 (x —a)/(b—a) es
la recta que envia a a y b en 1 y 2, respectivamente, entonces p(z) = b({(x))
es una funcién que satisface p(z) = 1,81 0 < z < a, p(z) = 0, si x
Ademéds, |p'(z)| = |b'(z)| (bia) <3x3=4,yaque (b—a)>3/4

.
0.5
0.5
0.4
0.2]
oipg O 02 04 06 08

p(z)

Lema 2.2.6 FEs posible escoger nimeros reales 0 < a < b < 1 tales que
(b—a) > 3/4, y tales que para cadan >3 y0 <t <1 la funcion fi(z) =
2" —nta/2(n —1)p(|z])2""! es un recubrimiento ramificado del disco cerrado
con exactamente dos puntos criticos, z =0 y z = ta/2.
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Prueba. Escojamos cualquier b que satisfaga 3/4 < b < (4/7)"/"y0<a <b
tal que b—a > 3/4. Esto es posible ya que si n > 3 se da que 4/7 > (3/4) >
(3/4)™. - B
Veamos en primer lugar que f;(D) C D. Es decir, para todo z € D se
tiene que
2" —nta/2(n — 1)p(|z])2" 1| < 1. (2.4)

La desigualdad anterior se cumple para todo |z| > b, ya que fuera del disco
de radio b se da que p(|z|) = 0 y en consecuencia f;(z) = z". Por otro lado,
si |z| < b, como n/2(n —1) < 3/4, se cumple que

|2" —nta/2(n — 1)p(|2])2" | < 0" (1 +3/4) < 1,

donde esta tltima desigualdad se garantiza por la forma como se ha escogido
b.

En segundo lugar, veamos que cada fi;(z) no tiene valores criticos por
fuera del disco |z| < a: si f; se escribe en coordenadas polares, z = 7¢?, un
cédlculo muestra que

Of:/00 = niz" (2 — ta/2p(]2]))
0fe/Or =n/rz"" (2 — ta/2p(|2]) — talz] /2(n = 1)p(]2])).

Luego z es un punto critico si existe un real A con df;/00 = A f;/0r lo cual
equivale a que

i(z = ta/2p(|2) = A/r(z — ta/2p(|z]) — talz| /2(n — 1)p'(|2]))

O lo que es equivalente a que los vectores

z—ta/2p(|z]) v 2 —ta/2p(|2]) —talz| /2(n = 1)p(|2])

sean ortogonales. Hagamos A(z) = tal|z| /2(n — 1)p/(|2]), B(z) = ta/2p(|z|)
y w =z — B(z). Notemos que A(z) <0y 0 < B(z) < a/2. Queremos que
w sea ortogonal a w — A(z). Como A(z) es un numero real, esto equivale a
afirmar que |w|®> — ARe(w) = 0. Fijemos un circulo C,(0), centrado en el
origen y de radio r > a. Notemos que sobre este circulo las funciones A(z)
y B(z) son constantes, las cuales denotaremos simplemente como A y B.
El locus de la ecuacion |w|> — ARe(w) = 0 es un circulo de centro A/2 y
radio |A| /2. Por tanto el locus de la ecuacion |z — A|> — ARe(z —a) = 0
es un circulo, Cy4/2:5(|A|/2), de centro A/2 4+ B y radio |A| /2. De aqui
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que cualquier punto critico de f;(2) en C,(0) deberd estar en la interseccion
de C(0) y Caj218(|A| /2). Para ver que dicha interseccién es vacia, veamos
que los puntos de interseccién de Cy 24 5(|A|/2) con el eje real estdn en el
intervalo [—a, a] y por lo tanto este circulo estd contenido en el interior del
disco cuya frontera es C... Pero C4/245(]A| /2) corta el eje real en los puntos
By A+ B. Ahora, B = ta/2p(r) < a/2 < a. Por otro lado,

atp'(r)r atp(r)

A+ B = > —
LT R ¢
si y solo si
tp'(r)r | tp(r)
1>0
dn—1) 2

o equivalentemente,

plryr 1 pr)
AU - )
1) i 27
Como p'(r) <0, el término de la izquierda es precisamente r |p/ ()| /2(n—1).
Por el lema anterior, como |p/(r)| < 4, p(r) > 0,7 <1y n > 3, se tiene que

rlp'(r)]  (4+2p(r)) _ 4+ 2p(r) pr) _ 1 p(r)
-1 2n—1) = 4 Sl syt A0

r
2
lo cual demuestra que —a < A + B. Finalmente, como A < 0 se tiene que
A+ B < B < ay en consecuencia que

—a<A+B<B<a.

Ahora, en el circulo |z| < a la funcién p(]z]) toma el valor constante 1 y en
consecuencia f;(z) = 2" — nta/2(n — 1)z""! tiene un punto critico en z si

nz" ' —nta/22""% = nz""*(z — ta/2) =0

que tiene soluciones z =0y z = ta/2.

En tercer y tltimo lugar, veamos que f; es un recubrimiento ramificado
del disco cerrado. Notemos que f; es una funcién abierta: en el disco |z| < a
esta funcién es holomorfa y por tanto es abierta, y como por fuera de este
disco, no tiene ningun valor critico, es localmente un difeomorfismo y en
consecuencia abierta. Como f,(D) es un conjunto compacto y abierto en D
tiene que ser igual a todo el disco lo que muestra que f; es sobreyectiva y por
tanto es un recubrimiento ramificado. m
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Observacién 2.2.7 El lema anterior proporciona una deformacién entre
fo(2) = 2" y fi(2), un recubrimiento ramificado de D con dos puntos criticos
z=0y z=a/2. Ademds, como f;(z) = 2" para todo z con b < |z| < 1, esta
familia es una b-equivalencia entre fy y fi.

Fijemos gy = —i en 0D y una numeracién arbitraria de la fibra f;*(qo).
Las preimégenes de 0 son los puntos z = 0y z = na/2(n— 1), con grado local
de ramificacién igual a n — 1 y 1, respectivamente. Por tanto la monodromia
alrededor del origen tendra que ser un n — 1 ciclo. Por otro lado, fi(a/2) =
—a"/2"(n — 1) tiene n — 1 preimdgenes distintas, que corresponden a las
soluciones de la ecuacién 2" — an/2(n — 1)z""! + a"/2"(n — 1) = 0, la cual
tiene n — 1 raices simples y una raiz doble, z = a/2 (ya que este valor es el
tinico que es solucién de esta ecuacién y de la derivada nz" "' —an /22772 = 0).
Por tanto la monodromia alrededor del valor critico —a"/2"(n — 1) es una
transposicion y este punto es simple. Para una escogencia de numeracién de
la fibra f; *(go) la monodromifa alrededor de ambos valores criticos puede
entonces escribirse como (1n)(1---n —1).

Lema 2.2.8 FEs posible escoger nimeros reales 0 < a < b < 1 tales que
(b —a) > 3/4, tales que para cadan > 2,0 <t <1 y cualquier real z tal
que 0 < 2o < @™ ', la funcion fi(z) = 2" + ta/2p(|z])20 es un recubrimiento
ramificado del disco cerrado con exactamente un punto critico, z = tazy/2.

Prueba. Escojamos cualquier b que satisfaga 3/4 < b < (1 — z,/2)"/" y
0 < a < btal que b—a > 3/4. Esto es posible ya que (3/4)" < 3/4 < 1—2y/2,
donde la tltima desigualdad se da ya que zy < a"! < a < 1/4.
Veamos en primer lugar que f;(D) C D. Es decir, para todo z € D se
tiene que
|2" + ta/2p(]z]) 20| < 1.

La desigualdad anterior se cumple para todo |z| > b, ya que fuera del disco
de radio b se da que p(|z|) = 0 y en consecuencia f;(z) = z". Por otro lado,
si |z| < b, se cumple que

20 20

12" 4 ta/2p(|2]) 20| < b(B" + 5) <O+ 5 ) <1,

donde esta tltima desigualdad se garantiza ya que b < (1 — 2z/2)'/™.
En segundo lugar, veamos que cada f;(z) no tiene valores criticos por
fuera del disco |z| < a: si f; se escribe en coordenadas polares, z = re?, un
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célculo muestra que

Jf:/00 = niz"
Afy/0r =n/rz"+ p'(]z])/2at z.

Luego z es un punto critico si existe un real A con 0f;/00 = AOf;/Or
lo cual equivale a que los vectores w = 2" y w — A(z), donde A(z) =
—atzo|z| p'(]2])/2n, sean ortogonales. Veamos que esto nunca ocurre para
valores de z en un circulo C, de radio r > a. Para los puntos de este circulo
A(z) es una constante que denotaremos simplemente por A > 0. Como en la
prueba del lema anterior, el conjunto de todos los z para los cuales w = 2"
y w — A son ortogonales es exactamente el conjunto de aquellos z € C, tales
que 2" esté contenido en el circulo C|4)/2(A/2), de centro A/2 y radio A/2.
Pero como 29 < a" ', [p'(|z])] <4y n > 2, se tiene que A < azp <a" <r"y
en consecuencia dicho circulo estd contenido en el interior del disco de radio
™y por tanto Crn N Ca)/2(A/2) = 0, lo que demuestra la afirmacion.

Ahora, en el disco |z| < a la funcién f; es igual a 2" +ta /22y, que es holo-
morfa y tiene como puntos criticos aquellos valores para los cuales nz" 1 = 0,
es decir, s6lamente el valor z = 0. Como f;(0) = ta/2zy vemos que éste es el
unico valor critico de f;.

Finalmente, f; es un recubrimiento ramificado por la misma razén que en
el lema anterior. m

Lema 2.2.9 Sea ® : X — D un recubrimiento ramificado general que no
sea simple. Entonces existe otro recubrimiento ramificado general ®', que es
b-equivalente a @, y tal que k(®') = k(®) + 1.

Prueba. Si suponemos que ® : X — D no es simple, entonces existe un
punto critico cuyo grado local es n > 3 o existen dos puntos criticos cuyas
imégenes coinciden.

Supongamos que existe un punto critico p cuyo grado local es n > 3. Esto
implica que existen embebimientos que preservan orientacién f : D — intX
y g: D — D, con f(0) = py g(0) = ®&(p), y tales que go &, = ® o f.

Definamos
() six & Im(f)
goftoffl(x) sixz e Im(f)

donde f; es la funcién construida en el lema2.2.6, Resulta inmediato verificar
que la funcién G : X x [0,1] — D asi definida tiene todas las propiedades

G(z,t) =
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requeridas en la definicién Ademss, la funcion G; : X — D tiene
k(®) + 1 valores criticos. Entonces podemos tomar a ®' como esta funcién
Gl.

Supongamos ahora que existen dos puntos criticos p; y pe tales que
®(p;) = ®(py). Existen embebimientos f : D — intX y g : D — D que
preservan orientacién, con f(0) = p; y g(0) = ®(py), y tales que go®,, = o f,
para un cierto n > 2. Escojamos 0 < zg < a"~ ! y tal que g(z9) no sea un
valor critico de ®. Esto es posible debido a la finitud del nimero de valores
criticos de cualquier recubrimiento ramificado. Definimos

O (x) six & im(f)
go fiofHx) sizeim(f)

donde f; es la funcién construida en el lema[2.2.8 Resulta inmediato verificar
que la funcién G : X x [0,1] — D asf definida, tiene todas las propiedades
requeridas en la definicién y la funcién Gy : X — D tiene k(®) + 1
valores criticos. Entonces podemos tomar a &' como esta funcién G;. =

G(x,t) =

2.3. El problema de coalescencia de fibras sin-
gulares

En esta seccion se dard la solucién al siguiente problema: dado un cubri-
miento ramificado general al disco cerrado unitario ® : X — D, de grado d,
.bajo que condiciones es posible coalescer o reunir todas las fibras singulares
en una sola? En forma precisa, jcudndo es posible encontrar un recubrimien-
to ramificado con una sola fibra singular, ® : X' — D, que sea b-equivalente
a®:X — D?Sea @ = {q1,...,q} C D el conjunto de valores criticos de
® ysea A: m(D,q) — Sz una representacién de monodromifa para el re-
cubrimiento, que recordemos, se puede obtener numerando arbitrariamente
la fibra ®7!(g) (lo que equivale a escoger una biyeccién con el conjunto
Jy = {1,...,d}) sobre el punto ¢y = (1,0) € dD e identificando el conjun-
to de sus biyecciones con el grupo simétrico S,. fijemos Dy, ..., D; discos
cerrados con centro ¢y, ...,q y disjuntos por pares, y sean 7i,..., Y arcos
de Jordan mutuamente disjuntos, contenidos en D — U;D;, que comienzan
en ¢p y terminan en un punto z; € 9D;. Sea «; el bucle que comienza en ¢
recorre ~y; hasta z;, luego recorre a dD; en direccién positiva y regresa a g
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10

10.5pg do

Figura 2.1: Coalescencia

siguiendo a ;. Como la caracteristica de Euler del disco es 1, la férmula de
Riemann-Hurwitz (2.3]) nos dice que

k

XX)=d1-k)+> 1 (2.5)

=1

donde [; es igual al niimero de preimégenes en la fibra sobre ¢;, que es exacta-
mente igual al nimero de ciclos en la descomposicién en ciclos disjuntos de la
monodromia alrededor de ¢;. En otras palabras, [; = [(0;), donde ; = A\([ay]).
La férmula anterior puede escribirse en la forma

k

X(X) =d(1—k)+ > 1(os) (2.6)

=1

Para determinar qué condicién es necesaria para la coalescencia de las fibras
de ® : X — D, supongamos que existiera un cubrimiento ramificado b-
equivalente, ® : X’ — D, y sin pérdida de generalidad, supéngase que su
tinica fibra singular es la fibra sobre el origen, ®~!(0). La férmula anterior nos
dice que en este caso x(X') = I(01) = I(A\(OD)), lalongitud de la monodromfa
alrededor del circulo frontera, S* = 9D, recorrido en sentido positivo. Como
en el proceso de deformaciéon de @ a &’ es obvio que la caracteristica de Euler

no cambia se tiene que

X(X) = x(X") = 1(M9D)) (2.7)
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y esta condicién deberd entonces darse para que sea posible la coalescencia
de las fibras singulares.

Para demostrar que esta condicién es suficiente es necesario primero
demostrar que todos los recubrimientos simples del disco cerrado en si mis-
mo de igual grado son T-equivalentes. A pesar de que esta afirmacién se
deduce de los resultados demostrados en [16] he encontrado una prueba orig-
inal, elegante y més simple que la que alli se presenta en la que de paso
se demuestra un teorema no trivial sobre factorizacion minimal de ciclos
en el grupo simétrico. Esta prueba es notable porque dicho resultado es un
problema combinatorio sin aparente conexion con la teorfa de recubrimientos
ramificados y su solucion se puede derivar de la teorfa aqui desarrollada. Los
problemas de factorizacién minimal juegan un papel destacado en la com-
prensiéon de muchos fenémenos sobre fibraciones. En el préximo capitulo se
generalizardn los problemas discutidos en esta seccién, al caso de fibraciones
elipticas, y se verd como problemas combinatorios que aparecen en Sy tienen
sus andlogos en el grupo SL(2,7Z), con la diferencia de que alli son mucho
maés dificiles de tratar.

El siguiente teorema garantiza que la factorizaciéon mds corta en trans-
posiciones de un ciclo de longitud d es d — 1. Sin pérdida de generalidad se
puede suponer que este ciclo es (1---d). Notemos que este ciclo se puede
factorizar como

(1---d) = (1d)(1d — 1) - - - (12), (2.8)

con exactamente d — 1 transposiciones como factores. Mds abajo se verd
que esta factorizacién es tnica, salvo movimientos de Hurwitz, definidos en
(12.3.2).

Teorema 2.3.1 Sean 14,..., T, transposiciones en S, tales que su producto
sea igual a un ciclo de longitud d. Entonces k > d — 1.

Prueba. Sin pérdida de generalidad se puede suponer que el d-ciclo es
(1---d). Fijemos puntos qi,...,qx en D y g = (1,0) como en la figura
11. Las clases [o;] i = 1,. ..,k forman una base para el grupo libre (D, o)
y por tanto existe un tinico homomorfismo de grupos p : 71 (D, ¢o) — S que
envia a [a;] en 7;. En la seccion vimos cémo construir un fibrado aso-
ciado a esta representacién ¢ : E;, — D con fibra genérica J; = {1,...,d}.
Vimos también en la seccién Nota[l.1.17, que para este fibrado, la mo-
nodromia alrededor de cada ¢; es precisamente 7;. Aplicando la férmula de
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Riemann-Hurwitz a este fibrado se obtiene

k
X(Es) = d(1—F) + 1)

—d(1—k)+k(d—1)
—d—k

Por otro lado, como la monodromia alrededor del circulo frontera S* es igual a
Ty -7 = (1---d), entonces E;, es una superficie con una tinica componente
de frontera, difeomorfa a un disco (¢|,-1(g1y : ¢~'(S') — S* es un fibrado con
fibra Jy, y por el teorema fundamental de la clasificacion de fibrados (teorema
sélo existe uno, salvo isomorfismos, dado por el circulo mismo con su
mapeo canénico x —— x?). Por tanto, si g denota el género de Ej, se tiene
que x(E;,) =2—29—1=1—-2g =d—k. Pero 1—2g <1, de donde se sigue
qued—1<k. m

Definicién 2.3.2 Sea G un grupo cualquiera y sean gi,..., g elementos
de G. Un movimiento de Hurwitz (m.h.) consiste en reemplazar en la lista

91y 9i> Git1, - - - Gk a los elementos g; Y giv1 POT G; = Giv1 Y Jiy1 = 9;119i9i+1-

Notemos que un movimiento de Hurwitz produce una nueva lista

/ /
915,90 9415+ - 9k

con el mismo niumero de elementos y en la que el producto ordenado de
todos sus elementos es el mismo que el de la lista original, g, - - - gx, ya que
9i9is1 = gz‘+19;31gz‘gi+1 = 9iJi+1- -

Denotemos por g; a la clase de «; en m1(D, qo). Es un resultado estdandar

que (D, qo) es un grupo libre y que L = {¢g1,...,gr} es una base para este
grupo. Veamos ahora que cualquier movimiento de Hurwitz transforma una
base en otra de donde se concluye que si L' = {gi,...,g;} se obtiene de

L mediante finitos m.h., entonces existe un automorfismo de 7 (D, qo) que
envia a ¢, en g;. La razén la proporciona la siguiente proposicién.

Proposicién 2.3.3 Sea L' = {g1,...,9,,9i1,---,gr} la lista ordenada que
se obtiene de L = {g1, ..., i, Gi+1,- - -, g } después de efectuar un movimiento
de Hurwitz, (g, = Giy1 Y Gipq = g;rllgigiﬂ y el resto de los elementos per-
manece igual). Entonces eziste un difeomorfismo h del disco D en si mismo
que deja fija la frontera y tal que el automorfismo inducido h, : m (D, qo) —
m1(D, q) envia la base L en L.
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Figura 2.2: Movimiento de Hurwitz

Prueba. Sea A un dnulo cerrado embebido en D que contenga a ¢; y a ¢;41
y que no contenga ningin otro de los puntos g;.

12

12.5pg 90

Proposicion [2.3.3

La funcién h puede definirse como medio giro de Dhen (en sentido negativo)
(seccion en A y como la identidad por fuera de él. El efecto de este
difeomorfismo es el de intercambiar a ¢; con ¢;11 y de enviar a g;11 en g; y a
g; en gijrll gigi+1, como se ilustra en la figura 12. =

El siguiente lema nos muestra que toda factorizacién minimal de un ciclo
en transposiciones puede transformarse mediante movimientos e Hurwitz a
la factorizacién canénica (2.8)).

Lema 2.3.4 Sean 7,...,74_1 transposiciones en Sy tales que su producto
sea igual a (1---d). Entonces, después de un nimero finito de movimientos
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de Hurwitz, T - - - T4—1 puede transformase en (1d)(1d — 1) ---(12).

Prueba. Primero notemos que si 7, = (a,b) y 721 = (¢, d), entonces al
cambiar a 7; y 7,11 mediante un movimiento de Hurwitz, se obtienen dos
nuevas transposiciones 77 = (¢,d) y 7/, = (¢, d)(a,b)(c,d). Si (a,b) y (c,d)
no comparten ningin simbolo se tiene que 7,11 = (a,b), y si comparten un
solo simbolo, digamos, d = a, entonces 7,11 = (b, ¢). Notemos que estas dos
transposiciones no pueden compartir ambos simbolos, ya que de ser asi, su
producto serfa la identidad lo cual implicaria la existencia de una factor-
izacién de (1---d) en transposiciones con menos de d — 1 factores.

Ahora, el simbolo d aparece en una de las transposiciones 71, ..., 74 1,
digamos en 7; = (d, a;). Mediante finitos m.h. podemos escribir el producto
Ty -+ Tg—1 como (d,ay)1h---7,_4. Sia; = 1, podemos cancelar esta transposi-
cion a ambos lados de la ecuacién

(d, Vg1 1 =1d)(1d —1)---(12)

y obtener una nueva ecuacién 74 --- 7, ; = (1---d — 1), lo que permite con-
tinuar la prueba por induccién. Si a; # 1, entonces, como (d,a;)(1---d) es
una permutacién que envia a d en 1, se sigue que la permutacién 75 - -7,
debera también mover a d lo que implica que alguna de sus transposiciones
contiene el sftmbolo d. Nuevamente, después de un nimero finito de m.h. este
producto se puede reescribir como 7 -- -7, = (d,a)74 --- 7/ ;. Siag = 1,
entonces después de hacer un m.h. adicional se obtiene que:

(d, )ry'rg - -7y = (1d)(1d — 1) -+ - (12),

y podriamos cancelar a (d, 1) y proseguir la prueba por induccién. Si ag # 1,
se continua con este procedimiento hasta que debe ocurrir en algin momento
que a, = 1. Si esto nunca ocurriera, podriamos transformar el producto
original a un producto de la forma

(d,a1) - (d, ap) Tl - 7qty = (1---d) (2.9)

enelquea; # 1, paratodoi = 1,...,7,yen el que la permutacién 7%, - - 7",

no mueve el elemento d. Ahora, los elementos a; deber ser distintos dos a
dos, ya que de otra forma, si a; = a;, mediante movimientos de Hurwitz el
producto (d,ay)---(d,a,) podria cambiarse a un producto en el que (d,a;)
y (d,a;) estén contiguos haciendo que su producto sea la identidad, lo cual
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permitirfa reducir en uno el nimero de factores en la factorizacién original,
contradiciendo la minimalidad de la factorizacion original. Luego

i = (- ard)(1 - d)
Pero en el producto de la derecha d es enviado en 1 y en el de la izquierda d
permanece quieto, lo cual es una contradiccion.

Por tanto, a, = 1, para algin r. Ahora, con movimientos de Hurwitz
podemos cambiar a (d,aq) -+ (d,a,) por un producto de transposiciones de
la forma (d, 1)t5---t,_; y por tanto cambiar el lado izquierdo de (2.9) por

(d’1)752...?57“7177{11...7&”_1 =(1---d)

Cancelando (d, 1) a ambos lados se puede continuar la prueba por induccién.
[ ]

Lema 2.3.5 Seap: D =D el recubrimiento ramificado del disco cerrado en
st mismo que envia cada z en z%. Entonces este recubrimiento es b-equivalente
a un recubrimiento v : D — D que tiene exactamente d — 1 fibras singulares
simples. Si ' : D — D es otro recubrimiento con d — 1 fibras singulares
simples se tiene que ¢ y ' son cuadrado equivalentes.

Prueba. Después de aplicar el lema al recubrimiento p se obtiene otro
recubrimiento b-equivalente p; : D — D que tiene dos puntos criticos y dos
valores criticos, uno de ellos, el origen, con grado local d — 1 y el otro, un
punto simple. Si repite este mismo procedimiento d — 2 veces se llega a un
recubrimiento ¥ : D — D, con d — 1 puntos criticos y d — 1 valores criticos,
todos simples, y con monodromia alrededor de cada ¢;, A(g;) = (1,4).
Veamos ahora la unicidad. Si ¢’ : D — D es otro recubrimiento con d — 1
fibras singulares simples, denotemos por 74, ..., 7 la monodromia alrededor
de cada uno de los valores singulares de ¢/, q1,...,q4_1, es decir, si A denota
la representacién de monodromia se tiene que A(g;) = 7;. Por la proposicién
, para cada m.h. que reemplace la pareja 7;, 7,11 por 741, TijrllTiTi+1 existe
un difeomorfismo h; de D que fija la frontera y tal que el isomorfismo hj,
inducido en 71 (D, qo), es tal que hi(g)) = g; ¥ hic(gi1) = git1, donde g =
Git1 Y Ginq = gijrll 9igi+1. Por el lema anterior, después de un nimero finito de
m.h. la base L = {¢1,..., 941} puede transformase en L' = {¢},..., 9, 1},
con A(g}) = (1,7), para i = 2,...,d — 1. La proposicién [2.3.3| nos garantiza
entonces que después de componer finitos difeomorfismos h; se obtiene un
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difeomorfismo h : D — D que fija la frontera y tal que h.(g;) = g;, para
todoj =1,...,d—1. Es trivial ver que hot' : D — D es T-equivalente a 1.
Miés ain, para este recubrimiento la monodromia alrededor de cada ¢;, A(g;),
es igual A(g/) = (1,4) y en consecuencia igual a la monodromia de 1. De la
observacion se sigue que h o1 y 1) son equivalentes y en consecuencia
Yy ¢ son T-equivalentes. m

El teorema siguiente nos garantiza que la condicién también es su-
ficiente.

Teorema 2.3.6 (De Coalescencia) Sea ® : X — D un recubrimiento
ramificado general de grado d con valores criticos Q = {q1,...,q} C D, sea
o = MSY) la monodromia alrededor del circulo frontera, recorrido en sentido
positivo y sea l(0) la longitud de la permutacion o. Entonces, x(X) = l(0)
si y solo si existe un recubrimiento ramificado ® : X' — D b-equivalente a
®:X — D.

Prueba. Sélo falta por demostrar que la condicién y(X) = (o) es suficiente.
Después de aplicar repetidas veces el lema a®:X — D podemos en-
contrar un recubrimiento ramificado b-equivalente ®; : X' — D en el cual
todas sus fibras singulares sean simples (el nmimero de valores criticos au-
menta en el proceso, lo que pareciera que va en direccién contraria a nuestro
propésito, pero como veremos, esto no tiene ninguna importancia). En el pro-
ceso de deformacién, el mapeo restringido a la preimagen de S' se mantiene
inalterado, lo cual implica que ®;'(S?) consiste en la unién disjunta de /(o)
circulos embebidos (1, ..., Cyy) los cuales constituyen la frontera de X L
Como la caracteristica de Euler tampoco cambia vemos que y(X') = (o).
Luego la caracteristica de Euler de X! coincide con su nimero de compo-
nentes de frontera. Demostremos que esto fuerza a que X' sea difeomorfo a
la unién disjunta de (o) discos.

Sean X1,..., X! las componentes conexas de X', y denotemos por g; al
género de X!. Claramente cada componente conexa contiene por lo menos
a uno de los circulos C; (porque ®1|y1 — S ! también es un recubrimiento
ramificado) y en consecuencia el ntimero de dichas componentes es < [(0).
Ahora, si denotamos por [; al nimero de circulos C; que estdn contenidos en
X} vemos que x(X}) =2—2¢; —l; y que Iy + -+ + [, = I(0). Luego

X(X1) = x(X]) + -+ x(X})

=>(2-2g;—1;) =2r—2> g, — l(0).
i=1 i=1
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En consecuencia

l(o) = x(X') =2r - 2i9i — (o) < 2l(0) - Zégi — (o), (ya quer <I(0))

T
y en consecuencia 2% g; < 0. Pero como cada g; es un entero no negativo,
i=1
deberd ser igual a 0. Esto muestra que cada X} es topolégicamente un disco
y en consecuencia X! es la unién disjunta de /(o) discos cerrados, X}, con
* = ;. Finalmen m restriccién @11 — im m
0X} = C;. Finalmente, como cada restriccién ®;],1 — S* es simple, el lema

. . . . . K . . .
anterior garantiza que dicho recubrimiento es T-equivalente al recubrimiento

¥; : D — D que se obtiene de perturbar el recubrimiento estandar D i D,
con d; igual al grado de 1); y en consecuencia ®; : X! — D es b-equivalente
a® : X' — D, donde X’ es la unién disjunta de I(c) copias de D, @’
restringida a cada copia es el mapeo D - Dydi+--+ dyo) = d.

Vemos entonces que ® : X — D es b-equivalente a un cubrimiento rami-
ficado general con una tnica fibra central singular. =



Capitulo 3

Fibraciones elipticas

3.1. Introduccion

En este capitulo se demostrard la conjetura de factorizacién minimal y
se generalizard el teorema de coalescencia (teorema a fibraciones elip-
ticas sin fibras multiples. Los resultados centrales estdn condensados en los
teoremas [3.4.2] [3.4.11] y [3.5.3]

Se supondra que en toda fibracién eliptica singular ¢ : E — D, E es
una superficie compleja, que ¢ es holomorfa al disco con su estructura com-
pleja estandar y que cada fibra genérica es una superficie de Riemann de
género 1. Sin pérdida de generalidad puede suponerse ademéds que E es rel-
ativamente minimal (definicién ya que esto siempre puede lograrse
después de realizar sucesivas descompresiones (blows down) (ver [2], capitulo
III). La lectura de este capitulo requiere de conocimientos més avanzados de
geometria algebraica que en los capitulos anteriores. El lector encontraré to-
dos los conceptos necesarios para su comprension en dos referencias estandar
03] y [,

3.2. El problema de factorizacion minimal

Sea ¢ : £ — D una funcién holomorfa, sobreyectiva y propia de una
superficie compleja y conexa E en el disco unitario abierto D C C que tenga a
0 € D como su unico valor critico. El teorema de Ehresman [10] (observacién
1.2.6)) garantiza que la restriccién ¢ : E—¢~'(0) — D —{0} es un fibrado con
fibra difeomorfa a una superficie cerrada, conexa y orientable de género g. Se

o1
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supondra de ahora en adelante que g > 1 y que E es relativamente minimal
(deﬁnicién. En algunos casos especiales es posible deformar o morsificar
esta funcién en una nueva funcién ¢’ : £/ — D con un numero finito de
valores singulares y tal que cada fibra singular es simple de tipo Lefschetz
o suave multiple. Lo primero significa que la fibra contiene exactamente un
punto critico p y existen coordenadas apropiadas alrededor de p y ¢ = ¢(p)
para las cuales la funcién luce como ¢(z,w) = 2% +w?. Que la fibra sea suave
miiltiple significa que ¢~!(g) es un divisor de la forma mly, donde I denota
un divisor primo suave. Un teorema debido a Moishezon afirma que si g = 1
entonces ¢ puede deformarse (ver definicién abajo) a una funcién con estas
propiedades [27]. La funcién ¢’ : E' — D es llamada una morsificacion de
¢ : E — D. Cuando el genero de la fibra genérica es > 2, la morsificaciéon
se llama especial si no contiene fibras multiples suaves. No es dificil ver que
el mimero de fibras simples de tipo Lefschetz en una fibraciéon de Lefschetz
eliptica ¢ : B/ — D es igual a la caracteristica de Euler de E’. Esto 1ltimo
se deduce de la generalizacién de la férmula de Riemann-Hurwitz a
fibraciones elipticas.

Proposicién 3.2.1 (Riemann-Hurwitz) Sea ¢ : E — D una fibracion
eliptica de tipo Lefschetz sobre el disco abierto unitario con r fibras simples
de tipo Lefschetz. Denotemos por D° = D — @Q, donde Q = {q1,...,qx}, €l
disco al que se le han quitado los k > r wvalores singulares de ¢. Denotemos
por E° a E — ¢~*(Q). Entonces la caracteristica de Euler de E es igual al
nimero de fibras simples de Lefschetz de ¢, que se denotard por N(¢).

Prueba. Como se hizo en la seccién podemos tomar Dy, ..., D, discos
cerrados embebidos en D, con ¢; € D;, el interior de D;, y tales que D; N D;
sea vacio, siempre que i # j. Entonces

X(E°) = x(D°)x(fibra genérica)
= x(D°)x(T") = 0,
ya que la caracteristica de Euler del toro T" es 0. Por otro lado, la frontera
de cada ¢~'(0D;) es una 3-variedad y por consiguiente su caracteristica de
Euler también es 0. De aquf que
k
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donde esta ultima igualdad se da debido a que cada F; es un retracto de
deformacién de ¢~ (9D;). Pero cada una de estas fibras singulares es, o bien
multiple suave, en cuyo caso F; es un toro y por consiguiente x(F;) = 0, o
simple de tipo Lefschetz, en cuyo caso es topolégicamente un toro pinchado,
es decir, una esfera con un punto identificado y su caracteristica de Euler es
por tanto igual a x(S?) — 1 = 1. De aqui que x(F) =r
13

13.7pg

Fibra de Lefschetz

Qm

Es importante senalar que si la fibra genérica tiene género mayor que 1
entonces en general no se conoce la existencia de una morsificacion.

Definamos la monodromia total como la representacién de monodromia
de un bucle simple cerrado, h = A([y]) recorrido en direccién positiva y que
encierre a 0 (el tinico punto critico de ¢). Por ejemplo, v podria tomarse como
el circulo de radio 1/2, v(t) = 1/2¢" y como punto base podriamos tomar
a qo = —1/2. Ahora, cada morsificacién ¢' : E' — D de ¢ : E — D induce
una factorizacién de h como producto de E, giros de Dehn derechos, cada
uno dado por la monodromia alrededor de ¢;, h = A([a1]) - - A([ax]) (esto
ya que [aq]---[ag] = h). El hecho de que dicho nimero sea independiente
de la escogencia de la factorizacion particular sugiere que esta factorizacion
deba ser en cierta forma distinguida entre todas las posibles factorizaciones
de la monodromia total en giros de Dehn derechos en el grupo de clases de
mapeos. Ha sido conjeturado que dicha factorizacion es minimal. Es decir,
que cualquier factorizacion en el grupo de clases de mapeos de la monodro-
mia total en giros de Dehn derechos tiene por lo menos N(¢) factores. El
propésito en esta seccién es dar una prueba de esta conjetura para fibraciones
elipticas. La demostracién que se presentard se basa en un andlisis combi-
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Figura 3.1: Monodromia total

natorio cuidadoso de la presentacién del grupo modular PSL(2,7Z) como el
producto libre Zs * Z3.

3.3. Clasificacién de Kodaira de fibras singu-
lares

Definicién 3.3.1 Dos fibraciones elipticas singulares (¢1, E1, D) y (¢, Eo, D)
se dice que son topoldgicamente equivalentes (respectivamente, cuadrado equi-

valentes) si existen homeomorfismos (respectivamente, difeomorfismos) que

preservan orientacion h : By — Ey y h' : D — D tales que ¢ 0 h = h' o ¢;.

Para cualquier familia de curvas elipticas escojamos un disco cerrado de
radio 0 < r < 1 centrado en el origen, D, y tal que todos los valores criticos
de ¢ estén en su interior, y denotemos por ¢y al punto (r,0), y por C, a su
frontera orientada en forma positiva. Se denotard por

Aimi(D—A{q1,---,qn},q) — SL(2,7Z)

a la representaciéon de monodromia donde se ha identificado al grupo de
clases de mapeos de la fibra genérica con SL(2,7Z) (seccién Sabemos
que \ estd determinado por su accién en una base del grupo libre de rango n
m(D—{q,-..,qn},q)- Sean {[au], ..., [a]} la base estdndar que consiste de
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las clases de arcos disjuntos por pares (excepto en ¢p), donde cada «; rodea
exclusivamente a ¢; y donde los «; se numeran apropiadamente de tal forma
que el producto [ay] - - [a,] es igual a la clase de C,.

Cada fibra ¢~1(q) = > m;X; serd considerada como un divisor efectivo
(el pull back) donde los X; son sus componentes irreducibles y los m; las
multiplicidades. La multiplicidad de ¢~*(q) se define como el mdximo comuin
divisor de los m;. El divisor se llamard mailtiple si m > 1, y de otra forma se
llamara simple.

Definicién 3.3.2 Se denominard el tipo de la fibra, ¢~*(q), al tipo de home-
omorfismo del par (¢~ (q), > m;[X;]) que consiste del espacio topoldgico (tri-
angulable) $~1(q) y su clase de homologia en Ho(¢p(q),Z) determinada por
el 2-ciclo > m;[X;]. En general, dos pares (X,a) y (Y,[) donde X,Y son
espacios topoldgicos y o € H (X, Z) y € H.(Y,Z) se dice que tienen e
mismo tipo de homeomorfismo si existe un homemorfismo f : X — Y tal que
fo: H(X,Z) — H.(Y,Z) envia a o en 3 [17].

El siguiente resultado es un teorema cldsico de Kodaira el cual clasifica
las posibles fibras singulares en una fibracién eliptica ([I7], teorema 6.2).

Teorema 3.3.3 Sea (¢, E, D) una fibracién eliptica singular relativamente
minimal y sea q un valor critico de ¢. Entonces el tipo de la fibra ¢$~1(q) es
necesariamente uno de la siguiente lista:

mly: mXy, m > 1, donde Xy es una curva eliptica no singular.

mli: mXy, m > 1 donde X, es una curva racional con un punto doble
ordinario.

mly: mXo+mXy, m > 1, donde Xy y X1 son curvas no singulares con
interseccion X - X1 = p1 + po.

11:1Xy donde Xy es una curva racional con una cuspide

II1: Xg + X7 donde Xy y X1 son curvas racionales no singulares con
XO : X1 = 2])

1V : Xo+ X1+ Xs, donde Xy, X1, Xo son curvas racionales no singulares
y Xo- X1 =X1-Xo=Xy-Xo=0p.

Los tipos restantes son denotados por ml,, b > 3, Iy, I1I*, I1I*, IV* y
estan compuestos de curvas racionales no singulares Xg, X1, ..., Xs, ... tales
que X+ X; <1 (esto es, Xy y X, tienen a lo sumo un punto de interseccion
simple) para s < t y X, N Xy N X, es vacio para r < s < t. FEstos pares
son descritos sin ambigiiedad con el dato X, X; con X, - X, =1, junto con
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m[b.'ng—i—le—i—...—l—mXb,l, m = 1,2,3,...7 b:3,4,5,...,X0'X1 ==

Xl'XQI...:XS'XS+1:...:Xb,Q'belszfl'onl.
[gX0+X1+X2+X3+2X4++2X4+b dondeb2 0, yX()'X4:
XXy =Xo- Xap = Xy Xypp = X X5 = X5- Xg = ... = Xy Xy = 1.

17+ X0—|—2X1—|—3X2—|—4X3—|—5X4—|—6X5+4X6+3X7+2X8, donde
XO'Xl:XI'XZ:X2’X3:XS‘X4:X4‘X5:XS'X7:X5'X6:
XG'X8:1.

II7*: X0+2X1+3X2+4X3+3X4+2X5+2X6+X7, donde XU'X1:
Xl'XQ:XQ'X3:X3'X5:Xg'X4:X4'X6:X6'X7:1.

1V*: X0+2X1+3X2+2X3+2X4+X5+X6, donde X[)'Xl :Xl'XQ =
XQ'XgIXQ'X4:X3'X5:X4'X6:1.

Se sabe ademas que la clase de \([o;]) depende (excepto por conjugancia)
del tipo de la fibra ¢~'(q;). La siguiente tabla contiene representantes de
cada clase de conjugancia de la monodromia alrededor de cada tipo de fibra
singular, ast como la correspondiente caracteristica de Euler [2].

Tipo Representante x Tipo Representante X

ml, H 7;] no I [_é :ﬂ n+6

11 _1(1) 2 II* _(1) _1_ 10

117 _(1) (1) 3 III* (1) _(1): 9

v [_(1’ _” 4 IV {_1 _H 8
(3.2)

3.3.1. Deformaciones de familias (Morsificacién)

Definicién 3.3.4 Por una deformacion de una fibracion eliptica singular ¢ :
E — D al disco abierto entenderemos una funcion holomorfa, sobreyectiva y
propia ® : £ — D x A, donde £ es una variedad compleja tres dimensional
yA.={z€C:|z| <€}, tal que:
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1. 8i Dy = D x {t}, B, = (D) y ¢, = ®|g, : E; — D; entonces
¢ By — Dy es una fibracion eliptica singular.

2. Existe un real 0 < ro < 1 tal que todos los valores criticos de ¢, estdn
contenidos en D,, C D, el disco abierto de radio 7o centrado en el
origen.

., [ pr . L,
3. La funcion € — D x A, = A, no tiene puntos criticos.

4. Las fibraciones elipticas singulares (¢, E, D) y (¢o, Eo, Do) son cuadra-
do equivalentes.

La deformacion (®,E€, D x A,) es llamada una morsificacion de (¢, E, D)
st para cada s # 0, cada fibra singular del mapeo ¢4 : Es — D es de tipo
mly, m > 1 (mailtiple suave) o de tipo simple de Lefschetz I.

En lo que sigue se identificard a D; con el disco unitario D y se escribird
¢r: By — D en vez de ¢, : E;, — D,.

Proposicién 3.3.5 Todos los E; son difeomorfos a E. Sea C,. un circulo de
radio r, con g < 1 < 1, y qo el punto (r,0). Para cada t € A, denotemos
por A; a la representacion de monodromia del fibrado ¢y : Ey — D. Entonces
existe un 0 < 0 < € tal que para todo t con |t| < se cumple que \([C;]) es
un conjugado de \o([C.]) en SL(2, 7).

Prueba. El teorema de Ehresman garantiza que p = proo® : £ — A,
es un haz fibrado y por tanto la deformacién es localmente trivial. Luego para
cada t, fijo existe un abierto Uy, C A, y un difeomorfismo ¢ : p~*(Uy,) —
U, X Ey, que conmuta con la proyeccion en la primera coordenada. Por tanto
todas las fibras de p sobre puntos ¢ € Uy,, p~'(t) = E;, son isomorfas a Ej,.
Ahora sea t un punto cualquiera en A, y sea [ el segmento que conecta el
origen con t.

Por el parrafo anterior, [ puede cubrirse con finitos abiertos U; C A, sobre
los cuales p es trivial y en consecuencia todas las fibras F; son difeomorfas
entre si, para aquellos ¢ € U;. Entonces claramente todas deberan también
serlo a lo largo de [ y por consiguiente E; es difeomorfo a Ey, que es difeomorfo
a k.

Denotemos por A al dnulo abierto A = {z : rqg < |z| < 1}. Fijemos
q € A x {0} y denotemos por E{ al submanifold de Ej,

(A x {0}) = ¢ () C Eo.
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Como ¢y no tiene puntos criticos en A se sigue que la diferencial de ¢g|g;
Ej — A x {0} en x = ¢;'(q) es sobreyectiva, es decir,

deo(z) : To(Ep) — Ty(A x {0}),

es sobreyectiva. Por otro lado, la condicién 3 de la definicién anterior garan-
tiza que
dp(z) = praod®(x) : T,(Ey) — To(A,)

también lo es. De aqui se sigue entonces que
d®(x) : T(Eo) — Toxqoy(A x Al) = To(A) x To(Ae)

es sobreyectiva y en consecuencia, si denotamos por & a ®~1(Ax A,), se tiene
que ® : &' — A x A, es propia, sobreyectiva sin puntos criticos. Nuevamente,
por el teorema de Ehresman se deduce que ® : & — A x A, es localmente
trivial.

Fijemos un énulo compacto A’ C A que contenga el circulo C,.. Alrededor
de cada punto ¢ x {0} € A’ x A, se puede escoger un abierto trivializante
para ® : £&” — A’ x A, donde &” C &' denota la preimagen ®~1(A" x A,).

Escojamos finitos abiertos trivializantes U; x V; € A’ x A, (i = 1,...,n)
que cubran a A’ x {0} yun e > > 0 tal que si Ay = {z € C: |2| < 4}
entonces U; X Ag, i = 1,...,n, cubren a A" x {0} y sobre los cuales & :

E" — A x A, es trivial. Si {g;;(¢,t)} son los cociclos de este fibrado en
cada interseccion U; x As N U; x Ag, entonces para cada t € Ay fijo, las
restricciones {g;i|v,nu,x{¢}} son cociclos de ¢, en U; N U;. Pero es claro que
la clase de isotopfa de g;;|v;,nv, < (s ¥ de gji|UmUj><{D} en el grupo de clases de
mapeos del toro es la misma, ya que para cada ¢ fijo la familia g;;(q, s), con
0 < s <t es un camino de difeomorfismos que lleva de una clase a la otra,
por tanto la monodromia computada a lo largo de C;., \([C]) y Ao([C}]) (ver
ecuacion es la misma.

|

El siguiente teorema es un resultado cldsico de Moishezon (teorema 8 y 8a
de [27]) el cual garantiza que toda fibracién eliptica al disco abierto admite
una morsificacion.

Teorema 3.3.6 (Moishezon) Toda fibracion eliptica singular ¢ : E — D
al disco unitario abierto admite una morsificacion. Mds ain, al deformar
cada fibra maltiple suave mly da origen a otra fibra de esta misma clase
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Figura 3.2: Proposicion [3.3.5]

y cada fibra maltiple mI; da origen a una fibra mly y n fibras de tipo I.
Cualquier otra fibra singular (no maltiple) da origen a r fibras de tipo I,
donde r denota la caracteristica de Euler (x de la tabla[3.9).

Como se vio en la proposicién [3.2.1], el niimero de fibras simples de Lef-
schetz (tipo I;) en E; — D, es igual a la caracteristica de Euler de E;. Como
todos los F; son difeomorfos entre si, se sigue que este nimero es constante, y
serd denotado por N(¢). Nuestro préximo objetivo es demostrar la conjetura
de factorizacién minimal. Con la notacién de la proposicién el teorema
en forma precisa es el siguiente:

Teorema 3.3.7 (Factorizacién minimal) Sea ¢ : E — D wuna fibracion
eliptica singular al disco abierto que tenga a ¢~*(0) como su tnica fibra sin-
gular. Entonces la factorizacion mas corta de la monodromia total A([C,]) en
giros de Dehn derechos tiene N(¢) términos.

La prueba de este teorema involucra un estudio algebraico detallado del
grupo de clases de mapeos del toro y del grupo modular. Quiero senalar
que la demostracion que presentaré descansa en hechos més generales que los
usados en [7] los que ademds permitirdn demostrar el teorema de coalescencia
para fibraciones sin fibras multiples.
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3.4. El grupo de clases de mapeos del toro

En este seccién se demostrardan algunos hechos fundamentales sobre del
grupo de clases de mapeos del toro SL(2,7Z), y del grupo modular PSL(2,7Z),
definido como el cociente SL(2,7Z)/{£Idx2} por el subgrupo generado por
—1dyys, donde Idyyo denota la matriz identidad. Se discutirdn algunos resul-
tados combinatorios que tiene que ver con secuencias de elementos en este
grupo los que servird para demostrar el resultado principal (teorema [3.4.2]).
A lo largo de esta discusién se ha hecho uso del hecho de que PSL(2,Z) es
isomorfo al producto libre Zy % Z3 y en consecuencia todo elemento puede
ser escrito en forma tnica reducida en términos de generadores fijos de cada
factor. Referencias para los resultados estdndar pueden consultarse en [27],
1] y [25].

Recordemos que en la seccién definimos

11 0 1
=(on) =)

1 0
V=WT'UW=-WUW = ( 1 )
El propésito es demostrar varios resultados que conciernen la factorizacion de
aquellas matrices que aparecen como monodromias alrededor de fibras sin-
gulares en fibraciones elipticas, y que como ya se habifa visto (teorema [3.3.3)),
son precisamente las que aparecen en la siguiente tabla (lista de Kodaira,
n > 0).

Tipo Representante matricial Factorizacién canénica
f o 1] &

I ! ; VU

177 _ _(1) é VUuv

v [ 01 } (VU2
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Tipo Representante matricial Factorizacién candnica
I* [ -1 —n] Un(VU) = —U"
0 —1]
Iv* [ -1 1] VUWVU)? =-VU
1 0 - (3.3)
* [ 0 -1 ] 3
117 1 0 VUV (VU)? = -VUV
" [ O —1 1 2 3 2
17 11 (VU)*(VU)? = —=(VU)

El resultado principal de esta seccién afirma que para cada matriz de esta
lista hay esencialmente una tnica factorizacién en giros de Dehn derechos
(es decir, en conjugados de U en SL(2,7Z)), excepto por movimientos de
Hurwitz, que es precisamente aquella dada en la tabla. A esta factorizacion
se le denominara la factorizacion candnica minimal. El teorema que se quiere
demostrar es el siguiente:

Teorema 3.4.1 Sea A una de las matrices de la lista de Kodaira. Si A =
G1 - G, esuna factorizacion de A en conjugados de U en SL(2,7), entonces
r es mayor e igual al nimero de factores de la factorizacion candnica minimal
de A. Mds atn, si llamamos n a este nimero, entonces después de finitos

movimientos de Hurwitz el producto de los G; puede cambiarse en un nuevo
producto A =Cy---Cp,Dyyq--- D, donde:

» FEn los casos I — IV, Cy---C, es la factorizacion candnica de A y
Dy,i1--- D, esigual a la matriz identidad [dsys,

s En los casos I'-IV*, Cy---C,, es la factorizacion candnica de —A y
Dyy1--+ D, esigual a —Idyys = (VU)3.

Por ejemplo, para

0 -1 .
A:[1 O],(Caso[[[)
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cualquier factorizacion A = G4 - - - GG, se puede cambiar a la factorizacion A =
VUV Dyg -+ D,,donde Dyg--- D, = (VU)? = —Idyy». El teorema anterior es
un vasta generalizacién de un teorema de Moishezon [27], el cual afirma que
cualquier factorizacién de la identidad puede reescribirse con movimientos de
Hurwitz en un producto de la forma (VU)%, s > 0. Teniendo esto en cuenta
es posible reformular el teorema anterior de la siguiente manera.

Teorema 3.4.2 Sea A un matriz que corresponda a la monodromia alrededor
de una fibra singular en una fibracion eliptica. Si A = Gy---G, es una
factorizacion de A en conjugados de U en SL(2,7) entonces r es mayor o
igual al nimero de factores de la factorizacion candnica minimal de A. Mads
ain, st n es este numero, después de un nimero finito de movimientos de
Hurwitz el producto se puede cambiar a otro producto A = Cy - --C,(VU)%,
donde C} - - - Cy, es la factorizacion candnica minimal de A y s = (r —n)/12,
en los casos I-1V, y al producto A = Cy---C,(VU)%T3, donde C, ---C,, es
la factorizacion candnica minimal de —A y s = (r —n —6)/12, en los casos

I*-Ive.

En lo que sigue se hara referencia a cada clase particular en PSL(2,7Z)
especificando uno de sus representantes. Se usardn letras mayisculas para los
elementos de SL(2,7) y minusculas para sus correspondientes imdgenes en
el grupo modular.

Es un hecho bien conocido [34] que el grupo modular es isomorfo al pro-
ducto libre Zs x Z3 donde el isomorfismo puede escogerse de tal forma que
toma cada factor y lo envia en los subgrupos generados por los elementos

1 .
w = ( _01 0 ) , v b = wu, respectivamente. Por tanto,

G =PSL2,Z) ={w,b| w*=b"=1).

De aquf se sigue que la abelianizacion de G es Zy X Zs y en consecuencia la
abelianizacién de SL(2,Z) es el grupo ciclico Z;2, donde cada conjugado de
la matriz U es enviado al 1.

También es bien conocido que cada elemento a en este grupo puede ser
escrito en forma tnica como un producto a = t;---t;, donde cada t; es,
o bien w,b, o b y tal que ningin par consecutivo t;t;;; esté formado por
dos potencias de b o por dos copias de w. Llamaremos al producto t; - - - 1 la
expresion reducida de a 'y a k la longitud de a, que serd denotada por [(a). Sea
c =t} - -] la expresién reducida de un elemento cualquiera c. Si exactamente



3.4. EL GRUPO DE CLASES DE MAPEOS DEL TORO 63

los primeros m — 1 términos de ¢ se cancelan con los de a, esto es, t, = t; !,
para 1 < i < m — 1,y si m < min(k,[), entonces ac = tg---tp,t,, - -ty
tmt,. tiene que ser igual a una potencia no trivial de b. Esto ya que si t,,
no fuese una potencia de b tendria que ser igual a w y en consecuencia t,,_1
serfa igual a b 0 a b? y por tanto lo serfa ¢/, ;. Luego, t/, tendria que ser w,
pero en este caso habria m cancelaciones en vez de m — 1 en la juntura entre
a y c. Por tanto, t,, y t/ son ambos potencias de b, y como hay exactamente
m — 1 cancelaciones, el producto es no trivial lo que implica que la expresién
reducida de ac es de la forma

ac =1t -ty bt -1, =102, sim < min(k,I). (3.4)

Denotemos por s; al elemento bwb. Los conjugados mds cortos de s; en GG
son precisamente so = b%(bwb)b = wb? y sy = b(bwb)b* = b*w. El elemento s;
es trivialmente conjugado de si mismo de longitud 3, y puede verse facilmente
que si g es un conjugado de mads longitud su expresion reducida tiene que
tener la forma ¢ 's;q, donde ¢ es una palabra reducida que comienza con w
(véase [11]), y tal que I(g) = 2{(q) + 3. Llamaremos a un conjugado de s;
corto, si g € {so, S1, 2}, y si no es corto, se llamard largo.

Observacién 3.4.3 Sea c;(a) = b~ ab la conjugacién por b. Este es un auto-
morfismo de G que envia a u = wb en b*wb?. El mapeo ¢ : Zox Lz — Lo * s
que se obtiene enviando el primer factor en sf mismo y a b en b%, esto es,
@ = Id * 1), donde v es el automorfismo de Zs que envia a b en b?, es un
automorfismo que envia a b>wb? en s,. Por tanto la compuesta de estos dos
automorfismos es un automorfismo p que envia u y v en sy y sg, respectiva-
mente.

La siguiente nocién es fundamental en el andlisis combinatorio que sigue.

Definicién 3.4.4 Se dird que dos conjugados g y h de s; juntan bien si
I(gh) > miax(i(g), I(h).

El siguiente lema es demostrado en ([I1], lema 4.10).
Lema 3.4.5 Supongamos que g =t ---t1 y h =1t} ---1; son las expresiones

reducidas de dos conjugados de s1 y supongamos que junten bien. Entonces
al computar gh se da alguna de las siguientes posibilidades:
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1. no ocurre ninguna cancelacion y en este caso ty---tit]---t; es la ex-
presion reducida de gh , o

2. exactamente los primeros m — 1 términos de g y h se cancelan en cuyo
caso m < min(k,1). Mds aun, si g y h son conjugados cortos, entonces
ellos tienen que ser ss y So, respectivamente. St ambos son conjugados
largos con expresiones reducidas de la forma g = ¢ 's1q1 y h = ¢5 's1¢a,
y por tanto con longitudes iguales a 2l(q;) + 3, entonces la expresion
reducida de gh es de la forma

gh =ty -ty bt -t r=102,

y la desigualdad (@) puede mejorarse de tal forma que m < min((k —
1)/2,(1 —1)/2) lo cual implica que m — 1 < min(l(q),1(qz)).

Ahora suponga que g y h son dos conjugados que no junten bien y que
ninguno de ellos sea corto. El siguiente lema muestra que en ese caso existen
g'y I/ conjugados de s; tales que gh = ¢'h’ y tales que I(¢')+1(h!) < I(g)+I(h)
([11], Proposicién 4.15).

Lema 3.4.6 Suponga que g y h son conjugados de s; que satisfacen la de-
sigualdad I(gh) < max(l(g),l(h)), y supongamos que al menos uno de ellos es
largo. Entonces 1(h) # 1(g). Si l(h) > I(g), los elementos ¢ = ghg™*, W =g
son conjugados de si y satisfacen:

1. gh=4¢'W, y
2. U(g)+1UN) <l(g)+1h).

Si ocurre que l[(h) < 1(g), entonces se sigue la misma conclusion tomando
g =h,yh =h"tgh.

Noétese que el reemplazamiento (g, k) por el par (¢', k') es un movimiento
de Hurwitz (definicién . Usando este lema es posible demostrar que un
producto ¢ - - - g, de conjugados de s; siempre puede cambiarse a un nuevo
producto g - - - g.. de conjugados en donde cada par consecutivo junta bien.

Proposicién 3.4.7 Sea {g1,..., 9.} sea un conjunto de r conjugados de s;.
Entonces después de un nimero finito de m.h. se puede obtener un nuevo
conjunto de r conjugados {gy,...,g.} tales que g1---g, = g1---g. y tales
que todos son cortos o cualquier par consecutivo ¢., gi 41 Junta bien.
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Antes de dar la demostracién es necesario saber como tratar productos
de conjugados cortos que no junten bien.

Proposicién 3.4.8 Sea p = s;,5i, -+ s;, un producto de conjugados cortos
donde hay al menos un par consecutivo de elementos que no juntan bien.
Entonces, después de un nimero finito de m.h., p puede ser escrito en la
forma p = s;j 55, -+, con el mismo nimero de términos y donde el primer
conjugado sj, puede ser escogido arbitrariamente del conjunto {so, s1, s2}. En
forma similar, mediante m.h. s;,S;, - - - 8;, puede reescribirse como un producto
con igual niumero de términos y donde el iltimo conjugado puede ser escogido
arbitrariamente.

Prueba. Usemos induccion en [. Para [ = 2 un computo directo muestra que
los pares s250, SoS1, ¥ S152 son los tinicos que no juntan bien y que el producto
es igual a b. De esto se sigue la afirmacién notando que cada uno de estos
productos puede cambiarse en otro por medio de un m.h., ya que sss9 =
s0(Sg 5250, S5 5250 = 51, S051 = 51(57'5051) = 5152, Y S152 = 52(55 ' 5155) =
$925¢.

Ahora, sea [ > 2. Si el primer par de p no junta bien, el mismo argumento
del parrafo anterior puede aplicarse. Por tanto podemos suponer que hay
al menos un par que no junta bien en el producto s;, - --s;,. Entonces, por
induccién podemos cambiar este producto en uno nuevo sj, - --s;, donde
s;, puede escogerse arbitrariamente. En consecuencia, si s; es so (1, S2,
respectivamente) podemos escoger sj, igual a 51 (s2, So, respectivamente) de
tal forma que el primer par no junte bien. y por ende puede ser cambiado
nuevamente por otro par con primer término escogido arbitrariamente.

Un argumento similar muestra que s;, s;, - - - 5;, puede ser cambiado a otro
producto con el mismo nimero de términos en el que el tltimo elemento es
escogido en forma arbitraria. m
Demostracién de la proposicién Entre los conjuntos de r con-
jugados {gi,...,9.} obtenidos mediante m.h. del conjunto {g1,...,9:}, y
que satisfagan g, -+ g, = g} -+ ¢., escojamos uno de tal forma que la suma
> i, l(g}) sea tan pequetia como sea posible. Si todos los gj, son cortos, hemos
terminado. Si no, uno cualquiera g; que sea largo tiene que juntar bien con
cualquiera de los términos antes o después de él (si es que existe alguno),
ya que de otra forma, por el lema [3.4.6] el par correspondiente puede ser
cambiado en otro haciendo méas pequeno el valor de la suma ., I(g}).

Por otro lado, sea s;, - - - s;, un producto consecutivo de conjugados cortos
que aparezcan en g - - - g... Si este producto precede un conjugado largo g;, , es
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decir, s;, - - - s;,9;, es un segmento del producto g - - - g,., entonces por el lema
anterior se tiene que todo par de elementos consecutivos en s;, - --s;, junta
bien o en caso contrario dicho producto puede cambiarse a s;, s;, - - - 55,, donde
s;, puede ser escogido arbitrariamente. Si la expresién reducida de g, es de la
forma wbts - - - t,,, e = 1,2, podemos escoger s;, = S tal que s;, y g;, no junten
bien. Aplicando nuevamente el lema podemos cambiar el par g;_;, gy
por otro haciendo que la suma > ;_, I(g}) sea mds pequena. Similarmente, si
la expresién reducida de g;, es de la forma b°wts - - - t,,, entonces, si e = 1,
podemos escoger a s;, igual a s, de tal forma que s;, y g; no junten bien; y
si e = 2, s; puede ser escogido como s;. Por tanto concluimos que cualquier
par de elementos consecutivos de s;, - - - s;, deben juntar bien. El argumento
es completamente similar si g;.s;, - - - s;, es un segmento del producto g - - - g.
Por tanto, vemos que si el conjunto {¢}, ..., ¢.} con suma minimal . (g}
contiene al menos un conjugado largo entonces todo par consecutivo debe
juntar bien, lo que demuestra la proposicién. m
Definamos el extremos izquierdo de un conjugado como sigue.

Definicién 3.4.9 Si g es un conjugado de s1, su extremos izquierdo, 1zq(g),
se define como sigue: si g es largo de la forma g = q~1s1q, definimos Izq(g) =
g ls1. Sig es so = wb?, 51 = bwb, 0 55 = b*w, definimos su extremo izquerdo
como w, b, b?, respectivamente.

Lema 3.4.10 Si en el producto de conjugados de s1, p = g1--- g, dos tér-
minos consecutivos cualesquiera g;,g;+1 juntan bien, entonces la expresion
reducida de p es del a forma Izq(g1)ta - - - t;, donde cada t; es uno de los ele-
mentos b, b> o w.

Prueba. La prueba es por induccién sobre r. La afirmacion es trivial para
r = 1. Distinguimos varios casos:

1. g1 = so. Como g1 y g» juntan bien, el conjugado g, si es corto deberd ser
igual a sg o bien a s5. En el primer caso, por la hipétesis de induccién,
debemos tener que la expresiéon reducida de gs--- g, es de la forma
wty - -+ 1, y consecuentemente gy - - - g, = wbwty - - -t = Izq(so)th - - - 1},
de lo cual se sigue la afirmacién. Por otro lado, si g, es igual a s,
entonces gs - - - g» = b’ty - - - t; v el resultado también se sigue, ya que

g1 gr :wbt2tl :Izq<80>t,2t;c
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Finalmente, si g, es largo, digamos que g, = ¢~ 's1q entonces gy - - - g, =
g sity---t;. Pero como g; y ¢g» juntan bien, la expresiéon reducida de
¢~ ! no puede comenzar con bw. Por tanto, comienza con b?>w o con w.
En cualquiera de los dos casos la expresion reducida de g - - - g, tiene
la forma

!/
v*

whwty -ty = Izq(so)th - - t,,, 0 wb*wty = lzq(so)th -t

2. g1 = s3. En este caso, si gy es corto deberd ser igual a sy o igual a s

y en cualquiera de los dos casos la expresién reducida de g; - - - g, es de

la forma b*wb?ty - - - t;, b*wbty - - - t;, respectivamente, y el resultado se

sigue. Si g es largo, por el lema [3.4.5 (2) y como g¢; y g» juntan bien,

no ocurren cancelaciones y por ende la expresién reducida de g - - - g,
tiene la forma b2wt, - - - t, y el resultado también se sigue.

3. El caso g; = s; puede ser tratado de igual forma que el caso anterior.

4. gy es largo. Si go es corto, por el lema tiene que ser igual a so,
o no ocurren cancelaciones. En este tltimo caso el lema se sigue in-
mediatamente. En el primer caso, la expresion reducida de ¢ no puede
terminar en wb, ya que esto implicarfa que ¢g; y g2 no junten bien.
Por tanto ¢ = cwb?, o ¢ = cb"w, para algtin ¢ y r = 1,2. Por induc-
cién gy ---g, = b*ty---t,, y en consecuencia p = ¢ lsjcwbty---t, 0
p = q tsicb"wb?t? - - -t,. En cada caso, la expresién reducida comienza
con Izq(g1).

Finalmente, supongamos que g, también es largo. Si g1 = ¢ 's1q1 y
g2 = @5 's1qo entonces por el lema m (2), o no ocurre ninguna
cancelacién, o el nimero de términos que se cancela en el producto
g1g2 es < min(l(q1),1(g2)). Por induccién gy ---g, = ¢y s1ta---ts, y
en cualquier caso la expresién reducida de p = ¢; - - - g, comienza con
qQ, sy

[ |

Con estos preliminares se pasard a demostrar el teorema [3.4.1]
Prueba. Debemos probar la afirmacién del teorema para cada una de las
ocho matrices de la lista [3.3] Trataremos los casos I-IV primero, y una
vez estos se hayan establecido, un argumento relativamente simple permite
demostrar la afirmacién en los casos [*-I1V*. En los primeros cuatro casos,
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para cada factorizaciéon A = Gy --- G, en SL(2,7Z) sea a = g, - - - g» la corre-
spondiente factorizacién en el grupo modular.

Afirmacién (A): después de un nimero finito de m.h. el producto ¢; - - - g,
puede cambiarse en otro de la forma

a=(919) Gns1 - 9)90) Grpr - 90)s
donde g; - - ¢,

' es la imagen de la factorizacién canénica de A en el grupo
modular (n es su longitud) y ¢/, - - - g.. es la clase 75,5 de la matriz identidad.
Para mostrar esto, podemos primero aplicar el automorfismo p (definido en
la observacién y luego demostrar la afirmacién equivalente para p(a).
Notemos que después de hacer esto, la imagen de la factorizacién canénica
de A se convierte en la factorizacién de p(a) en términos de los elementos
p(u) = s1y p(v) = so.

Bajo el supuesto de que esta afirmacién es cierta podemos demostrar los
casos -1V del teorema como sigue. Notemos primero que cada movimiento
de Hurwitz (m.h.) en las g; puede levantarse a un movimiento de Hurwitz en
las G;. Esto nos dice que podemos encontrar elementos G, i = 1,...,r, en
SL(2,7) tales que A = +G--- GGl -G,y Gy - G = Idyyo, donde
G - - - G, es la factorizacion canénica de A. Pero cada G; es un conjugado de
U y cada m.h. reemplaza a (G; por uno de sus conjugados y en consecuencia
por un conjugado de U. Luego cada G’ es un conjugado de U. Pero para
1 =1,...,n,laclase de G; en el grupo modular es uno de los dos elementos u
o v, y por consiguiente G; = +£U o G; = £V. Finalmente, el signo debera ser
positivo, ya que —U y —V no son conjugados de U (ambos elementos tienen
traza negativa).

Los casos I*-IV* puede ser tratados como sigue: supongamos que —A =
G1---G,, donde A es una de las matrices de los casos I-IV. Al pasar al
grupo modular obtenemos una ecuacién a = g; - - - g, que, después de fini-
tos m.h. puede ser levantada a los G;, lo que nos permite escribir A =

G- GG, -G, donde G --- G es la factorizacién canénica de A 'y
i1 Gl = £ldyys (#). Como cada m.h. preserva el producto se debe
tener que G} ---G. = —A, y en consecuencia el signo de (#) deberd ser

negativo y por tanto —A = G -+ G/ (—Idax2). Esto concluye la prueba del
teorema.

Pasemos ahora a demostrar la afirmacién (A) analizando cada uno de los
posibles cuatro casos.

Caso 1: a = u"; entonces p(a) = p(u)" = st. Supongamos que s} =
g1+ gr (e.1). Por la proposicién [3.4.7, después de finitos m.h. podemos
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suponer que cualquier par de elementos consecutivos g; en este producto
junta bien o que todos los g; son conjugados cortos de s;. En el primer ca-
so, por el lema [3.4.10] sabemos que la expresiéon reducida de este producto
deberd ser de la forma Izq(gy)ts - - - ¢;. Por otro lado, como la expresion re-
ducida de s7 es b(wb?)"twb se sigue que g; no puede ser un conjugado largo
g 1s1q, esto ya que la expresién reducida de Izq(q 'siq) = ¢ 's; tiene la
forma [y - - - [sbwb y la secuencia bwb no aparece en la expresion reducida de
s?. En forma similar, g; no puede ser sq 0 ss tampoco, ya que Izq(sg) = w
y Izq(ss) = b?. Pero la expresién reducida de s} comienza con el elemento
b. Luego g1 = s1, y podemos cancelar este elemento en ambos lados de la
ecuacion (e.1) y aplicar induccién sobre n para obtener el resultado.

En el segundo caso, esto es, cuando todos los ¢g. son cortos, podemos
suponer que al menos un par de elementos consecutivos no junta bien, ya
que de no ocurrir estarfamos justamente en el caso anterior. Pero por la
proposicion [3.4.8] después de efectuar finitos m.h. podemos suponer que g; =
s1. Cancelando s; a ambos lados podemos continuar la prueba por induccién.

Caso 2: a = vu; luego p(a) = sps1. Supongamos que SoS1 = g1+ g
(e.2). Nuevamente, por la proposicién , después de finitos m.h. podemos
suponer que cualquier par de elementos consecutivos junta bien o todos son
conjugados cortos de s;. En el primer caso, como sps; = b, entonces g; no
puede ser largo ni igual a sy o igual a s, por exactamente las mismas razones
que en el caso anterior. Si g; = 1, entonces, como Sps; = 5153, podemos
cancelar a s; en ambos lados de (e.2) y obtener asi s5 = go - - -+ g,.. Nuevamente,
por el lema sabemos que la expresién reducida de este producto debe
tener la forma Izq(gs)ts -t y esto debe ser igual a Izq(sy) = b%. Esto
descarta la posibilidad de que ¢, sea un conjugado largo o que sea igual a
s1 o igual a so. Por tanto, go = sy y (e.2) puede ser escrita en la forma
5081 = S15295% - - - g, después de finitos m.h. Como en la demostracién de la
proposicién [3.4.8] un movimiento de Hurwitz extra nos permite escribir s;55
como Sps; de lo que se sigue la afirmacion.

En el caso en el que todos los g; sean cortos podemos suponer que al menos
un par de elementos consecutivos no juntan bien. Por la proposicién
podemos suponer que g; = sqg, después de efectuar finitos m.h. Si cancelamos
este elemento en ambos lados de la ecuacién (e.2) obtenemos s1 = go - - g
Pero por el Caso 1 (con n = 1) se tendria que el producto puede ser cambiado
mediante m.h. en otro producto con g, = s1, de lo cual se sigue la afirmacion.

La estrategia para la demostracién de los casos restantes es la misma.
Para hacer mds corta la presentacion, llamaremos caso *i a la situacion en la
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que cualquier par de elementos consecutivos g; en la factorizacién junte bien,
y por case *ii, a la situacién en la que todos los g; son cortos y al menos un
par consecutivo de elementos no junta bien.

Caso 3: a = vuw; luego p(a) = s9$180. Supongamos que $oS150 = g1 - * * I
(e.3).

Caso 3i: como sps159 = bwb?, después de finitos m.h., y comparando
ambos lados de la expresion reducida de (e.3), g1 se puede suponer igual a s;
(los casos en los que g; es largo o igual a sy o0 igual a s, se descartan de igual
forma que en el parrafo anterior). Ahora, sos150 = $1825¢ y podemos cancelar
a §; para obtener sssg = ¢s - - - g,.. Ahora, s959 = sgs1; luego sps1 = g2+ - - gy,
lo que nos lleva al caso anterior. Ya sabemos que después de finitos m.h.
esta factorizaciéon puede ser cambiada en otra de la forma sps1g5--- g, con
g5+ g, = laxo ¥y €N consecuencia sps1Sg = S1505145 - - - g.. Pero después de
finitos m.h. en el lado derecho, éste puede transformarse en s15250g5 - g, y
este a su vez en SpS15045 - - - 9., de lo cual se sigue la afirmacion.

Caso 3ii: en este caso g, se puede suponer igual a sy (por la proposicién
y puede ser cancelado para obtener sos;1 = g1 - -+ g,—1 1o que nos lleva
nuevamente al caso anterior. Después de finitos m.h. g1, go puede escogerse
igual a sg ¥ $1, V¥ g3 gr_1 = lax2. Por tanto

505150 = S05193 * * - gr—150 = S0515093 * * * Gr—1

con gz - -+ gr_1 = lax2, COMO se queria.

Caso 4: a = (vu)?; por tanto p(a) = (s9s1)?. Supongamos (s¢s1)? =
g1 gr (e4).

Caso 4i: como (sps1)*> = b* después de finitos m.h. y comparando las
expresiones reducidas de ambos lados de la ecuacion (e.4), g; puede suponerse
igual a s5. Ahora, (5081)2 = 59505051 Y €n consecuencia S, puede cancelarse en
ambos lados de (e.4) para obtener sy$0S1 = g2 - - - g». Pero el lado izquierdo de
esta ltima ecuacién es igual a w, por tanto después de finitos m.h. podemos
suponer que gs = sg. Después de cancelar este elemento se obtiene sgs; =
g3 - -~ gr. Por el Caso 2, después de finitos m.h. podemos suponer que g3 = s
y g4 = s1. Luego (s981)? = 5250508105+ * Gr, CON g5 - -+ G = idoyo. Pero con
un movimiento mas S3505051 puede cambiarse en sgs159s; de lo cual se sigue
la afirmacion.

Caso 4ii: en este caso, por la proposicién [3.4.8] podemos suponer que
gr = s1y este elemento puede cancelarse en ambos lados de (e.4) para obtener
508150 = g1 - - - gr—1 lo cual nos lleva al caso anterior, lo que concluye la prueba
de la afirmacién. m
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Pasemos ahora a dar una prueba de la conjetura de factorizacién minimal
para fibraciones elipticas. Con la notacién de la proposicién [3.3.5] se supondra
que ¢ : E — D es una fibracién eliptica singular al disco abierto con una
Unica fibra singular sobre el origen y que ® : £ — D x A, es una morsificacion.
Por definicion, existe un real 0 < rg < 1 tal que todos los valores criticos
de cualquier elemento de la familia ¢, estdn contenidos en D,, C D, el disco
abierto de radio ry centrado en el origen, y escogemos un ro < r < 1,y a C,
el circulo de radio r orientado positivamente. Por esta proposicién sabemos
que todos los miembros F; de £ tienen el mismo nimero de fibras simples de
tipo Lefschetz N(¢), que es igual a x(E).

Teorema 3.4.11 Sea ¢ : E — D wuna fibracion eliptica singular al disco
abierto que tenga a ¢~ '(0) como su tunica fibra singular. Entonces la factor-
izacion mds corta de la monodromia total A([C,]) en giros de Dehn derechos
tiene N(¢) términos.

Prueba. Supongamos una factorizacion A([C,]) = G - - - G, en giros de Dehn
derechos (es decir, conjugados de U) de la monodromia total. Por el teorema
de clasificacién de Kodaira A([C}]) es un matriz conjugada a una cierta matriz
A, una de las ocho matrices de la lista La factorizacién anterior propor-
ciona entonces una factorizacién de A en [ conjugados de U. Entonces, sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que A([C;]) es una de estas ocho
matrices. Pero por el teorema [3.4.2] mediante movimientos de Hurwitz, el
producto G - - - G; puede cambiarse a un nuevo producto G - - - G} donde | >
n, con n = el nimero de factores de la factorizacién canénica minimal de A.
Pero la tabla [3.2] muestra que n = x(E) = N(¢), la caracteristica de Euler
de E en cada uno de los ocho casos. Luego [ > N(¢), como se queria. m

3.5. El teorema de coalescencia para fibra-
ciones elipticas

En esta tltima seccion se demostrard el andlogo del teorema para
fibraciones elipticas sin fibras muiltiples. Nétese que por el teorema de clasi-
ficacién de Kodaira, las tnicas fibras miltiples posibles son todas de tipo
mly o de tipo mlI, de la tabla [3.2, con monodromias asociadas iguales a la
identidad, en el primer caso, y a U™ en el segundo.
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Supéngase que ¢ : E — D es una fibracién eliptica singular al disco
abierto. Se quieren dar condiciones necesarias y suficientes para garantizar
que ¢ pueda deformarse a una fibracién singular con un tnico valor singular,
que sin pérdida de generalidad puede suponerse como el origen. El concepto
de equivalencia bajo deformacion es el andlogo al concepto de b-equivalencia
para recubrimientos ramificados. En la siguiente definicién ~ denotara la
relaciéon de cuadrado equivalencia.

Definicién 3.5.1 Se dird que dos fibraciones elipticas singulares al disco
abierto, ¢ : E — D y ¢’ : E' — D son b-equivalentes si existe una familia de
deformaciones (®*,&Y), ... (O, EF) donde ¢ ~ B}, P ~ ;" cont;iy #0 y
P~ ¢

Si ¢ fuera b-equivalente a una fibracién singular con una sola fibra singu-
lar ¢' : E' — D entonces la monodromia total de ¢ alrededor de la frontera
C,. (recorrida en sentido positivo) de un disco que contenga todos sus valores
criticos tendria que ser igual a la monodromia total de ¢’ y en consecuencia
serfa un conjugado de una de las ocho posibles matrices de la tabla [3.3] Asi
mismo, la caracteristica de Euler de F seria la misma que la de E’ y en
consecuencia igual al niimero de términos de la correspondiente factorizacion
canénica minimal. El teorema de coalescencia afirma que esta condicién tam-
bién es suficiente si ¢ no posee ninguna fibra muiltiple. La prueba descansa
en el siguiente lema, demostrado en [26].

Lema 3.5.2 Sean (Ey, ¢1, D) y (Es, ¢2, D) dos fibraciones elipticas sin fibras
multiples y con los mismos valores criticos Q = {q1,...,qx}, k > 1, los cuales
se supondrdn que estdn todos contenidos en el disco abierto D,., con(0 < r < 1.
Supdngase que la monodromia alrededor de cada q; es la misma para ambas
fibraciones. Entonces las dos fibraciones son cuadrado equivalentes.

Teorema 3.5.3 Sea ¢ : E — D una fibracion eliptica singular al disco abier-
to sin fibras mailtiples. Sea C, la frontera de un disco cerrado D, (orientada
en sentido positivo) que contenga todos los valores criticos de ¢ en su inte-
rior. Entonces ¢ es b-equivalente a una fibracion singular con una sola fibra
singular sobre 0, ¢' : E' — D, si y sélo si la monodromia total A([C,]) es
conjugada a una de las ocho posibles matrices de la lista de Kodaira
y X(F) es igual al mimero de factores en la factorizacion canénica minimal
correspondiente a dicha matriz.
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Prueba. Que la condicién sea necesaria se sigue de la discusién en el parrafo
anterior.

Para ver que es suficiente, basta ver que cualquier morsificacién de ¢ es
b-equivalente a una fibracién singular con una sola fibra singular sobre 0. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer entonces que cada fibra singular de
¢ es de tipo I;. Sean @ = {q1,...,q} los valores criticos de ¢ y escojamos
una base L = {[ay], ..., [ax]} para m (D, — @, qo) exactamente como se hizo
en la seccién 2.3} La monodromia total A([C,]) factoriza como producto de las
monodromias G; = A([«;]), donde cada G; es un conjugado de U. Por hipéte-
sis A([C}]) es una matriz conjugada a una cierta matriz A de las ocho posibles
matrices de la lista de Kodaira (3.3]) y x(F) es igual al nimero de factores en
la factorizacién canénica minimal correspondiente a dicha fibra. Pero vimos
en la proposicion que x(F) = k, luego la factorizacién canénica min-
imal de A tiene exactamente k factores. Como \([C,]) = L~*AL para una
cierta matriz L en SL(2,7), y como A([C,]) = G- -G, se tiene entonces
que A= LG{L™"--- LG,L™" donde cada G; = LG;L™" es un conjugado de
la matriz U (ver lista[3.3)). Por el teorema [3.4.2] existen movimientos de Hur-
witz que llevan este producto a otro producto GY---GY, con k = nimero
de factores en la factorizacién canénica minimal de A, y donde G --- G} es
precisamente la factorizacién canénica minimal de A,en los casos I-IV, y es la
factorizacién canénica minimal de —A, en los casos I*-IV*. Por la proposi-
cién existe un difeomorfismo h del disco D, en si mismo que deja fija
la frontera y tal que el automorfismo inducido h, : 71(D,, q) — m1(D,, q)
envia la base L en la base L' que se obtiene de L después de realizar los
correspondientes movimientos de Hurwitz que transforman los G en los G7,
i = 1,...,k. Componiendo con h se obtiene una fibracién (suave, pero no
necesariamente holomorfa) ho ¢ : E — D, con valores criticos ¢; = h(g;) tal
que la monodromia alrededor de cada ¢; es G7.

Por otro lado, el teorema de existencia de Kodaira (teoremall.2.8) garan-
tiza que existe una tnica fibracién singular con una sola fibra singular sobre
0, ¢ : E' — D y con monodromia total A. Mds atin, dicha fibra puede
tomarse sin multiplicidad de tal forma que al morsificarla ésta se parta en
X(E) fibras de Lefschetz simples. Nuevamente, aplicando el teorema ¢’
puede hacerse cuadrado equivalente a un fibrado (suave) h' o ¢’ : E' — D,
cuya monodromia es exactamente la misma que la del fibrado ho¢ : E — D,..

El lema anterior garantiza que h o ¢ y h' o ¢’ son b-equivalentes y en
consecuencia lo son ¢ y ¢'. m
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3.6. Preguntas abiertas

1. Es natural preguntarse bajo que condiciones el teorema de coalescencia
es vélido para fibraciones elipticas con fibras miiltiples.

2. Intimamente relacionado con este problema esté la famosa desigualdad
de Szpiro. Esta desigualdad, demostrada por Szpiro en 1984 afirma lo
siguiente:

Teorema 3.6.1 (Szpiro) Sea f : E — C wuna fibracion eliptica no triv-
1al de una superficie suave definida sobre un campo algebraicamente cer-
rado de caracteristica cero, donde f es un mapeo plano y propio a una
curva proyectiva suave de género g definida sobre k. Entonces si s denota

el nimero de fibras singulares y Ag el divisor discriminante se tiene que
grad(Ag) < 6(29 — 2+ s).

Este teorema ha motivado la siguiente conjetura, conocida como conjetura
de Szpiro, la cual tiene profundas consecuencias en teoria de nimeros, entre
ellas la de implicar la famosa conjetura ABC, [37]

Conjetura 3.6.2 (Szpiro) Sea E : y* + ayzy + azy = 23 + agz? + a4 + ag
una curva eliptica sobre 7. Sea Ag el discriminante de un modelo minimal.
Para cada divisor p de Ag, supongamos que la reduccion mod p es suave
o tienen singularidades de tipo nodal. Sea T'p el conductor de E, (definido

como || p. Entonces, para cada e > 0 existe una constante C'(g) tal que para
p|lAE
todas las curvas elipticas se tiene que log|Ag| < C(e) + (6 4+ ¢)log'g.

El teorema de Szpiro, en el caso en el que C' es la esfera S?, puede reformu-
larse como una pregunta sobre el grupo modular. Su formulacién equivalente
es la siguiente:

Problema 3.6.3 Si I = G% --- G es una factorizacion de la identidad en
conjugados de U en SL(2,7), con b; > 1, entonces gserd posible extender los
métodos de la seccion 3.4 para demostrar que Y b; < 6(s —2) ¢

Una respuesta afirmativa a esta pregunta seria de la mayor importancia,
ya que podria proporcionar un camino para demostrar la conjetura de Szpiro
mediante un andlisis similar al que se hizo en este trabajo, pero en el grupo
modular PSL(2,Z,), sobre los enteros p-adicos Z, [22].
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