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Introduccion

En este trabajo estudiaremos la funciéon definida por:

n

g(n;h) == [ [ r((G.n)), (0.1)

j=1
donde (j,n) := med(j,n) es el maximo comun divisor de 7 y n y h(x) es una

funcion aritmética. Para e(x) := = denotamos g(n) = g(n;e) y definimos:

o) = [JGim) (02

lo que convierte a (0.1) en una generalizacion de (0.2).

En el segundo capitulo estudiaremos algunas evaluaciones, identidades y
propiedades de las funciones g(n; h), g(n) y f(n;h) := g(n; h)=.

Posteriormente evaluaremos (0.1) en términos de series de Dirichlet que
conducen a varias identidades que involucran la funciéon zeta de Riemann y

[e.e]
. log[h < . s
la serie w, ademas mostraremos algunos comportamientos asintoticos

n=1

para g(n;h) y para el caso especial g(n).

Por dltimo trataremos algunas aplicaciones relacionadas con esta funciéon; por

ejemplo:



a)

Para un entero positivo n, encontraremos el niimero de soluciones distintas
modulo n de la congruencia z"~! = 1(modn).

Si n es un entero compuesto impar cada solucién coincide con un ntmero b tal
que n sea un seudoprimo con base b. En este caso encontraremos el ntimero

de enteros b tales que n sea un seudoprimo con base b [§].

Otra aplicacion surge en el estudio del nimero de puntos reticulares sobre
rectas en el plano ([1], [4]); si consideramos dos puntos P y @) sobre el plano,
encontramos el niimero de puntos reticulares que hay sobre el segmento PQ.
Si damos varios segmentos sobre el plano, es posible encontrar el ntimero de

caminos que que se pueden trazar entre los puntos reticulares.

II



Capitulo

Preliminares

Este capitulo esta dedicado a recordar algunos conceptos y resultados basicos

que seran de utilidad a lo largo de este trabajo.

Definicion 1.1. Series de Dirichlet

Llamamos series de Dirichlet a aquellas series de la forma
i f(n)
nS
n=1

en donde f(n) es una funcion aritmética y s € C.

Considerando s = o + it podemos abordar un caso especial de una serie de

Dirichlet conocido como la funcién zeta de Riemann.

Definicion 1.2. Funcion zeta de Riemann

La funcion zeta de Riemann se define

C(s):Z% si o> 1.
n=1

El teorema siguiente nos permite calcular las abscisas de convergencia de las
series de Dirichlet que nos van a aparecer en la practica.

Antes veamos la siguiente definicion:



Definiciéon 1.3. Abscisa de convergencia absoluta
Se llama abscisa de convergencia absoluta de una serie de Dirichlet al infimo o,

del conjunto de los numeros reales en los que la serie converge absolutamente.

Teorema 1.4. Si existe un M > 0 tal que | f(n)| < M para todon > 1, entonces

la serie

Z::l fézl)

converge absolutamente para o > 1, luego o, < 1.

Demostracion. Si |f(n)| < M entonces

| f
2

(n)

<MY ni = M((0)
n=1

Teorema 1.5. Productos de Series de Dirichlet

Dadas dos funciones F(s) y G(s) representadas por dos series de Dirichlet,

para o > a,

G(s) = i 9(n) para o >b.

Entonces, en el semiplano en el que ambas series convergen absolutamente, te-

nemos

Fls)G(s) = 3 4,

ns
n=1

en donde h = f % g es la funcion aritmética dada por:

hn) =" F(d)g (5)

din



Demostracion. Para todo s en el que ambas series converjan absolutamente

tenemos

En virtud de la convergencia absoluta podemos multiplicar estas series y reor-
denar sus términos convenientemente sin que ello altere la suma. Juntamos los
términos para los que mn es constante, mn = k. Los posibles valores de k =

1,2, ...; luego

F(s)G(s) =) (Z f(n)g(m)> k2= h;(j)-

k=1 \mn=k

En donde h(k) =5 _. f(n)g(m). |

Definicion 1.6. Si f y g son funciones aritméticas, llamaremos convolucion de

Dirichlet de f y g a la funcion aritmética f * g dada por

(fg)n) =D F(d)g (5)-

dn

Consideremos el siguiente ejemplo de utilidad en el tercer capitulo.

Ejemplo 1.7. Hagamos f(n) = 1 y g(n) = ¢(n) (Indicatriz de Euler) en el
teorema 1.5 Consideremos que la serie F(s) =Y " | L = ((s) para o > 1 y que

la serie G(s) =Y > @ converge absolutamente para o > 2, ya que ¢(n) < n.

n=1

Luego h(n) =3 ,, ¢(d) = n, entonces por el teorema 1.5

o0

F(s)G(s):C(s)Zgb(n o ((s—1) si o>2.

ns ns
n=1 n=1

Por consiguiente

= si o> 2. (1.1)



Consideremos un ejemplo de una serie de Dirichlet analitica usado posterior-

mente.

Ejemplo 1.8. Para o > 1 tenemos

[e.9]

)= - 3BT (1.2)

ns

n=1
Que se obtiene derivando término a término la serie correspondiente a la funcion

zeta.

Definicion 1.9. Si g(z) > 0 para todo x > a, escribiremos

para indicar que el cociente f(x)/g(x) se halla acotado para x > a; esto es, eziste

una constante M > 0 tal que

|f(x)| < Mg(x) para todo x> a.

A continuacion se presentan algunas formulas asintoticas utilizadas en el estudio
de los comportamientos asintoticos de g(n; h) y g(n).
Para las demostraciones de dichas férmulas necesitaremos del siguiente teorema,

cuya demostracion esta dada en [3| pagina 54.

Teorema 1.10. Formula de sumacion de Euler

Si f posee derivada continua f' en el intervalo [y, x|, en donde 0<y<z, entonces

> f(n)Z/wf(t)dH/ (t = DS @)t + f(x)([z] — =) = f()([y] — v).

x
y<n<z 4

Donde [t| designa parte entera de t.

Teorema 1.11. Para x > 1 tenemos

Z%zlogaﬁLC’%-O(%)- (1.3)

n<x



T
(e} — (07 N > . .
;n a+1+0(m) si a>0 (1.4)
L _ou) sios> 1 (1.5)
p(n) 6 1
n<az nt o oo (m) ' (16)

Demostracion. Para la relacion 1.3 consideramos [z] como la parte entera de

vy f(t) =1 en la féormula de sumacion de Euler, y obtenemos

t— []

Yo
e [ HMHO(;)

:logx+1—/1m%dt+/:0t_[]dt—l—O(x)

La integral impropia floo t;m

Ladt.

12

dt existe puesto que estd dominada por fl

OS/ ! [t]dt</ —dt = —
- 12 . 12 x

luego la tltima ecuaciéon conduce a

lelogwrl—/ t_2mdt+0(l).
n 1 t x

n<x

Ademés,

Haciendo C' =1 — [ & [t dt tenemos
1 1
Z— =logx +C + O(—) :
n<x n x

Para demostrar 1.4 utilizamos una vez mas la formula de sumacién Euler con

f(t) =t~ para obtener

> no —/ tadt+a/mta_1(t—[t])dt+1—(:c—[a:]):ca

n<x
xotl 1 v
= — o) t*dt ) + O(x™
a+1 oz—i—ljL (a/l )+ (%)

5




xa—i—l
Tar1 Oa*).

‘,Elfs
1-s

Para demostrar 1.5 usamos la relacion ) - = +((s)+0(x~*)sis > 0,5 # 1
n<x

(ver prueba en [3] pagina 56) con s > 1 a fin de obtener

]- ]- xl—s —s 1-s
> =) = T O = o)

va que z~* < x'7%. Para probar 1.6 usamos la serie > % = 5 (ver [3] pagina
n=1

228) y tenemos

n<z n=1 n>x
6 1 6 1
=—+0 — | =—=+0|(-
2 + (nzﬂ n2> 2 + (m)
en virtud de 1.5. [ |

Las siguientes estimativas seréan ttiles en el estudio de los comportamientos

asintoticos para g(n; h) y g(n).

Teorema 1.12. Para x > 2 tenemos

LL’2

Do(x) = d(n) = %) + O(zlog(x)). (1.7)
Py (x) := Z @ = ﬁ + O(log(x)). (1.8)

Demostracion. Para demostrar 1.7 usemos la conocida relacion
n
on) = > uld)

y obtenemos



Usando la relacion 1.4 con o« = 1 tenemos

Sotn = Sm) (5 (5) +0 (7))
L u;;uo(xz;).

d<z d<z

Por las estimativas 1.3 y 1.6 obtenemos

Z¢(n) = %xz (% + 0 <é)) + O(xzlogx) = %xz + O(xlog ).
Haciendo ((2) = = & concluimos
ot (e log(x)).

Para demostrar 1.8 hacemos un razonamiento analogo. Consideremos la relacion

¢(n) _ N~ md)

n d

dln
y obtenemos

n d d d
I DI SN o

n<z n<z dn q,d d<z q<

Usando la relacion 1.4 con o« = 0 tenemos

;j’ =P ((7) + o)
:ng—jm(g;g).

d<z
por las estimativas 1.3 y 1.6 obtenemos

> e G (% +0 G)) + O(log ) = %x + O(log ).

n<x

Haciendo ¢(2) = %2 concluimos

oo i3+ Ollog(a).

n<x



Para obtener la cota superior para el caso especial f(n) nos ayudamos del teore-

ma 3.1 de [4] y de la media aritmética-geométrica que enunciamos a continuacion.

n

Teorema 1.13. La funcion g(n) = > _(i,n) esta acotada por las expresiones:
=1

1 3 w(n) 1 w(n)
max(2 ——, | = )§M§27 ogn
n’ \ 2 n w(n)
donde n es un nimero entero positivo y w(n) es el numero de primos distintos

que dwiden a n.

Nos limitaremos a obtener la cota superior, la cual necesitaremos para la demos-
tracion de la cota superior de f(n). Sin embargo en [4] se da una demostracion

para la cota inferior de este teorema.

Demostracion. Para obtener la cota superior necesitaremos del teorema 2.2 de

[4], el cual nos da una evaluacion para la funcién g(n) = > (i,n) cuando n = p®,

=1

a > 1. Estd es g(p®) = (a + 1)p® — ap®~ L.

Por la ecuacién anterior tenemos que

a 1
9(") _ a(l - =) +1 < walogp,
P p

donde w = 3sip=2,3,50w =15sip> 7. Luego, si p; > 7 para todo i y
m

n =[] p{", tenemos
i=1

M < ﬁai log p; = Hlog(p?i).

n
=1 =1

También podemos concluir que logn = > «; log p;.
i=1

Si f es una funcion f(z) = [[2; con &; > 1y > x; = «, para algin a > 0,
i=1



entonces (usando multiplicadores de Lagrange) el méaximo valor de f es (%)m y

se produce cuando cada x; = . Por consiguiente

e (o) = ()

En general, usando ay = 1, si 21 n, etc,

n
& < 27(az log p1) (a2 log p2) (a3 log ps) H ; log p;

n
pi>7

= 271_m[ «; log p;

i=1

w(n)
< o7 (bﬂ) ,
w(n)

Si x1, 9, ..., , son nimeros reales no negativos entonces

1 +2o+ ...+,
n

> Yx1To... Ty

y la igualdad se da solamente si z1 = x5 = ... = x,,.

Una demostracion es la siguiente: sea

_$1+l’2++l’n
n

A

la media aritmética de dichos ntimeros. Para cada k incorporemos ay := % —

en la desigualdad 1 +a <e* (a > 0). Puesto que %t = 14 a; < e, deducimos
multiplicando cada uno de estos términos que

T1T2...Tp <

Ar T

L et = ertazt..Fan _

Donde concluimos

T1T9...Ty S A",

Asf mismo la igualdad se cumple si y solo si 7 = 29 = ... = x,,.



Antes de dar a conocer el teorema que nos da el ntimero de soluciones de 2"~ ! =
1 (modn), considerado como una de las aplicaciones de g(n), recordemos los

siguientes teoremas.

Teorema 1.14. Si p es primo y (a,p) = 1, entonces la congruencia x™ =

a (mod p) tiene soluciones si y solo si
a®P=V/P=D = 1 (mod p).

Si tiene una solucidn tiene (n,p — 1) soluciones.

Demostracion. Sea g una raiz primitiva (modp), y elijamos i tal que ¢° =
a (mod p). Si hay una x tal que " = a (mod p) entonces (z,p) = 1, de manera que
x = g“ (modp) para alguna u. Asi la congruencia propuesta es ¢g"* = ¢* (mod p),
la cual es equivalente a nu = i (modp—1). Sea k = (n,p—1). Por el teorema 2.17
en [11] , esta tiene k soluciones si k|i, y no tiene solucion si k 1 4. Si k|i, entonces
1) = 0 (mod p—1), de manera que a?~V/* = gi@=D/k = (gp=1)i/k = 1 (mod p).
Por otro lado, si k 1 i entonces i(p — 1)/k # 0(modp — 1) y por lo tanto
aP=D/k = gi=1/k £ 1 (mod p). ]

Teorema 1.15. Supongamos que o > 2 y que r es una solucion de la con-

gruencia
f(z) =0 (modp>) (1.9)

que pertenece al intervalo 0 < r < p*~1.

a) Suponemos que f'(r) % 0 (modp). Entonces r puede subirse de forma tunica

a—1

de p a p®. Esto es, existe un unico a en el intervalo 0 < a < p® que genera

ar y que satisface la congruencia
f(z) =0 (mod p®). (1.10)

10



b) Suponemos f'(r) = 0 (modp). Entonces tenemos dos posibilidades:

1) Si f(r) =0 (modp®), r puede subirse de p>~* a p™ de p formas distintas.

11) Si f(r) # 0 (modp®), r no puede subirse de p*~* a p°.

Demostracion. Sin es el grado de f tenemos la identidad (férmula de Taylor)
" (n)
2! n!

) ()
k!

flx+h)= f(x)+ f(x)h + (1.11)

para cada x y h. Observemos que cada polinomio tiene coeficientes enteros.

Ahora hacemos = 7 en (1.11), en donde r es una soluciéon de (1.9) perteneciente

1

al intervalo 0 < r < p*~ !, y sea h = ¢p®~! en donde ¢ es un entero que a conti-

nuacion especificaremos. Dado que a > 2, los términos de (1.11) que contienen
h? y potencias superiores de h son mltiplos enteros de p®. Por consiguiente

(1.11) nos da la congruencia

fr+aqp* ) = f(r) + f(r)gp®  (mod p*).

Puesto que r satisface (1.9) podemos escribir f(r) = kp®~! para algin entero k,

y la ultima congruencia nos conduce a
flr+ap°™") = {af (r) + k}p*~ (mod p®).
Sea ahora
a=r+q™ " (1.12)

Entonces a satisface la congruencia (1.10) si y solo si ¢ satisface la congruencia

lineal
qf'(r) + k = 0(mod p). (1.13)

Si f'(r) # 0(modp) esta congruencia tiene una solucién tnica gmodp, y si

elegimos ¢ en el intervalo 0 < ¢ < p entonces el nimero a dado por (1.12)

11



satisfara (1.10) y pertenecera al intervalo 0 < a < p®.

Por otro lado, si f/(r) # 0 (mod p) entonces (1.13) tiene una solucion g si y solo si,
plk, esto es, siy solo si f(r) = 0 (modp®). Si ptk no existe ninguna eleccion de
q tal que a satisfaga (1.10), pero, si p | k, entonces los p valores ¢ =0, 1,....,p—1
dan p soluciones a de (1.10) que generan r y pertenecen al intervalo 0 < a < p®.

Teorema 1.16. Sea n = [[p]" un entero positivo. Entonces el nimero de solu-

ciones distintas mddulo n de
2"t =1 (modn)

estd dado por la formula

[[n—1.p-1)

pln
Demostracion. Sea
f(z)=2""1—1=0(modn). (1.14)
Consideremos las congruencias

f(z) = 0 (mod pi), (1.15)
f(x) =0 (modp). (1.16)

Por el teorema 1.14 la congruencia (1.16) tiene d = (n — 1,p — 1) soluciones
distintas modulo p. Notemos que d > 2 si n es impar, en este caso tanto n — 1
como p — 1 son pares.

Por el teorema 1.15, cada solucién r de (1.16) corresponde a una solucion de
(1.15) (pues f'(r) £ 0 (modn)) y viceversa. Asi (1.15) tiene d soluciones distintas
modulo p{. Finalmente usando el teorema chino de los residuos, (1.14) tiene [ [ d

soluciones distintas modulo n, incluyendo las soluciones triviales z = 41 (modn).

12



Definiciéon 1.17. Nuimeros seudoprimos
Sea n un numero entero compuesto impar, y sea b un entero primo relativo con

n. Decimos que n es un seudoprimo de base b si
b ! =1 (modn). (1.17)
Al conjunto de bases de seudoprimalidad de n la denotaremos por
Sp(n) = {b e Z|p"' =1 (modn)}

y diremos que n es Sp(b).
Es claro que el teorema 1.16 esté relacionado con las bases de seudoprimalidad
de n. La razon de llamar seudoprimo a un nimero entero positivo, se encuentra

en el pequerio teorema de Fermat 2P~ = 1 (mod p), donde p es un ntimero primo,

comparado con (1.17).

13



Capitulo 2

Evaluaciones, identidades y

propiedades de la funcién g(n; h)

En este capitulo estudiaremos algunas evaluaciones, identidades y propiedades

de la funcién definida por:

g(n:h) =[] a((G.n)), (2.1)
j=1
donde (j,n) := mecd(j,n) es el maximo comun divisor de j y n, y h(x) es una

funcion aritmética. Para el caso e(x) := x denotamos g(n) = g(n;e) y definimos:

g(n) =[G (2.2)
j=1
Esto convierte a (2.1) en una generalizacion de (2.2).
Observemos que si en (2.1) n = p, p primo, tenemos:
P
g(p:h) =[] M. p)
=1

((1,p)) - h((2,p)) - R((3,p)) - ... - h((p — 1, p)) - h((p, P))

<

>

14



= h(1)- h(1)- h(1) - ... h((1)) h(p)

WV
p—1veces

= h(1)""'h(p). (2.3)

Ahora consideraremos (2.1) cuando n = p°.

Teorema 2.1. Sip es primo y « es un entero positivo, entonces

h(p®)

g(p*; h) = hlpo1)

g(p* h)P.

Demostracion.

Q

S

g h) = | | M4, p%))

=

a—1

S

MG T1 MG T w6

j=1 J=p*'+1 J=(p—1)p*~1+1
— B T G T G TL A )
. h(pa) a—1, P
= h(pa_l)g(p sh)P.

El siguiente teorema nos da otra evaluacion de la funcion (2.1) cuando n = p%,

la cual depende solo de h.

Teorema 2.2. Sip es primo y « es un entero positivo, entonces
a—1
« « i\ (p—1)px—i—1
g™ h) = h(*) [ h?) 7" (2.4)

J=0

Demostracion. Por induccién sobre o:

I. Si a =1 tenemos g(p; h) = h(p)h(1)P~! obtenida en (2.3)

15



11. Consideremos este resultado verdadero para a = k. Por lo tanto

h(pk+1>
) g

h(ph+ o)
= h(p h(p?)P=1p
G ( gl )
h k-i-l p 1 H h
k+1 H h (p 1)p

k+1 Hh (p 1)pk+D—5-1

g(p"thh) = P h)P

Consideremos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.3. Sea h(x) := \/\/x + x, entonces

172
o017 1) =] WVGTE) + (.17)

2—1 ‘
= h(17%) [ (1) 0700

=0

17—-1

— VI 4172 <\/1 I VAVAT S T )
= 2136\/306(V17 + 17)%.

Ejemplo 2.4. Sea h(z) :=e’s , entonces

232

9(232’ h,) = H e(]’?;;)

j=1

16



2—-1
= h(23%) [ [ h(237) -0z
§=0

= e% (6271'1')22*23(622_7; )22

536362 i

= e 232 .

En la teoria de las funciones aritméticas es comun preguntarnos si la funcién
aritmetica considerada es o no multiplicativa. En nuestro caso, las funciones
g(n) y g(n; h) no cumplen con la multiplicidad, pero satisfacen, sin embargo, la

siguiente relacion.

Teorema 2.5. Si h(x) es multiplicativa y m y n son enteros con (m,n) = 1,

entonces

g(mn; h) = [g(m; h)]"[g(n; h)]™. (2.5)

Demostracion. Como (m,n) = 1y j es un entero positivo, tenemos, usando

la multiplicidad de h que

h((G,mn)) = h((G,n)(5,m)) = h((F,n))h((5, m))-

Entonces

glmns ) = ] (7. mm))

=TT (G [ h((j,n»]

- H h((j,m)) [H h((J, n))]

17



Si en la relacion anterior elevamos a la % a los dos lados tenemos

1

g(mn; h)mn = ([g(m; B)]"[g(n; B)]™)mn

= [g(m; h)]m [g(n; h)].

SI=

Esto nos da la posibilidad de definir la funcion f(n;h) := g(n;h)= que es en-
tonces multiplicativa, cuando h(z) es multiplicativa. Ademas podemos visualizar

algunas propiedades de f(n;h) andlogas a g(n; h) en el siguiente teorema.

1
n

Teorema 2.6. Si h(x) es multiplicativa, entonces la funcion f(n;h) = g(n;h)

satisface las siguientes propiedades:

I. St p es primo y a es un entero positivo, entonces

a—1

F(™h) = h(p®) " ] np) P (2.6)

J=0

II. Si m ymn son enteros con (m,n) =1, entonces
f(mn; h) = f(m;h) f(n;h). (2.7)
Demostracion. 1. Por definicién tenemos que
f(*:h) = g(p™ h)"

entonces por (2.4) tenemos

18



II. Anélogamente, tenemos por definicion
f(mn: 1) = g(mn; h)we
entonces por (2.5) deducimos que

fmn; k) = ([g(m; h)"][g(n; h)™]) 7

Ahora, vamos a obtener evaluaciones generales para g(n;h) y f(n;h) cuando
n = Hlepf” y h(zx) multiplicativa.

Si usamos (2.6) con n = Hlep?i tenemos

k k P i1 k J
f (Hp?i;h> = h (HP?”) H h (Hp)

y como h(zx) es multiplicativa obtenemos

e o]

(pi—1)p; 7"

i=1

Ademas, como f(n;h) := g(n; h)n, nos resulta que

k k o1 e
Q(Hp’%@ - (H [h@?i)“ “ T hh)rr D |
i=1 iy pan

Estas observaciones las podemos resumir en el siguiente corolario

Corolario 2.7. Sin =[]\, p¥ es la factorizacion prima de n y h(z) es multi-

plicativa, entonces

k a;—1 -
=11 [%W T rh)eve ] (2.8)
j=0

i=1
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g(n;h) = ( [h(P?i)pi% 1:[ h(Pf)(pi_l)piND | 2

(2

Para las funciones g(n) y f(n) tenemos los siguientes corolarios:

Corolario 2.8. Las funciones g(n) y f(n) donde f(n) = g(n)n, satisfacen las

siguientes propiedades:

1 Sip esprimo y a es un entero positivo, entonces

p&—1 1-p— @
-1

gp*)=pr 7 y f(*)=p>

11 Sim yn son enteros positivos con (m,n) =1, entonces

f(mn) = f(m)f(n).
Demostracion. 1. Haciendo h(z) = e(z) := x en (2.6) tenemos

a—1
g(pa) = g(po‘; 6) = p“ H(pi)(p—l)pa7]*1
j=0

(p=D)p* 185205 ()

=pp Z
_ g
_ po‘p(p_l)%
_ ot _ e
Como f(p*) = g(po‘)p% tenemos f(p*) = p%) " — pl;’ja
II. Por (2.7) tenemos que f(mn) = f(m)f(n) con (m,n) = m

El siguiente corolario muestra las evaluaciones para f(n) y g(n) que obtenemos

haciendo h(z) = e(z) := z en (2.8) y (2.9) respectivamente.
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. . k . . . .
Corolario 2.9. Sin = [[_, pi es la factorizacion prima de n, entonces

Por ultimo, encontraremos algunas identidades que relacionan la funciéon g(n; h)
con la funcién ¢(n), importantes en la deduccion de la serie de Dirichlet.
Recordemos que para cada entero positivo n, definimos ¢(n) como el ntmero
de enteros positivos menores o iguales que n y primos relativos con n. También
recordemos que si e|n, el nimero de enteros en el conjunto S = {1,2,3,...,n}
que tienen con n como maximo comun divisor a e es ¢ (%) Es decir, el nimero
de enteros j con 1 < j < n tal que (j,n) = e, esta dado por ¢ (%)

Usando estas observaciones evaluaremos la funcion g(n; h) en términos de ¢(d),

donde d representa los divisores de n.

n

gnsh) = [T (G = [T pee?® =T[n (2 (210)

Jj=1 eln dln
Si consideramos la ecuacién

g(ns h) = [T 0™ = h(en)(&) - nen)? ) - - h(e,)?l)
eln

donde ey, és,..., €, son los divisores de n, y aplicamos logaritmos a ambos lados

tenemos:

n

loglg(n: 1) = log | [T (&) = log {h<e1>¢(e’3> en)?lE) h(en)d’(%)}

eln

— loglh(ex)]*!

E

n n
e

5) .+ loglh(en)) P ()

)wmm%n

s

D)+ loglh(es)]?(

=¢(g)deﬁﬂ+¢<%)wﬂM@ﬂ+m+¢(e

n
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Analogamente, llegamos a la identidad

st )= 3 oen 1 ()

que resumiremos en el siguiente teorema.

Teorema 2.10. Sin es un entero positivo, entonces

log[g Zgb( )log Zgb log[ ( )} (2.11)

eln din

Haciendo h(z) := z concluimos:

Teorema 2.11. Sin es un entero positivo, entonces g(n) = n" Hd‘n ﬁ.

Demostracion. Usando la relacion dada en (2.10) tenemos que

g(n) = H (g>¢( = pn® H d¢(d

din

y para cada entero n, tenemos de ¢(d) = n, entonces

n 1
n)=n H prC)
din

22



Capitulo

Series de Dirichlet y
comportamientos asintoticos

En este capitulo estudiaremos las series de Dirichlet para log[g(n; h)| las cuales
log[h(n)]

ns

evaluaremos en términos de la funcion zeta de Riemann y la serie 2 |
Ademaés trataremos algunos comportamientos asintoticos para g(n;h) y para el
caso especial g(n).

Empecemos por definir la serie de Dirichlet para log[g(n; h)] de la siguiente forma

s 1) = 32 0B ] _ 5 Kol .

para s € Ay, donde A, C C es el conjunto de valores que dependen de h para
los cuales la serie converge.
Ahora vamos a evaluar (3.1) en términos de la funcion zeta de Riemann y la serie

oo loglh(n

Zoo log[h(n) oy o )l y definamos

el s L Para esto, analicemos la convergencia de

para una funcion h(z), el conjunto Sy, y la constante ¢, de la siguiente manera

Sy = {a € R|loglh(n)] = O(n®) cuando n — oo} y ¢ = max{2, 1+ inf S, }.
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Nos limitaremos a las funciones h(z) tal que el conjunto S}, sea no vacio. La defini-

cién de ¢, es necesaria para garantizar la convergencia de las series )~ | &3
log[h . ) . .
NaD D w Estas expresiones estan relacionadas con la convergencia de la

serie de Dirichlet para (3.1) que resumiremos en el siguiente teorema.

Teorema 3.1. La serie de Dirichlet para G(s;h) converge para Re(s) > cp.

Ademas, en este dominio

i) = (S35 <Z Lg[:s(n)]) ’

n=1

donde ((s) es la funcion zeta de Riemann.

Demostracion. Usando el teorema 2.10 y la definicion 1.6, tenemos

loglg(n: 1) = 6(d) logfh (% )] = (& * (log oh))(n).

Entonces, por el teorema 1.5 tenemos

o

n=1

Glsin) =Y log[gézz; )l
= é(n > log[h(n

- (292 (£=5)

por lo tanto, por (1.7), tenemos

G(s;h) = (C(Z(;)l)) <Z bg[:&) para Re(s) > cp,

Definamos ahora la funcion h(®(x) = 2 y consideremos los casos especiales
G(s; ) y G(s;expoh).

Por (3.1) tenemos

G(S; h(a)) _ i Z?:l lOg[(j, n)a] (32)

’
ns
n=1
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que por el teorema anterior, queda como

i > logs[(j, n)? ( C(s—1) ) < Zlogn)

n=1

de donde concluimos, por (1.2), que

> 1‘1_1 lo ',n @ al(s — (s
G(s;h(a))zzzg— 55[0 )l o C(51)><(>

Analogamente, por (3.1) tenemos

para s >2. (3.3)

n=1

G(s;expoh) :Z:W7 (3.4)
y tenemos
[ @_1 h .7 n . . i
Z 2= nE(J ) _ C(C(S)l) (Z h;s)> Para S > Ceap(i(a))- (3.5)

Usando (3.3) y (3.5) obtenemos algunas identidades que resumiremos en el

siguiente corolario.

Corolario 3.2. Para todo o, 3 € R tenemos las siguientes relaciones:

1), Z Lia j" — S(s=1)(s=a) para Re(s) > mazx{2,a + 1}.

¢(s)
o Ty h(Gm)
n=1" 55  __ C(S—l)
II). 1 =t = para Re(s) > Cezp(h(z))-
oo J=1 h;((j,n)) 0o hi(n)
W) == Gy = s me Pore Re(s) > maz{Cepin @), Cenp(ha(o) }-
n=1"__ ns n=1"ns
o) Z}Lzl(j’n)“ C( )
n=1"_"_ns ___ __ s—o
). SGP g Pare Re(s) > maz{2,a + 1,5+ 1}.

n=1 ns

V). >, Lj=dn) _ ¢As=1) para  Re(s) > 2.

n=1

ns ¢*(s)

Demostracion. 1). Sustituyendo h®(z) = 2® en (3.5) tenemos

0022:1('7”) 8—1 ((s—1)((s—«
SEL e (). o

n=1

para  Re(s) > max{2,a + 1}.
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11). Es inmediato de (3.5).

111). Consideremos dos ecuaciones de la forma (3.5) para hy(z) y hao(x) si hace-

mos el cociente entre las dos ecuaciones obtenemos el resultado deseado.
V). Si hacemos hy(x) = 2% y ho(x) = 2° en III) tenemos

0 Z?:ﬂ ) ©  n®
S, BRI e ((s—a)
Zoo Z?:l ha(j,n)P ZOO ﬁ C(S - ﬁ)

n=1 ns n=1 ns

para  Re(s) > maz{2,a+ 1,5+ 1}.

V). Haciendo hy(z) = ¢(x) en (3.5) y usando (1.7), tenemos

S0 (1) (o)) _ -
P <Z ns>‘ EORIEE

n=1

Estas identidades permiten visualizar la convergencia de estas series en términos

de la funcién zeta. Por ejemplo, en la identidad II), si eligiéramos una funcion

T_1 k(@)
[e’s} Jj=1 )
h(x) de tal manera que ==t n fuera evaluada en forma cerrada, en-
q s h(n) )
n=1 ns
tonces dicha evaluacion estaria dada por C(Cs(;)l). Es decir, tendriamos una forma

inductiva de evaluar la funcion ((s) cuando s toma valores enteros positivos. Tal
forma podria dar valores para ((3), ((5), etc. Sin embargo, sabemos que ((3) es
irracional [13], [14], pero no sabemos aun si ((2k + 1) es irracional para k > 1
(k es nimero entero positivo).

Como tenemos evaluaciones para ((2k) cuando k es un entero positivo, podemos
dar evaluaciones para expresiones de la forma de la identidad IV). Por ejemplo,

con s =8, a =2y =4 tenemos

n n 2
Zoo Ejzl(]v) <(6) 27'('2

n=1 n8 _ _ -7
s Bt () 2
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Considerando s =8, a =4 y = 6 tenemos

00 Z?:1(‘7")4
S Zg=10"1) C(4) 2

n=1 n8 _ _
o Emnt - ((2) 15

También podemos usar los resultados del teorema 3.1 y del corolario 3.2 para
dar identidades entre series infinitas en términos de la funciéon zeta de Riemann.

Entre estas tenemos:

Teorema 3.3. Si h(x) es una funcion tal que log(h(x)) se puede representar
como la serie infinita loglh(x)] = > 7o 1ak( )k que converge uniformemente

para x > 1 y para Re(s) > ¢, entonces tenemos
> T»L_l 1 h ', n S — >
Z 2= Ogn[s ) - (C(g(s)l)) (Z arC(s + k)) .
n=1 k=1

Demostracion. Usando el desarrollo de la serie infinita, tenemos

fﬁ > 1ogn[§z<<j, n)] (c(z(;)n) i loglh(r) )
_ (c%w) i zzilsf <n)’“>
- (“Z;”) i i n1>
- (C(Z(;)l)) gaké(s + k:))

Corolario 3.4. Si Re(s)>2, entonces

Jllog[ W) (=D (=L
-3 () (B4

=1

Demostracion. Haciendo h(x) = —+ en el teorema 3.3, donde

og(he) = og (= ) = —tox (1~ 3,



cuyo desarrollo de Taylor es
1 11 &1y
—1 1——) = =] = — | —
°g< Qx) ; k (2:5) ; ok (x)

1

o7y tenemos el resultado deseado. |

para r > % y considerando a; =

Ahora estudiaremos algunos comportamientos asintoticos para la suma
> loglg(n; h)], donde consideraremos el caso h(n) = O(n®) para n suficien-
n<x

temente grande y o un ntimero real fijo no negativo. Para esto necesitaremos del

siguiente lema.

Lema 3.5. Stz y y son niumeros reales tales que x >y > 1, entonces

x log?(z)
0<log|—| < .
= (y) — 4log(y)

Demostracion. Sea x > 1y consideremos la funcion a,(y) = log(y) log @)

con dominio [1, z]. Derivando a,(y) con respecto a y tenemos

(o) = 22 2B L og(a) — 210g(y)].

a

Asi, a,(y) alcanza un maximo cuando log(x) — 2log(y) = 0, que es, y = \/z, ya
que a.(y) > 0 para 1 <y <z yd (y) <0 para /z <y < z. Entonces, para

todo y € [1, z| tenemos

1
= —log*(x).

a.(y) = log(y) log G) < log(v/z) log <%) 1

Por lo tanto

1 2
log <§) < og () para 1<y <.
)

En el siguiente teorema mostraremos comportamientos asintoticos para funciones

que cumplen h(n) = O(n®),a > 0 cuando n — oo
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Teorema 3.6. Si h(x) satisface la relacion h(n) = O(n®) para n suficientemente
grande y o un numero real fijo no negativo, entonces se tiene la siquiente formula

asintotica:

H,
Z log[g(n; h)] = QC(Z)mz + O(zlog®(x)) para z suficientemente grande,

n<x

o0

donde Hy, = Y 71°g[:2(k”.
k=1

Demostracion. Por el teorema 2.10 tenemos que

> loglg(ni h)] = > D" log(h(d))é(5) = Y log(h(d)) Y 6(e)

n<x n<z dn d<z egg

= > log(h(d)) @0 (7)) -

d<z

Usando la estimacién 1.7 tenemos

P log(h(d)) log(h(d)) x
Zlog[g(n, h)| = 20 Z 7 +0 (xz — log <3)> )

n<x d<z d<z

g g

) (2)

Al simplificar el término (1) en la anterior formula, tenemos

2

2 loglh(d) _ @ log(h(d)
K@ @ K [Hh‘z Z ]

d<z d>z

Como h(n) = O(n®) para n suficientemente grande y a un numero real fijo no

negativo, tenemos

x log(h(d)) 2 | alog(d)
ROP Do) _Hh‘()(Z z )]

d<z d>z

“xm o, )

_z :Hh —0 (10%6(5”))] - ;”zg’; + Oz log()).
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Para el término (2) de la misma férmula usamos el lema 3.5 para obtener

log(h(d)) x log(h(d)) log*(x)
xZTlog (3) =0 <x§ d 4log(d)> '

d<z

Como h(n) = O(n®) para n suficientemente grande y a un numero real fijo no

negativo, tenemos

xzwbg (3) =0 (mlog%x)Zé) ;

d<z d<z

luego, usando la estimativa (1.3) concluimos que

xz W log (%) = O(zlog® ).

d<z
Por lo tanto,
2 2
Z loglg(n; h)] = ;C—g}; + O(xlog(z)) + O(zlog® z) = ;C—g}; + O(z log?(x)).
|

En el teorema anterior hemos obtenido

Hy,
2¢(2)

2?4+ O(xlog’(z)) para z suficientemente grande,

> loglg(n; h)] =

n<x

lo que podemos escribir como

H,
log (H g(n; h)) = QC(Z)I2 + O(xlog®(z)) para z suficientemente grande

n<x
y, €N consecuencia,
stlya? O log® (@) :
H g(n;h) = ex@" ¢ para z suficientemente grande.
~———
n<lx 1

O(z log®(z

El error e )) 1o simplificamos de la siguiente forma: si f(x) = O(zlog®(2)),

por definicién tenemos que existe M > 0 tal que
|f(2)] < Malog’(x)
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y para x suficientemente grande se tiene

6\f(ac)| < 6M:clog3(:c) (eMxlog(x))logQ(x) — l,M:clogQ(x)

Y

de donde concluimos que
b2 x log?(x) .
H g(nyh) = eX@" O(z"°* ) para x suficientemente grande.
n<x

Este resultado lo resumimos en el siguiente corolario;

Corolario 3.7. Si h(zx) satisface la relacion h(n) = O(n®) para n suficiente-
mente grande y o un numero real fijo no negativo, entonces se tiene la siguiente
relacion asintotica

H,
H g(n;h) = exH ™’ O(z*°8@)  para x suficientemente grande

n<x

donde Hy = Y log[kw.
k=1

A continuacion estudiaremos los casos especiales g(n) = [[;_,(j,n) ¥
f(n) = g(n)%, y los comportamientos asintoticos y series de Dirichlet de log[g(n)]

y log[f(n)]. Empecemos por dar algunas cotas para la funcion f(n).

Teorema 3.8. La funcion f satisface las desigualdades

1 n 1 w(n)
maz(n™, n5) < f(n) < 27 ( ‘:}g(g;)) ,

donde n es un entero positivo, w(n) es el nimero de primos distintos que dividen

an, 7(n) es el numero de divisores de n y v(n) es el primo de mayor potencia

que es divisor de n.

Demostracion. Para la cota superior, el teorema 1.13 nos muestra que

M <97 (log(n))w(”) |

n w(n)
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y usando la media aritmética-geométrica tenemos que

ﬂm=<Hﬁm0nsgﬁﬁﬁl

, n
Jj=1

de donde concluimos que

fn) < Lin0n) o <10g(n)>w(").

n w(n)

Para la primera parte de la cota inferior tengamos en cuenta lo siguiente

1—p™@ p*—1 1 - 5
= >—p T +p T+ +p+1) > —.
p—1 pr(p-1) pa( ) pe

(0%

Entonces tenemos

s = T[»55 = T] o = [L o = neto.

pe[ln p*|n p*[ln

Para la segunda parte de la cota inferior tenemos

2

[¢) = (I4) (1) = (1T4) {115

din dn eln din dln
T =TTn =
d
dln din

Finalmente, tenemos

3=
S|

f(n)z(H(jm)) > [ [[d] =n="

Corolario 3.9. La funcion g satisface las siguientes desigualdades

n_ r(n) log(n)\ ™™
< o(n) 2 ) < < 27
n < mazx(n*™ n7z ) < g(n) < (w(n) ) ,
g(n) =n siy solo sin es primo. Por lo tanto, para todo € > 0, tenemos

log[g(n)] = O(n'*€)  para n suficientemente grande.
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Demostracion. Este corolario sigue de los teoremas anteriores. Si n es com-
puesto, entonces [[;_, (j,n) > n donde (n,n) = ny (j,n) > 1 por lo menos para

un valor j menor que n. ]

Si hacemos h(z) := z en (3.1) la serie de Dirichlet para loglg(n)] es

Gy = 37 et

Para estudiar su convergencia hacemos h(z) := x en el Teorema 3.1 y obtenemos

G(s) = (c(;(;)n ) o («Z@)n) (f) loi(sn)>

n=1

(s = 1)¢'(s)
¢(s)

o
ya que H), = 3 20 — —('(s).
n=1
Esto lo consignamos en el siguiente corolario

Corolario 3.10. La serie de Dirichlet G(s) converge absolutamente para

Re(s) > 2 hacia
(s = 1)¢'(s)
¢(s)

Observemos que para

S loalr ] _ $oslot) _ gy
ns ns
n=1 n=1
Por dltimo, estudiaremos los comportamientos asintoticos para los casos
>_ loglg(n)] y > logl[f(n)].

n<x n<x

Teorema 3.11. Tenemos las siguientes relaciones asintoticas

Zlog[g(n)] = —5;((22)) 22+ O(zlog®(x)) para z suficientemente grande y
nzgmlog[f(n)] = —CC,((;))x + O(log*(z))  para = suficientemente grande.
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Demostracion. Para la primera relacién usamos el teorema 3.6 con e(x) = x

y tenemos que H, = Z bg = —(’(2). Donde concluimos que
k=
¢(2) » .
Zlog = 2C(2)x + O(xlog®(x)) para x suficientemente grande.
n<x

Para el caso f(n) = g(n)=, tenemos que

o(%) log(d
ol 0] = 52 () st = 375

dln

Entonces para un z suficientemente grande tenemos

log( log(d e
Soslsion] = S 3 EA T = S RED S 00

n<z n<z dln

=2 logd Yo, (2)

d<z

Usando la estimativa ®; (1.8), tenemos

S loglf(n)] = C(I2 ) 3 logga” +0 (Z 1°g0§d) log (g)) . (3.6)

n<x d<z d<z

-

'

1)

Utilizando la misma técnica del teorema 3.6, obtenemos

x log(d) — z('(2) oc(x
@@ o o)

Usando el lema 3.5, el error (1) en (3.6) se convierte en
log(d) x log(d) log?(z)
log(=)=0
dZ; d (d) (; d 4log(d)
1
=0 (bg () 3>

d<z

= O(log*(z)).

Por lo tanto,

Zlog xg(é? + O(log(z)) + O(log®(2))
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o)

fay O’ (@)

Si escribimos el teorema anterior como

!
log <H g(n)) = —%(22))552 + O(xlog(z)) para x suficientemente grande,
n<x
entonces

N

H g(n) e CC((?) @? eO(:clog3(x)) .
N——
n<lz 1

Simplificando el error (1) en la anterior expresion tenemos que si

f(z) = O(zlog?(x)), entonces existe M > 0 tal que |f(z)] < Mxlog®(z)), luego

e|f(m)\ < eMmlog3(m)) — ngclogzm.

Por lo tanto

H g(n) = O ENe™%@™  para x suficientemente grande.

n<x

Anélogamente, al escribir ) | _ log[f(n)] en el teorema anterior tenemos

H f(n) = O(xlOgQ(m))e_%@)m para x suficientemente grande.

n<x

Conclusiones que consignamos en el siguiente corolario.

Corolario 3.12.

H g(n) = O(xxlogz(x))e_%(?)x para x suficientemente grande, y
n<x
_de@ .
H f(n) = O(xlOgQ(x))e 2" para x suficientemente grande.
n<x
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Capitulo

Aplicaciones de la funciéon g(n)

En este capitulo mostraremos algunas aplicaciones de la funcion g(n).

a) Una de estas estd relacionada con el nimero de soluciones distintas de la
congruencia z"~! = 1 (modn).
Para un entero positivo n, el nimero de soluciones distintas médulo n de la

congruencia z"~! = 1 (modn) esta dado por la formula
pln
Una demostracion de esta formula se dio en el teorema 1.16.

Notemos que si n = p, p primo, el niimero de soluciones distintas moédulo p

de la congruencia
2%?) =1 (modp) (4.1)

esp—1.
En otro contexto esas soluciones son enteros para los cuales n es un seudo-

primo.
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Para un entero n compuesto impar, el nimero de enteros bcon 1 <b<ny

(b,n) =1 tales que n sea un Sp(b) es

By(n)=[[(n—1,p-1)

pln
donde Bs,(n) indica la cantidad de enteros b para los cuales n es un seudo-
primo.

De igual forma que 4.1 notemos que si n es primo
Bgy(n)=p—1

lo cual coincide con ¢(p).
Si n es un namero compuesto impar, tal que n = pips...px, donde los p; son

primos, entonces

By(n) = [[n—1.p—1) = [[p—1=o(n).
pln

pln

Otra aplicacion surge del estudio de los puntos reticulares sobre rectas en el
plano.
Dados dos puntos reticulares P(a,b) y Q(c, d), el nimero de puntos reticulares

que hay en el segmento PQ esta dado por
(a—c,b—d)+1.

Si Py @ son puntos cualesquiera en el plano, entonces el nimero de puntos

reticulares que hay en el segmento PQ esta dado por
([a—¢],[b—d])+ 1.

Donde [a — ¢] es la parte entera de a — ¢ y [b — d] es la parte entera b — d.
Para el caso particular y = 4z, para cualquier par de puntos P(a,a) y

Q(b,b), el nimero de puntos reticulares del segmento PQ esta dado por
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b—al+1.

Ahora bien,la funcion g(n) aparece al obtener el nimero total de caminos
que hay entre cada punto reticular de un segmento de recta a los demés
puntos reticulares de diferentes segmentos de recta. Consideremos el siguiente
ejemplo.

Dados los puntos en el plano P(ay,b1); Q(c1,d1) v R(ag, by); S(ca,ds), el
ntimero de caminos que hay entre los puntos reticulares del segmento PQ y

los puntos reticulares del segmento RS esta dado por el producto
[(al — (1, bl — dl) + 1] X [(ag — Cg,bg — dg) + 1]

Si al ejemplo anterior le adicionados otro segmento TU formado por los puntos

T(ag,bs); U(cs,ds) el nimero de caminos posibles esta dado por

[(a1 — 1,01 — dy) + 1] X [(ag — c2, b2 — da) + 1]
+ [(ar — 1,01 — dy) + 1] x [(a3 — c3,b3 — d3) + 1]

+ [(CLQ — Cg,bg — dg) + 1] X [(a3 — Cg,bg — dg) + 1].
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