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SOBRE OPERADORES DE INTEGRACION FRACCIONAL
Y ALGORITMOS COMPUTACIONALES.

por

Omar E. MEYER C. y Shyam KALLA

Resumen. Algunos autores como Kalla, Saxena y Saigo, han de-
finido y estudiado operadores de integracidn fraccional que tie-
nen como niicleo la funcidn hipergeométrica de Gauss. El proposi-
to de este trabajo es estudiar tales operadores con la funcidn

(b ,bz;t,x) de Carlson como niicleo, asi como también presen-
tar algoritmos para el cadlculo de semidiferintegrales.

Abstract. Kalla, Saxena, Saigo and some other authors, have
defined and studied fractional operators with the Gauss hyper-
geometric function as nucleus. The object of this paper is to
study operators containing the Carlson's function R-a(bl’b 34,%)3
as well as to present and discuss algorithms for numerical®calcu-
lations of semidiferintegrals.

§1. Introduccion. E1 tépico de Cdlculo Fraccional (sus ope-
radores y aplicaciones) ha sido estudiado desde hace mucho
tiempo por un gran nimero de autores [6-15].

Durante las Gltimas cuatro décadas ha sido significa-
tivo el interés de matemadticos y otros cientificos e inves-
tigadores en el Cédlculo Fraccional debido a la sencillez y
elegancia con que se pueden abordar y solucionar una gran
cantidad de problemas tanto de matemidtica como de otras ra-
mas cientificas, de las cuales se pueden citar [12]: Teoria
de lineas de trasmisidén eléctrica, andlisis quimico de so-
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luciones acuosas, analisis electroquimico, disefio de conta-
dores de flujo de calor, desarrollo y crecimiento de ranuras
intergranulares en superficies métalicas, calculo en mecédni-
ca cudntica y diseminacién de la polucidén atmosférica, entre
otras.

Los operadores basicos del Cdlculo Fraccional son los

de Riemann-Liouville [12]:

o 1 % a-1
ROX6 = 1"(0() J (X_’t) 6(t)d't, o 2 0, (1)
(¢]
_dN Roc+N ¢ 1 N-[1-] %
- dp RN e o W= [l )
weyl [13]: A
wg = r(1a) J (-0 N gode, a s 0, (3)
(e]
N dN a+N
= (=1) dx_Nw°° §, a <0, N = [1-a], (4)

donde [.] indica la parte entera.

Generalizaciones interesantes de estos operadores y
también de los de Erdelyi-Kober [13] fueron consideradas por
Kalla & Saxena [7,16] y Saigo [14,15]. Los operadores de Ka-

l1la & Saxena son:

I[a,B,y;m,u,n,a;§(x)] =

1 (5)
-n-1 px
%%TTET:LF(a,B+m;y;atu/xu)t”5(t)dt, Re(a) > O,
Rla,B,vsmyu,8,a;6(x)] =

(6)

8 ®© o8-
e J Fla,grmv;ax®/ e e 8 g0 de, Re(a) > 0,
(o)

donde F(p,q;n;z) es la funcién hipergeométrica de Gauss [1].

Nétese que para B = Yy, a = u = 1, los anteriores ope-
radores se reducen a los dados por Saxena [16, pag.288], en
tanto que para B =y, m =0, a = u = 1, se obtienen los de
Erdelyi-Kober [13].
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Similarmente, Saigo [14,15] define sus operadores de
la siguiente manera:

a,B,n, _ OB % _a-1 _n
Io) "6 = T L (x-2)" "F(a+B,-n;a;31-t/x) §(£)dt, o> 0 (7)
dN o+N,B-N,n-N
=d_n10x’ ’ 6,(1<0,N=[1'0.]; (8)
X
gBong o 1 (" 0% M aeg, -ny01-x/0)2 B dt 0 9
- = o) . X o+B,-n,0;1-x 4 , O3 (9)
N
= (-0 —d-WJS*N’B"N’”é, a <0, N=[1-a]. (10)
dx
Nétese que para o = -B se tienen los operadores de

Riemann-Liouville y Weyl, respectivamente, en tanto que para
B = 0 se obtienen los de Erdelyi-Kober.

§2. Funcién R (b;z) de Carlson [3,4].
DEFINICION 2.1. Sea E un simplex standard de Rk'1,

2, H un semiplano de C-{0}; sea @ = H si a = C-N, pero
= Csiae N. Sean b = (by,by,...,b,) =€ z=(zy,2,,...,2p)
k i . .. .
= Q° . Si u.z es una combinacién convexa en Q° se define la

funcién R,(b;z) de Carlson [2,3] asi:

Ry (b52) = [ w22y ), (1)
donde
bi-1. b,=1 . bp-y=1,, RV, . bpsi
dyy (w) = E%BT-u11 u22 ...uh?11 (1-’Z ui] k duydu,. . .duy,_, (12)

£=1

F(b1)r(b2)...r(bk)
F(b1+b2+...+bk) ’
es la funcién beta en varias variables, y T es la funcidn

es la medida de Dirichlet [3, pag.64], g(b) =

gamma.
Es claro que si en (11) k =1, se tiene Ra(b;z) = 2%,
y sia =0, Ro(b;z) = 1.
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De la definicién (2.1) se desprenden las siguientes

proposiciones dadas por Carlson [3]:

PROPOSICION 2.1. Sean H un semipfano de C-{0},a,B,Y, Xy
pardmetros complefos, tales que Re(y) > Re(B) > 0, con
(x,y) € H, 44 o€ {z & C:z # 0,-1,-2,...}, 0 con (x,y) = H
44 o € N. Entonces:

y *F(o,B3Y;31-x/y) (13)

R_,(B,Y-83(x,4))

R, (Y-B,B5(y,x)) = x *F(a,Y-B5Y;51-y/x). (14)
PROPOSICION 2.2. Sean o,a' = C,B8,B' = cC,, donde C, =

{z e C:z # 0,|argz| < "/2} y supbngase que a+oa' = B+B' .

Si H es un semiplano de C-{0} y ademds (x,y) = H, entonces:

R_o(B,8'5(x,9)) = yP %R (0,05 (x,4))a, od=C, (15)

R (8:8"506,9)) = xB' R 41 (o056, 9))a, a'€ €, (16)

xB'7%BTOR (a5 (x,0)) (17)
8. (18)

R_,(B3B";5(x,4))

R B_BI(B:B';(X,{/)) = X-By

§3. Operadores de Integracion Fraccional con la Funcién

R A(b;t,x) como nicleo. Supdngase que a y 4 son niimeros rea-
les, (b1,b2),z,z' = €, con z,z' simétricos respecto de 1la
recta y = x del plano C. Se definen ahora los siguientes ope-
radores de integracién fraccional que involucran la funcidn

R_A(b1,b2;z) como nficleo:

3-45(b,,b
paebd L j (-0 TR (by,bp3)§(00d, >0 (19)
a+N;-55 (b, ,b,)
jin 1 2, a<0,N= [1-q] (20)
;-85(b,,b
atbd gty o j (-0 TR (by,by3z ) §(DAL, @ 30,  (21)
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” N dN aN;-55(b,b))
= (07 T 0 T 2 1’720 a <0,N = [1-a], (22)
donde 4§ pertenece a la clase de funciones reales que son con-
tinuamente diferenciales sobre (0,»), de manera que las inte-
grales (19) y (20) existen y son tales que si § = Lp(O,m)con
p > 0@ < =, p'1 +q-1 = 1, entonces los operadores I y J asi

definidos existen y también pertenecen a Lp(O,m) (8].

Casos Particulares. Notese que, en virtud de que Ro(b1,
bz;z) = 1, la proposicidn 2,1 y las transformaciones para la
funcién F(p,q;n3;z) [1, pdgs. 556, 557] se tiene:

a3;0;(b,,b,)

i) E o2 § = Rgxﬁ (Riemann-Liouville) (23)
ii) :;f;(bl’bz)ﬁ = w%g (Wey1) (24)
iii) zgizg;('”’“+")5 =1, .6  (Erdelyi-Kober)  (25)
iv) g2t ¢ f (Erdelyi-Kober)  (26)
vy rgpetBilmetn) e q@ B (saigo) (27)
vi) Jgg;a'e;(‘”’“*")g = J%BRe (saigo) . (28)

Propiedades. Usando la proposicién 2.1 y las férmulas
de Erdelyi [5,pdgs.78,79], se tiene la siguiente ley de com-
posicibén para estos operadores cuando Re(a+B) > Re(a) > 0:

0;-53(a-6,8) 18503 (-6,8+8) ( _ ya+B;-5-n;(x-6,8+8)
Tox;z Tox;z 8= Tox;z g )
JE5 4 BT (8,B0) ¢ o 034G By (30)

Demostracién. E1 lado izquierdo de (29) es:

L 3 a-1 € g-1 *
F(a)T(B) L,(x°t) R-A(a_d’d;t’x)L)(t=w) R_, (-8,8+8;w,1)
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§(w)dw dt . (31)

Aplicando (14) y (13) a la primera y segunda integral, res-
pectivamente, y el Teorema de Fubini [3], la expresidén (31)
es:
x Jxﬂ(w)d»Jx(x-z)a_1(t-w)8-1t_"F(A a-8;0;1-2/w)x
T@I® J, w =R (32)
F(n,-8:8;1-w/t)dt .

Con el cambio de variable £ = x- (x-w)v y la aplicacidén
de las fdérmulas de Erdelyi [5,pdg.78] con Re(a+B) > Re(a) >0y
larng (w/x)]| < m, la segunda integral de (32) es

x " (x-w) @ tB %l F(s+n,a-6;a+B;1-w/x). (33)

Reemplazando este Gltimo resultado en (32) y aplicando

nuevamente (13) se completa la demostracidn.
Una demostracidén similar vale para el operador J. A
Con las mismas condiciones bajo las cuales se definie-

ron los operadores I y J se definen ahora los operadores

identidad

0;0;(b,,b,) 0;0;(b,,b,)
ox;z § Jm;z § para todo (by,b,) =C.
En efecto:
0;0;(b,,b,) 0;05(b,,b,)
0x;z §= Ja., 6 = 6(x) (34)

por tanto, los operadores inversos son respectivamente:

0;-83(0-6,8) ]-1 _ ;-a;4;(8,0-8)
[lox;z 6] H on;z §, o0, (35)
[JSE;A;(a_d’G)é]_l - J;qié;(é,a-é)ﬁ, a5 0. (36)

Propiedades Adicionales. Haciendo uso de los resulta-
dos de la proposicidén 2.2 se consiguen las siguientes pro-

piedades:
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IA;-a;(B,B‘)6 .

0X; 2

IA;'G;(B’B')é £

0X;2

185705 (8,87 ¢ _

ox3z

IA;-B-B';(B,B'
0X3;2Z

g85-a; (B,B") ¢ _

©Z

JA;-(";(B’B')é =

w3 Z

1’5;‘0‘;(5,8')6 o

©Z

Jif;s_sl;(g’s')é - By

§

XB-aIA;-B;(a,a')é,

0X ;Z

183-B'5(a’,a) B -a

0X;z

!
o, = (E>

AN

xB-aIA;-a';(a',u)XB'-Gé

0Xx;z

- xB'gs x'Bé
ox

55-8;5(a,a'),B-ay

X

oo Z

B'-aJé;-B';(a',a)é,

]
=
O, 0 ¢>

A\l
[ —4
0,0, E>

XB"QJ/S:’O«' ;(B')B)xe_aé

o Z

x_8'6~

oo

(37)

(38)

(39)

(40)

(41)

(42)

(43)

(44)

Resultados Particulares. A partir de las anteriores

propiedades se pueden obtener los siguientes resultados par-

ticulares:

i) Para 54 = a, B = -n, B' = o+ n:
1 4 - -n-oagasn;(as,at) wa' e C (45)
n,a 0x32z g ’ g
T, g 1oi-asns(at,a),ng wa' = € (46)
n,o 0x;2 7 ¢ =
_ ,n-aqas-al;(at,a) n 7
n,af =% Tox;z X8 L)
_ _-a-n,a K
n’aé = x ROy X 6 (48)
_ qasn;(a,0') -n-a
Kn,aﬁ = Joo;z % fs awa' = 0 (42
ia: ana;-a—n;(a',a)6 o' = € (50)
n,a ®3Z # ’ 2
i, ongas-ats (o) ,a) rR-a
Kp . of Toi s X § (51)
waf = XS G
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ii) Para 4 =Y, a = Y+§8, B = -n, B' = Y+npn se tiene:

Ig;d’nﬂ L, x-n-Y-Glzi?;(Y+5,ﬁ')6,‘Y+ §, o' &€ (53)
IZ;’(G’né _ IY;;£Y+VI);(OL"Y+6)X”-66’ Y+8,a' € (54)
R S R AN £ (55)
T R R P S €
oy o TR g, weg, (D)
AL IR T (o MR et P el I (58)

Descomposicién de Operadores. Haciendo uso de la for-
mula integral para la funcidén hipergeométrica de Gauss [1],

es fidcil conseguir la siguiente descomposicién de los opera-

dores I y J:
Ig;;z;(s,a-s)ﬂ - RSXX_YRg;Bﬂ, Re(a) > Re(B) > 0 (59)
JiféY;(B’a_B)é = w2 B Yubg, Re(a) > Re(B) > 0. (60)

Demostracién. El segundo miembro de (59) es:

1 % g-1,-v(*% a-B-1
L n—— T LT t- dwdt
T | JO( w) § ()

Aplicando el Teorema de Fubini [3]|, obtenemos:

X

1 v Bl o a-B-1,-Y
N ONEE) L)ﬁ(w)dwj (x:2)P 7" (2 -w) £iMde

w

Con el cambio de variable v = (x-t)/(x-w), la representacidn
integral de la funcién hipergeométrica de Gauss [1,pdg.558]
y la aplicacidén de (13) se tiene:

a;-Y;(B,a-B)
on;z §

X
iy JO (x-w)* "R (8,a-85w,%) §(w)dw =

La demostracidn de (60) es semejante.
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§4. Algoritmos Computacionales. La necesidad de conseguir 1la
diferintegral de un conjunto de datos experimentales discre-
tos, conlleva al desarrollo de técnicas computacionales para
tal fin. Usando diversas técnicas de integracidén se han desa-
rrollado varios algoritmos para aproximar la diferintegral
de orden o de una funcidén § [12,cap.8].

De todos ellos se restringira la atencidn del presente
trabajo a los algoritmos de Riemann-Liouville (RL) y Griinwald
con interpolacidn de Lagrange de tres puntos (G2) cuyas for-

mulas de aproximacidn son respectivamente [12]:

N-1 (s R i i
g, um® V5 Ui g1l e o, 81l ot ar
eV TE) j.zo ;- (7+1)% % 2L (a1 (61)

24 (7)° Ni1 (o, D Lg%+ )*‘93(6 2646 ,41) (62)
L LS { ECD] AT b AU A A A

donde (a,f) = T(a+j)/T(a).

Buscando una mejor aproximacidn que las dadas por las
férmulas RL y G2, se desarrolla, a partir de la férmula de
Griinwald modificada [12] y la férmula de interpolacidn de

Lagrange de cuatro puntos [2], el algoritmo G3.

Para el efecto, se considerara el intervalo (0,x) con
x > 0 dividido en N+ 1 puntos igualmente espaciados y la no-
menclatura utilizada para los valores numéricos de 4 es la

misma que utiliza Oldham y Spanier [12], esto es:
by = 600, fyq = /N fy = O gX/ND e enfy = 400

como se muestra en la figura 1.

TEOREMA. SA f,, 6N-1”"’64’6-2 son N+ 3 valores de una
funcidn § en Los puntos 0,h,2h,...,No,(N+1)h, (n+2)h, con
h=x/N, x>0, N=1,2,..., entonces La g6rmula de aproxi-
macién G3 de La difenintegral de onden o en el punto x = Nh

es:
N-1

&
Rg ik} [woﬁo*wN-25N-2+“’N-16N-1*“’N5N WLEE FALE 5-1+j§1“’151’] to3)
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4
(%)
bn-1
| b 61 60
N /NN-Z e 6-1
i) NGha 2o13,95 anautsdecert 4 62
| T N——— I : I |
: ' ] ' | |
' | ] '
: [ : | ) !
| | ! 4
| I |
| i e« o . . | |
I I 1 | l
| s | ] | ]
} . l ! ! oy
xy =0 XN-1 XN-2 ottt e Rt Ay x.] X x
Figura 1
Nitense los valores afiadidos x-—l y x_2 cuando se aplica el algoritmo G3.
donde:
w, o= %(u+1)A4+ocA3+AZ (64)
_ (a,N-1)] N-1 N-2
Wy, = T’(N) e Ve e AL+ Ayl +Ag (65)
(a,N-1)[ N-1
- 66
Wy TR lasi-271 * A2 La)
S 0‘9N-1)
Wy TN A, (67)
w_z = A4 (68)
w_1 = aA4 + A3 (69)
_ (o, )] A A2 atf : :
wj, = F_(}F (;:j—ﬂ_+7+—_——j(j+1)(j+2) (§+2)A+(atf+1)A, (70)
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Demostracién.

dof £4m
dx%  Nsoo

y de la férmula de
puntos [2]:

§ (x+ph) ~ p(p- 1)(P

- a2t (71)
=‘§'°Z*2*%*‘ (72)
S 7
=-%+1a_2, (74)

N-1 . :
201 fEh e 299 (75)

interpolacién de Lagrange para cuatro

se deduce que

2)6_ p+1)(p 2)6 p(p+1)2(p-2)61+p(rg1)62,

x = x(1-4/N)
p =-al/2
h = x/N,
con lo cual:
§O0fx/N-ox/2N) VA (@) 6 1y g + Ay (@) 6+ Ag(a)§ g+ Ay ()6, (76)
donde
Aj(o) = a®/a8+a?/8 +a/6 (77)
2(a) =-a /16 -a"/4+a/4 +1 (78)
A o7 3 2
3(a) = a“/16+a"/8 - a/2 (79)
Aga) =-a®/48 +a/12. (80)
Reemplazando (76) en (75) y rearreglando la sumatoria
se tiene:

d° ¥ (a,k-1)
i i s OO Z

U aLk)

TRe2y 2(®) e
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o

(81)

N-2 N-3
(o, k+1) (o, k+2
+h;z.1 T ke 2) A3(a)6k_k=¥2 I"Ot(E“3))A4(°‘)6k][%

Nétese ahora que para:

R =-2: w_, = A4(a)

R =-1 :w_1 = aA4(a)+ As(u)
R =0: wo = O.Sa(a+1)A4(a)*-aAS(a)4-A2(a)
N . _ (a,N-1)
h = N : WN = —I:(TA1 ((1)
i} . (e, N-1)[ N-1
k= N-1:5 0y 43% 2¥m [a+N-2A1(a) *Az("‘)}
. ~ (a,N-1)T N-1 [ N-2 .
b= N-2:uy, = (‘*T(N)‘)[MN_Z[MN_SM(@ +A2(a)} As(a)]
ok A1) A | g ]
SR 1D laww 7 TG Gl T

((5+2)Az(a) + (a*j+1)A (),
con lo cual se completa la demostracidn. A

Para todos los propdsitos numéricos se tomd o = *+0.5
(semiintegral y semiderivada, respectivamente) y todo el
el trabajo computacional se hizo en Lenguaje Fortran de pun-
to flotante de doble precisién, para lo cual se utilizdé un
equipo Burroughs B-25 con rango de almacenamiento:

3.0D-39 a 1.7D-38 (Rango positivo)
-1.7D-38 a -3.0D-39 (Rango negativo).

Los algoritmos fueron probados con el conjunto de fun-
ciones: xs, x8, 1n(x), x1ln(x), para 35 iteraciones y con va-
lores de x comprendidos entre 0.001 y 100.00, estimdndose la
bondad de los mismos con la expresién del error relativo da-
da por Oldham y Spanier [12,pag.141].

En las péaginas que siguen se muestran tablas compara-
tivas de los valores numéricos obtenidos al aplicar los tres

algoritmos mencionados, notandose la mejoria que se presenta
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en el cidlculo de la semidiferintegral al aplicar el algorit-
mo G3, contidndose ademds con que una buena aproximacidn se
consigue con pocas iteraciones.

Cabe hacer notar que el pariametro opciém en el encabe-
zamiento de las tablas que siguen, se refiere a Semiderivada
si SD = -1 y Semiintegral si SD = 1.
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agradece a la Universidad Nacional Abierta, asi como a la
empresa UNISYS de Venezuela por la colaboracidn y el apoyo
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CUADRO COMPARATIVO DE LOS UALORES CONSEGUIDOS CON LOS ALGORITMOS
RL,62,63 ¥ EL VALOR EXACTO DE LA SEMIDIFERINTEGRAL DE UNA FUNCION
PARA VALOKES DE X ENTRE 0.001 ¥ 100.000

Nro. de Iteraciones :33
Funcion a Diferintegrar : x5
Opcion (S.D,=-1 x% § ],= 1) :-]

P=3

X VAL. SDI. VAL.ALG RL  VAL.ALG G2 UAL.ALG G3 ERR ALG RL ERR ALC G2 ERR ALG 63
001 .90850D-22  .891850-22  .90947D-22 .90924D-22 .18333D-01 .10678D-02 .81509D-03

2 .16446D-19  .16144D-19 ,164630-19  .16459D-19 .183330-01 .10678D-02 .81309D-03

004 .29770D-17  .29224D-17  .29802D-17  .29794D-17  .18333D-01 .106780D-02 .B1509D-03
006 .62296D-16  .61154D-16  .62363D-16  .62347D-16  .18333D-01 .10678D-02 .81509D-03
.008  .53889D-15  .52901D-15  .539470-15  .53933p-15 .18333D-01 .10678D-02  .B1509D-03
010 .28729D-14  ,28203D-14  .28760D-14  .28753D-14  .18333D-01 .10678D-02  .81509D-03
.020  .52006D-12  .510520-12  .52061D-12  .52048D-12  .183330-01 .10678D-02 .B1509D-03
040 .94140D-10  .92415D-10  .94241D-10  .94217D-10  .183330-01 .106780-02  .81509D-03
060 .19700D-08  .19339D-08  .19721D-08  .19716D-08 .18333D-01 .106780-02 .81509D-03
.080 .17041D-07  .16729D-07  .17059D-07  .170550-07 .18333p-01 .10678D-02 .81509D-03
100 .90850D-07  .89183D-07  .90947D-07  .90924D-07  .18333D-01 .10678D-02 .81509D-03
200  .16446D-04  .16144D-04  .16463D-04  .164590-04  .18333D-01 .10678D-02 .81509D-03
400  .29770D-02  .29224D-02  .29802D-02  ,29794D-02 .183330-01 .106780-02 .B1509D-03
600 .62296D-01 .61154D-01  .623630-01  .62347D-01  .18333D-01  .10678D-02 .81509D-03
.800  .53889D+00  .52901D+00  .53947D+00  .53933D+00  .18333D-01. .10678D-02 .815090-03
1.000 .28729D+01 .28203D+01  .28760D+#01 .28753D+#01 .18333D-01 .10678D-02 .81509D-03
10,000 .90850D+08  .89185D+D8  .90947D+08  .90924D+0§  .18333D-01 .10678D-02 .81509D-03
20,000 .16446D+11 .16144D+11  .16463D+11  .16459D+11 .183330D-01 .106780-02 .81509D-03
50.000 .15871D+14 .15580D¢14  .15888D+14  .15684D+14  .183330-01 .10678D-02 .81509D-03
.28760D+16  .28753D+16  .18333D-01 .10678D-02 .81509D-03

100.000 .28729D+16  .28203D+16
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Nro. de

CUADRO COMPARATIVD DE LOS VALORES CONSEGUIDOS CON LOS ALGORITMOS
RL,62,63 ¥ EL VALOR EXACTO DE LR SEMIDIFERINTEGRAL DE UHR FUNCIOH
PARA UALORES DE X ENTRE 0.001 Y 100.000

Iteraciones

i B
Funcion a Diferintegrar : X £n X

Opcion (S.D.=-1 WX §. 1.=1) 1 |

X
.001

.002

004
.006
.008
010
020
.040
060
.080
100
.200
.400
.600
.800
1.000
10.000
20.000
50.000

100,000

VAL. SDI.

.170390-03

.43701D-03

.110410-02

.18867D-02

.22498D-02

. 367520-02

.89201D-02

.210590-01

.34204D-01

.47764D-01

.61444D-01

. 127150400

. 227730400

. 27662D+00

.271030+00

.210910+00
.48105D+402
132700403
. 965880403

. 32533004

VAL.ALG RL  UAL.ALG 62 VAL.ALG G3 ERR ALG RL  ERR ALG G2
-.170650-03 -.17087D-03 -.17092D-03  .2035€D-02  .70207D-03
-.436020-03 -.43668D-02 -.43680D-03  .22528D-02  .748580-03
-.11013D-02 -.110320-02 -.11036D-02  .25220D-02  .80622D-03
-.188150-02 -.18851D-02 -.18857D-02 .27115D-02  .84680D-03
-.274200-02 -.27474D-02 -.27484D-02  .286420-02  .B7949D-03
-.36642D0-02 -.36718D-02 -.367320-02  .299500-02  .90750D-03
-.88890D-02 -.§9111D-02 -.89149D-02 .349020-02  .1(135D-02
-.20971D-01 -.21034D-01 -.21045D-01  .418{SD-02  .1i616D-02
-.34043D-01 -.34461D-01 -.34480D-01 .472950-¢2  .12789D-02
-.475150-01 -.47698D-01 -.47729D-01  ,S2144D-02  .13828D-02
-.61096D-01 -.61353D-01 -.61396D-01  .56649D-02  .14792D-02
-.12617D+00 -.12691D+00 -.127030+#00  .77427D-02  .19241D-02
-.224950400 -.22708D+00 -.227420+00  .122270-01  .28B45D-02
-.272150D+00 -.27545D+00 -.27607D+00  .18494D-01  .42263D-02
-.26315D400 -,269270+00 -.27023D+00  ,29060D-01  .64889D-02
-.19990D¢00 -.20850D+00 -.20984D+00  .52188D-01  .114420-01

.48453D+02  .4B167D+02  .48124D+02  ,72357D-02  .12833D-02

.18368D+03  .18286D+03  .18274D+03  .53887D-02  .88773D-03

.96977D+03  ,96646D+03  .96598D+03  ,40291D-02  .59659D-03

.32643D+04  ,32548D+04 32535004  .33833D-02  .45832D-03

ERR ALG 63
.45294D-03
.472880-03
.497570-03
.51496D-03
.528970-03
.540970-03
. 986400-03
.64984D-03
.700120-03
.744610-03
.78594D-03
.97658D-03
.13881D-02
.196300-02
.293250-02
.50546D-02
.397730-03
.228250-03
.10351D-03

. 442570-04
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