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Resumen

En este trabajo abordaremos las condiciones de necesidad y suficiencia
para la existencia de una medida invariante para el proceso estocastico

que da solucion a la ecuacion diferencial
dX = LXdt+dY, X eR",

donde Y = {Y(t) : t > 0} es un proceso de Lévy n-dimensional y L €
R™ ™ es una variacion de la matriz Laplaciana de un grafo G de n vértices.

L es una matriz que induce un sistema conservativo, es decir
d n
aZ}Q(lt) =0, t>0.
i=1

El objetivo es calcular la distribucion invariante y analizar la relacion

con la topologia del grafo G.
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Introduccion

Cuando estudiamos la dindmica de un sistema o fenémeno en la ciencia, es posi-
ble modelarla a partir de un grafo, donde cada nodo representa un individuo y las
aristas manifiestan la interaccion entre dos elementos del sistema. Ademés de la re-
lacion y comunicacion generada internamente, los individuos pueden verse afectados
por impulsos recibidos aleatoriamente por parte de agentes externos al grafo. Por lo
tanto, para cada instante de tiempo podemos indagar sobre la probabilidad de ocu-
rrencia de eventos sobre cada individuo, es decir, es una probabilidad que depende

del tiempo.

Quisiéramos saber si existe una distribucion ., asociada al sistema modelado tal
que sea invariante en el tiempo, en otras palabras, si inicialmente el sistema esta
regido por esa distribucion p.,, entonces el sistema se distribuye con ., en cual-
quier instante de tiempo. Adicionalmente, nos interesa saber si dicha distribucion

invariante tiene alguna relacion con la topologia del grafo que modela el sistema.

Este tipo de estudios es comun en diversas areas, por ejemplo, en [2] se plantea la di-
namica evolutiva de la estructura de una poblacién finita de dos especies regidas por
un proceso estocéstico, que es interpretado como la presencia de mutacion. Obtienen
una distribucién estacionaria que resulta ser para una de las especies, independiente
de la estructura de la poblacion. Otro ejemplo de aplicacion es en el area de hidrolo-
gia en [23], donde el modelo describe la evolucion de una red interconectada del flujo
entre las laderas y los arroyos en escalas de tiempo diarias; el sistema estocastico
es interpretado como eventos de precipitacion instantanea. Se obtiene una férmula
para la densidad invariante del flujo en funcién de los pardmetros geofisicos de la

red fluvial y las propiedades estadisticas del campo de precipitacion.

Para ser méas precisos, consideremos G un grafo conexo de n vértices y L = (1;j)nxn

una variacion de la matriz Laplaciana de G, dada por:



—1  si{i,jleEi=j

L, = deé;(j) si {i,j} € E,i#jy v es adyacente a v; (I.1)

0 otro caso,

donde deg(j) es el grado del vértice j.

Definamos X : Rt — R", tal que X;(t) representa cierta cantidad presente en el

nodo 7 en el tiempo t. Consideremos la ecuaciéon diferencial determinista
dX = LXdt, t >0, (I.2)

que se interpreta como la dindmica de un sistema que satisface para cada nodo j
> LiyX(t)=0, t>0, (L3)
i=1

es decir, cada vértice entrega a sus vecinos el total de la cantidad X;(¢) presente
X (t)
deg(j)
la Ecuacion (I.3), obtenemos un sistema conservativo, es decir, para todo t > 0 la

en el tiempo ¢; a su vez, este nodo recibe una cantidad de cada vecino j. De

cantidad total > | X;(¢) permanece constante.

Con el fin de modelar el caso donde los nodos reciben impulsos por parte de agentes

externos, consideremos ahora la ecuacion diferencial estocastica
dX = LXdt + dY, (L.4)

en la cual Y = {Y(¢) : t > 0} es un proceso de Lévy n-dimensional. En este pro-
yecto consideramos Y tal que EY'(t) = 0, para todo t > 0; es decir, el sistema
es conservativo en promedio. Resolviendo la Ecuacion (I.4), obtenemos el proceso

estocastico .
X(t) =X (0) + / LAY (r) ¢ >0, (1.5)
0

donde X es un proceso del tipo Ornstein—Uhlenbeck de acuerdo a la definicion dada

en el Capitulo 1.
La medida de probabilidad limite ., de X de acuerdo al articulo [14] es
t
flos 2 th [eLtX(O) +/ eL(t_T)dY(r)} : (1.6)
—00 0

. .. . d . . . L,
siempre que el limite exista, donde = significa que son iguales en distribucion.



La medida de probabilidad j., es invariante para el proceso X si, X(0) tiene distri-
bucién pis, es decir, X (0) 4 oo, implica que X () 4 oo, Para todo t > 0. Veremos

en este trabajo que la distribucion limite es invariante.

El objetivo de este proyecto es establecer las condiciones sobre el proceso Y, para
garantizar la existencia del limite (1.6). Posteriormente calcularlo y relacionarlo con

la topologia del grafo G.

Este tipo de problemas es estudiado en [26], cuyo resultado es obtenido en particular
para matrices L definidas positivas. En [14] se aborda el mismo problema de una

manera mas general.

Para el caso particular del presente proyecto, obtenemos que la matriz L definida en
la Ecuacion (I.1) tiene un valor propio A = 0 con multiplicidad uno. La existencia de
este va ligada a la condicion de conservacion de la cantidad presente en el sistema.
Este valor propio establece las condiciones que debe satisfacer el proceso de Lévy Y
para certificar la existencia de la distribucién invariante. Las principales condiciones
estan sobre las matrices de covarianza asociadas a la descomposicion del proceso Y,
las cuales deben ser semidefinidas positivas; esto significa que una de las coordena-

das el proceso Y puede conocerse a partir de las n — 1 restantes.

Para abordar el objetivo principal de este trabajo, en el primer capitulo citamos una
teoria preliminar requerida para el desarrollo del proyecto. Esto incluye resultados
de algebra lineal, teoria de grafos y procesos estocésticos. En la secciéon de algebra
lineal citamos resultados sobre matrices semidefinidas positivas y la descomposicion
Canoénica de Jordan. En teorfa de grafos definimos la matriz Laplaciana asociada
a un grafo. En la seccion de probabilidad y procesos estocasticos principalmente se
citan varios lemas que demuestran la existencia de una sucesion de medidas de pro-
babilidad {fx,}, tal que convergen a la distribucién limite f1o.; concluyendo ademés
que este es infinitamente divisible y puede ser caracterizado por medio de la Férmula
de Lévy-Khintchine 1.3.7. Ademas definimos en esta secciéon los procesos de Lévy y

la integral estocéastica.

En el segundo capitulo se citan resultados de la seccién de procesos estocésticos de
los preliminares con el fin de demostrar el Teorema principal 2.0.5, basados en [31].
En este teorema se exponen las condiciones de necesidad y suficiencia para la exis-

tencia de una distribucion invariante asociada al proceso estocastico (I.5). Para eso



se utilizé una descomposicion de R™ definida en la Ecuacion (2.0.22) y se obtuvo una
expresion de la funcion caracteristica de la distribucion invariante ji., en términos

de la matriz L y las componentes del proceso de Lévy Y.

Teniendo conocimiento de las condiciones para la existencia de po., en el tercer ca-
pitulo se aplican los requerimientos sobre un proceso de Lévy Y en particular, para
dar una expresion de la distribucion invariante del sistema modelado a partir de
la ecuacion diferencial estocéastica (I.5). Se obtiene una expresion en términos de la
topologia del grafo, en particular, de los valores propios de la matriz L definida en

(I.1). Ademas se calcularon el primer y segundo momento de fis.

Con el objetivo de comparar la teoria obtenida en este proyecto, en el dltimo capi-
tulo se exponen los resultados de simulaciones numeéricas para algunas familias de
grafos. Estos tipos de grafos fueron el estrella, el completo y el bipartido completo,
los cuales fueron seleccionados por la posibilidad de caracterizar tedricamente los
valores propios asociados a la matriz L y por los sistemas que estos pueden repre-
sentar; por ejemplo, el grafo bipartido completo es utilizado para el modelamiento de
problemas de recomendacion y citacion de autores, como en [15] y [7], asignacion de
tareas a personas |10], recrear la conectividad de dos tipos de habitat con su modelo
de seleccion y configuracion espacial [13], entre otras. El grafo estrella puede mode-
lar redes de abastecimiento de materias primas de una empresa. El grafo completo
puede representar problemas como los estudiados en [1], que recrea la competicion

de tres especies en un ambiente.

Para los tres grafos se realiza una comparacion de la distribucién invariante respecto
a cada tipo de nodo. Esto fue calculado numéricamente a través de la Transformada
inversa de Fourier discreta. Ademés se calcul6 la varianza para cada grafo, presen-
tando un analisis del cambio de la varianza respecto al tipo de nodo y la cantidad

de vértices que forman el grafo.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Conceptos de algebra lineal y ecuaciones dife-

renciales ordinarias

Si tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma

aXx

donde X € R*, A € R™"™ y condicion inicial X (0), entonces la solucion es
X(t) =eX(0), t>0, (1.1.2)

donde et se define en (1.1.3).

Definicién 1.1.1. Sea A una matriz n x n. Para ¢t > 0 definimos el operador lineal

exponencial de la matriz A
O pktk
At _ At
k!

k=0

(1.1.3)

Con el fin de caracterizar la exponencial de una matriz, vamos a utilizar una descom-
posicién de matrices. Antes de eso, citemos algunas caracteristicas de las matrices

semidefinidas positivas, cuya prueba se encuentra en [18].

Proposicion 1.1.2. Sea A una matriz real simétrica tal que el rango de A es r,

que en adelante escribiremos rank A = r. Lo siguiente es equivalente:

» 27 Ax > 0 para todo x € R".
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» Todos los valores propios son no negativos.
» A= B"B para algin B tal que rank B = r.
» Todos los menores principales dominantes de A son no negativos.

Lema 1.1.3. Una matriz A € R™"™ es semidefinida positiva si y solo si la parte

simétrica es semidefinida positiva.

Demostracion. Podemos reescribir la matriz A como

1 1
A==(A+AT)+ =
S(A+A) + 3

donde (A+AT) es la parte simétrica de Ay £(A—AT) es la parte antisimétrica de A.

(A —AT). (1.1.4)

Definamos S = 3(A — A”), entonces para x # 0
.CETSI' = insijxj = — inSjix]’
— -~

? (1.1.5)
= — ijSji.fEi = —I'TS.Z’.
i,J

De lo anterior obtenemos que 27 Sz = 0.

Por otro lado, como la matriz M = %(A+AT) es simétrica, entonces, por resultados
dados en [18], la matriz M es diagonalizable, es decir, existe matriz unitaria U y una
matriz diagonal D tal que M = UTDU. Adema4s, la matriz D se puede descomponer
como D = \/5\/5, donde v/D es matriz diagonal.

Teniendo en cuenta lo anterior, obtenemos para x # 0
Mz = 2T (UT\/E\/BU) x
— <\/5Ux)T (VDUz).
La Ecuacion (1.1.6) representa la norma del vector V' DUz; por lo tanto, obtenemos
I Max > 0.

(1.1.6)

Teniendo en cuenta lo anterior, para x # 0 se sigue
1 1
o' Ax = xTQ(A + ANz + §xT(A — A
1
= IT§(A + ATz > 0. (1.1.7)

Logrando asi el resultado esperado. v
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Definicién 1.1.4. Una matriz N € R™*" nilpotente de orden k es aquella tal que
NE-1 L0y NE=0.

El siguiente teorema es fundamental para el proyecto. El objetivo de este es extraer
una caracterizacion de la exponencial de una matriz A. La prueba de este teorema

se encuentra en [18| (Seccion 7.8).

Teorema 1.1.5 (Descomposiciéon Canoénica de Jordan). Para cada A € R™*"

con distintos valores propios o(A) = {1, A2, ..., A\s} y para P matriz no singular
dada por
| .
PS = |U1 ... Up—1 Upl|, (118)
| .
siendo {vy,...,v,} los valores propios de A, definimos la matriz A
()
J(A
PlAP=A= (%2) . . (1.1.9)
J(As)

Esta matriz A es diagonal por bloques, donde cada J(N;) = N(X\;) + M I con N()j)

matriz nilpotente dada por
N(\) = R (1.1.10)

La submatriz J(X\;) se denomina el segmento de Jordan asociado al valor propio \;.

Cada bloque es de la forma

Ji(A)

J(\) = 2) ) (1.1.11)

donde s = dim (A — \;I) y con

Ti() = . (1.1.12)



Teoria de grafos 8

El ndmero de bloques de tamano i X i es v;(\j) = ri_1 — 2r; + i1, donde 1, =
rank((A — N\, 1)%).

Teniendo en cuenta el Teorema anterior, de la definiciébn de exponencial de una

matriz, cada bloque e/t = erilteNit gatisface
_ex\it 6)\itt ex\itﬁ . e)\itﬁ
o k]
J(}\)t _ . . . t2
IOt — L e (1.1.13)
etitt
e}\it

Asi pues, por la forma de Jordan, la ecuacion (1.1.2) puede escribirse como
X(t) = Pdiag [’ .. /] P7IX(0) > 0. (1.1.14)

La ecuacion anterior nos servird para caracterizar el problema de interés dado en el

Capitulo 2.

1.2. Teoria de grafos

Un grafo es una pareja ordenada G = (V| F) tal que £ C [V]z, esto es, los elementos
de E son parejas pertenecientes a V. Los elementos de V' son vértices o nodos del
grafo G y los elementos de F son las aristas o lineas. El boceto de un grafo consta de
puntos que representan los vértices y se unen por medio de lineas correspondientes

a las aristas.

5

Figura 1.1: V = {1,2,...,7}, E = {{1.2} , {1,3} ., {1,4} , {1,5} , {1,6}, {1, 7}, {2,3} , {2, 4}}
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El ejemplo de la Figura 1.1 tiene 7 nodos y 8 aristas. Decimos que un vértice es
adyecente o vecino a otro nodo v si estan conectados mediante una arista. El con-
junto vecino o vecindad de un vértice v, denotado N(v) son aquellos vértices que
se conectan con v. De la Figura 1.1 el vértice 6 es vecino de 1 y el vecindad de 2 es
N(2) ={1,3,4}. El grado de un vértice v, denotado deg(v) es el nimero de aristas
incidentes a v. Del ejemplo del grafo dado en la Figura 1.1, deg(1) = 6.

Un camino es una secuencia de vértices de un grafo, siempre que exista una arista
entre cada vértice y el siguiente. Del ejemplo anterior, uno de los caminos que co-
nectan los vértices 2 y 5 es (2,4, 1,5). Decimos que un grafo G es conexo si para
cada par de vértices existe un camino de uno hacia el otro. El grafo de la Figura
1.1 es conexo y el de la Figura 1.2 es no conexo. Cada subgrafo conexo maximal lo

llamamos componente.

Figura 1.2: Grafo no conexo de 2 componentes

Dado un grafo G de n vértices, la matriz Laplaciana L= (Lj)nxn se define como

deg(i) si {i,jte E,i=j
li; =<1 —1 si {i,7} € E,i# jy v es adyacente a v; (1.2.1)
0 otro caso,

Del ejemplo dado por la Figura 1.1, la matriz Laplaciana asociada al grafo es

(6 -1 -1 -1 —1 -1 —1]
1 3 -1 -1 0 0 0
-1 -1 2 0 0 0 0
L=|-1 -1 0 2 0 0 0 (1.2.2)
-1 0 0 0 1 0 0
-1 0 0 0 0 1 0
-1 0 0 0 0 0 1]
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Si G es un grafo no conexo, entonces la matriz Laplaciana es diagonal por bloques,
donde cada bloque representa la matriz Laplaciana de cada componente. Veamos
un resultado referente a los valores propios de la matriz Laplaciana de un grafo G
dado en [12] (Seccion 1) y [17] (Seccién 2).

Proposicion 1.2.1. Sea G un grafo de n vértices. Si G es conexo, entonces el se-
gundo valor propio de la matriz Laplaciana satisface Ao > 0. Si A\; =0 y A\jyq1 # 0,

entonces el grafo G es no conexo y tiene i componentes.

Definicién 1.2.2. Sean G un grafo conexo de n vértices y L(G) := (lij)nxn dada

por la siguiente variaciéon de la matriz Laplaciana de G

1 si{ijleEi=j
si {i,7} € E,i# jy v es adyacente a v; (1.2.3)

L. = S
W) deg()

0 otro caso,

Veamos algunas caracteristicas de esta matriz L.

Lema 1.2.3. 5i G es un grafo conexo de n vértices, entonces L(G) tiene valor pro-

pio cero de multiplicidad geométrica uno.

Demostracion. Dado que G es conexo, entonces la matriz Laplaciana de G no es
diagonal por bloques. Por construccion de L(G), las columnas de la matriz suman

cero, es decir
L(G)"1 = 0; (1.2.4)

por lo tanto es una matriz singular. Como 1 es vector propio de L(G)T, entonces
cada i-ésima fila es combinacion lineal de las n — 1 filas restantes. En consecuencia
rank(LT) = rank(L) = n — 1. Luego, dim(ker(L)) = n — rank(L) = 1 , es decir, el
valor propio A = 0 tiene multiplicidad geométrica 1.

i

Proposicion 1.2.4. La matriz L(G) es semidefinida negativa.

Demostracion. La proposicion es equivalente a probar que —L es semidefinida po-
sitiva. Con base en el Lema 1.1.3, procedemos a demostrar que la parte simétrica
de —L es semidefinida positiva utilizando las equivalencias de la Proposicién 1.1.2.

Vamos a verificar que todos los menores principales dominantes son no negativos.
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Probemos entonces por induccion sobre el indice de la submatriz.

Para n = 2: Existen dos casos, si la arista v,v, existe o no. Denotemos

) 1 si{i,j} € E,i# jy v es adyacente a v; (1.2.5)
") 0 otro caso. o
Asi que el menor principal de la parte simétrica de —L es
1, 1
1 gy 1 _ _tvjvg
det {1 [ " deaw) | 4 L . deg(vﬂ” > 0. (1.2.6)
2 _ Mvjvg 1 2 __Tvv2 1
deg(v1) deg(v2)

Supongamos por hipotesis de induccidon que se cumple para k. De tal manera que el

menor principal de orden £k + 1 esta dado por

]l’Ulilk+1 ]l1lk+17}1 T

" 2deg(k+1) 2deg(1)

) :
det " _ . (127)

C Topvr Toguegy L. 1
L 2deg(1) 2deg(k+1)

Si realizamos operaciones elementales entre filas para que la dltima columna tenga

ceros en las primeras k£ filas, se sigue por hipotesis de induccion
det(—Liy1) = (—1)%**2 det(—Ly) > 0. (1.2.8)

Por lo tanto, los menores principales dominantes son no negativos. Por la Proposicion

1.1.2 obtenemos el resultado.

i

1.3. Teoria de la probabilidad

Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad. Una variable aleatoria es una funcion
X : Q — R" tal que X~ }(B) € F, para todo B € B(R"), donde B denota la sigma
algebra de Borel de R™. Definamos algunos atributos de la variable aleatoria X.

La distribucién px de X es la medida de probabilidad de Borel en R" dada por

px =Po X1 (1.3.1)

Definimos el valor medio o valor esperado de la variable aleatoria X

[E{X}:/QX(w)IP(dw):/ i (d). (1.3.2)

n



Teoria de la probabilidad 12

Establecemos también el p—ésimo momento de la variable aleatoria X dada por
E{X?}. Otro atributo de la variable aleatoria X es la funcién caracteristica
definida

ox(s) =E{e**}, seR"i=V-L (1.3.3)

Notese que ¢x(0) = 1. La transformada de Fourier de la distribucion de X es igual

fx(s) = /[Rn e ux (dz). (1.3.4)

Asi que en el presente documento, para referirnos a la funciéon caracteristica de X

usaremos ¢x O fix.

Si X y Y son variables aleatorias independientes, entonces puxy = px X py, donde X
denota la medida producto. Escribimos X I Y. La distribucién de X + Y satisface

ey (A) = (jx # py) (4) = / iy (A — 2)ux(dz), AeF, (1.3.5)

n

asimismo, la funcién caracteristica satisface

¢X+y(8) = ¢X(S)gf)y(8), s e R™. (136)

Otro resultado importante que se puede extraer a partir de las funciones caracteris-

ticas es el Teorema de Inversion de Lévy presentado en [28] (Corolario 6.13).

Teorema 1.3.1 (Teorema de Inversion de Lévy). Dos variables aleatorias tie-

nen la misma distribucion si y solo si tienen la misma funcion caracteristica.

Existe una relacion entre la derivada de la funcién caracteristica en s = 0 y el p-
ésimo momento de X citada en la siguiente proposicion, cuya prueba se encuentra
en [28] (Teorema 6.4) y [3] (Seccion 1.1.6).

Proposicion 1.3.2. Sea ¢ la funcion caracteristica de la variable aleatoria X € R".
Si E {]X|’“} < oo para k € N, entonces ¢ es k wveces diferenciable y ademds para
n=1,...,k

an

e (s)| =i"E{X]}. (1.3.7)

s=0
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Definicién 1.3.3. Una sucesion de medidas de probabilidad {su,}, converge dé-

bilmente a una medida p., si para toda funcién continua y acotada,

lim fdun:/fduoo. (1.3.8)

n—oo

Escribimos jt, = fioo-

El siguiente Teorema nos guiard en el establecimiento de las condiciones que deben
satisfacer las funciones caracteristicas de una sucesion de variables aleatorias para la

existencia de la distribucion limite. La prueba se encuentra en [28] (Teorema 1.1.14).

Teorema 1.3.4 (Continuidad de Lévy). Si {¢,}

caracteristicas y existe una funcion ¢ : R™ — C tal que ¢ es continua en s = 0,

. €8 una sucesion de funciones
y para todo s € R™ ¢p(S) = ¢ool(s) cuando n — oo, entonces oo €s la funcion

caracteristica de una variable aleatoria, es decir (i, = [loo-

Ya contamos con unos requerimientos para la existencia del limite de una sucesion
de medidas de probabilidad. Vamos a definir la siguiente caracterizacion de variables

aleatorias.

Definicién 1.3.5. Una variable aleatoria X se dice infinitamente divisible si para
cada n € N, existen n variables aleatorias independientes e idénticamente distribui-
das Yl("), YQ("), ., Y™ cuya suma tiene igual distribucion a la de X. Denotemos
4 para especificar que dos variables aleatorias tienen la misma distribuciéon. Por lo
tanto, para X escribimos

XLy 4. 4y ™ vneN (1.3.9)

n

De la definicion anterior podemos concluir que toda variable aleatoria cuya funcion
caracteristica sea una exponencial, es infinitamente divisible. Si la funcién caracte-
ristica esta dada por

ox(s) =e”? s R, (1.3.10)

podemos reescribirlo como

dx(s) ="M PO p e N s e R, (1.3.11)

~\~
n veces

donde cada e”*)/" = ¢y es la funcién caracteristica de una variable aleatoria Y;.

Como obtenemos el producto de n funciones ¢y. parai € {1,2,...,n}, entonces por



Teoria de la probabilidad 14

la propiedad dada en la Ecuacion (1.3.6), se sigue que las variables aleatorias {Y;}"_,
son independientes y por el Teorema de Inversion de Lévy 1.3.1 son idénticamente
distribuidas; concluyendo que X es infinitamente divisible. En la Secciéon 1.4 citamos

algunos ejemplos de este tipo de variables aleatorias.

Veamos ahora una formula que nos da una caracterizacion de las variables aleatorias
infinitamente divisibles de acuerdo a su funcién caracteristica. Primero definamos lo

siguiente.

Definicién 1.3.6. Sea 7 una medida de Borel definida en R™ — {0}. Decimos que

7 es una medida de Lévy si
/ min {|z|*,1} 7(dz) < oo. (1.3.12)
R —{0}

De la definicion anterior, si tomamos 0 < € < 1, entonces min {|z|?, ¢} < min {|z|? 1},
por lo tanto
7 ((—€,€)) < o0, Ve>0. (1.3.13)

Por lo cual, min {|z|>,1} puede ser reemplazado por cualquier funcién que tenga
un comportamiento cuadrético al rededor del cero y acotada en el complemento.
Ademas, en [3]| (Seccion 1.2.4) se puede verificar toda medida finita en R" — {0} es
una medida de Lévy. Teniendo en cuenta lo anterior, lo siguiente es equivalente para

definir una medida de Lévy

a2
m(dx) < oo. 1.3.14
/Rn_mmxv (dx) (1.3.14)

Veamos ahora la caracterizacion de las variables aleatorias infinitamente divisibles
y su funcién caracteristica. La demostracion del siguiente teorema se puede revisar

en [25] (Teorema 8.1). Denotemos

B, :={x eR":|z| <r}. (1.3.15)

Teorema 1.3.7 (Formula de Lévy-Khintchine). Una variable aleatoria X es
infinitamente divisible si y solo si existe una tripleta (a, R,m), donde a € R", R €

R™ ™ es una matriz semidefinida positiva y w es una medida de Lévy, tales que para
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todo s € R" la funcion caracteristica estd dada por

dx(s) =exp {Z (a,s) — % (s, Rs) + /[R"—{O} [6i<8’x> —1—i(s,z)1p, ()] W(dx)} :

(1.3.16)

Escribiendo la ecuacidn anterior ¢x(s) = e"®), llamamos n : R® — C como el Sim-
bolo de Lévy de X, escribimos Symb(X) = n.

Citemos ahora un resultado dado en [31| (Lema 3), en el cual se caracteriza la
convergencia de variables aleatorias infinitamente divisibles. Para eso tendremos en

cuenta el siguiente concepto.

Definicién 1.3.8. Una sucesion de medidas {u,}, es creciente si para todo A per-

teneciente a la o—é&lgebra de Borel de R y para todo n € N satisface

Tni1(A) > 7, (A). (1.3.17)

Teorema 1.3.9. Tomemos una sucesion { i, }n de distribuciones infinitamente divi-
sibles, tal que cada [1,(s) es representado a través de la Formula de Lévy-Khintchine
por medio de la tripleta (a,, R,,7,). Sea p una medida de probabilidad en R"™. En-
tonces , — p si y solo si p es infinitamente divisible y [ se representa a través
de la tripleta (a, R,7) obtenida de la Formula de Lévy-Khintchine, donde a, R, m

satisfacen las siguientes condiciones

I) Si f es acotada, continua y se anula en 0, entonces

|z? |z[?
/f@;) Wn(d;r:)—>/f(:c) (i) (1.3.18)

1+ |z 1+ |
II) Para s € R*,

(s,)°

1+ |x|?

(R,s,8) —I—/ (s, 7)° mn(dz) — (Rs, s) + 7(dx). (1.3.19)

1+ |z|?
Si {m,}, es creciente, entonces es equivalente a (R,s,s) — (Rs,s).

1) a, — a.
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1.4. Procesos de Lévy

Sean (2, F,P) un espacio de probabilidad y {X(¢) : ¢ > 0} coleccion de variables
aleatorias definidas todas en el mismo espacio de probabilidad. A esta sucesion la
llamamos proceso estocastico. Estos son utilizados para modelar la evolucion en

el tiempo de fendémenos aleatorios.

Definicién 1.4.1. Un proceso estocéstico { X (¢) : t > 0} tiene incrementos indepen-
dientes si X (t2)—X (1) 1L X (¢t1)—X (t0), para todo ty < t; < to. Los incrementos son

estacionarios si para cada t, la distribuciéon de X (s+¢)— X (s) es independiente de s.

Definicion 1.4.2. Y = {Y(¢t) : t > 0} es un proceso de Lévy si satisface

1) Y(0) =0 con probabilidad 1 (escribimos ¢.p.1),
11) tiene incrementos independientes y estacionarios,

1) X es estocésticamente continuo, es decir, para todoa >0y s >0

lim[P (| X(t) — X(s)| > a)=0. (1.4.1)
—S
1v) Las trayectorias son continuas por derecha y el limite por izquierda, denotado

como X (t7), existe c.p.1 para todo t > 0.

La condicién de incrementos independientes y estacionarios sobre los procesos de
Lévy implica que este es un proceso de Markov. La prueba de la existencia de una
medida de probabilidad que satisface las condiciones que definen un proceso de Lévy

se puede revisar en [25] y [3].

Vamos a establecer una de las caracterizaciones mas importantes de procesos de
Lévy que relaciona variables aleatorias infinitamente divisibles, su funcién caracte-
ristica y dichos procesos. Para eso tomamos un proceso de Lévy X y calculamos
la funcion caracteristica de X (t) con ¢ > 0. Para eso necesitamos el siguiente lema
dado en [3] (Lema 1.3.2).

Lema 1.4.3. Si X = {X(¢) :t > 0} es un proceso estocdsticamente conlinuo, en-
tonces el mapeo t — ¢x)(s) es continuo para cada s € R™, donde ¢px ) es la funcion

caracteristica de X (t).
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Teniendo en cuenta la Formula de Lévy-Khintchine, a partir de la siguiente pro-
posiciéon podemos concluir que para toda variable aleatoria infinitamente divisible
existe un Proceso de Lévy con la misma distribuciéon. La prueba esta basada en los
resultados de [3].

Teorema 1.4.4. Si X es un proceso de Lévy, entonces X (t) es infinitamente divi-
stble para cada t > 0. En particular, podemos escribir la funcion caracteristica de
X(t) de la forma

bx(p(u) =™y e Rt >0, (1.4.2)

donde la funcidn n es el simbolo de Lévy de X(1).

Demostracion. Por definicion X tiene incrementos estacionarios e independientes,

por lo tanto, para cada n € Ny t > 0 podemos escribir

() (1(2) (D) (03 (#52))

obteniendo que es infinitamente divisible. Por otro lado, por definiciéon de funcion
caracteristica y teniendo en cuenta que los incrementos son independientes y esta-

cionarios, podemos escribir para u € R" y t,s > 0

Px(t+s)(u) = E {ei“X(Hs)}
—F {eiu(X (t+s)—X(t)) ez’uX(t)}

—F {eiuX(s) ez’uX(t)}
= dx(s) (W) Px(r)(u). (1.4.4)

Por definicién de funcién caracteristica ¢x)(0) = 1. Dado que X es proceso de Lévy,
entonces es estocasticamente continua, asi que por Lema 1.4.3, ¢x(;) es continua.
Por resultados dados en [3], la tinica solucién a la Ecuacion (1.4.4) es ¢x)(u) =
e, Dado que X (1) es infinitamente divisible, entonces por la Férmula de Lévy-
Khintchine, 7 es el Simbolo de Lévy de X(1).

v

Dado un proceso de Lévy X = {X(¢) : ¢t > 0}, denotemos ¢x como el simbolo de
X(1). En adelante escribiremos el Simbolo de Lévy de X (t) como

Symb (X (¢)) = tSymb(X (1)) = tpx, t>0. (1.4.5)
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1.4.1. Ejemplos de procesos de Lévy

Los siguientes son procesos de Lévy:

Definicién 1.4.5. Sea W = {W(¢) : t > 0} un proceso estocastico con W(t) € R™.
W es un movimiento Browniano estindar con matriz de covarianza > € R™*" si

la funcion caracteristica de W (t) satisface

1
dw(s) = exp {t (—§STES> } , seR"t>0. (1.4.6)

W se caracteriza por W(0) = 0 c.p.1, el mapeo t — W(t) es continuo c.p.1, los
incrementos son independientes y estacionarios y W (t + s) — W(t) es distribuido

como normal con media cero y matriz de covarianza tI, escribimos N(0,t1).

Sean a € R" y ¥ € R™" simétrica y semidefinida positiva. Decimos que X es un
movimiento Browniano con deriva a o el cambio promedio de X y matriz de difusion

V'E | si la funcion caracteristica de X (t) satisface

dx(t)(s) = exp {t <Z (a,s) — %STES) } . seR"t>0. (1.4.7)

Podemos escribir X (¢) = at + v/SW (t). Los incrementos de X se distribuyen como
una normal con media ¢y y matriz de covarianza t¥ = tv/% - (VE)T.

Definicién 1.4.6. Sea A > 0. {N(¢) : t > 0} es un proceso de Poisson con inten-

sidad X si su funcién caracteristica satisface
On(s) =exp{M (e®—1)}, seR,t>0. (1.4.8)

N es un proceso estocastico que toma valores en N U {0}, es constante a tramos
y creciente, continuo por derecha y tiene incrementos independientes, tales que
N(t) — N(s) se distribuyen Poisson(A(t — s)), para t > s > 0. Decimos que N
tiene un salto en t si N(¢) > N(¢7). Los tiempos entre saltos siguen una distribu-

cion exponencial con parametro .

Definicién 1.4.7. Sean A > 0y {Y,, : n > 0} una secuencia de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas con Y,, ~ fy y con funcién caracteristica
¢y . Decimos que Z es un proceso de Poisson compuesto si la funciéon caracteristica
de Z(t) satisface

bz)(s) = exp{At (py(s) — 1)}, seR"t>0. (1.4.9)
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El proceso estocastico Z se puede escribir
N(t)

Z(t) =) Y, t>0, (1.4.10)
n=1

donde N(t) es una variable aleatoria que representa el nimero de saltos que han

ocurrido hasta el instante ¢.

1.4.2. Medidas aleatorias de Poisson

Sea X = {X(t) :t > 0} un proceso de Lévy. Sabemos que X es continuo y X (¢7)
existe. El proceso de los saltos AX = {AX(t) : t > 0} se define

AX(t) = X(t) — X(t7), t>0. (1.4.11)

Con el proposito de contar el niimero de saltos del proceso X de un tamano especi-

fico, definimos el siguiente concepto.

Definicién 1.4.8. La medida aleatoria de Poisson N asociada a los saltos de
X es
N(t,A) = Y 14(AX(s), t>0,A€B([R"—{0}). (1.4.12)

0<s<t
Por lo tanto, para A € B(R™ — {0}), N(t, A) es el numero de parejas (s, AX(s)) €
[0,¢] x A .

Para cadat >0y w € Q, N(¢,-)(w) es una medida de conteo en B(R" — {0}). Por

otro lado,
E{N(t,A)} = /N(t,A)(w)[P(dw) (1.4.13)

es una medida de Borel en B (R" — {0}). Denotamos m(-) = E{N(1,-)} como la me-
dida de intensidad de N. De acuerdo a resultados obtenidos en [3], 7 es una medida

de Lévy.

A partir de la siguiente proposicion podemos concluir que los procesos de Poisson

pueden ser construidos a partir de la medida de Poisson. Este resultado se sigue en

3],
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Proposicién 1.4.9. Si A € B(R" — {0}) tal que 0 ¢ A, entonces {N(t,A) : t > 0}

es un proceso de Poisson con intensidad w(A).

Sean f : R® — R"™ una funcién Borel medible y A € B(R" — {0}) tal que 0 ¢ A.
Definimos la integral de Poisson de f:

/Af(x)N(t,da: = Z FIAX (1) Laxwea- (1.4.14)

0<u<t

A través de la siguiente proposicion dada en [3], concluimos que un proceso de Pois-

son compuesto puede formarse a través de la integral de Poisson.

Proposicion 1.4.10. Sea A € B(R" — {0}) tal que 0 ¢ A. Para cada t > 0,
/ f(@)N(t,dx) es un proceso de Poisson compuesto tal que para cada s € R"

{exp[ < /f N(t,dz) >H = exp [t/A(d‘W> — 1) mp(dz)|,  (1.4.15)

donde Ty =mo f1,

Definicién 1.4.11. Sea N una medida de Poisson. Paracadat > 0y A € B(R" — {0})
tal que 0 ¢ A, definimos la medida de Poisson compensada

N(t,A) = N(t, A) — tx(A), (1.4.16)

donde 7(A) = E(N(1, A)) es la intensidad del proceso de Poisson {N(t, A) : t > 0}.

De acuerdo a resultados obtenidos en [3], { (t,A):t > O} es una martingala res-

pecto a la filtracién natural del mismo proceso X dada por F¥ = o {X(s) : s < t}.

1.4.3. Descomposicién de procesos de Lévy

Continuemos con otras caracterizaciones de los procesos de Lévy. El teorema ex-
puesto a continuaciéon nos proporciona una forma de escribir todo proceso de Lévy.
La demostracion del resultado se encuentra en [3|. En el presente trabajo nos res-

tringimos a procesos de Lévy con medida finita.

Teorema 1.4.12 (Descomposiciéon de Lévy-Itd). Si Y es un proceso de Lévy,

[R’N,XTL

entonces existe b € R™, un movimiento Browniano W, una matriz R € , UNG
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medida de Poisson N en RT x (R™ — {0}) y una medida de Lévy 7 tal que ,

xN(t,dx) +/ eN(t,dz), t >0, (1.4.17)

lz|<1

Y (t) = at + VRW (t) +/

|z[>1

donde N(t,-) = N(t,-) — tn(-) es la medida de Poisson compensada.

Los dos primeros términos los podemos interpretar como un movimiento Browniano
con deriva a y matriz de difusion v R. Ya sabemos que la primera integral representa
un proceso de Poisson compuesto y la ultima simboliza la suma compensada de saltos

"pequenos". Reescribiendo la Ecuacion (1.4.17), obtenemos

Y(t) = at + VRW (t) + /

xN(t,dxr) — x (m(dx)) . 1.4.18
[ Ve =t [ ). 4y

lz|<1

Notese que el primer y ultimo término de Y son deterministas; ademés en [3] se

puede verificar que las componentes que definen el proceso Y son independientes.

Por otro lado, recordemos que Y (t) es infinitamente divisible para todo ¢ > 0,
entonces, por Formula de Lévy-Khintchine 1.3.7, existe una tripleta (b, M, v), con
beR", M € R™" y v medida de Lévy, tal que la funcion caracteristica de Y'(1)

para s € R" satisface

Py )(s) = exp {z (b, s) — % (s, Ms) + /[R [ei<5’z> —1—i(u,s)1p (x)] u(d:n)} )

(1.4.19)

"—{0}

Si calculamos la funcion caracteristica de Y(1) a partir de la Definicion 1.3.3, tenien-
do en cuenta que las componentes de Y son independientes, obtenemos que a = b,
M = Ry m = v. Eso significa que toda variable aleatoria infinitamente divisible tie-
ne asociado una componente Browniana con matriz de covarianza R, deriva a € R”

y medida de Lévy .

1.5. Integracion estocastica

Centrandonos en el proceso X que se trabajara en el presente proyecto dado por la

ecuacion

t
X(t)—eLtX(O)Jr/ DGV (1), £ 0, (15.1)
0

donde Y es un proceso de Lévy; la pregunta que nos concierne en el momento es sa-

ber como resolver la integral de la ecuacion anterior. En particular, como computar
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integrales respecto al proceso estocastico Y. Este tipo de integral, se conoce como
Integral de It6. La cual se define inicialmente para un conjunto de funciones “sim-
ples” F': [0,00) — R™™ y finalmente se define la integral para el resto de funciones

via limite. Este resultado se sigue en [3] y [14].

Con el fin de obtener una expresiéon para el simbolo asociado a la integral de Ito,

definimos una funcion simple F': [0,00) — R™*"

o k k+1
k=0

La prueba del siguiente lema estd basada en resultados de [14].

Lema 1.5.1. Sea F una funcion simple y Y un proceso de Lévy n-dimensional,

entonces la integral de F' respecto a 'Y, dada por
t
Ie(t) = [ Py () i= 3 Fr)( () - Y ()
0 k

satisface
¢
E {eis'IF(t)} = exp {/ @y(FT(r))dr} , seR"t>0, (1.5.3)
0
siendo @y el Simbolo de Lévy de Y (1).

Demostracion. Definamos F7 : [0,00) — R™™, tal que F'7(t) es la traspuesta de la

matriz F'(t) para t > 0. Ya que F es una funcion simples, entonces :

fip(n)(s) = Eexp {is DY (re) — Y(m))}

k
= Eexp {z > FT(r)s - (Y (reg) — Y(rk))} .
k
Dado que los incrementos de Y son independientes, entonces:
fire(s) = [ [ Eexp {iF" (ri)s - Y (riea — ) }

k
=[] By sy (" (2)5).
k

Del Teorema 1.4.4 y por homogeneidad
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Ao (s) = [ [ exp { (i1 — r) oy (F7 (r)s) }

k

= exp {Z gpy(FT(rk)s)Ar}

Nuevamente, como F' es una funcion "simples", entonces

t
finio(s) = ep { [ e ar}
0
Lo cual demuestra el lema.

i)

Sean ||-||, la norma 2 de una matriz y H?(t, R"*™) el espacio de funciones tal que si

F € H?(t,R™"), entonces satisface

/OHF(S)HQdS < 00. (1.5.4)

En [14] se verifica que las funciones simples son densas en H?(t, R"*™). Asi que pode-
mos definir la Integral de It6 para toda funcion F € H?(t, R"*") via limite basados

en el articulo [14].

Teorema 1.5.2. Sea {F,}, una sucesion de funciones simples tal que
lim F,(s) = F(s), para todo s € [0,1], (1.5.5)
n—oo

entonces Ir, (t) converge en probabilidad para t > 0. Es decir, obtenemos que

tin o { [oeTonart —eo{ [orrinel. s

Ya conociendo la definicion de la integral de 1t6 para cualquier funcion, entonces
con el fin de analizar las componentes del simbolo de Ir(t) para F € H?(t, R"*"),

reescribimos para s € R" y ¢t > 0

Symb (Ig(t)) (s ):/ i(F(r)a, s>dr—1/ (F'(r)s, RF"(r)s) dr

/ /n_{o} WE(r)zs) 1 (F(r)z,s)1p, (qj)) m(dx)dr

+/0 /n_{o} i[(F(r)x,s)1p, (F(r)x) — (F(r)x,s)1g, (F(r)x)] m(dx)dr.
(1.5.7)
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Con el fin de agrupar los términos, definamos una nueva medida 7’

t
af = / F(r)mdr (1.5.8)
0
en el sentido que para cada A € B(R™) — {0}
t
' (A) = / F(r)m(A)dr. (1.5.9)
0

Por lo tanto, el simbolo de Ir(t) en términos de /" estd dado por

Symb (Ip(1)) (5) = i /0 t <F(r) [a + /[R e (Pl L, () w(dm)} ,s> dr
+ /[R » (9 — 1~ i (2, 5)1p, (x)) 7F (d2)

- %/0 (F"(r)s, RE"(r)s) dr.

(1.5.10)

Puesto que I(t) es infinitamente divisible para todo t > 0, entonces por Formula de

Lévy-Khintchine 1.3.7, obtenemos la tripleta
R, = /OtF(r)RFT(r)dr (15.11)
T = /OtF(r)ﬁdr (1.5.12)
a; = /tF(T) (a —l—/[R { }m 1B, (F(r)z) — 1p,(x)] W(dx)) dr. (1.5.13)
0 n{0

Esta caracterizacion del simbolo de I(t) esta basada en resultados del articulo [14].



Capitulo 2

Procesos del tipo
Ornstein—Uhlenbeck y su densidad

invariante

En el presente capitulo basados en el articulo [31], estudiamos las condiciones para
la existencia de una medida finita invariante de la soluciéon a la siguiente ecuacion

diferencial estocastica
dX = AXdt +dY (2.0.1)

donde A € R™*" es una matriz semidefinida negativa y {Y(¢) : t > 0} es un proceso
g

de Lévy n-dimensional.

Basados en la descomposicion de Lévy-It6 dada en la Seccion 1.4.12, Y se puede
reescribir

Y(t) = at+\/}_%W(t)+/

|z|>1

oN (¢, dr)+ / (Nt dz) — tr(dz)) t>0, (2.0.2)

|z|<1

[Ran

donde a € R"*, W es un movimiento Browniano con matriz de covarianza R € ,

N es una medida de Poisson y 7 es una medida de Lévy.

Definicién 2.0.1. Sea X un proceso de Lévy. Si () es una matriz cuyos valores
propios tienen parte real no negativa, entonces el proceso estocéastico que da tdnica

soluciéon a la ecuacion diferencial estocéstica

dY (t) = —QY (t)dt + dX(t), > 0. (2.0.3)

25
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es
t
Y (t) =e %Y (0) + / e~ Q=X (s) t>0, (2.0.4)
0

donde e79 es la exponencial de la matriz @) definida en la Seccién 1.1 y la integral
estocastica tiene sentido de acuerdo a la Seccion 1.5. Al proceso estocastico (2.0.4)

lo llamamos del tipo Ornstein-Uhlenbeck.

El proceso estocéstico de interés que tiene solucion a la ecuacion diferencial (2.0.1)
es

t
X(t) = eMX(0) + / A=Ay (r) >0, (2.0.5)

0
Por definicion, X es un proceso estocastico del tipo Ornstein-Uhlenbeck.

t
Denotemos Z(t) = / A= dY (1) como la componente estocastica de X y e4* X (0)

0
como la componente determinista de X. Del Teorema 1.5.2, el simbolo de Z(t), para
t > 0,s € R" satisface

Sy {(Z(0)} () = [ v ()
:/Oti<e’4ra, 5) dr—%/0t<s,eATReATTs> drt o
+ [ - (@~ 1= ite syt @) [ evmar) (as)
vi[{]f o (a6 0) — 15, 0) ), )

Con el objetivo de simplificar la Expresion (2.0.6), definamos
t
R / e ReA " dr (2.0.7)
0

t
e d—ef/ eArmdr (2.0.8)
0

a, /0 L <a n /R o [15,(e"2) — 15, (2)] ﬂd@) dr, (2.0.9)

donde la medida 7; satisface para funciones f : R® — R

/[Rn_{o} f(@)m(dr) = /Ot /"—{0} f(e* x)m(da)dr (2.0.10)

Asi podemos reescribir la Ecuacion (2.0.6), para s € R?

Symb {Z(0)} (5) = i o0 s) = 5 (5. Fes) + [ gy 7 = i) 1) ).

(2.0.11)
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Si la distribucion limite po, del proceso X definido en la Ecuacion (2.0.5) existe,
entonces por independencia de la componente determinista y estocastica, ji, estd

dada por

t—o00

t
lioo < 1{m {eAtX(O) +/ eA(tS)dY(s)] — ke, (2.0.12)
0

con v como la distribuciéon limite de la componente determinista y € como la dis-
tribucion limite asociada a la componente estocéastica. Queremos indagar entonces
sobre las condiciones que debe cumplir el proceso Y para que la integral y el limite
de la Ecuacion (2.0.12) exista. Asi que, a continuacion se plantearan resultados ba-

sados en el articulo [31] requeridos para el teorema principal.

Definicién 2.0.2. Decimos que p es una distribuciéon invariante para un proceso

estocastico X, si dado que X (0) L 11, entonces X(t) 4 1 para todo ¢ > 0.
La siguiente proposicion concluye que la distribucién limite es invariante.

Proposicién 2.0.3. 1) Una medida de probabilidad p es invariante para el pro-

ceso (2.0.5) si y solo si para todot >0y s €R"
t
7i(s) = fi(e*"'s) exp {/ @y(eATrs)dr} : (2.0.13)
0

11) Sean a,s € R" y vy medida de la componente determinista dada por e*X(0).

Si existen los siguientes limites

t t
lim exp {/ oy (A7 s)dr — z/ <6ATTS, a> dr} =€(s), (2.0.14)
t—o0 0 0

t
th’m Jo(e*"ts) exp {z/ <€ATTS, a> dr} =1(s), (2.0.15)
— 00 0
entonces v * € es invariante para (2.0.5) y v es medida invariante para & =
Az + a.

> PO , . d
Demostracion. 1) Dado que p es una distribucion invariante, entonces si X (0) =

p, se sigue que X (t) < u para todo ¢ > 0. De la definicion de funcion caracte-



28

1)

ristica de X (¢) cont >0y s € R",
¢X(t)(s) = [E{eiX(t).s} — [E{exp [ < AtX exp [ / A(t—s dY }}
=L {exp [@ <X(()) ATt exp {z/ A(t—s dY( )} }

(2.0.16)

Dado que p es distribuciéon invariante y las componente estocastica y deter-

minista son independientes, entonces por el Teorema 1.5.2 , se satisface para

seR"
Pxw(s) =E {exp [2 <X(t), eATt8>} } exp {/Ot gpy(eATrs)dr}
= ¢X(t)(6ATtS) exp {/Ot soy(eATTS)dT} . (2.0.17)

De la Ecuacion (2.0.15), para s € R™

t
l//\(eATus) _ tlim ];E)(eAT(t—i-u)S) exp {Z/ <6AT(T-|—u)S7 a> dT’}
o 0
= lim 7 (e? (tu) s) exp {z/ <eA Zs,a> dz—z'/ <€A Zs,a> dz}
t—o0 0 0
= 7(s) exp {—Z/ <6ATZ3, a> dz} . (2.0.18)
0

La ecuacion (2.0.18), se puede reescribir

7(s) = D(eA"s) exp {z /0 ' <6ATZS, a> dz} , (2.0.19)

asi que por literal (1) aplicado a ¢y (s) = i (a, s), obtenemos que v es invariante

para £ = Az + a.

De la Ecuacion (2.0.14), para s € R™

t t
ele?"s) = lim exp {/ oy (e T 5)dr —i/ <6AT(T+“)3, a> dr}
t—o0 0 0
t+u T u+t r
- lt11'1rn exp {/ oy (et Ts)dr — z/ <6A "s, a> dr}
—00 u "
= €(s) exp {— / oy (e s)dr + Z/ <6AT7"5, a> dr} . (2.0.20)
0 0
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Luego, para cada s € R"

vxe(s) =¢(s) v(s)

— e s) exp {/ oy (e s)dr — 2/ <6ATTS, a> dr}
0 0
D(e? "s) exp {2/ <6ATT5, a> dr}
0

Por literal (1), v % € es medida invariante del proceso definido en la Ecuacion
(2.0.5).

(2.0.21)

il

En adelante nos referiremos a la distribucion limite como la distribucién invariante.

El siguiente lema que compete la distribucién invariante de la componente deter-

minista complementa el resultado anterior. La prueba se encuentra en el articulo [31].

Lema 2.0.4. FExiste una medida invariante v para © = Ax+a si y solo si a = —Ab,

para b € R™. La medida v estd dada por (2.0.15) en la Proposicion 2.0.3.

Definamos el siguiente subespacio de R"
Ko = {z € R"|e™z — 0 cuando t — oo} . (2.0.22)

Tengamos en cuenta la descomposicion ortogonal dada por R” = Ky @ Kj para la

prueba del siguiente teorema.

Teorema 2.0.5. Sea X el proceso estocdstico definido en la Ecuacion (2.0.5), con
deriva a € R™, matriz de covarianza del movimiento Browniano R y medida de
Lévy ; entonces existe una medida invariante para X, si y solo si se satisfacen las

stquientes condiciones

1
/ <ReATts, eATts> dt <oo, seR"™ (2.0.23)
0

11) Descomponiendo a = a; + ag, donde ay € Ky y a1 € Kg; existe un vector
b € R" tal que Ab = —ay.

111) Eriste medida de Lévy 7y, tal que para toda funcion f continua, acotada y que

se anula en 0 satisface

) |z / |z
lim flx T (dx) = flx Too(dx), 2.0.24
Jin [ e = [ @ ), 2029)
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donde T, estd dado por (2.0.8) tomando t =m

1v) Eriste

lfm Ot eAr (a + /Rn{o} z (1p, (V) — 1p,(2)) W(dx)) dr. (2.0.25)

t—o00

Demostracion. Supongamos que i, es distribucion invariante para el proceso (2.0.5).
Por lo tanto, del literal (1) de la Proposicion 2.0.3 y de la caracterizacion de ¢y dada
n (2.0.11) obtenemos:

2
ATt )

‘:uoo ‘,Uoo

exp

2 exp{ O dr}
+2i {ag, s) — (s, Rys) }|

e eXp{ 5, Ris) +2 /[R g feos o) isin ) —1)7rt(dx)}'

= ‘//Ioo(eATts)

2

- ‘ﬁoo(@ATt exp < — (s, Rys) — 2/ { }(1 — cos <x,s>)7rt(dx)}
R"—{0

(2.0.26)

La igualdad (2.0.26) vale para todo ¢ en [0,00). En particular variando t en los na-
turales obtenemos una sucesion acotada satisfaciendo que el término ‘ﬁoo(eAT"s)‘Q
converge a 1 mientras que el término restante, denotado temporalmente como i, es
decreciente y coincide con la funcién caracteristica de distribuciones infinitamente
divisibles. Mé&s atn, como pu, es decreciente y acotado, es convergente y su limite
es la funcion caracteristica de una variable aleatoria p en virtud del Teorema de

Continuidad de Lévy 1.3.4.

Considere las tripletas (a,, R,, 7,) dadas por la Formula de Lévy-Khintchine (Teo-
rema 1.3.7) correspondientes a cada p,,. De esta manera, obtenemos que se satisfacen

las hipotesis del Teorema 1.3.9, por lo cual, existen los limites

, KN i

lim f(zx) Tm(dz) = f(z) Too (dT) 2.0.27
lim a, = ax (2.0.28)
n—oo

para toda funcién f continua, acotada y que se anula en 0. Por lo tanto se cumple

la condicion (111).
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Veamos ahora que la sucesion de medidas de Lévy {m,} es creciente de acuerdo a la

Definiciéon 1.3.8. Sea 2 perteneciente a la o-algebra de Borel de R™, entonces

T (Q) = / Lo(2)m,(dz) (2.0.29)

/ / Lo (e ) (da) dr (2.0.30)

_/ m(z: e €Q)dr. (2.0.31)

Dado que 7 (z : "z € Q) > 0, entonces m,4+1(Q) > m,(€); es decir, la sucesion de
medidas de Lévy es creciente. Luego, por el Teorema 1.3.9 tenemos que
lim (u, R,u) = (u, Roou), u € R", (2.0.32)
n—oo

por lo tanto, la condicion (1) se satisface.

Por otra parte, dado que o es invariante, entonces existe una medida v invariante

de la componente determinista. Por el Lema 2.0.4, la condicion (11) se satisface.

Veamos ahora que la medida de Lévy 7 esta soportada en Ky. Sea r > 0, por el

teorema de Fubini

/ / ]leq(eAtx)W(dx)dt:/ / 1pe(e™z)dtr(dz)
0o Jr—{0} Re—{0} Jo
_ / roo(dz). (2.0.33)

Dado que 74, es medida de Lévy, tenemos que la integral de la Ecuacion (2.0.33) es

finita. Por tanto
T {x eR™: / 1pe(ez)dt = oo} = 0; (2.0.34)
0

es decir, para z € R", tenemos ez — 0 cuando t — oo, por tanto la medida de Lévy
7 esta soportada en Kj. Sabiendo lo anterior, de la descomposicion R" = K, @ Ky,
tomando s € R” como s = sy + s, con sy € Ky y s1 € K+, el Simbolo de Lévy de

la funcion caracteristica de Y (¢) se puede reescribir
oy (s) = / [6“50“1’@ —1—i(sg + s1,2)1p, | m(dzx)
R —{0}
+i{ag + ay, so + s1) —

1 A
= i{ao, so) + i{a1, 51) — 5(357 s) +/ [0 — 1 —i(so, x)1p,] m(du).
rR»—{0}

(2.0.35)

(Rs, s)
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Adicionalmente, del literal (1) de la Proposicion 2.0.3, la funcion caracteristica de
X (t) para t > 0 debe satisfacer

t
fx(so+s1) = ﬁX(eATtso + eATtsl) exp {/ gpy(eATrso + eAT’”sl)dr}
0
~ ATy ATy 1 [ AT AT
= nx(e™ 'sp+e” “s1)exp —5/ <Re "s,e Ts> dr
0

t t t
—l—i/ <eATTsa0, so> dr + z/ <eATTsa1, 51> dr —|—/ goo(eATrso)dr} .
0 0 0

(2.0.36)
con
©o(so) = / [e<5°’x> —1—i(sp,x) 1p,| w(dz). (2.0.37)
R»—{0}
En particular, evaluando fix(so) y fix(s1) y escribiendo R,
ROO ROl
R, = Rtm Rtn , (2.0.38)
t t
obtenemos
1 t
fx(s1) = ﬁX(eATtsl) exp {—5 <Rt1151, 51> + z/ <eA’"a1, 51> dr} , (2.0.39)
0

t 1 t
Lx(sg) = ﬁX(eATtso) exp {z/ <eATa0, so> dr — 3 <R?OSQ, 50> + / goo(eATso)d'r’} )
0 0
(2.0.40)

De la Ecuacion (2.0.32), se sigue que

lim (R;'s,s) = (Rlls,s), se€R", (2.0.41)

t—o00

por lo tanto, si tomamos limite cuando ¢ — oo en la Ecuacion (2.0.39), sabiendo
que la medida p es invariante , entonces existe el limite

¢
lim fix (e 's;) exp {@/ {eMar, s1) dr} . (2.0.42)
0

t—o00

Ataq — 0, cuando t — 0o, por

Por otro lado, de (2.0.40), como ag € Ky, entonces e
lo tanto es integrable, es decir existe el limite
t

1im eAranr:/ e agdr. (2.0.43)
0

t—o00 0

Ademas, por resultado obtenido en la Ecuacion (2.0.32), se sigue que

lim (R}"s,s) = (RXs,s), s €R™ (2.0.44)

t—o00
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Por (2.0.43) y (2.0.44), concluimos que el siguiente limite converge

¢
lim fix (e o) exp {/ cpo(eATTso)dr} = €(s0). (2.0.45)
0

t—o00

Luego, por la Ecuacion (2.0.28), se sigue que la condicién (1v) se cumple.

Supongamos ahora que se satisfacen las condiciones (1) — (1v). Por condicion (111) se
sigue que la medida de Lévy 7 estd soportada en K. Sea 4 la medida invariante de
la componente determinista. De la condicion (11), existe b € R” tal que Ab = —ay,
entonces, por el Lema 2.0.4, se sigue que existe medida invariante v para © = Azx+a.

Luego, se sigue por la Proposicion 2.0.3

t
D(s) = lim 71 (e*""s) exp {z/ <eATT3,a1> dr} , seR™ (2.0.46)
0

t—00

Por otro lado, teniendo en cuenta los literales (1), (111), (1v) y de los resultados de

convergencia de la Secciéon 1.3, obtenemos que existe el limite

t t
€(s) = tlg]c[}o exp {/o oy (eX " s)dr — z'/o <eATrs, a1> dr} , seR" (2.0.47)

donde ¢y es el simbolo de Lévy de Y(1).

Finalmente, por la Proposicion 2.0.3, obtenemos que la medida fio, = € * I es inva-

riante para el proceso (2.0.5).

i)

Teniendo ya las condiciones para la existencia de la distribucion invariante, proce-

demos dar una expresion para [i.. De (2.0.47), para s € R"

€(s) = exp {@ (oo, ) — % (5, Roos) + /Rn{o} (e — 1 —i(s,z) 1p,) Woo(dx)} ;

(2.0.48)

con la tripleta (oo, Roo, Too) dadas por

oo — /0 h <6Ata + /R ¢ 1)~ 15,@) ﬂ(dm)) gt (2.0.49)

Ry = / e ReA Mt (2.0.50)
0

noo:/ et (2.0.51)
0
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donde 7., es medida de Lévy por hipétesis. Por lo tanto, concluimos por Férmula
de Lévy-Khintchine 1.3.7 que la distribuciéon invariante asociada a la componente
estocastica es infinitamente divisible. Por otro lado , si v es la medida invariante de la
componente determinista, obtenemos que la funcion caracteristica de la distribucion

invariante fi,, del proceso (2.0.5) para s € R" esta dada por

Loo(s) = V(S) exp {z (Goo, S) — % (s, RoS) + /[R"—{O} (ei<3’x> —1—i(s,x)1p,) Woo(d$)} :

(2.0.52)

Obteniendo una expresion para la distribucion invariante del proceso estocéstico
dado en la Ecuacion (2.0.5).



Capitulo 3

Aplicaciéon

En este capitulo vamos a aplicar los resultados obtenidos en el Teorema 2.0.5. Sean
G un grafo conexo de n vértices y X : R™ — R™, tal que X;(t) representa cierta
cantidad fisica del nodo i en el tiempo t. Sea L = (I; j)nxn la matriz de G dada por

la Ecuacion (1.2.3). Consideremos la ecuacion diferencial determinista

dX = LXdt, t>0. (3.0.1)

dX;(t)
dt

en el vértice con sus vecinos. Ademas se satisface

Para cada nodo j, se interpreta como el intercambio de la cantidad presente

D LiX;(t)=0 t>0, (3.0.2)
=1

es decir,
L1 =0. (3.0.3)

La caracterizacion del sistema dada por la Ecuacion (3.0.2) significa que cada nodo

entrega el total de cantidad que posee en el tiempo ¢ a todos sus vecinos de forma
Xi(t)
deg(4)
se obtiene un sistema conservativo, es decir, la cantidad total ") X;(t) permanece

de cada vecino 7. De lo anterior

equitativa. Este a su vez recibe una cantidad
constante en cada instante ¢.

Counsideremos la ecuacion diferencial estocéstica
dX = LXdt +dY, (3.0.4)

con condicién inicial X (0) = 0,, y donde Y es un proceso de Lévy n-dimensional tal
que EY (t) = 0, para todo t > 0 y esta dado por

Y(t) = VRW(t) + Z(t), t>0, (3.0.5)

35
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donde W es un movimiento Browniano con matriz de difusion vR € R™", Z es un
proceso de Poisson compuesto con parametro A > 0 y el tamano de los saltos esta
dado por la sucesion de variables aleatorias {A,}, independientes e idénticamente
distribuidas con A,, ~ fa para cada n € N, donde fa es Gaussiana multivariada
con media u = 0, y matriz de covarianza > € R"*", que puede ser escrita como
Y= \/E\/ET . Dadas las caracteristicas de Y, la ecuacion diferencial estocéstica se

puede escribir
dX = LXdt + VRAW (t) + dZ(t). (3.0.6)

Teniendo en cuenta que Y es un proceso de Lévy, entonces por Teorema de Des-
composicion de Lévy-Ito 1.4.12, existe vector a € R", matriz semidefinida positiva
R € R™"™ una medida de Lévy 7 y una medida de Poisson N tales que Y se puede
escribir

Y(t) = at + VRW (t) + /

oN (¢, dx) —t / pr(dn), £>0.  (3.0.7)
Rn—{0}

|z|<1

Por lo tanto, para el proceso Y en consideracion a = E {Zjl\ZKl} = 0,, la matriz de
covarianza del movimiento Browniano es R, la medida de Poisson N es la inducida

por el proceso de Poisson compuesto Z y la medida de Lévy 7 es
m(dx) = MNfa(z)dz. (3.0.8)

Verifiquemos que se satisfagan las condiciones para que 7 sea una medida de Lévy:

|=[? /
m(dr) < m(dx) = \ < 00. 3.0.9
/[R”{O} 1+ |zf? (dz) Rn {0} (dz) (3.0.9)

De acuerdo a resultados obtenidos en el Capitulo 1, el proceso estocéastico que da

solucion a la Ecuacion (3.0.4) es del tipo Ornstein-Uhlenbeck y esta dado por:

¢
X(t) = e X(0) +/ eL(t_s)dY(s) t>0, (3.0.10)
0

donde e es la matriz exponencial de L. Definamos e X (0) como la componente

t
determinista de X y / e =9 dY (s) como la componente estocéstica de X.
0

3.1. Convergencia

El objetivo se centra ahora en encontrar la funciéon de distribucion de probabilidad
invariante p, asociada al proceso X. Sabemos de la Ecuacion (2.0.12) que o esta
dada por
t
foe = lim {eLtX(O) + / eL(tS)dY(s)] ; (3.1.1)
%

o0 0
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por tanto, nos interesa indagar sobre las condiciones de convergencia de la compo-

nente determinista y estocastica dadas por el Teorema 2.0.5.

Con el fin de caracterizar la matriz exponencial de L, utilicemos la descomposicion
Canonica de Jordan de la matriz L basados en el Teorema 1.1.5. Sabemos que L es
una matriz semidefinida negativa por la Proposicién 1.2.4 y el vector propio A\, = 0
tiene multiplicidad uno por el Lema 1.2.3. Por lo tanto, si los valores propios de L
son {A1,...,A\n_1,0} y los vectores propios son {vi,...,v,_1,v,}, entonces por el

Teorema de Descomposiciéon de Jordan 1.1.5, la matriz P dada por

| .
P= v ... v,1 v, (3.1.2)

| I
es aquella que satisface L = PAP~!, con A = diag[J(\1),...,J(Au_1),0] y donde

J(A;) es el bloque de Jordan asociado al valor propio \;. Asi que podemos reescribir

el proceso X dado en (3.0.10) como

t
X(t) :PeAP_lX(O)—i—/ eH79dY (s) ¢ > 0. (3.1.3)
0

Si nos centramos en la componente determinista, dado que los valores propios de L

. . . . . Atrk
son no positivos, entonces para cada valor propio negativo se sigue que ek!t — 0

)\i)t

cuando ¢t — oo con k € Z>¢. Luego, cada bloque de Jordan et es tal que converge

a la matriz nula. Asi que el limite cuando ¢ — oo de la componente determinista es

_O n— n— O n—
lim eLtX(()) _ | Y(r=Dx(n-1) F(n-1)x1 X(0)
t—o00 I le(nfl) 1
= Pl (3.1.4)
Xn(0)

Conociendo ya el limite de la componente determinista, procedemos a indagar sobre
la convergencia de la componente estocastica de X basados en el Teorema 2.0.5.
Con el objetivo de simplificar calculos y teniendo en cuenta que las columnas de la
matriz P forman una base de R", entonces definimos la base Bp como la generada
por las columnas de P. Asi que para cada x € R”, el vector en la base Bp esta dado
por

=Pl (3.1.5)

Luego, la ecuacion diferencial (3.0.6) puede escribirse en términos de X:

dX = AXdt + VRAW () + dZ(t). (3.1.6)
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donde el proceso de Lévy en la base Bp es

Y(t) = PT'RW (t) + P Z(t) (3.1.7)
—VEW() + Z(t). (3.1.8)

La solucion a la Ecuacion (3.1.6) es
t
X(t) = eMX(0) + / M9 dY (s5), > 0. (3.1.9)
0

La matriz de covarianza de los incrementos asociada al movimiento Browniano en
la base Bp es R = P~'R (P_l)T y la matriz de covarianza de la intensidad de los
saltos es & = P~y (P~1)",

Cuando t — o0, la componente determinista tiende a

. 0
lm eMX(0) = | @ VX (3.1.10)

Para evaluar la convergencia de la componente estocastica del problema en la base
Bp, de acuerdo al Teorema 2.0.5 del capitulo anterior, debemos establecer condicio-
nes sobre la deriva @, las matrices de covarianza R y 3 del movimiento Browniano
y de la intensidad de los saltos respectivamente. Las condiciones se sintetizan en el

siguiente teorema.

Teorema 3.1.1. Para que exista una medida de distribucion invariante para el
proceso estocdstico definido en la Ecuacion (3.1.9), con Y un proceso de Lévy n-

dimensional definido en (3.1.7), es necesario que:
1) Las matrices de covarianza Y y R tengan ceros en las filas y columnas n.
1) E{A%} < co para cada n € N.

Demostracion. La presente prueba se basa en establecer las condiciones que se deben
satisfacer sobre el proceso de Lévy Y para la existencia de una distribucion invariante

basados en el Teorema 2.0.5.

1) Inicialmente vamos a establecer los requerimientos para satisfacer la Condicion

(1v) del Teorema 2.0.5, el cual requiere que exista

t—o00

lfm OteA’“ (d+/uen—{o}$ (1p,(e"x) — 1p, (7)) W(dav)) dr . (3.1.11)
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Veamos las condiciones que se debe satisfacer un vector s € R” para que el
Limite (3.1.11) exista. Dado que P es base de R", podemos escribir s € R™
como s = ZZ:1 ckUr, para ¢, € Ry 0; = P~lv; con v; vector propio de L y
i€ {1,...,n}. Por tanto,

Mg = M (Z ckﬁk)
k=1
=> M Py (3.1.12)
k=1

Si calculamos la integral de la matriz exponencial de A aplicada a vy, para
1 < k < n obtenemos

/0 (eArP_lvk)kdr :/0 <6Ati€\>kdr
= (=) (AT (k) + T(k + 1, —t\p)), (3.1.13)

donde k es el vector unitario en la direcciéon k y I' es la funcion Gamma. Y

cuando t — oo
/ (eMP7ly), dt = (=X)L (3.1.14)
0

Ahora, para v,:

¢ ¢
/ (eATP_lvn)n dr = / (eAtﬁ)n dr
0 0

=1

(3.1.15)

Por ende, cuando t — oo la integral de la Ecuacion (3.1.15) no converge. Es
decir, para que se cumpla la Condicion (1v) del Teorema 2.0.5, requerimos que

s € R" sea ortogonal a v,,.

Inicialmente nos vamos a centrar en
t
lim [ e (/ x (1p,(eMz) — 15, (z)) W(dI)) dr. (3.1.16)
t—=oo f Rn—{0}

Sabemos por resultados del Teorema 2.0.5 que la medida 7 esta soportada en

Ky, por lo tanto, satisface

s {x eR": / 1pc(e?z)dt = oo} = 0; (3.1.17)
0
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es decir toma los vectores x € R" tal que e’z — 0. Este limite lo podemos
reescribir en términos de la matriz A

lim PeMP~1z =0

t—o00

lim PeMi = 0. (3.1.18)

t—o0
Por caracterizacion de la matriz exponencial de A, el limite (3.1.18) converge
si y solo si T tiene cero en la componente n. Por lo tanto, para que exista el

Limite (3.1.16), requerimos que la medida 7 sea tal que
/ zr(dr) < oo. (3.1.19)
R"—{0}

Para el caso de la medida de Lévy definida en el presente proyecto dada en
(3.0.8), tenemos

/ zm(dr) = \EX < oo. (3.1.20)
R —{0}
Por lo tanto, se satisface la condicion para la existencia del limite (3.1.16).

Por otro lado, recordemos que a = 0 es el valor esperado de los saltos "pequenos"

del proceso de Poisson Compuesto Z. Como a debe ser ortogonal a v, enton-
ces la matriz de covarianza Y. de la intensidad de los saltos en la base Bp debe
tener ceros en la direccion del vector propio asociado a A\, = 0, es decir, la fila y
columna n debe tener ceros. Analizando este resultado desde el punto de vista

de la base original, de la definicion de ¥

. T

S =P E (P—Vi) , (3.1.21)
concluimos que la matriz V'Y debe satisfacer

Y P VEi=0, ie{l,...,n}. (3.1.22)
j=1

Antes de continuar con las condiciones de la matriz de covarianza R del movi-
miento Browniano, procedamos a verificar que la deriva a satisface la Condicion
(11) del Teorema 2.0.5. Sea

b= |1 (3.1.23)
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por lo tanto Ab = —a; = 0,,. Cumpliendo asi esta condicion.

Analicemos ahora las condiciones de convergencia sobre la matriz de covarianza
del movimiento Browniano . Requerimos por el Literal (1) del Teorema 2.0.5

que la siguiente integral converja cuando t — oc:
t
/ (eATReATTS) dr, jef{1,2,...n}. (3.1.24)
0 J

El producto matricial para la matriz exponencial de A y R esta dado por

_6J(>\1)t el (A1)t
Ar D ATy D
e Re™ " = (3.1.25)
e st el )T
1 1
i1 Ci2 ... Cip
Co1 C22 ... C2
= | R (3.1.26)
_Cnl Ce ’l:,m
k+m
donde los elementos c¢;; son combinaciones lineales del tipo 7 e(AH"\j)t,

m!k!
para k,m € N U {0}, los cuales dependen de la multiplicidad del valor propio

Ai ¥ Aj respectivamente. La integral de estos términos estd dada por

T i (k+m)l [ -1\
——— et gt — . 3.1.27
/0 mlkl© Klml \ N+ A (3.1.27)

Obteniendo asi que la integral de las componentes ¢;; converge en t. Dado que
wn € R, entonces obtenemos que este no converge en t. Por tal motivo, para ga-
rantizar la convergencia de la integral dada en la Ecuacion (3.1.24) requerimos
que la matriz de covarianza R del movimiento Browniano W debe satisfacer

R,, = 0.

5 T
Recordemos R = P~'v/R (P‘H/E) , donde VR es la matriz de difusion del

movimiento Browniano. Por lo tanto, para satisfacer la condiciéon R,,, = 0
requerimos que la n-ésima fila de la matriz P~'v/ R sea igual al vector fila de

ceros, es decir

Y PR =0, i€{l,....n} (3.1.28)
j=1
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Concluyendo que la n-ésima fila y columna de la matriz R debe ser igual al

vector de ceros.

Sabiendo las condiciones sobre la deriva @, el movimiento Browniano W y el
proceso de Poisson compuesto Z, concluimos que )7”(75) = 0 c.p.1 para todo
t>0.

Desde el punto de vista de la base original, las matrices de covarianza X de la
intensidad de los saltos del proceso de Poisson Z y R del movimiento Brow-
niano W deben satisfacer que las n—ésimas filas y columnas de las matrices
PIS(P~HT y PTIR(P™1)T sean ceros, es decir, sean semidefinidas positivas.
Lo anterior nos indica que existe una combinacién lineal de los elementos ma-
trices Ry X tal que es igual a cero, es decir, la cantidad presente en un nodo
se puede conocer a través de los demés vértices. Esto es consecuencia directa

de la propiedad conservativa del sistema.

11) Del Literal (111) del Teorema 2.0.5, para la medida 7, requerimos

ElR
L rdt < oo, (3.1.29)
re—fo} 1+ |7]

De la expresion de 7., tenemos

> et / / A2
7(dx)dt < ez ||*m (dx)dt (3.1.30)
/0 / n oy 1+ leMa]?” " {0}

Por resultados anteriores, sabemos que la medida de Lévy 7 estd soportada
en Ky. Ademés por las caracteristicas de la matriz exponencial de A y por

definicion de la medida de Lévy del presente proyecto dada en (3.0.8) se sigue

2

eAltxl
o] : 0o n—1
' 7(dx)dt —/ / e?ta?w(dr)dt
/0 /n—{o} ettty 0 ”—{0};
0

0o n—1
:/ A SME(X])dt. (3.1.31)
0

=1

Dado que \; < 0, entonces para satisfacer la Condiciéon (I11), necesitamos

E{X?} < co. Lo cual demuestra el teorema.
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i

Ya teniendo establecidas las condiciones sobre el proceso de Lévy Y para la existencia
de la distribucion invariante g, obtenemos por el Teorema 2.0.5 que fin, = € % 0,
donde € es la distribucién de la componente estocéastica y ¢ la distribucion de la

componente determinista. Para todo s € R”, tenemos
N 1 ~ ;
€(s) = exp {—— <s, Roos> + / (62(s,x> —1) Woo(dx)}
2 R"—{0}

L[~ T 5 AT > i(eATts e

= exp {——/ <eA ts, Re™ t8> dt +/ / (6< ea) _ 1) W(dx)dt}
2 /o o Jrr—{0}
1 00 5 0,

= exp ——/ <eATts, ReATt3> dt + )\/ (fA(eATts) - 1) dt ¢ . (3.1.32)
2 Jo 0

Por otro lado, conociendo el limite de la componente determinista dada por (3.1.10)
y teniendo en cuenta que la condicion inicial es el vector de ceros, entonces 5 =1
Por lo tanto, la funcion caracteristica de la distribucién invariante del proceso X

definido en la Ecuaciéon (3.1.9) es

1 00 5 o ,
Hz(s) =exp {——/ <s, eAtReATts> dt + )\/ (fA(eATts) - 1> dt} , seR"
2 Jo 0
(3.1.33)

Obtenemos entonces una expresion para la funcién caracteristica de la distribucion
invariante asociada al proceso X en términos de la matriz de covarianza del movi-
miento Browniano W, la funcién caracteristica de la distribuciéon de la intensidad

de los saltos y los valores propios de la matriz L.

Teniendo en cuenta lo anterior, procedemos a dar una expresién para la distribucion

invariante del proceso original (3.0.10). Para s € R"
fix(s) = fg(P's)
1 [e9) B oo ,
= exp {—5/ <PT5, eAtReATtPTS> dt + )\/ (fA(eATtPTS) - 1) dt}
0 0

1 & T T oo - T
= exp {—5/ <eA ts, Ret ts> dt + )\/ (fA(eA ts) — 1) dt}. (3.1.34)
0 0

Expresion en términos de la matriz de covarianza del movimiento Browniano R y la

funcién caracteristica de la distribucion asociada a la intensidad de los saltos.
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3.2. Primer y segundo momentos de la distribuciéon

invariante

El primer momento de una variable aleatoria corresponde al valor esperado o media
de la variable aleatoria. El segundo momento central de una variable aleatoria se

denomina varianza. Esta es una medida de la dispersion respecto a la media.

Para obtener una expresion del segundo momento de la distribuciéon invariante, nos
basaremos en la Proposicion 1.3.2 que relaciona la derivada de la funcion caracte-
ristica en s = 0 y los momentos. Por lo tanto, para calcularlo requerimos encontrar
el Jacobiano de la funcion caracteristica. Para computar las derivadas necesitamos

las siguientes proposiciones, cuyas pruebas se pueden revisar en el libro [24]:

Proposicion 3.2.1. Sea f(x,t) una funcion continua y |f(x,t)] < g(t) para todo
t > cytodo x € E. Supongamos g(t)dt converge, entonces f(z, t)dt con-
verge uniformemente para todo x € CE

o0

Proposicion 3.2.2. Si/ f(z, t)dt converge a F(x) para todo x, tal que a < x < b,

c

. 0 . Y . .
st fyfi= —f son continuas, iy Si / fi(z, t)dt es uniformemente continua para
0

ox

x € [a,b], entonces, para cualquier x € [a,b]

F/(@:%/OOO f(x,t)dt:/ooo fi(z,t)dt.

El resultado que caracteriza el primer y segundo momento asociado a la distribu-
cion invariante po, del proceso X definido en la Ecuacion (3.0.10) se sintetiza en el

siguiente teorema.

Teorema 3.2.3. Si iy, es la distribucidn invariante del proceso estocdstico (3.0.10),

entonces

1) E{X..(t)} = 0.

11) El sequndo momento satisface para cada nodo k

nolnzl Pl (Rﬂ + )\iﬁ)
= — . 3.2.1

E {Xgo(t)}k T 982
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Demostracion. 1) Si e representa el proceso en la distribucion invariante, en-

tonce su valor esperado esta dado por

E{X.(t)}=E {e“X(O) + /0 t eL(ts)dY(s)}

=0.

(3.2.2)

11) De acuerdo a las Proposiciones 3.2.1 y 3.2.2, necesitamos que la funcion f(s,t) =
<eAtPT5, ReAtPT5> posea una derivada acotada por una funcion en términos
de t, tal que sea integrable. Resaltamos que este célculo es equivalente para la
matriz 3. Para realizar este calculo debemos recordar que la matriz R tiene

ceros en la n—ésima fila y columna. La primera derivada parcial de f es

8 n n ~ -
8_5- =>>.> (Rkj + Rjk> eM N s (P Py + P Pot)

j=1 k<j m=1
NS

J/

B
n—1 n ~ (323)
+ 2 Z Z RjoijjSkBQ)‘jt .
71=1 k=1

J/

A;

Veamos ahora que satisface las hipotesis de las Proposiciones 3.2.1 y 3.2.2. Ya

que nos interesa conocer la derivada en cero, supongamos ||s;|| < 1.

of
851-

< A + [| B

= iZi (‘ﬂ’kﬁf%

j=1 k<j m=1

) €N (| PPy + [P P
(3.2.4)

n—1 n

+23° 3 |RigPs Py

=1 k=1

€2>\jt;

Recordando que la matriz R satisface que Rng. = Rm = 0, se sigue que (3.2.4)
queda una combinacion lineal de términos de la forma ke’ con k € Ry A; < 0.
Si definimos la Ecuacion (3.2.4) como ¢(t), entonces g(t) — 0 cuando t — oo,
por lo cual es integrable; asi que se satisfacen las hipotesis de las Proposiciones
3.2.1 y 3.2.2. Del razonamiento anterior obtenemos que la primera derivada

parcial de la funcion caracteristica es
on . A [ 1 ~
r_ iz (PTs) {—5/ (A; + B;) exp {—5 <6AtPTS, EeAtPTs>} dt
0

aSi
1 (S)
—-/ (Ai+Bi)dt].
2 0

(3.2.5)
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De lo anterior verificamos también lo que habiamos calculado en el literal ante-
rior para el valor esperado asociado a la distribucién invariante. Si evaluamos

en s; = 0, obtenemos que el primer momento es cero para todo i € {1,...,n}.

Continuemos ahora con el Jacobiano de la funcién caracteristica con el fin
de calcular el segundo momento de la distribucion invariante. Nos interesa
en particular conocer la segunda derivara parcial para la funcion f(s,t) =
<€AtPTS, }N%eAtPTs>. Sabiendo que R posee ceros en la fila y columna n, enton-

ces

82 n n—1 n n—1
Os éfs Z Z PZZPZ/JRﬂe it as)t + Z Z PszZJR]ze(/\ i ) (326)
2¥<y

=1 j5=1 =1 j=1

De acuerdo a las caracteristicas de R, en la Ecuacion (3.2.6) se tiene que \; +
A;j < 0 para todo 4,5 € {1,...,n}. Asi que definiendo esta ecuacion como
g(t), se sigue que g(t) — 0 cuando t — oo, de tal forma que es integrable. De
esta manera, se satisfacen las hipotesis de las Proposiciones 3.2.1 y 3.2.2 . En

consecuencia, el Jacobiano de la funcion caracteristica es

2~ A o0 ~
O _ I {_é / (A, + By) exp {—% <6AtPTS, EeAtPTS>} dt
0

0s,0s,  Os, 2
1 [ 1 (> of
—— A, + B))dt| + 11 (PTs) |—= dt
2/0 (4y + By) :|+MX( 5){ 2 ), 9s.0s,
A [ 1 -
+Z /0 (A, + B.)(A, + By) exp {—5 <6AtPTs, EeAtPTs>} dt
0o 1 ~
—é of expq —— <6AtPTs, ZeAtPTs> dt| .
2 )y 0s.0s, 2
(3.2.7)
Por lo cual, el segundo momento de la distribucién invariante es
82/\ n—1ln-1 szpkj (Rﬂ + )\Z]1>
E(X5% () = >3 (3.2.8)
85‘@ 5=0 =1 j—1 )\z + )\]

La expresion (3.2.8) es dada en términos de los valores propios de la matriz
L, la matriz P asociada a la descomposicion de Jordan de L y las matrices de

covarianza R del movimiento Browniano W y ¥ de la distribucién de los saltos.

il
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Ejemplos

De acuerdo al capitulo anterior, pudimos concluir que la distribucién invariante del

proceso

t
X(t) = M X(0) +/ eL(t_s)dY(s), t>0, (4.0.1)
0

dada en la Ecuacion (3.1.34), esta ligada a topologia del grafo, explicitamente a la
matriz P asociada a la Forma Canoénica de Jordan de L y a los valores y vectores

propios de L.

En el presente capitulo vamos a tomar tres tipos de grafos, con el fin de establecer

las condiciones para la existencia de la distribuciéon invariante de cada uno.

Basados en el Teorema 3.1.1, para cada tipo de grafo, requerimos determinar las ca-
racteristicas que deben cumplir las matrices de covarianza R del movimiento Brow-
niano y ¥ de la intensidad de los saltos, para satisfacer las hipotesis del literal (1)
del Teorema 3.1.1.

Respecto a la condicion (11) del Teorema 3.1.1, necesitamos que la distribucion de los
saltos satisfaga E {X?} < oco. Ya que estamos tomando una distribucién Gaussiana

multivariada, por resultados dados en [20], se satisface esta condicién.

4.1. Grafo estrella

Este tipo de grafo es un caso particular del bipartido. Se caracteriza por tener un

vértice conectado a todos los demés, pero no existe conexion entre los nodos de la

47
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periferia. En la Figura 4.1 se observa un ejemplo grafico.

Figura 4.1: Grafo estrella de 15 vértices.

La matriz L de este grafo de n vértices es de la forma

-1 1 1 ... 1
T

n—1

L= : ) (4.1.1)

‘H
|
—_

L 4 nXxXn

Proposicion 4.1.1. Los wvalores propios de L son 0,—1 y —2 con multiplicidad

geométrica 1,n — 2 y 1 respectivamente.

Demostracion. Por proposicion 1.2.3, el A = 0 es valor propio de L con multiplicidad
1.
Para verificar que A = —1 es un valor propio, se puede observar a continuaciéon que

la matriz L 4 I es singular

[ 0
=4 0 0 ... 0
L+I=|": - : (4.1.2)

|H
=}
=}

i
L

L 4 nXxXn

Puesto que la matriz tiene dos filas linealmente independientes, se sigue que rank( L+

I) =2, por lo tanto, dim(ker(L + I)) = n — 2, es decir, la multiplicidad geométrica
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del valor propio A = —1 es n — 2.

Por otro lado, para A\ = —2, la matriz L + 2I es singular y esta dada por

1 1 1 ... 1
1
11 0 ... 0

L+2l=|: . (4.1.3)
1
L0 . o

Como se observa, es posible escribir cada fila en términos de las n — 1 restantes, por
lo cual este valor propio tiene multiplicidad 1.

M
Basados en el Teorema de descomposicion de Jordan 1.1.5, para el valor propio
A = —1, el numero de bloques de tamafnio 1 x 1 es n — 2; por lo tanto, la matriz A

asociada a la forma de Jordan de L esta dada por
-2

-1
A= . (4.1.4)
0

- - nxn

Conociendo ya los valores propios, podemos continuar caracterizando los vectores

propios. Para A = —2, de (4.1.3) se sigue que el siguiente es vector propio
—(n—1)
1
1

n

De forma similar, para A = 0

vo = . (4.1.6)
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Por otro lado, para A = —1, si escalonamos la matriz (4.1.2), obtenemos
(1 0 0 ]
01 1.
L+I=1000 ... 0 (4.1.7)
Luego, los vectores propios son:
[0 ] [0 ] [0 ]
—1 -1 —1
1 0 0
Vg = 0 , Vg = 1 gy Up_1 = 0 (418)

En consecuencia, la matriz P asociada a la descomposiciéon candnica de Jordan de
L es

—(n—=1) 0 0 n—1
1 —1 —1 1
p—| 1 1 1 | (4.1.9)
1 1 1

- - nxn

Teniendo una expresion para la matriz P, queremos caracterizar P~! en la fila n.
Realizamos este procedimiento para definir las condiciones que deben satisfacer las
matrices de covarianza R del movimiento Browniano y ¥ de la distribuciéon de la
intensidad de los saltos basados en las Ecuaciones (3.1.22) y (3.1.28). Para calcular
la inversa utilizaremos el método de cofactores; por tal motivo, computamos inicial-

mente el determinante de P utilizando el siguiente lema:

Lema 4.1.2. S tenemos una matriz de la forma

B= . : (4.1.10)

kxk

con k > 3, entonces det B = (—1)F1k.
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ol

Demostracion. Probemos por inducciéon sobre el tamano de la matriz. Caso base, si

n = 3, entonces

-1 1
0 1};
1 1

(4.1.11)

se sigue det B = 3. Supongamos ahora que se cumple para k y probemos para una

matriz de tamano k£ + 1. Por lo tanto, el determinante es

—1 -1 1 —1 -1 -1
1 1 1 0
‘B’ — (_1)2k+2 + (_1)2kz+1 .
1 1k:><k 1 0 kxk
= (-DFE+1). (4.1.12)
Logrando el resultado. v

Proposicion 4.1.3. El determinante de la matriz P definida en la Ecuacidn (4.1.9)
es (—1)*12(n — 1)

Demostracion. Realizando operaciones entre filas, obtenemos que el determinante

esta dado por

1 -1 -1
i 1 1
|P|=(=1)""2(n—1)]. (4.1.13)
1 ! (n—1)x(n—1)
Por el Lema 4.1.2, el resultado se sigue. v

Proposicion 4.1.4. La n-ésima fila de la matriz inversa de P es de la forma

-1 __ 1 1
Pl=|1- .

D) T (4.1.14)

n

Demostracion. Calculando la inversa de la matriz a través de cofactores existen

cuatro posibles casos para la direccion de vy:

1.
n Pmn :
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ot _ (DR
n,n |P|
(4.1.15)
con
—(n—1) 0 0
1 —1 —1
|Pial=| 1 1 0 (4.1.16)
1 1 0 (n—1)x(n-1)
por lo tanto, el elemento P, ! es
1
pPl—_— 4.1.17
n Pn_l1 :
_1>n+1‘P1 |
pPl= ED™ [P 4.1.18
para
1 —1 —1
1 1
|Pa| = 1. (4.1.19)
1 1 (n—1)x(n—1)
Obteniendo entonces por el Lema 4.1.2
1
Pl=—" _| 4.1.20
. Pn}l :
_1>n+2|P2 |
Pl = ED™ P 4.1.21
para
—(n—=1) 0 0
1
| Pon| = . (4.1.22)
1 (n—1)x (n—1)
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Luego, se sigue que la componente P,,' de la matriz inversa es igual a
1

Pol=——.
"2 2(n—1)

(4.1.23)
] n’jl, para 2 < j < n. Realizando intercambio entre columnas, obtenemos la

misma submatriz para cada j, por lo tanto:
(=)™ P

Pl = 4.1.24
5 7 (41.24)
donde
—(n—-1) 0 ... 0 0
1 -1 ... =1 -1
|Pjn| = ) ) (4.1.25)
: 0
1 1 0 (n—1)x(n—1)
Luego, esta componente estd dada por
1
Pl=— 4.1.26
" 1) (4.1.26)
Obteniendo el resultado que se queria.
M|

Conociendo ya una expresion para P!, recordemos de la secciéon anterior del Teore-
ma 3.1.1, que para garantizar la existencia de la distribuciéon invariante requerimos
que la fila n de las matrices P~'v/ Ry P~'v/X deben ser igual al vector fila de ceros,
por lo tanto, para el caso del grafo estrella VR y v/ no pueden ser diagonales y,

ademés deben cumplir
> VR =0,
i=1
d VEii=0, je{l.2,...,n},
i=1

es decir, estas matrices deben sumar cero en las columnas y ser semidefinidas posi-

(4.1.27)

tivas.

Por otro lado, de los momentos de la distribucion invariante del proceso estocastico
(3.0.10) asociada al grafo estrella, obtenemos que la media es cero de acuerdo a
la Ecuacion (3.2.2). El segundo momento, con base en el resultado obtenido en la
Ecuacion (3.2.1) queda en términos las matrices de covarianza ¥ y Ry de los valores

propios caracterizados en la Proposicion 4.1.1.
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Teorema 4.1.5. La varianza para cada nodo k en términos de las matrices > Y R

se divide en tres casos

s Sik=1 )
Var(Xo (1)) = @(ﬁi + A2 (4.1.28)
s Sik=2
1(n—1)% - - Rty .
Var(Xao(H)k = 7 (R+ A9+ 5 (R+AD);;  (4.1.29)
- é S {(n — (R+ ) + (n ; D (R+ Af})lj}

n 513<k<n:

1 ~ = 17, = - - - 1~ -
Var(Xoo(t))r = Z(RJF/\E)HJrg [(R + A)g—11 + (R+ AZ)LH] +§(R+A2)k_17k_1.
(4.1.30)

4.1.1. Simulaciones

Teniendo caracterizada la informacion requerida para la existencia de la distribu-
cion invariante fio, y la varianza de esta para cada nodo, en esta seccién vamos a
analizar numéricamente el cambio que experimenta ., respecto al tipo de vértice y

al nimero de total de nodos del grafo.

Tomamos A = 1 como la intensidad del proceso de Poisson. Recordemos por el
Teorema 3.1.1 y la Ecuacion (4.1.27), que las matrices de covarianza del movimiento
Browniano R € R™*" y de la intensidad de los saltos ¥ € R™*™ asociadas al proceso
de Lévy son semidefinidas positivas y ademés tienen n — 1 grados de libertad. Para
la simulacion tomamos el caso VR = v/ con el fin de analizar el cambio que tiene la
varianza respecto al nimero total de vértices del grafo. La siguiente matriz satisface

la condicion (4.1.27) y tiene en cuenta los grados de libertad

1
n—1 (n—1)2 T (n—1)2
1

(n—1)2 n—1

VE=VR= : . (4.1.31)

-4 nXn
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La matriz es construida de esta manera para excluir los grados de libertad y para
que sea proporcional a la cantidad de nodos que conforman el grafo, con el fin de
tener una clara percepciéon del cambio de la distribucién invariante y su varianza
respecto al nimero de vértices. Ademaés, para otorgar a todos los nodos la misma

varianza y covarianza.

Para cumplir con el propoésito de esta seccion, se realizd inicialmente un histograma
obtenido a partir de simulaciones del proceso estocéstico X y se comparo con la dis-
tribucién invariante p.. Esta fue calculada a partir de la transformada inversa de
Fourier discreta, utilizando el algoritmo de Transformada Répida de Fourier. Para
la implementacion de este algoritmo, se realizé una discretizacion de la expresion de

llso Y posteriormente se interpolaron los datos obtenidos.

En la Figura 4.2 se puede visualizar la trayectoria de los dos tipos de vértices; en las
cuales las lineas verticales simbolizan los saltos del proceso de Poisson compuesto.
En la Figura 4.3 se observa la comparacion del histograma con la distribuciéon inva-

riante para los vértices de la periferia y el nodo central.

- ., » . 0.1}

00— s

SaF 01} - L Ul

Figura 4.2: Trayectoria para un grafo estrella de 10 vértices de (a) vértice central y

(b) vértice de la periferia.

A partir de la Figura 4.4 concluimos que si un sistema es modelado a partir de un
grafo estrella y el proceso de Lévy tiene asociado a si matrices de la forma (4.1.31),
entonces la distribuciéon invariante es igual para los vértices de la periferia y el nodo

central, es decir, la distribuciéon invariante es indiferente a la clase de nodo.

Analizando el resultado desde el punto de vista de la varianza asociada al nodo
central y nodo de la periferia, en la Figura 4.5 se observa que la varianza para

cada tipo de nodo tiene un cambio marginal respecto al incremento del nimero de
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-1.0 -0.5 0.5 1.0

bl

Figura 4.3: Histograma y distribucion invariante para un grafo de 10 vértices (a) del

nodo central y (b) del nodo de la periferia.

vértices. Esto se debe a la forma de creacion de las matrices VR y V3, las cuales
tienen en cuenta los grados de libertad. Ademés concluimos que las varianzas para
los dos tipos de nodos son aproximadamente iguales. Asimismo, en la Figura 4.5 se
incluye una comparacion de la varianza muestral y la obtenida a partir del Teorema
4.1.5.

Concluimos a partir de esta informacion que la distribuciéon invariante de (4.0.1)
para un sistema modelado con un grafo estrella, cuyas matrices VR del movimiento
Browniano y v/ de la distribucién de la intensidad de los saltos son de la forma
(4.1.31), la distribucion invariante es igual para los vértices de la periferia y del

centro y, ademas la varianza disminuye en menor escala a medida que el nimero de
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Z
[ \ —— Nodao de la periferia

f2r ) Nodo central

/I | K
-15 -1.0 05 05 1.0 15
(a)
|
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-2 _l1 1 2
(b)
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1t
-15 -1.0 —UI:S 05 1.0 15
(c)

Figura 4.4: Comparacién de la distribucion invariante de los dos tipos de nodo, para

grafos de diferente tamafio. (a) 10 vértices. (b). 50 vértices. (c) 120 vértices.

vértices aumenta.
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Varianza
8
0.010} ~
0.005{
.
e Analitica nodo central
0.001} [ ] Muestral nodo central
5 x 1074 t 8 4 Muestral nodo periferia
e e Muestral nodo periferia
1.x107} e
5.x107°} ®
- . ; ! N. de vértices
10 20 50 100

Figura 4.5: Varianza vs. Nimero de nodos

4.2. Grafo completo

Un grafo completo de n vértices satisface que cada nodo esta conectado con los res-

tantes n — 1 vecinos. En la Figura 4.6 se observa un ejemplo grafico.

Figura 4.6: Grafo completo de 5 vértices.

La matriz L de este grafo de n vértices es de la forma

‘H

1

—1
1

n—1

L=|: : . (4.2.1)

i
A
S
A

-1

1
n—1
-1 n—1

:‘
| [~
—

‘H
‘H
|

—

3‘
—
3\
—

4 nXxXn
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n

Proposicion 4.2.1. Los valores propios de la matriz L son 0 y —-"5 con mullipli-

cidad geométrica 1 y n — 1 respectivamente.

Demostracion. Por Proposicion 1.2.3, el valor propio A = 0 tiene multiplicidad 1.

_n_.

Analicemos ahora la matriz asociada a A = —-":

n

L+ I=1|: - . (1.2.2)

n—1
n—1 T n—1 nxn
Se observa que es una matriz singular, por lo tanto es valor propio. Ademas,
dim(rank(L + -51)) = n — 1.
M|

De acuerdo al Teorema de descomposicion de Jordan 1.1.5, el ntimero de bloques de
tamarno 1 x 1 asociado al valor propio A = —% es n — 1, luego, la matriz A asociada

a la forma de Jordan de la matriz L es

—n

n—1
A= o . (4.2.3)
n—1
0
nxn
El vector propio asociado a A = 0 es
1
vo= || . (4.2.4)
1 n
Por otro lado, para A = —-"-, procedemos a escribir la forma escalonada de la
matriz
1 ... ... 1
I n_, 0O ... ... 0 195
+ o1l | (4.2.5)
0O ... ... 0
concluyendo asi que los vectores propios son
[—1] [—1] [—1]
1 0 0
V1 = 0 , Uy = 1 B e 0 . (426)
0 0 1
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Por ende, la matriz P asociada a la descomposicion de Jordan de la matriz L que

representa un grafo completo es

-1 ... ... =11
1 ... ... 1 1
P=1|0o - : : (4.2.7)
O ... 0 1 1
- d nXn

Como hicimos en la seccién anterior, nos interesa conocer la fila n de P~1, ya que esta
nos dara las condiciones que deben satisfacer las matrices v'X asociada a la intensi-

dad de los saltos del proceso de Poisson compuesto v v/R del movimiento Browniano.

Teorema 4.2.2. La n—ésima fila de la matriz P! asociada a la descomposicion

de Jordan de la matriz L que representa el grafo completo satisface

n n

P;kl:[l l]n. (4.2.8)

Demostracion. Recordemos por el Lema 4.1.2 que el determinante de P es igual
a (—1)""'n. Utilizando el método de cofactores, para esta matriz P existen tres

posibles casos:

w P, conl<j<n:

(=) P

Pnj = —|P| (4.2.9)
donde

-1 -1 -1

0 0 0
]Pj =10 1 : ) (4.2.10)

1
0 0 (n—1)x(n—1)

Por lo tanto, el elemento de la inversa esta dado por

1
pPl== 4.2.11
. (42.11)

nj
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« Pl
—1 2n Pnn
po=t H | (4.2.12)
para
-1 -1 -1
1 :
| Pon| = . . : (4.2.13)
0 1 0 (n—1)x(n—1)
Por ende, este componente es igual a
1
P =—. (4.2.14)
n
n P;ll :
—1 2n
1
= _, (4.2.16)
n
Completando el resultado. M|

Debido a que la n—ésima fila de la matriz P~! es constante como en el caso del grafo
estrella, teniendo en cuenta las condiciones requeridas para las matrices VR y VX
dadas por el Teorema 3.1.1, concluimos que estas matrices no pueden ser diagonales

y deben satisfacer la Ecuacion (4.1.27).

Ya teniendo identificadas las condiciones que deben satisfacer las matrices VI y
VR, procedemos a analizar los momentos de este tipo de grafo. Sabemos que la

media es cero de acuerdo al resultado obtenido en (3.2.2).

El segundo momento, basados en la Ecuacion (3.2.1) depende de los valores propios

de L caracterizados en la Proposicion 4.2.1 y de las matrices P, ¥ y R.

Teorema 4.2.3. La varianza para cada nodo v en términos de las matrices X y R

se divide en dos casos

s Si2<i<n:

(fi + Ai) (4.2.17)
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n Sit=101i=2

Var(Xoo(t)): = >y (R+25) . (4.2.18)

4.2.1. Simulaciones

En esta seccién analizaremos numéricamente los resultados obtenidos, con el fin de
concluir la relacion entre la distribucién invariante y el nimero de vértices del gra-
fo. Como en el caso del grafo estrella, se realizaron simulaciones del proceso y se
comparo el histograma con la distribuciéon invariante, que fue calculada a través de
la transformada inversa de Fourier discreta a través del algoritmo de Transformada

Rapida de Fourier, tal como se realiz6 en el grafo estrella.

Tomamos A = 1 como la intensidad del proceso de Poisson. Para el caso del grafo
completo las matrices de covarianza del movimiento Browniano R € R™" y de la
intensidad de los saltos ¥ € R™*™ deben satisfacer las condiciones dadas por el Teo-
rema 3.1.1 y la Ecuacién (4.1.27). Por tal motivo, definimos v R = v/ dadas en la
Ecuacion (4.1.31).

Para el caso del grafo completo todos los nodos son iguales respecto a la estructura
del grafo. Ademaés, de acuerdo a la matriz definida en (4.1.31), los vértices tienen
igual varianza y covarianza; por tal motivo, expondremos resultados de un tnico

nodo.

En la Figura 4.7 se observa una comparacion del histograma y la distribucién inva-
riante; ademés se incluye la trayectoria asociada a un vértice, en el cual las lineas
verticales indican el instante de tiempo en el cual se presenté un salto del proceso
de Poisson compuesto. Por otro lado, en la Figura 4.8 se realiza una comparacion

de la distribucién en relacion con el nimero total de vértices.

En la Figura 4.9 se realiza la comparacion entre la varianza obtenida en el Teorema
4.2.3 y la muestral. A partir de esta grafica observamos que se presenta una leve
disminucién de la varianza respecto al incremento del nimero de nodos. Como en
el caso del grafo estrella, esto es debido a la construccion de las matrices VR y v
que fueron creadas teniendo en cuenta los grados de libertad y fue escalada con el

numero de nodos.
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De estos resultados podemos concluir que para los sistemas modelados a partir del
grafo completo, la distribucion invariante de (4.0.1) es igual para todos los vértices.
La varianza disminuye levemente cuando el niimero de nodos aumenta, siempre que
las matrices de covarianza R y Y del movimiento Browniano y de la distribucion de
los saltos respectivamente tengan en cuenta los grados de libertad, es decir, sean de
la forma (4.1.31).

bt
L ¥
01f [& olite
wey o . LA
o e ¥ & P
vl el R AP o 2 .
00f4 e SR T,
4 .o . EE] "
x3 | _‘-00_’. .-_.l. . '3 -‘I..‘\ 5 1
) .
rx. "t s
-0} N :
A ] i
_02f I
~
(a)
pas
7 |
1,
| -
-1.0 -0.5 0.5 1.0

(b)

Figura 4.7: (a) Trayectoria de un vértice perteneciente a un grafo de 10 nodos. (b)
Histograma y distribucién invariante de un nodo perteneciente a un grafo completo

de 10 vértices.
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-1.0 1.0
L " L L J
-1.5 -1.0 1.0
-15 -1.0 -05 05 1.0 1.5

()

Figura 4.8: Comparaciéon de la distribuciéon invariante para grafos de diferente ta-

mano. (a) 10 vértices. (b) 50 vértices.(c) 120 vértices
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Varianza

0.0501 ¢

0.010+ T

0.005F
o Muestral

Analitica
0.001¢ .

5.x107*F e

1.%x1074 ]

L ‘ . . N. de vértices
5 10 50 100

Figura 4.9: Varianza vs. Nimero de nodos.

4.3. Grafo bipartido completo

Un grafo bipartido es aquel cuyos vértices se pueden separar en conjuntos disjuntos
Ay B, es decir, las aristas crean conexiones entre los dos conjuntos. En particular,
para el grafo bipartido completo, todos los elementos del conjunto A estan conec-
tados con cada uno de los nodos de B y viceversa. En la Figura 4.10 se observa un

ejemplo grafico.

Figura 4.10: Grafo bipartido completo K5 ».

Si suponemos que la cardinalidad de los conjuntos A y B son k y r respectivamente,
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con k > r, entonces la matriz L del grafo estd dada por
_Ika (%)er
L= (4.3.1)
1
(;)T‘Xk‘ _Ir><7"

(k+r)x(k+T)

Proposicion 4.3.1. Los valores propios de L son —2,—1,0 con multiplicidad geo-

métrica 1,7+ k — 2 y 1 respectivamente.

Demostracion. El resultado del valor propio A = 0 se sigue de la Proposicion 1.2.3.

Por otro lado, para A = —1,

L+1=

kak

(&) ks

(%)rxk

07‘><7'

d (k+r)x (k+r)

(4.3.2)

es evidentemente una matriz singular, obteniendo entonces que este es un valor

propio. Se observa que tenemos dos filas linealmente independientes, asi que la mul-

tiplicidad de este es r + k — 2.
Finalmente, para A = —2,
1
Tixy (%) s
L+2] =
1
(;)rxk ITXT

Jd (k+r)x (k+r)

, (4.3.3)

de donde se observa que es posible escribir una fila en términos de las r + k — 1

restantes, asi que este es un valor propio y tiene multiplicidad 1.

i
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Basados en el Teorema de descomposicion de Jordan 1.1.5, el ntimero de bloques de

tamano 1 x 1 asociados al valor propio A = —1 es n — 2, obteniendo entonces que la

matriz A de la forma de Jordan asociada a la matriz L para este tipo de grafos es

-2

-1

-1
0

= (k+r)x (k+r)

(4.3.4)

Continuemos ahora con la caracterizacion de los vectores propios de la matriz L. El

vector propio asociado a A = —2 es

V1 =

- = k+r

(4.3.5)

Por otro lado, con el fin de caracterizar los vectores propios correspondientes a

A = —1 escalonamos la matriz L:

Por lo tanto los vectores propios son:

0 Ok:><7“
0
0,k 0 ... 0
| 0 T 0 4 (k4r)x (k+r)
__1 __1_
1 0
0
Vy = , , Vp = 1 — k
0
L 0 r+k L 0 dr+k

(4.3.6)

(4.3.7)
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o o
0 0
Ve+1 = | —1 —k+1 oo Uggr—1 = | —1 — k+1. (438)
1 0
0
L 0 dr+k L 1 drtk
Finalmente, el vector propio asociado a A = 0 es
(%),
Vo = (439)

k—+r

De lo anterior obtenemos que la matriz P de la descomposicion de Jordan de L es

1 1] 0 0
- .
b |k 1| o0 0
10 0 | -1 11

1
10 0 11

(r+k)x (r+k)

(4.3.10)

Como se ha realizado en las secciones anteriores, procedemos a caracterizar la fila

(r + k) de la matriz inversa de P. Para eso, utilizamos el método de cofactores.

Con el fin de facilitar el calculo del determinante de la matriz P, realizamos opera-
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ciones elementales entre filas y columnas extrayendo la siguiente matriz:

- 0 ... 0 0O ... 0 r
1 :
= ! ;
p_ — — (4.3.11)
07’><k 1
L 1 2- (r+k)x (r+k)

Obteniendo una matriz triangular superior por bloques, la cual tiene como determi-
nante el producto de las diagonales. Se sigue que el determinante del primer bloque
es (—1)¥*1r. Por otro lado, el segundo bloque de la diagonal tiene la forma de la
Proposiciéon 4.1.2, presentando una diferencia en la tltima columna, asi que el de-

terminante es (—1)"~12r. Por lo tanto,
det P = (—1)""2r2. (4.3.12)

Teorema 4.3.2. La n—ésima fila de la inversa de la matriz P de la descomposicion

canonica de Jordan de L satisface

Pl = [L L i} . 1313
nx 2r 2r (r+k) ( )
Demostracion. Dividimos en cuatro casos los elementos de la inversa:
I) Pr_—%lk,r—i-k :
o (=1)* %P ril
— ’ 4.3.14
r+k,r+k ‘P‘ ( )
donde
—r 0 0
_i 1
5 Orx(r—1)
_r 1
k
’Pr+k,r+k‘ = ;
-1 -1 -1
0r><k 1 0
1 0 (r—14k)x(r—1+k)

(4.3.15)
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por lo tanto

B 1
P lerir = TS (4.3.16)
H) Pr_—o—lk,l :
B (_1)r+k+1|PLr+k|
7”+1k‘,1 - |P| (4317)
=
: T(k—2)x (k—2)
.
-z 0 0 1
Pl =1 % 4.3.18
Poal =10 0 o (1:345)
1 : Ot 1)x(k—2)
1 1.0 (r+k—1)x (r+k—1)
por lo cual
_ 1
Pla= e (4.3.19)

111) Prjrlk ;o para 1 < j < k. Realizando operaciones elementales entre filas y colum-

nas de manera adecuada en la matriz adjunta, entonces:

_ (DB

-1
P = P (4.3.20)
para
-7 -1 -1
: 1 0
-z 1 0
k
| Pjrn| =
1 -1 -1
1 0r)x (k-1)
1 1
(r+k—1)x(r+k—1)
(4.3.21)
Asi pues, el elemento de la inversa estd dado por
1
1 o
P = o (4.3.22)
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V) Prjrlk’j, para kK + 1 < 7 < k + r. Realizando operaciones elementales entre filas

y columnas de manera adecuada en la matriz adjunta, se sigue:

(=1 Py

1 o
P = P (4.3.23)
donde
-7 -1 —1
: 1 0
—I 1 0
| Pjrsn| = - )
1 -1 -1 -1
1 0 O(r)x(k-1)
1 10 (r+k—1)x (r+k—1)
(4.3.24)
obteniendo finalmente
1 1
Pl = o (4.3.25)
Consiguiendo finalmente el resultado.
M|
Resaltamos que los vectores propios asociados a A = 0y a A = —2 pueden reescribirse
como
1 1
V1 = , Vg = . (4326)

- = k+r - = k+r

Asi que el resultado de la n—ésima fila de la matriz inversa P~! es equivalente a

Pn;l:[i L (4.3.27)

2k 214 (i)
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Sabiendo que la n-ésima fila de P! es constante como en los tipos de grafos estu-
diados anteriormente, obtenemos entonces que para garantizar las condiciones sobre
las matrices v/X y V'R dadas en el Teorema 3.1.1, estas deben satisfacer la Ecuacion
(4.1.27).

El valor esperado de la distribucién invariante del sistema que es modelado a par-
tir de un grafo bipartido completo es cero, de acuerdo a la Ecuaciéon (3.2.2). Y el
segundo momento que depende de los valores propios de L dados en la Proposiciéon

4.3.1, el parametro X y las matrices & y R se resume en el siguiente teorema.

Teorema 4.3.3. La varianza para cada nodo m en términos de las matrices X y R

se divide en cuatro casos

m Sim=1

Var(Xoo (£))m = e (R + AZ)H + % Zk: {(R + Ai)jl + (R + Ai)lj}

m 512<m<k

Var(Xeo(t))m = e (R + AZ) no 3Lk [(R * Ai)ml i (R " Ai) 1’”}

Ak?
41 (]:2 + A3
" (4.3.29)
s Sim=k+1
L i LR . ~ .
Var(Xao(t))m = 4 (7+ AZ)H 3> {<R+ AZ)ﬂ + (R+ AE)U}
| R kil J:Hi
+ 9 Z Z <R+)\E>ji
i=k+1 j=k+1
(4.3.30)
= Sik+2<m<r+k
Var(Xeo(t))m = 1 (R - Ai>11 " % [(é " Ai)ml " <R " Ai) 1m] (4.3.31)

4
+

DN | —
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4.3.1. Simulaciones

Tal cual como se realiz6 en la seccion 4.2.1, procedemos a analizar numéricamente la
relacion entre el niimero de vértices y el cambio que se efectiia sobre la distribucion
invariante. Definimos A = 1 como parametro del proceso de Poisson compuesto. Para
garantizar la existencia de la distribucion invariante asociada este tipo de grafo de
acuerdo al Teorema 3.1.1 y la Ecuacion (4.1.27), tomamos las matrices VR =X
definidas en (4.1.31), con el fin de analizar el cambio que tiene la varianza de cada
tipo de nodo respecto al nimero total de vértices. Dadas las caracteristicas de la

matriz (4.1.31), todos los nodos tienen la misma varianza.

Recordemos el grafo bipartido completo posee dos conjuntos de vértices disjuntos;

uno de ellos lo denotaremos con el conjunto menor y el otro el conjunto mayor.

En la Figura 4.11, se observan las trayectorias para cada tipo vértice, donde las
lineas verticales muestran la ocurrencia de un salto asociado al proceso de Poisson
compuesto. Y en la Figura 4.12 se observa la comparacion entre la distribucion in-
variante de los dos tipos de nodos con su respectivo histograma. La comparacion de
las distribuciones de ambos tipos de nodos se observa en la Figura 4.13 , a partir
de la cual concluimos que son aproximadamente iguales, independiente del niimero

total de vértices.

0.2}

01F ¢

-03F '.-‘:', _02fF

(a) (b)

Figura 4.11: Trayectoria para un grafo de 10 vértices de (a) vértice perteneciente al

grupo menor y (b) vértice perteneciente al grupo mayor.

En la Figura 4.14 se ilustra la comparacion de la varianza obtenida analiticamente a
partir del Teorema 4.3.3 y la varianza muestral. Ademas se puede evidenciar que la
varianza para los dos tipos de nodos disminuye levemente a medida que el nimero

de vértices aumenta. Este hecho, se debe a la seleccion de las matrices R y ¥ que
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Figura 4.12: Histograma y distribucién invariante de un grafo de 10 vértices para

(a) Vértice del grupo menor y (b) Vértice del grupo mayor.

fueron construidas teniendo en cuenta los grados de libertad.

Concluimos de esta seccién que la distribucion invariante para (4.0.1) de un grafo
bipartido completo posee una varianza que disminuye en pequena escala en relacion
a la cantidad total de vértices que forman el grafo, siempre y cuando las matrices de
covarianza del movimiento Browniano R y X de la distribucion de los saltos tengan
en cuenta los grados de libertad, es decir, sean construidas a partir de las matrices de

la forma (4.1.31). Ademas, la distribucién invariante no depende del tipo de vértice.
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Figura 4.13: Comparaciéon de la distribucion invariante de cada tipo de nodo para

grafos de diferente tamano. (a) 10 vértices. (b)50 vértices. (c¢) 120 vértices.
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Figura 4.14: Varianza vs. Nimero de nodos.
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Conclusiones

En este trabajo se estudian las condiciones de necesidad y suficiencia para la exis-
tencia de la distribucion invariante pi,, de un proceso estocastico X = {X(¢) : t > 0}
del tipo Ornstein—Uhlenbeck que modela la dindmica de un sistema conservativo en
un grafo. Por tratarse de un sistema conservativo, entonces la matriz L que repre-
senta la estructura del sistema es semidefinida positiva, cuyo valor propio cero tiene

multiplicidad geométrica uno.

El proceso X es generado por un proceso de Lévy Y = {Y(¢) : t > 0}, definido a
través de un movimiento Browniano con matriz de covarianza R € R™™ y un pro-
ceso de Poisson compuesto con parametro de intensidad A > 0 y distribuciéon de los
saltos Gaussiana multivariada con media cero y matriz de covarianza > € R"*". Las
condiciones sobre el proceso de Lévy Y para la existencia de p., fueron determinadas
principalmente por la conservatividad del sistema, es decir, por el valor propio cero.
Para garantizar la existencia de ji, se determiné que R y > deben ser semidefinidas
positivas y ademas deben satisfacer cierta condicién respecto al producto matricial

con la matriz P71, asociada a la descomposicion canonica de Jordan de L.

Para analizar numéricamente los resultados obtenidos, se tomaron tres tipos de gra-
fos diferentes. Para cada uno de ellos, las matrices de difusion vR y v deben
sumar cero por columnas para certificar la existencia de p.. Con el fin de estimar

la relacion entre la estructura del grafo y (o, se tomo el caso R = X..

Se expusieron graficas a partir de las cuales se concluyd que la distribuciéon inva-
riante asociada a las tres clases de grafos es igual para todos los nodos, pues no
se hace distincion alguna entre los tipos de vértices que conforman el grafo. Para
el grafo completo este es un resultado esperado, pues todos los vértices tienen la
misma cantidad de conexiones; por el contrario, para el grafo bipartido completo y

estrella esta es una conclusion singular, pues cada uno de ellos tiene diferentes clases
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de nodos de acuerdo a la conectividad.

Tomando matrices de difusién inversamente proporcionales al nimero de nodos,
encontramos que para cada tipo grafo la varianza escala con el nimero total de
vértices, esto nos indica que a medida que el nimero de nodos aumenta, la forma
de la funciéon de la distribucién invariante se va a agrupando respecto a la media.

Ademas la varianza es igual para cada tipo de nodo.

Resaltamos asimismo que (o, no es Gaussiana, a pesar de que todas sus compo-
nentes si lo son. De acuerdo a resultados del Capitulo 1, esto se debe a que su
funcion caracteristica no representa una Gaussiana. Esto nos lleva a concluir que las
componentes iniciales del proceso de Lévy que genera el proceso X determinan la
existencia de la distribucién invariante bajo ciertas condiciones dadas en el Teorema

2.0.5, pero no necesariamente tendra las mismas caracteristicas.

Este trabajo abre las puertas a analizar el caso de la distribuciéon invariante de
sistemas conservativos modelados por grafos aleatorios y por aquellos grafos deter-
ministas, en los cuales no es posible caracterizar todos los valores y vectores propios

de la matriz L asociada a cada grafo.
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