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Prologo

El objetivo del presente libro, es el de facilitar al estudiante de las carreras de ingenierfa, la
asimilacién clara de los conceptos matemaéticos tratados, pues es el fruto de un cuidadoso
andlisis de los ejemplos resueltos y de los ejercicios propuestos con sus debidas respuestas,
basado en mi experiencia como docente de la Universidad Nacional sede Manizales.

Desde luego que los escritos que se presentan no son originales, ni pretenden serlo, toda
vez que es una recopilacién organizada y analizada de diferntes textos y de mi experiencia
personal.

Este texto constituye un material de consulta obligada de los estudiantes, el cual les
genera un didlogo directo con el profesor.
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Capitulo 1
MATRICES

1.1 Definicion

Se llama matriz de tamano m X n, a un conjunto de m x n elementos dispuestos en
m filas y n columnas o una matriz es simpemente, un arreglo rectangular ordenado de
ndmeros.

Notacién:
Una matriz se representa simplemente con una letra maytscula y sus elementos con
letras minusculas entre un parentisis, como por ejemplo.

aipx a2 Q1n
a1 Aa22 Q2n
Amxn = y de forma abreviada A = (a;;)
ai1 A2 Ain
L Aml Am2 Amn |

Donde a;; es el elemento que esta en la fila 1 y columna 1, a2 es el elemento que
estd en la fila 1 y columna 2, ay, es el elemento que estd en la fila 1 y columna n, as; es
el elemento que estd en la fila 2 y columna 1, ass es el elemento que esta en la fila 2 y
columna 2 y en general a;; es el elemento que estd en la fila i y columna j de la matriz
A. A la matriz A,,«,, se interpreta como una matriz que tiene m filas y n columnas.

Ejemplo 1.1

2 3

La matriz Aoy = ( 51

0 a1 Qr2 a3 .
.| = tiene dos filas y tres columnas
t Qg1 Q22 Q23
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. . 1 3 7 1 . b21 b22 b23 bg4 .
La matriz Byyy = 8 5 3 2| 7| b bu bus bu tiene 4 filas y 4 columnas
7T -3 0 4 by iz baz bag
0 00 100
Las matricesC'=|10 0 0| D=0 1 0 tienen 3 filas y 3 columnas
0 00 0 01
la matriz E = ( 307 49 ) tiene 1 fila y 5 columnas
8
la matriz F = g tiene 4 fila y 1 columnas

1

Igualdad.

Dos matrices son iguales, si son del mismo tamano m X n y sus elementos situados en el
mismo lugar son iguales , es decir, A = B sisi a;; = b;; V 1, J.

Ejemplol.2<£1)) i)?’é(é i)? (é ji)_(é j)

Ejemplo 1.3 Hallar a, b, ¢, d,e y f de tal forma que las matrices
20 —2 3e+1 2 0 4 2
2b f 51=14005
a—2c a—d b5 4 1 5
En efecto

2a—2 =0, entonces a = 1,2b =4, entonces b =2,a—2c = 4 entonces c = _7, 3e+1=4

entoncese =1, f=0,a—d=1 entoncesd =0

1.2 Operaciones entre matrices Suma.

Dadas dos matrices A y B de tamano m X n, la matriz suma A + B, es otra matriz de
tamano m X n, que se obtiene sumando los elementos de A y B que ocupan la misma
posicién, es decir, se toma el elemento a;; de A y se suma con el elemento b;; de B, es
decir :
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Apsn + Bixn = (ag5) + (bi) = (a5 + bij)

(345 102\ _ (3+1 440 5+2) _ (447
A2X3+B2x3(o 2)*(314)(0+3 1+1 2+4)(326)

—_

2 6 9 0 38 -9 1 243 6+8 9-9 0+1
1 371 10 2 1 141 340 742 141
A+B=1 o 53 9|T|45 3 2| | 814 545 343 249
7 30 4 13 0 1 7+1 343 040 441
5 14 0 1
12 3 92
=1 -4 10 6 4
S 6 05

Propiedades de la suma.

Sea A,B y C matrices de tamano m X n, entonces

1. Clausurativa A+ B € M,xn(R)

2. Conmutativa A+ B =B+ A

3. Asociativa A+ (B+C)=(A+B)+C

4. El elemento neutro de una matriz A, es la matriz nula 0 ya que A+0=0+A=A4

5. La Inversa aditiva de una matriz A es —A, es decir, A+ (—A) = (-A)+ A =0



4 CAPITULO 1. MATRICES

Demostracién de la segunda propiedad.

Para demostrar la propiedad conmutativa se toma el elemento 75 de A + B que es
a;j + b;j = b;j + a;; que es el elemento ij de B + A

Ejemplo 1.4

145 2 3 5 142 443 545
A+B_(3 2 4)*(4 2 o)_<3+4 242 4+o)_

2+1 3+4 5+5\ (2 35 145\
(4+3 242 o+4>(4 2 o)+(3 2 4>B+A'
Ejemplo 1.5
2 3 1 2 241 3+2 3 5
A+B=1| 4 5 | + 3 1=144+0 543 | =1 4 8
6 8 2 4 6+2 8+4 8§ 12
1 2 2 3 1+2 243 3 5
B+ A= 31+ 45 )=10+4 3+5]|=1]4 8
2 4 6 8 246 448 8§ 12
luego
A+B=B+ A

1.2.1 Multiplicaciéon de una matriz por un escalar.

Dada una matriz A,,y, y un nimero real «, entonces el producto aA es otra matriz de
tamano m X n que se obtiene multiplicando cada elemento de A por « es decir,
aA = a (a;) = (aay)

. 145
SZA_(324)
)3145_3.13.43.5_31215
“ 3 24) \333234) {9 6 12

no—2(4 3 5) (3 O 30 - (% 3 )

Ejemplo 1.6

entonces
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Propiedades de la multiplicacién de una matriz por un escalar.

Sean «, § ntimeros reales cualquiera, entonces

1. a(A+ B)=ad+aB.
2. (a+pB)A=aA+ pBA
3. (af)A = a(BA)

4. 1.LA=A

Demostracién primera propiedad.

Para demostrar esta propiedad se toma el elemento ij de o (A + B) que es
a (a;; + bij) = aa;; + ab;; que es el elemento ij de a4, més el elemento ij de aB.

Ejemplo 1.7

145 041 18 6 3 24 18

3<A+B)_3K324)+(221)]_3<545>—(15 12 15>
145 041 3 12 15 0 12 3 3 24 18
3A+3B_3(3 2 4)+3(2 2 1)‘(9 6 12>+(6 6 3)_(15 12 15>

luego
3(A+B)=3A+3B

Ejemplo 1.8

145 5 20 25
2 (2+3)A_(2+3)(3 2 4)‘(15 10 20)

145 1 10 3 12 15
veavsa=a( gy )+s(h s 0)-(0 S 9)+(5 % 3 )-
(5 20 2
15 10 20

(2+3)A=2A4+3A

pO
B~ ot
I
o o
00

luego
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1.2.2 Resta

Sean A y B matrices del mismo orden m x n, entonces se define la resta de las dos matrices
como :

A—B=A+(-1)B

Ejemplo 1.9

3 2 4 6\ (3 2 -4 -6\ (-1 -4
56) \2s8) " \56)7(—2-s)7\ 3 =2
1.2.3 Multiplicacién de dos matrices AB

Dadas las matrices A de tamano m x n y B de tamano n X p, la matriz producto AB
es la matriz de tamano m X p, en la que el elemento situado en la fila i y en la columna j
de AB = C se obtiene multiplicando la fila i de la matriz A por la columna j de la
matriz B de la siguiente manera.

blj
bgj "
Cij = ((lﬂ aig...am) = ailblj + Clligsz + ...+ (lmbnj = E aikbkj
' k=1
by

Para multiplicar una matriz A por una matriz B, el nimero de columnas de la matriz
A, debe ser igual a el nimero de filas de la matriz B, y el resultado es una matriz C con
nimero de filas de A y columnas B, es decir,

Amxn anp - mep
Ejemplo 1.10

(2:31) "
104),,

1x4+0x14+4x0 1x24+0x1+4x3

_(1110)
4 14 ), .

O o
W = N

_(2x4+3x1+1x02x2+3x1+1x3)
2x2

3x2
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momole 111 (L 2 o 8 6 [ 1x5+2xT7 1x64+2x8Y _ (19 22
Jempro 2. 3 4 78 )\ 3x54+4x7 3x6+4x8 )\ 43 50

) 1 3 4

Ejemplol.12<2)x(3 4):(68)

Ejemplo 1.13 (3 4 ) x ( ; ) = (11)

Forma General

a1 a2 a13... QA15... Qi b11 b12 b13... b1j~-- blp
921 929 a93... agj... Aop, b21 b22 623... bgj... bgp
(0751 (07D) a;3... Qij... Qin bil big bzg bij .. bip

| OGm1 Gm2 Om3-.- Amg.-.. Amn | L bnl bng bng bn] bnp |

€11 Ci2 C13... Cij... Cip
Co1 Ca2 C23... Cgj... Cgp
Ci1 G2 C3... Cij... Cip

| Cn1 Cp2  Cp3. Cnj Cnp _

[ n n n n 7]
E 101 g a1zbr2 ... E a1;bg; g a1;brp
k=1 k=1 k=1 k=1
n n n n

a21;bp1 E aoibrz ... E 21 brj E 21 brep
k=1 k=1 k=1 k=1
n n n n donde
E b1 E aigbra .. E azkbk] E alkbkp
k=1 k=1 k=1 k=1
n n n n
E Anibia E nibra .. E nirj g ki
| k=1 k=1 k=1 k=1 |
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n

c11 = a11biy + aieboy + ... + a1nbp = g a1xbr1
k=1

n
c12 = a11bia + aigba + ...+ a1,bpe = E a1br2

k=1
n

Cij = ainbij + aigbg; + ... + Qinbn; = Zaikbkj
k=1
Ejemplo 1.14

2 3 45 ;1 ? (5) g :—Z 21 22 23 31 36
01 2 3| x 1292092 92|% 5 8 7 9 10
4 5 01 0111 1 31 18 21 35 44

donde
ci1=2*%44+3%x3+4x1+5x0=21

Clo=2*%*3+3%1+4%x2+5x1=22
c13=2%5+3x0+4%x24+5x1=23
Clu=2*%x64+3%x24+4%x2+5x1=231
Ci5 =2*%x7+3%x3+4%x2+5%x1=236

Se hace lo mismo con la sequnda y tercera fila.

1.3 Algunas Propiedades.

Sean AB € M,,«,(R) donde M,,y,(R) es cualquier matriz con m x n elementos reales;
a 'y [ escalares entonces.

1. (aB)A = a(84)
(a+B)A=aA+ A
1LA=A
A(BC) = (AB)C desde que se puedan multiplicar.

A(B+C)=AB+ AC

2
3
4
5. Al = 1A = A donde I es la matriz idéntica.
6
7. AO=0A=0
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Demostracién sexta propiedad.

Para demostrar esta propiedad se toma el elemento ij de A (B + C') que es

n n

Z aik(brj + crj) = Z aikbr; + Z @ik Chj

que es el elemento ij de AB mas el elemento ij de AC luego

A(B+C)=AB+ AC

Ejemplo 1.15 Dadas las matrices

20 1 101
A=|(3 00 B=|121 Hallar A+ B,Ax B,Bx A
511 110
En efecto
20 1 101 24+1 0+0 1+1 30
A+B=[30 0| + 121 |=(3+10+20+1|=|4 2
511 110 541 1+1 140 6 2
2 0 1 101 2-1 0-0 1-1 1 0
A-B=[300 |- [(121]=[3-10-20-11|=]2 =2
511 10 5-1 1—-1 1-0 4 0
2 0 1 101 312
AxB=[300|x |1 21]=(303
51 1 110 736
101 2 0 1 701 2
BxA= | 121 ]|x|300]=(1312
110 511 01
30 2 30 2 21 4 8
(A+B?’=[4 21 |x[421]|=]2 6 11
6 2 1 6 2 1 32 6 15
1 0 0 1 0 0 1 00
(A-B?=12 -2 -1 | x| 2 -2 -1 |=| -6 4 1
4 0 1 4 0 1 8 01
31 2 31 2 26 9 21
(AxB?=1303|x|303]|=[3 12 24
736 736 72 25 59
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Ejemplo 1.16 Si

101
A=101 0 verifique que
00 1
1 01 1 01 10 2
A2=1010|x|lO010]|=|01o0
00 1 00 1 00 1
1 0 2 1 01 103
AB=A2xA=1010|x|lo0o10o]l=(010
00 1 00 1 00 1
1 0 n
A= 0 1 0
00 1

Ejemplo 1.17 Una fabrica produce dos modelos de lavadoras: A y B, en cada uno de los
tamanos grande, pequeno y mediana. Produce diariamente 400 grandes , 200 pequenas y
50 medianas del tipo A, 300 grandes, 100 pequenas y 30 medianas del tipo B, la del tamano
grande gasta 30 horas de taller y 3 horas de administracion, la del tamano pequeno gasta
20 horas de taller y 2 horas de administracion,la del tamano mediano gasta 15 horas de
taller y 1 hora de administracion, represente la informacion en matrices. En efecto:

Matriz de produccion

modelos grande pequeno mediano
A 400 200 50
B 300 100 30

Matriz de coste en horas

taller administracion

grandes 30 3
pequeno 20 2
mediano 15 1

Matriz que expresa las hora de taller y de administracion para dada uno de los modelos

400 200 50 o 38 g (16750 1650
300 100 30 15 1 -\ 11450 1130



1.4. ALGUNOS TIPOS DE MATRICES. 11

Ejemplo 1.18 Una empresa de muebles fabrica tres modelos de estanteria: A,B,C en
cada uno de los tamanos grande y pequeno. produce diariamente 2000 estanterias grandes
y 4000 pequenias del tipo A, 5000 grandes y 3000 pequenas del tipo B, 4000 grandes y 6000
pequena del tipo C. Cada estanteria grande lleva 20 tornillos y 6 soportes y cada estanteria
pequena lleva 12 tornillos y 4 soportes, en cualquiera de los tres modelos, represente esta
imformacion en matrices.

En efecto:
grandes pequenas modelos
2000 4000 A
5000 3000 B
4000 6000 C
tornillos  soportes tipo
20 6 grande
12 4 pequena

la siguiente matriz expresa el numero de tornillos y soportes para cada modelo de estante-
ria

2000 4000 20 6 88000 28000
5000 3000 < 19 4 ) = | 136000 42000
4000 6000 152000 48000

1.4 Algunos tipos de matrices.

1.4.1 Matriz Cuadrada de tamano n.

Una matriz A se dice cuadrada de tamano n , si el niimero de filas es igual al mimero de
columnas , es decir si m = n. La diagonal de una matriz cuadrada son los elementos
ai1, G2, a33,...0n, de A y la traza de A se define como la suma de los elementos de la

diagonal, es decir, traza de A = a1; + aoo + a334... + apn

Se define : A% =1, A" = A"A AT A™ = AmT™
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2 3 4 310 5 s
Ejemplo 1.19 Las matirces A = | 0 1 2 B = C =
45 0 1 2 2 2 5 6
01 11
son matrices cuadradas, la traza de A=2+1+0=3, la traza de B=44+1+2+1=38,
la traza de C =3+6 =9
Matriz no Cuadrada
Es una matriz que no cumplen con la condicién anterior.
2 3 310 2
Ejemplo 1.20 Las matirces A = | 0 1 B = 1 2 2 2 C = ( 3 2 ) son
4 5 01 11
matrices no cuadradas, pues el orden de la matriz A es de 3 X 2, (tres filas,dos columnas),

elde Bes3 x4 yeldeCesdel x2

1.4.2 Matriz Idéntica.

Es una matriz cuadrada,se nota por I y es la matriz que tiene unos en la diagonal y cero
fuera, es decir, A se dice que es la matriz idéntica sisi

[ lsii=j
YT 0sii# g

Ejemplo 1.21

a1; a1 a3 1 00
A= 921 Q922 Q923 = 010 =1
31 a3z 433 0 0 1

Uno en la diagonal y cero fuera de ella.

10

Ejemplo 1.22 (0 1

) = 1. Uno en la diagonal y cero fuera de ella.

1.4.3 Matriz diagonal.

Es una matriz cuadrada, en la que todos los elementos que no estédn en la diagonal son
cero , es decir, A es una matriz diagonal sisi a;; =0 V i # j
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Ejemplo 1.23

8 00 4 00 000 100
D=1040 B=|040 C=10200 I=10120
0 01 0 0 4 0 0O 001

son matrices diagonales, la matriz idéntica es diagonal, pero no toda matriz diagonal
es idéntica.

1.4.4 Matriz escalar.

Es una matriz diagonal, en la que todos los elementos que estén en la diagonal coinciden
y fuera de la diagonal son cero, es decir, A es una matriz escalar sisi

_J keni=
YT Oeni#j
Ejemplo 1.24
A —

B = C =

o O W

o W O

w O O

O O

O = O

= O O
o O O
o O O
O OO

~
|

O O =
o = O
_ o O

La forma general de la matriz escalar de 3 X 3 es

E =

o O
o O
> O O

1.4.5 Matriz invertible o matriz no singular.

Dada una matriz cuadrada A de tamano n x n, se dice que A es invertible, si existe una
matriz B, de tamano n x n, tal que AB = BA = [ y en tal caso la inversa de A es B y se
nota por A~! = B.

3 -1
Ejemplo 1.25 La matriz inversa deA—{_l1 ;] es A_l—{i* i]ya que
1 1
1 1][2 = T 10
AAl:[ ][‘11 ‘11}:[—43 ot 8=
“L 3]l 3 3 t: 1ty 01
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7 -3 -3
entonces A~ = -1 1 0 , verifique que
-1 0 1

Ejemplo 1.26 St A =

— =
W = W
=~ o W

AATL =A"TA=1T
Ejemplo 1.27 S;
2 3 3 1
=(13) o= (55

AX =8B

solucionar la ecuacion

En efecto como la matriz A tiene inversa, ya que su determinante es 1 que es diferente
de cero entonces

AN (AX) = A7'B entonces IX = A'B yasi X = A'B

X:(_Zl EB)X@ —15):((1) —1171>

Ejemplo 1.28 Solucionar el sistema

r+y=A4 . (23
r—y—B st A_<1 2) B

por lo tanto

I
N
N W
| =
ot
~_

En efecto, si sumamos las dos ecuaciones obtenemos

(i2)+(;_g)<

T + B por tanto x 5 5

N Lo [Ot
| [\

N

N——

y st restamos obtenemos

iz (12)-(G %)

2y = A — B por tanto y = = :<

2 2

[SIENEE
v
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Propiedades de la matriz invertible.
Si A y B son matrices invertibles, entonces
1. AB es invertible y (AB)™' = B"1A"!
2. En efecto (AB)(B7'A™') = (ABB 'A™) = ATA™' =1
y (B'A™) (AB) = (B 'A7'AB) = B 'IB = I luego si
(AB) (B'A™') = I, entonces (AB) ™' = B"1A"!
3. A™! esinvertible y (A1) = A
4. A" es invertible y (4") "' = (A™Y)" paran =0,1,2...

1
5. Para cualquier escalar k # 0, la matriz kA es invertible y (kA)f1 = %A_l

1.4.6 Matriz transpuesta.

La transpuesta de una matriz A de tamafio m x n notada por A7, es la matriz de tamano
n X m, que se obtiene intercambiando las filas por las columnas de A o viceversa.

Ejemplo 1.29

2 1
(2 3 4 T mwT (2 3 4\
A_<156>:>A_ 35 (A") _(156)_A
4 6
Ejemplo 1.30
310 310 - 310
A=1[1 2 2 entonces AT =11 2 1 (AT) =12 2| =A
011 0 2 1 011

Propiedades de la matriz transpuesta.

o

1L (AN =4
2. (A+B)" = AT + BT
3. (AB)" = BTAT
4. (ad)" = aAT
(
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1.4.7 Matriz simétrica.

. L, . .« . . T .. .
Sea Ay xn, A es simétrica sisi A = A" sisi a;; = aj;, luego
Si A una matriz cualquiera de tamano 3 x 3, para que la matriz

11 a2 13
A= Q21 dAg22 (23
a31 Q32 as3

sea simétrica debe cumplirse que

a1l aiz2 Az ailz as1 asi
T
A= Q21 Qg2 (23 = Q12 Qa2 (32 =A
a31 dasz2 G33 @13 a23 (33

sisi @11 = an, G2 = aza , G33 = a3z, Q12 = A1, (13 = A31, (23 = a3z luego la forma
general de una matriz simétrica de tamano 3 x 3 es

@11 a2 Qi3
A= Q12 Ag22 A3
13 dag23 G33

Ejemplo 1.31

La matrices

ey o5y [V AW

c=|346]|; D=|246],
4 6 7 5 6 7 26803
79 3 12

son matrices simétricas

Si se tiene una matriz cuadrada y le sumo su transpuesta, se obtiene una matrtiz
simétrica, es decir,.
A+ A" es una matriz Simétrica; en efecto (A + AT)T AT + A=A+ AT,

Ejemplo 1.32

3 45 3 6 2 6 10 7
6 10|+ 413 |=|1 2 3
2 37 5 0 7 7T 3 14
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1.4.8 Matriz antisimétrica.

. , . .« . . T .. .
Apxn es antsimétrica sisi A = —A" sisi a;; = —aj;, por tanto
Sea A una matriz cualquiera de tamano 3 x 3, para que la matriz
apl Q12 a3

A= Q21 QAg22 (23
a31 daz2 G33

sea antisimétrica debe cumplirse que

aix G2 13 —ai1 —a21 —a31
A= Q21 Q22 dA23 = —Q12 —Q22 —a32 = —AT
a31 aszz2 Aass —a13 —Qa23 —as3
sisi a1 — —an
entonces a1 + a1 =0 2a11 =05 a1 =0, ags = —ag
entonces agy + aos = 0 < 2a99 = 0 & a9y =0, azz3 = —ass
entonces asz + az3 =0 < 2a33 =0 & a33 = 0,a19 = —a91, @13 = —a31, Aoz = —aA3o
luego si

a11 diz2 A3
A= Q21 Ag22 A3

a31 daszz G33

la forma general de una matriz Antisimétrica de orden 3 x 3 es:

0 a2 —a13
A = —Qa12 0 a93
a3 —ag 0
Ejemplo 1.33 La matriz
0 3 =5
A= -3 0 6
5 —6 0

es una matriz antisimétrica.
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Si se tiene una matriz cuadrada y se le resta su matriz transpuesta, se obtiene una
matriz antisimétrica,es decir,
. e T
A — A" es una matriz Antisimétrica; en efecto (4 — AT)" = AT — A= — (A— AT).

Ejemplo 1.34

3 45 3 6 2 0 -2 3
6 1 0| —-1413]|= 2 0 -3
2 37 5 0 7 -3 3 0

1.4.9 Matriz conjugada.

Matriz conjugada A,,«,.La conjugada de A, notada por A , es la que se obtiene de A al
conjugar cada uno de sus elementos.

Ejemplo 1.35 Recordemos que

z=x+1y zZ=x—1

(i o2—i 3\ . [ —i 2+4i 3
a=(3 55 L) (T Y)

Ejemplo 1.36

1.4.10 Matriz Real.

Una Matriz A,,x, es real sisi A = A. Una matriz es real, cuando sus elementos son
ndmeros reales.

Ejemplo 1.37

3 25
A:(gglf) D=2 46
5 6 7

son matrices reales

Propiedades de la conjugada.

1. (A)=A
2. (A+B)=A+B

3. (AB) = AB

2|
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1.4.11 Matriz Hermitica.

A es hermitica sisi A = (A)T
Se hallard la forma general de una matriz hermitica asi : Si

ay; +ib11  aip + b2 ayz + ibis

A= 921 + ibzl 929 + ibgz 23 + ibgg
asy + ibgl a3s + ibgg as3 + ibgg

entonces

aj; — b1 ajg —ibiz a1z — b3
a1 — thay  agy — ibay  ag3 — 1bag
azy — ibs1 azy —ibsy agz — ibss

b N
I

7 air — ibi1 agr —iby az — ibsy
(A) = aiz — b1y gy — iby azy — ibs
a1z — b1z agz — ibyy  asz — ibss

Para que la matriz sea hermitica se hace A = (A)T luego

a1 + by = apqp — by = by = —ibyy = 2tb1; =0=5b;; =0
a1z + iblg = 921 — ibgl = Q12 = Q21 Y b12 = —b21 y asi sucesivamente luego
la forma general de la matriz hermitica es :

a1 a1z + b1y aiz + b3
A= a1z — b1 a22 a93 + 1bas
a3 — bz agg — ibag ass
Ejemplo 1.38
2 3—21 7 3 4+ 5 3— 21
A= 34+ 27 5 2+ 41 B = 4 — 51 0 —6 4+ 57 son matrices hermiticas
—  2—43 6 3+2i —6— 51 0
1 14+7 2+ 3¢ 1 144 2—3¢
Ejemplo 1.39 A = 1—1 2 —1 B = 147 2 1
2 — 3¢ ) 0 -2-37 -1 0

Demostrar que A, A, iB son hermiticas
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1.4.12 Matriz Antihermitica.
A es antihermitica sisi A = — (A)T
Se hallara la forma general de una matriz antihermitica asi : Si
ay; + b1 a1z +1ibia  aiz +ibis
A= ag +1ba ag +1byy g+ ibas
asy + ib31 (023 + ibgz ass + ibgg
entonces
B aj; — b1y aip — b1z az — ibig
A= a1 — 1ba1 a9y — ibag g3 — 1bag
asz; — tbs1  agy — ibsp  asz — b3z
T air — tbi1 agr — @by az — ibsy
(A) = a1z — b1y Az —iby azz — ibs
a3 — tbis  ags — ibaz  assz — ibss
y
o —a11 + ibll —ag + ibgl —asi + ibgl
— (A) = —a12 + ib12 —ag2 + ibQQ —as2 + ibgg
—ai13 —+ iblg —Q923 + ibgg —a33 + ib33
por tanto
a1 + ibll 12 + iblg a13 + iblg —al + ’ibll —ag1 -+ ’ibgl —Aasy + ibgl
a921 + ibgl 929 -+ ibgg 923 -+ ibgg = —a12 -+ iblg —a92 -+ ibgg —as2 -+ ibgg S1S1
azy +ib31  agy +ibzy  asz + ibs3 —a13 +1biy  —agy + ibaz  —asz + ibs3
ail + ibll = —aj + ibll = a1 = —ai1 = 2@11 =0= a1l = 0
a12 + 1b1g = —agy + by = a12 = —agy Yy bia = bey y asi sucesivamente luego

la forma general de La matriz antihermitica es :

A:

’ibll a192 + iblg 13 + iblg
—Q12 + iblg ibgg Qo3 + ibgg
—ai13 + iblg — Q923 + ibgg ibgg
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2 34+2 5+3i 0 —3—-2 6—8i
Ejemplo 1.40 A= | —3+2i 6 7+9% | B=| 3-2i 6i  —8+9i
—5+43i —7+9% 0 —6—8 8+09i 0

son matrices antithermiticas
) 1+2 2—3

Ejemplo 1.41 Verificar que B = -1+ 21 1 y B son antihermiticas
—-2-3i -1 0

1.4.13 Matriz involutiva.

A es involutiva sisi A2 =T

0o 1 -1
Ejemplo 1.42 A=| 4 -3 4 es involutiva, ya que
3 -3 4
0o 1 -1 0o 1 -1 100
A2 =1 4 -3 4 x| 4 -3 4 =1010|=1
3 =3 4 3 =3 4 0 01
4 3 3
Ejemplo 1.43 B=| -1 0 -1 es 1nvolutiva ya que
-4 -4 -3
4 3 3 4 3 3 1 00
B2= -1 0 -1 |x|[ -1 0 -1 |=1010]=1I
—4 -4 -3 —4 —4 -3 0 01

1.4.14 Matriz Idempotente.

A es idempotente sisi A2 = A y si A es idempotente entonces A’ es idempotente

2 -3 =5
Ejemplo 1.44 A=| -1 4 5 es idempotente ya que
1 -3 —4
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2 -3 =5 2 -3 =5 2 -3 =5
A2=1| -1 4 5 x| -1 4 5 =1 -1 4 5 =A
1 -3 -4 1 -3 -4 1 -3 —4
-1 3 5
Ejemplo 1.45 B = 1 -3 =5 es idempotente ya que
-1 3 5
-1 3 5 -1 3 5 -1 3 5
B? = 1 -3 =5 | x 1 -3 -5 | = 1 -3 -5 | =B
-1 3 5 -1 3 5 -1 3 5

1.4.15 Matriz ortogonal.
A es ortogonal sisi AAT = ATA=1
Ejemplo 1.46 Las matrices

cos —senb 0 —1
A_<sen9 cos 6 ) B_<1 0
son ortogonales, pues

AAT [ cos 0 —senb cosf  senf
~\ senfl cosf —senfl cos6
y

w0 ) (o) =

1.4.16 Matriz triangular superior.

I
) N ~__
~— S =

i)

N—

A, . es triangular superior sisi a;; =0 si i > j

a11 a1z ais
A= 0 ag aos es una matriz triangular superior
0 0 ass

y es triangular inferior sisi a;; =0 si ¢ < j como por ejemplo

a1 0 0
A= az; azy 0
a31 G32 (33
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1.4.17 Matriz triangular.

Anxn, es triangular sisi A es triangular superior o triangular inferior.

2 0 0 2 -3 -5 00 O
Ejemplo 1.47 A= -1 4 0 B=|0 4 5 C=(04 0
1 -3 —4 0o 0 —4 1 0 —4
son matrices triangulares
300 4 0 6 0 00
Ejemplo 1.48 F = 0 30 = 0 40 H = 0 0O 1 =
00 3 0 0 4 0 00
100
0 1 0 | son matrices triangulares
0 01

Operaciones elementales en filas o columnas.

Las operaciones elementales en filas son :
1. Multiplicar una fila o columna por un nimero diferente de cero.
2. Intercambiar 2 filas o columnas cualquiera.

3. Multiplicar una fila o columna por un niimero diferente de cero y sumérsela a otra.

1.4.18 Matriz elemental.

Es la matriz que proviene de la idéntica, por una sola operacién elemental.Las siguientes
matrices son elementales

E, = ( (1) 2 ) A la idéntica en la segunda fila se multiplicé por 4.

Ey = ( (1) (1) ) Intercambi6 la primera fila por la segunda en la idéntica

s = < il)) (1) ) La primera fila de la matriz identica se multiplicé por 3 y se le
3f1+/f2

sumo a la segunda fila.
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1.4.19 Matriz semejante.

A ~ B sisi B se obtiene de A por un nimero finito de operaciones elementales; es decir,
A ~ B sisi B = PAI con P producto de matrices elementales.

Ejemplo 1.49

1 2 3 1 2 3
3 01 3 0 1

—2f1+f2

A es semejante a B, pues B se obtuvo de A por una operacion elemental

Ejemplo 1.50

1 2 3 12 3 1 2 3
A= 2 4 5 ~1 00 —1 ~1 0 0 -1 ~
3501/ i 301/ apig 0 -6 -8
1 2 3 1 2 3 1 2 3
~1 0 0 1 ~1 0 0 1 0 01
0 =6 =8/ snis, 0 =60 1 010/ 4
1 20 1 00 1 00
~1 0 0 1 ~1 0 01 ~1 010 |=1I
010 C2fstfr 010 o fs 0 01

A es semejante a la I, pues la I se obtuvo de A por un numero finito de operaciones
elementales
Las matrices elementales de estas operaciones son:

100 1 00
010 ~EB=(-210]|;
00 1) , . 0 01
B, 1 00 B, 1 0 0
= 0o 10]|— =0 -1 0 |;
—3h+ /s 30 1 —/> 0 0 1
100 10 0 1 -3 0
E E
(o100 ;=01 0 |; L 01 0];
8f2+f3 0 8 1 —6 0 0 _% _3f2+f1 0 0 1
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s (30T) m (he
—2f3+ f1 00 1 Ja < f3 01 0
I = EgFE,...E\Al donde EgE,...Ey = P = P es la inversa de A.

Ejemplo 1.51

A_(l 2) (1 2) <1 0)
0 4 f 0 1) 4uis, 0 1

L2 ) y que B ~ I, en otras palabras,

01
1 2 1 2
JGi)=(67)=
10 1 -2 10 1 2
ycomonIentonces( )-( > ><< 1) x( >
01 0 1 /. 0 1 /5 04),

observe que A ~ I pues [ = Ko B = EyF A y en general si A ~ I entonces
I = EkEkfl...EQElA

Observe que A ~ B = <

1
0

A ~ B ~ 1

7 7, A~ B szszB—ElA—(

= O

1.4.20 Matriz de Probabilidad.

Una matriz se dice que es de probabilidad si la suma de los elementos de las filas y de las
columnas es igual a 1. Las probabilidades solo estan entre 0 y 1. No se pueden colocar
nimeros negativos.

Ejemplo 1.52 Las matrices

L 0.1 0.2 0.7
A:(g g); A= 05 03 02
z 2 0.4 0.5 0.1

son de probabilidad
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1.4.21 Matriz escalonada y escalonada reducida.
Sea A,,x, tal que:

1. El primer elemento no nulo en la fila no nula es 1.

2. Si una fila es nula, ésta debe estar en la parte inferior de la matriz.

3. Sean 7,7+ 1 dos filas consecutivas, entonces el primer elemento diferente de cero en
la fila 7 + 1 debe estar a la derecha del primer elemento diferente de cero en la fila
i.(forma analoga para i, + 2)

4. Cada columna de A que tiene el primer elemento diferente de cero de alguna fila,
debe tener ceros en las demds posiciones.

Si una matriz cumple las 3 primeras condiciones, se dice que es una matriz escalonada y
si la matriz cumple con las 4 condiciones, es una matriz escalonada reducida.

Ejemplo 1.53

2 3 4
1 56
No es escalonada porque el primer elemento de la fila 1 no es 1.

A:

Ejemplo 1.54

100
A:<123>

No es escalonada porque el primer elemento diferente de cero de la fila 2 no estd a la
derecha del primer elemento de la fila 1.

Ejemplo 1.55 La matriz

01001
A= ( 013 4 )
es escalonada y escalonada reducida. El primer elemento diferente de cero de la fila

nimero uno es 1. La segunda y tercer columna la hacen escalonada reducida porque los
unos tienen solo ceros por debajo y por encima.
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Ejemplo 1.56 La matriz

C=10010050 es escalonada y escalonada reducida.

D={10010050 es escalonada y escalonada reducida.

1.4.22  Algunos métodos para hallar la inversa

1

1. Sea A = 1 ; . Para hallar la inversa se escribe la matriz ampliada (A : I)

y mediante operaciones elementales en fila se transforma la matriz A en la idéntica
y a su derecha queda su inversa, es decir,

(A 1)~ ([ : Ail)

como se observa con el siguiente ejemplo

L2 1o L2
15" 01 /)., 07" 1

) ( 1 0‘
—2fa+f1 01

_ O

VR
O =
N

== O

L[S

== |
BN

S~

= =
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(41

1 2

Ejemplo 1.57 Si

En efecto

1
1
0

— O =
O = O

1

1
0 -1 0 0 O

0 0

por tanto

o O =
O = O

0

1

A

0
0
1

luego A™' = (

L[S

_2)
7
1
7

CAPITULO 1. MATRICES

observe que AA'=AT'A=T=A"'A

)

L[Sy

I
O = =

—f1+f2

1 0 0

-1 1

-1
1

3| ==t

2 Otra forma de hallar su inversa es por la definicién de matriz inversa

) , por tanto ( a+2e

(

1 2
-1 5

)

a b
c d

)=

10
01

—a + 5¢

Luego solucionamos el sistema
a+2c=1, —a+5c=0
b+2d=0, —b+5d=1

se tiene que

~ =3Ot

b+ 2d
—b+5d

)=

1
0

)
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1.5 EJERCICIOS PROPUESTOS CAPITULO 1

1. Tlustrar cada una de las propiedades de las matrices estudiadas con un ejemplo.
2. Dar un ejemplo de cada uno de los tipos de matrices vistas.

3. Bajo que circunstancia se da la igualdad (resp AB = BA)
(A+ B)* = A2 + 2AB + B?
(A— B)*> = A2 — 2AB + B?
A? - B?=(A-B)(A+ B)
(AB)? = A?B?

4. Escribir cualquier matriz A como la suma de una matriz simétrica y una anti-
simétrica.Indicacién observe que

( At AT A—AT)
A= +
2 2

5. Demostrar que si AB = Ay BA = B entonces A y B son matrices Idempotentes

6. Sea

1 a
(ninguno)

1 . .
A= < “ ) con a > 0. Para que valor de a se cumplird que A es idempotente

7. Demostrar que si una matriz A tiene dos de las siguientes tres propiedades.

(a) Simétrica
(b) Ortogonal

(c) Involutiva

Posee la tercera
8. Si A y B son matrices conmutativas demostrar que A”, BT conmutan.

9. Si A y B son matrices Invertibles y conmutan, demostrar que A~', B~! conmutan.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

CAPITULO 1. MATRICES

Hallar una matriz Asys tal que a;; =i+ 5. Res

- N

3
4
)

S Ot W~

Demostrar que si una matriz A satisface la ecuacién A? — 34 + I = 0 entonces
A7l =3I - A.

Sean A y B matrices tales que AB = 0.

Demostrar que si A es invertible entonces B = 0.

Hallar a, b, c, tal que la matriz

2 a—2b+2c 2a+b+c
a) A=1 3 5 a+c sea simétrica Resp (a,b,c¢) = (11, -9, —13)
0 —2 7
2 a 3
by B=| 5 —6 2 | sea simétrica. Resp (a,b) = (5,3)
b 2 7

Demostrar que:

Tr(A+ B) = Tr(A) + Tr(B), Tr(AB) = Tr(BA), Tr(cA) = cTr(A), Tr(AT) =
Tr(A), Tr(ATA) >0

Cuales de los enunciados siguientes es verdadero.

(a) (ABC) ' =C'B'A™! Resp V

(b) (ABC)" = CTBTAT Resp V

(c) AAT es una matriz simétrica Resp V
(d

(e

) Si A y B son matrices simétricas entonces (AB) = BA Resp V
) Si A y B son matrices simétricas entonces (A + B) es simétrica Resp V
(f) A+ AT es una matriz simétrica Resp V

)
(g) A — AT es una matriz antisimétrica Resp V

1

(h) La matriz A = ( 0 —1

) es involutiva para b nimero real cualquiera Resp

cosf —sinf

(i) La matriz A = ( <0l cosd

) es una matriz ortogonal Resp V
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N cosf) —sind n  ( cosnf —sinnf
(4) 8i A= ( sinfl  cosf ) entonces A" = ( sinnf  cosnd ) Resp V

1 00 1 0 O
(k) SSA=| 0 2 0 | entonces A= | 0 2" 0 Resp V
00 3 o o0 3
(1) Si A y B son matrices invertibles entonces A+ B es una matriz invertible Resp
F
(m) Si A y B son matrices ortogonales entonces AB es una matriz ortogonal Resp
\Y%
(n) Si A~! existe, y AB = AC entonces B = C.
1 2 3
(o) SiA= | 1 5 3 |, Explicar 2 métodos diferentes como hallar A~! y cual
10 8
8§ _16 _3
3 15 5
es la inversa. Resp | —% & 0
12
3 15 5
1 2 3 2
16.SiA:(;_33‘11),B: 35|, c=( 1 0],
20 -1 4

Calcular: B+ C, AB, BA, AC, CA, A(3B — 2C)

17. Dadas dos matrices M y N, probar que M + N y MN estdn definidas, sisi, M y
N son cuadradas del mismo orden.

18. Demostrar que si M conmuta con A y N conmuta con A, entonces MN+NM conmuta
con A.

19. Hallar los valores de k, tal que A sea un cero de P(x) si:

(a) A:(

(b) A=

?),P(m)zﬁ—%x—?k Resp k=1

, P(z) = —a®+2kz* —x Respk=0,1,-1

oo ™ TS
o > o
o = o

20. Sabiendo que A y B son conmutables y que ademas:

(a) A es idempotente y B es involutiva, pruebe que (A + B)3 + (A — B)? =84
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(b) A es involutiva y B es idempotente, pruebe que (A + B)* — (A — B)> = 8B

21. Hallar los valores de k, tal que:

E- 0 0
(a) A= 0 &k 0 | esidempotente. Resp k =1
0 k+4 0
0 0 k+2
(b) A= ko k k es involutiva.Resp k = —1
E+2 0 O
- 1 —1
22. Descomponga 1 -1 1 como la suma de una matriz hermitica y una
T =i 1

antihermitica. (A = # + #)
23. Para cudles valores reales de a,b,c y d.

ai 3+ai a—4

(a) A= b—i bi  —a+bi | es antihermitica? Resp a = —1,¢ = 1,b =
c+di a+bi di
3.4~ —4
3+at a+bi 3c+di
(b) A = 4q c—di b+ci es hermitica? Resp a = 0,¢ = —1,b =
-3 -4+ di
—4,d=0
ai  —3+bi a+1
(c) A= b—3i ci (b+1)i | es antisimétrica? Resp a = 0,¢ = 0,b =
—1 —4 di
3.d=0

(11 . , (12 . (1
24. SeaA—(O 1)Ver1ﬁcarque A —(0 1>yqueA _(O 1)

cosxr —sinx
sinx coszx

25. Sea A = ) verificar que

(a) A2 — ( cos2x —sin2x )

sin2x  cos2x
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.
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sinnxr cosnx

(b) A" = (

cosnr —sinnx )

Sea A = < ZZ ](3 ) donde p es un escalar e i es la unidad imaginaria,

Verificar que A? = 2pA — p?I, obtenga A" = ( npa_li ]?n > y calcule A'%34,

3 1

c AT RT _
SIAB—<42

) y |B| = 2, hallar |A]. resp 1

L (42 3 1 5 1

SiBHAT = o 5 JyB={ 5 ) obtenga|A] Resp A={ 235 .7 |,
2 4

4=

Demostrar que si A y B son matrices cuadradas simétricas conmutativas de un
mismo orden, entonces la matriz: C = ABAB...AB es simétrica.

Demostrar que una matriz escalar E de orden n, conmuta con cualquier matriz A
de orden n.

Demostrar que el producto de dos matrices simétricas es una matriz simétrica, sii
las matrices dadas son conmutativas.

Demostrar que el producto de dos matrices antisimétricas es una matriz simétrica
si y s6lo si, las matrices dadas son conmutativas.

Comprobar que, si P es una matriz idempotente, entonces () = 2P — I, es una
matriz involutiva y, reciprocamente, si () es una matriz involutiva, entonces P = 3

(Q + I) es una matriz idempotente.

Demostrar que:

(a) El producto de dos matrices ortogonales, es una matriz ortogonal.

(b) El producto de dos matrices unitarias, es una matriz unitaria. ( A(A)?7 =

TA— 1
(A) A= [) la matriz < 9 i 9 i

= ) es unitaria

Demostrar que si:

AB = Ay BA = B, entonces las matrices A y B son idempotentes.



34

36

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

CAPITULO 1. MATRICES

Demuestre que A y B conmutan, si y solo si A— kI y B — kI, conmutan para cierto
escalar k.

Si A conmuta con B, demuestre que la transpuesta de A conmuta con la transpuesta
de B.

Dadas las matrices n x n simétricas A y B, demuestre que:

(a) La matriz A+ B es simétrica.

(b) La matriz AB puede ser no simétrica.

Si A y B son antisimétricas, pruebe que A + B es antisimétrica.

Tlustrar con ejemplos que:

() (A+B) =(4)" +(B)"
(b) (AB)" = (B)" (4)"
(c) (KA)" = (k) (4)"

Si A es una matriz involutiva, demostrar que:

—

N

1 1 1 1
§(I—|—A) y §(I—A) son matrices idempotentes y que §(I—I—A).§([—A) es la matriz
cero.

Si A y B son matrices cuadradas y A es no singular, verifique que:
(A+ B)A™Y(A— B) = (A—- B)A (A + B).

Demostrar que si A y B son matrices inversibles y A conmuta con B, entonces, la
inversa de A conmuta con la inversa de B.

Sea A* = 0.
Demostrar que: (I — A)™' =1 + A+ A%+ ...+ AK-?

Demostrar que toda matriz de segundo orden: A = ( ch > , satisface la ecuacion:

d
X?2—(a+d)X + (ad—bc)[ =0

Sean A y B matrices no singulares de un mismo orden. Comprobar que las cuatro
igualdades:
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47.

48.
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Mostrar que la solucion de la ecuacion
XA+B=C
“on 11 1 0
(ie)oo(on) ool
es

(7 5)

Hallar todas las matrices que conmuten con la matriz

11 a b
A(o 1) Resp <0 a)

01
10

)

35
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Capitulo 2

DETERMINANTES.

A cualquier matriz cuadrada A, se le puede asignar un ntimero real que se denomina el
determinante de A y se simboliza por det(A) o por |A| y se calcula como se explica a
continuacién. Si A es de orden 1 entonces det(A) = |ay;| = a1q

Ejemplo 2.1 [3| = 3, |-3| = —3, det(12) = 12, det(—8) = —8

ailz Az

Si A es de orden 2 X 2 entonces |A| = R
21 (22

’ = Q11022 — Q12021
4 5
’2 8‘—32—10—22

Si A es de tamano n X n

Det : My (R) — R
A — |A‘ = ailAileaigAig—i—...—{—amAm
(desarrollo por la fila i)
|A| = a1jA1;+ag;Asj+ ...+ anjAn;
(desarrollo por la columna j)

con Ay = (=1)"" |M,;| donde M;; es la matriz que resulta de A al quitar la fila i
y la columna j. |M;;| se llama menor complementario del elemento a;; y A;; se llama el
cofactor del elemento a;;

Ejemplo 2.2

37
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entonces

)
) (|
) (]

El célculo del determinante por la primera fila es

3
)
3
;)
2
5

)

|A| = a11 A1 + a1pA1s + a3Aizs = Ay + 2410 + 3A13 =

o[\;,_.w»—noov

o 1+ D 6 42406 3|4 5
—(-1) 01‘+2(1) 21‘+3(1) y o l=-9
ya que
Ay = <_1)1+1 ‘Mu’ = <_1)1+1 8 ? ‘ = 5;

A12 _ (_1)1+2 |M12| _ (_1)1+2 ;1 ? ‘ _ 87
A13 _ (_1)1+3 ’M13| _ (_1)1+3 ;l 8 ' _ _10’

por lo tanto

Al =5+16—30=—9

El cédlculo del determinante por la segunda fila es

|A| = ag1 Ao + agaAsg + asgAsg = 4 A1 + 5A50 + 6As3

A21 _ (_1)2+1 |M21| _ (_1)2+1 (2) ‘? ’ _ _2’
242 242 1 3

Ag = (1) [Ma| = (=1)"7" | 5, | | = =5

A23 _ (_1)2+3 |M23| _ (_1)2+3 ; g ‘ _ 47
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por lo tanto
|A| = -8 —-25+24=-9

El célculo del determinante por la tercera fila es

’A| = &311431 + G32A32 + G33A33 = —9 (Ej@TCiCiO)

Determinante de una matriz de 4x4:

Ejemplo 2.3 A =

S = O =
S O =N
— W N W
N DN W =~

El cédlculo del determinante por la primera fila es
|A| = a11 A1 + a12A12 + a13A13 + a14Ais =

:1All+2A12+3A13—|—4A14:4+2—6+4:4

ya que ;
123 1 2 3
Ap=(-1)%0 3 2|=|0 3 2|=4
01 2 01 2
02 3 02 3
Ap=(-1°*13 2|=—=]|1 3 2|=1
01 2 01 2
013 01 3
A=(-D*11 0 2|=|10 2|=-2
00 2 00 2
01 2 01 2
Ayu=(-1°|1 0 3|==|10 3|=1
001 001

2.1 Propiedades del determinante.

39
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1. |A] = |AT|

CAPITULO 2. DETERMINANTES.

2. Si Ayx4, €s una matriz triangular inferior entonces |A| = aj1a20a33a44 pues

a1 0 0 0

|A| | 21 a2 0 0 o
as; agx asz 0
Qg1 Q42 Q43 QA44
a92 O 0 a921 0 O 21 Q929 0 21 Q99 0
=ay | az azx 0 |—=0] a3 azs 0 |+0|as azx 0 |—=0| az as as3
g2 A43 Q44 aq1 A43 Aq4q aq1 Q42 QAq4 41 Qga Q437
9292 0 0
ass 0
=an| asxp az 0 | =aja = (11022033044
43 QA44q
Qg2 Q43 Qg4

Para el calculo del determinante de la transpuesta de A se procede en forma analoga

y se obtiene.

ailz Aag1 AaAs1r Q41
0 ax az agp
|AT‘ = 0 0 ass 3 = 11022033044
0 0 0 Q44
2 4 01
. 0 3 5 4| B
Ejemplo 2.4 0019 =2x3x1x5=30
0 0 0 5
20 0 O
. 4 3 0 0] B
Ejemplo 2.5 50 1 0 =2x3x1x8=48
6 2 —8 8
20 0 O
. 4 0 0 0] -
Ejemplo 2.6 50 1 0 =2x0x1x8=0
6 2 —8 8
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11 Q12 a13 ... aij
G21 Q22 Q23 ... dgj
3.Sean A, B, C tres matrices iguales excepto la i-ésima fila, es decir, A =

;1 G2 A3 ... Qg

ap1 QAp2 Ap3 ... Qpj
a11 Q12 @13 ... dij ... Qip aiq a12 a3 Q1 a
G21 Q22 G23 ... Q25 ... d2p 21 929 923 A2; (0%
bil bz‘g big bij bzn a;1 + bz‘l ;o + big a;3 + big e Qg -+ bij ¢
Gp1 Qp2 Gp3 ... Qpj ... App QAn1 [(07%) an3 Apj Q,

Entonces |C| = |A| + |B| . En efecto |C| = (CLil + bﬂ) Ail + (aiQ + bzg) AZ'Q + ...+
(@in + bin) Ain = = aAj + b1 Ai + ainAis +binAig + ... + @i Ain + bin Aiy = ain Ain +
ainAip + ainAin + bt Aj + bigAio + bin Ain, = |A| + | B

. a+b c+d a ¢ b d
Ejemplo 2.7 5 4 '_ 5 4 -1—‘3 4‘
a+b c+d e a c e b d 0
Ejemplo 2.8 | h+ f g4+k|=|h+l f g+k|+|h+l [ g+k|=
3 4 5 3 4 5 3 4 5
a ¢ e a ¢ e b d 0 b d 0
=|h f g|+|1l O k|+]|h f g|+]|l 0k
3 4 5 3 45 3 4 5 3 4 5
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
Ejemplo 2.9 14a 2+a 3+a 44+a _ 1 2 3 4 N a a a a
a a a a a a a a a a a a
5 6 7 8 5 6 7 8 5 6 7 8

4. Si una matriz tiene una fila (o columna) nula entonces su determinante es cero
1 2 3 4

A= = 0 = az1 As1 + azpAsy + azzAszs + azgAss; con az; = 0; azp = 0;

)
0
1

N O D

9
0
4

I o o

0.

azs = 0; as4
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kam

ann

42 CAPITULO 2. DETERMINANTES.
1 2 30
. 5 6 70
Ejemplo 2.10 02 70" 0
12 30
5. Si una fila de una matriz A, se multiplica por un nimero diferente de cero,
aix 12 Q1n
Q21 Q22 Q2n
su determinante queda multiplicado por ese ntimero.
i1 Q2 Qin
Ap1  Qp2 Qpn
a1 a2 QA1in aix  Gi12 A1n a1l 412
Q21 (22 Q2n Q21 Q22 Q2n Qg1 G22
1 : : : : :
k ka;i  kag kagr, Sea A = ai1 Q2 Qin yB= ka1 kag
an1 Ap2 Apn Ap1  Qp2 Qpn Qn1 Qp2
entonces |B| = ka1 An +kaipAip+- -+ kainAin = k(an i +aiAip+- - +anAip) =
kAl
Ejemplo 2.11
aa  ab a b 2a 2b a b
. d‘—aad—abc—a(ad—bc)—a d1 1 ae ag =2x2 . d'
la propiedad anterior se puede generalizar por
|aApxn] = o™ A|
a b c
Ejemplo 2.12 SiA= | d e [ | y|A| =4 entonces
g h 1
2a 2b 2c a b ¢ a b c
a)l 2d 2e 2f |=2]2d 2 2f |=22|d e f|=22x4
g h 1 g h i g h 1
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—a —b —c
b —d —e —f | =(=1)(=1)(=1)4 = —4
—g —h —i
o) 200 3o | o 2 3| o x 3 2 3
43 58 | 43 54 4 5
6 Si se intercambian dos filas cualesquiera en una matriz, su determinante cambia de
signo.
a a a
ai; Q12 Q1in a; a;z a;n
Q21 (22 Q2n _n
A= : B=| a ; ;
Si a1 G i Ait11 Q12 Ai+1n
. . ) Qi1 ;2 Qi
Qp1  An2 Qnpn 1 U2 .
entonces

|A| = ainAin + ainAia + ... + ainAiy, con A;; = (—1)i+j |M1j| y

|B| = anBiy11 + aieBivia + ... + @i Biy1n con By = (—1)ttd | M|

= —(=1)"™ [Mj;] = — Ay

por tanto |B| = — | 4|
. 3 0 0 6
Ejemplo 2.13 0 6‘18, 3 O‘ —18
1 2 3 4 3 0 00 5 6 79
. 5679  [5679| [3000
Bjemplo2.14 | 5 g g 0| =7 |1 23 4|7 |12 3 4
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

7 Si una matriz tiene 2 filas iguales su determinante vale cero.

a11 Qa2 A1n ailz  aig A1n
a11 a2 Q1n a11 a2 Q1n
Sea A = y B = )
Qi1 442 Qin Qi1 Qg2 Ain
An1  Ap2 Ann An1  Ap2 Ann
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que se obtuvo de A al intercambiar la fila 1 por la fila 2, asi | B| = — |A| pero como
|B| = |A| ,entonces — |A| = |A| luego 2|A| =0 y asi |A| = 0.

Ejemplo 2.15

3000 42 3 4
5679 _ 96709
3000 1200 2
123 4 42 3 4

8 Si una fila de una matriz es miiltiplo de otra fila, el determinante de la matriz es

cero.
Si
a b ¢ a b c a b c
A=\ ka kb ke | =|Al=|ka kb kc|=k|la b ¢c|=kx0=0
g h i g h i g h i

Ejemplo 2.16

Para la siguiente matriz.
2 4 6
A=1 4 8 12
6 8 12
tenemos que la fila 2 es multiplo de la primera fila, por consiguiente tenemos que el
determinante es cero

2 4 6
|Al=14 8 12 | =0
6 8 12
2 4 6 2 4 6
Ejemplo 2.17 |3 8 9 | =0, 5 8 1 |=0
6 12 18 10 20 30

9 Si una fila de una matriz se multiplica por un nimero diferente de cero y se le suma
a otra fila, su determinante no varia.
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a1; a2
Q21 A22

a;1 Q42

Gp1  An2

a1
kall

Qi1

an1

kO +

Ejemplo 2.18

Ejemplo 2.19

SRS TS

Q1n
Aop,

Qin,

a’l’LTL

Q12
]{3(112

;2

Ap2

a11 a2
a11 a2

Qi1 A42

ap1  an2

an
a1

S0 o
~ O

Q12
22

A2

An2

o W

a11
kau + a921

41

Qn1

A1n
k:aln

Qi

a”I’LTL

Q1n
Q1n

Ain

ann

Q1n
Q2n,

DN W~

—2fa+f1

Q12

]{Jalz + 929

ai
a2

Q41

Qn

11
21

Gn1

(075)

An2

1 Q12
1 a22

A2

1 Aan2

12
22

Q2

Ap2

a1
21

o W

b

N O

Q12
Q22

;2

Q1n
kaln + Q2n,

Qip,

ann

Q1n
A2n,

Qin

a/TL’I'L

A1n
Q2n,

Ain

A1n
A2p,

=|2a+d 2b+e 2c+ f | =

2f1+f2

]

pues

45



CAPITULO 2. DETERMINANTES.

46

Ejemplo 2.20

1

2 44 6

-9
-8

—6 =5
-3 -3

0
0

—2

211

—2

211

—3fa+f3
—6f4+f2

23 4 5

23 4 5

—3f1+f2
—2f1+f3
—2f1+fa

0 0 0 16

)

0

0

-1 fae—f2

0 -1 0

3f2+f3

-1 0 -1
0 0 0 16

0

0 0 0 16

fa—f3

Ejemplo 2.21

1 000

1000

0001

i
I
o o
o~
— o
o o
I
o o
— O
o
o o
_
I
o o
— O
S
o o

0001f1<_)f4 0001

fie—fa

1 000

10 [AB| = [A[|B]
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11 La adjunta de una matriz A es la transpuesta de la matriz de los cofactores de A,
es decir, si A es de orden 3 entonces

T

An A Agg Ay An As
adjA = Ay Az Ao = | A Axpn Asp
Ay Asy Asg Az Az Asg

Ejemplo 2.22 Seq

entonces |A| = 6

21 01 0 2
Ay = (=) 0 3 ':6,A12 (—1)1+2 0 3 ‘:(},A13 (—1)t3 00 ‘:0
3 4 1 4 1 3
Ay = (—1)2“ 0 3 ‘ =9, Agp = (—1)2+2 0 3 ' = 3, Ag3 (—1)%3 0 0 ‘ =0
3 4 1 4 1 3
A31 _ (_1)3+1 5 1 ‘ — —5,1432 — (_1)3+2 0 1 ' — _17 A33 — (_1)3+3 0 2 ‘ —9
por tanto
A Ay As 6 -9 -5
ade == Alg A22 A32 == 0 3 —1
Az Az Asg 0 O 2
Yy
1 3 4 6 —9 -5 6 0 0 1 00
AadjA=|{ 0 2 1 |« 0 3 -1 =106 0]=6101720
0 0 3 0 O 2 0 0 6 0 0 1

Yy asi se tiene que

adj A

A (adj A) = (adj A)A=|A|T = A~ = a
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Ejemplo 2.23

Hallar la inversa de 3 formas diferentes.
Primer metodo para hallar la inversa.
si.

0 2 3
A= -1 -3 -3
1 2 2

1) Se halla el determinante.
Por la primera fila |A| = CLHAH —+ CL12A12 —+ CL13A13 = OAH —+ 2A12 -+ 3A13 =-243=1

pues
-1 -3
Ay = (1) | g |= (243 =1
-1 -3

Por la Segunda fila ‘A’ = G21A21 + GQQAQQ + a23A23 = —A21 — 3A22 — 31423 =

=-243xXx3-3%x2=-24+9—-6=1 pues

2 3

Ay = (—1)° 5 5| =—(4—6)=2
0 3

Agzz(—1)4‘1 2’=0—3:—3
0 2

Agz = (-1)° L g |=—(0-2)=2

Por la tercera fila |A| = 0,311431 + CL32A32 + CL33A33 =

:A31+2A32+2A33:3—6—|—4:1pues

Agi = ( 1)'_3 3‘_ 6+9=3
0 3

Az = (-1)° ‘

2
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0 -1 1\" 0 2 3
adj A=2 -3 2| = -1 -3 -3
3 -3 2 1 2 2
por tanto
) 0 2 3
dj A
Aflzzﬁér—:: ~1 -3 -3
Al 1 2 2

Segundo metodo para hallar la inversa
Partiendo de la matriz A, por medio de operaciones elementales en filas, se lleva la
matriz A a la identica y la inversa serd Ej...F3FEsF; el producto de las matrices
elementales en este orden. Como I = Ej...E5F>FE; A entonces E...FsFyE; = A7

Ejemplo 2.24

0 0 1 FEs 0 0 1 E, 0 0 1
0 -1 -1 ~ 0 -1 0 ~ 0 -1 0
1 2 2 fitfo \1 2 2/ —2fi+f; \1 2 0
Es 0 0 1 Es 0 01 E; 100
~ 0 -1 0 ~ 010 ~ 010
2f2 + f3 1 0 0 —f2 1 00 f1 — f3 0 01

I = Ery By Esx By B3y Foy 1 A donde Al = Ery Eox Bsy By By Boy By

0 01 1 0 0 100 1 00
I=1010 0 -1 0 010 0 1 0 ]x
1 00 0 0 1 0 21 -2 0 0
1 00 1 20 1 00 0o 2 3
x| 1 10 010 011 -1 -3 -3
000 0 01 0 01 1 2 2
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Se debe multipicar todas las matrices elementales para obtener la inversa

Tercer metodo para hallar la inversa

Ejemplo 2.25

Sea

2
-3
2

3
-3
2

0
-1
1

A

entonces se escribe la matriz

(AT}~ (I|A7Y) asi

0 2 3 100 0 2 3 1
-1 -3 =3|0 10 ~10 -1 —-1]0
12 2 001/, . 1 2 2 0
00 1 122 0 0 1 1 2
0 -1 —-1]0 1 1 ~[0 -1 0]1 3
1o o 023/, 1 0 0 02
100 0 2 3

01 0[]-1 -3 =3 ]=(IA") luego A™" =
001 1 2 2

Ejemplo 2.26 Para que valores de a la matriz

)
1
a

3 4
1 -1
1 -1

A=

tiene 1nversa

0 0
11
0 1 2fa+f1
2f2+f3

-3
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En efecto la matriz A tiene inversa para los valores de a, donde el determinante es
diferente de cero

3 4 =5
1 =1 1 |=7—T7a=0 si a=1 (ejercicio calcule el determinante)
1 -1 a

luego la matriz A tiene inversa para todo a # 1

a+1

+1 1 1
Ejemplo 2.27 Para que valores de a la matriz A = 1 2 a | tiene inversa
1 a 2

En efecto, la matriz A tiene inversa para los valores de a, donde el determinante es
diferente de cero y
=—a*—a*+6a=—a(a®>+a—6)=—a(a+3)(a—2)=0si

= 2, luego la matriz A tiene inversa para todo a # 0,a # —3,a # 2

Ejemplo 2.28 Para que valores de a la matriz

11 1 2
1 2 -3 8
A= a —1 -1 1
1 -1 1 =2

tiene tnversa

En efecto, la matriz A tiene inversa para los valores de a, donde el determinante es
diferente de cero, luego

1 1 1 2 1 1 1 2
1 2 -3 8 IR RIS
o =1 =1 1| 5 e |atl 0 0 3 - 2=
1 -1 1 =2 i+ fs 2 0 2 0
Jit fa
-1 -5 4
=—|la+1 0 3|=—-—(8a—16)=0sist a=2
2 2 0

luego la matriz A tiene inversa para todo a # 2
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Ejemplo 2.29 Demostrar que

En efecto

3 T x x
r 3 v v | 3
v 7 3 =(3+3x)(3—1x)
r T x 3
3 v x x 3+3r x x x 1 2 z 2
r 3 T 3+3r 3 x «x 1 3 =z x
x x 3 x| |3+3r 2 3 x = (3+32) 1 2 3 x
T x T 3 343z » = 3 1 z x 3
1 T T T
0 3—=x 0 0
= (34 32) 0 0 3—=z 0 =B+3x)3—12)3—xz)(3—1x).
0 0 0 3—x

A la columna 1 le sumamos las demds, sacamos 3+3x factor comun de la primera
columna, primera fila por menos 1 y la sumamos a las demas y queda una matriz
triangular cuyo determinante es el producto de los elementos de la diagonal.

Ejemplo 2.30 Verificar que

En efecto

5 5 5
a b c =0
b+c a+c a+b

5 5 5 5 5 5
a b c =la+b+c a+b+c a+b+c
b+c a+c a+b ot fa b+c a+c a+b
1 1 1
=5(a+b+c)| 1 1 1 =0

b+c a+c a+b

Ejemplo 2.31 Verificar que

a®> ab b
2a a+b 2b|=(a—0b)>
11 1
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En efecto
a> ab V? a®— b ab—b V? 5 19 )
20 a+b 2 |=|2-20 a-b 2b|= ;a:gb “2:2
1 1 1 0 0 1
. 2 a+b b o 3
SCEUA AP B

-columna 3 + columna 1, -columna 3 + columna 2 y desarrollamos el determinante por
la tercera fila.

Ejemplo 2.32 Demostrar que

1 a? o be a a®
1 0 ¥ l=]ac b b?
1 &2 & ab ¢ 2
En efecto
be a a? 1 bca a® ad b 1 a® a®
ac b B |=——|ach BV :a—bc 1 02 b
ab ¢ A wel abe 2 3 el 2 3

Se hizo primera fila por a, segunda fila por b y tercera fila por ¢

Ejemplo 2.33 Verificar que

1 1 1 1
a b ¢ d
G @-ha=)a—d) b= b d) (e~ d)
at b A B

En efecto (—afy + fo, —a*f1 + f3,—a® fi + fa), luego —cy + co, — 1 + c3,

1 1 1 1 1 1 1 1 b—a c—a d—a
a b ¢ d 0 b—a c—a d—a 9 9 9 P 9
a2 b 2 2|0 —a® 2—a® &?—a| " b3—a3 Cg_a?, d3—a3 B
a b A& 0 ¥®—a® A—a® &®—add Vet cma dima
1 1 1
=0b—-a)(c—a)(d—a) b+a c+a d+a =

B+ab+a? A+ac+a? &+ ad+ a?
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1 0 0
=0b—-a)(c—a)(d—a) b+a c—b d—>b =
B+ab+a?> +ac—0*—ab d*>+ad—ab—1?

c—b d—1b
A—b+alc—0b) d*>—b*+a(d—Db)
c—b d—1b
(c=b)(c+b+a) (d—b)(d+b+a)

:(b—a)(c—a)(d—a)(c—b)(d—b)‘ L L _

=0b—-a)(c—a)(d—a)

=((b—-a)(c—a)(d—a)

(c+b+a) (d+b+a)
=b—-—a)(c—a)(d—a)c=b)(d—b)(d—c)=(a—b)(a—c)(a—d)(b—c)(b—d)(c—d)

Ejemplo 2.34 Verificar que

a’ a 1 bed a® a®> a 1

P b o1oacd| |0 R b1

2 ¢ 1 abd| | & & ¢ 1

d> d 1 abe 3 & d 1

En efecto

a? a 1 bed a? a 1 bed a® a? a abed
B b 1 acd B abed | b2 b 1 acd B bed | ¥ b 1 acd
A ¢ 1 abd | abed| & ¢ 1 abd | abed| ¢ ¢ 1 abd
d? d 1 abe d? d 1 abe ? d 1 abc
a® a®> a abed a® a®> a abed a® a®> a 1
Ccd [0 B b obaed| 1 | B0 b bacd | | B B b1
Tabed| 2 ¢ 1 abd | abed| & & ¢ cabd | | ¢ A ¢ 1
d d 1 abe d® d® d dabe 3 & d 1

Ejemplo 2.35 Para que valor de x se anula el determinante

—x 1 0 1
1 -z 1 0
0 1 -z 1
1 0 1 —
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En efecto,sume a la primera columna las demds,

—x 1 0 1 2—x 1 0 1 1 1 0 1
1 —x 1 0 _ 2—x —xz 1 0 —(2—2) 1 —x 1 0
0 1 —xz 1 2—xr 1 —x 1 1 1 —x 1
1 1 -z 2—x 0 1 -z 1 1 -z
1 1 0 1
S I % 1 —1:c 01
0 0 —x 0

—z—1 -1

—e-nEn| 0 T =e-nEn - =0

sisi x = 0y x = £2, luego los valores de x para los cuales el determinante es cero son 0 y
+2.

Ejemplo 2.36 Para que valores de a,b,c el

a b ¢
2a —b 3¢ | =0.
3a 0 d4c
En efecto
a b ¢ 1 1 1 1 1 1 3
2a —b 3c|=abc|2 -1 3 |=abc| 0 =3 1 |=uabc 3 1‘:abch:O
3a 0 4c 3 0 4 0 -3 1

luego para cualquier valor de a,b,c el determinante es cero

Ejemplo 2.37 Hallar el valor de

_ o= =9
— = Q
— Q =
Q = =
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En efecto
a 1 1 1 a+3 1 1 1 1 1 1 1
1al1l Ja+3 a1 1| 1 al 1|
11 a1 =lat3 1 a1|=@I 1 4 1|7
1 11 a o1 teatestes—ey a+3 1 1 a 1 11 a
1 1 1 1
B 0a—1 0 0 | 3
=(a+3) 0 0 a—1 0 =(a+3)(a—1)
0 0 0 a—1

Ejemplo 2.38 Solucionar la ecuacion
1 1 1
1 2 1 |=0
1 1 2?2

En efecto

1 1 1 1 1 1

1z 1 |={0z-1 0 |[=(@-1)(z"-1)=0

1 1 a2 0 0 2?2 —1
entoncesz =1, x = —1

Ejemplo 2.39

Si A7 = 4= [A] =1
En efecto AA™ = I entonces |[AA™!| =11luego [A]|A7Y | =1yasi |A] =7

Ejemplo 2.40
Si |[Agls| =4= 2471 =2% A7 =238 x4
Ejemplo 2.41

Si A es involutiva entonces |A| = £1
Como A? = I entonces |A%| = 1 por lo tanto |AA| =1 es decir
|A||A] =1 entonces |AP=1 yasi |[A]==+1
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Ejemplo 2.42

El Determinante de una matriz idempotente es 0 6 1.C'omo

A= A= AP = |A| <= |AP = |A| =0 . |[A| (JA]| —1) =0
luego |[A| =0 o Al =1
Ejemplo 2.43

El determinante de una matriz ortogonal es +1.
Como

AAT =ATA=T & }AAT| =1<|A] ‘AT‘ =1
por lo tanto

porlo |[AP =1 |A| = +1
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2.2 EJERCICIOS PROPUESTOS CAPITULO 2

a b c
1.Si|d e f |=—6 hallar
g h i
2a 2b 2c
(a) | 3d 3e 3f | resp —36
g h i
g h 1
(b) |a b ¢ | resp6
d e f

a+g b+h c+i
(c) d e f |resp —6

g h 1
—a —b —c
(d)| d e f |resp6
g h 1
a d g
() | b e h |resp —6
c f 1

2. Si Asxs y |A| =2, calcular
a.24] b. [A7Y ¢ |247Y d. [(24)7'| Respa)16b) 3 ¢)4d) &

b+c c+a b+a
3. Demostrar que .| a b c = 0.
1 1 1

4. Demostrar que
a; by +tay ¢ +rb+say a by o a1 az as

ag bg + t(lg Co + ’I“bg +Ssas | = | as b2 Cy | = bl b2 b3
as b3 + tag c3 + ’f'bg + sas as b3 C3 C1 Cy C3
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10.

11.

12.
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1 1
. Demostrarque | a b ¢ |=(b—a)(c—a)(c—0b).
2 B2
a+b b+c c+d a b c
. Demostrar que 1 1 1 =111
b+1 c+1 d+1 b ¢ d
a—b—c 2a 2a
Demostrar que 2b b—c—a 2b = (a+b+¢)® (fo+ fi.fs+
2c 2c c—a—>
fi,—a + e —c+ e
3 1 0
Considere la matriz A= | —2 4 3 hallar
5 4 =2
a. adjA b.adjA™' c. AadjA. c. A~tadjA™? d Es adjA = ade 19 Resp adjA =
20 2 1
Y (e U I B
11 -6 -9 A = —45 @ 4—92 ,ade = 495 —@ —24—9
—-28 —7 14 (2 B ~1® "1 1

—a a—1 a+1
Para que valores de a real la matriz A = 1 2 3 tiene inversa.

2—a a+3 a+7
Resp ningun valor de a

1 2 3
Si A= 1 5 3 | Explicar 4 métodos diferentes para hallar A™! y cual es la
1 0 8
8 _3
3 5
inversa. Resp A™! = ( -3 % 0
1 2 1
3 15 5
100 3
2 70 6
Calcular 06 3 0 respuesta —546
73 1 =5
Demostrar que |A"| = |A|".

Si A y B son invertibles de orden n, demostrar que:
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(a) adj(adj (A)) = |A]"* A
(b) adj(kA) = k" 'adj(A) donde k es un escalar.
(c) adj(AB) = adj(B)adj(A)

13. Si A es inversible de orden n, probar que:

(2) det [adj(adj (A))] det [adj(adj (A™))] = 1
(b) det [adj(adj (A))] = [A]""
(c adj (A))] = A" D)

) (

) d (

) det [adj(A™!
(@) det adj(Aad) (A1))] = | 4]0~
(e) det [adj(A)]det [A~ adj(A™Y)] = ﬁ
(f) adj(adj(A)) = [A"" A

14. Demostrar que |adjA| = |A]" .

15. Es |A+ B| = |A| +|B|? resp No



Capitulo 3

SISTEMAS DE ECUACIONES.

Veamos algunos ejemplos de sistemas de ecuaciones
Ejemplo 3.1 z =2 FEs un sistema de una ecuacion y de una variable.

Ejemplo 3.2 x+y =1 FEs un sistema de una ecuacion, dos variables y se puede escribir
como

( 11 ) ( y > =1, si se conoce y se puede conocer X y viceversa, en este caso se dice

que el sistema tiene una variable libre que puede ser x o y, si x es la variable libre (a la

que se le puede asignar cualquier valor ) entonces por ejemplo si x = ¢, y =1 — ¢, por lo

tanto el conjunto solucién del sistema es {(t,1 —t) /t € R}, luego el sistema = +y = 1
tiene infinitas soluciones.

Ejemplo 3.3 x +y — z = 4 es un sistema de una ecuacion, tres variables y se puede
x

escribir como ( 1 1 -1 ) y | =4 st se conoce por ejemplo y,z se puede conocer x
z

en este caso se dice que el sistema tiene dos variable libres que puede ser z o y. si y, z son
variables libres (a la que se le puede asignar cualquier valor ) por ejemplo z = u,y = n
entones

r=44z—y =4+ u—n por tanto la solucion es Sol = {(4+ u —n,n,u) /u,n € R}
luego el sistema

r+y—z=4 tiene infinitas soluciones.

Ejemplo 3.4 FEl sistema

61
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x
rT—yY+22=5 1 -1 2 00 Y 5
r+324+u=0 se puede escribir 1 0 310 z | =1 0 |, es decir,
dr —3y+v =23 4 -3 0 0 1 u 3
v
AX =8B

Ejemplo 3.5 En general cualquier sistema lineal de ecuaciones se puede escribir en
forma matricial como

AX = B.

Dos sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes, si cada ecuacion de cada sistema es
combinacion lineal de las ecuaciones del otro sistema y esto se da si se hacen operaciones
elementales en filas en la mtriz ampliada (A|B) para obtener (M|N) ,es decir, los
sistemas de ecuaciones en este caso AX = B y MX = N son equivalentes (En otras
palabras si las matrices ampliadas son semejantes, sus respectivos sistemas son
equivalentes) y si dos sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes tienen las mismas
soluciones. Asi si
(A|B) ~r~vrorvron (D]C) entonces los sistemas AX = By DX = (' son equivalentes y
por lo tanto tienen las mismas soluciones.

Un sistema de ecuaciones es lineal si es de la forma
1101 + 122 + ... + ATy = Y1
a91T1 + A922T9 + ...+ AonTy = Y2

’ donde a;; ,y; son numeros Reales o complejos
J— J ) J
a;1T1 + ;29 + ...+ Ainln = Y;

Am1T1 + AmaT2 + ... + ATy = Yn

333’1-'-51’2—1'3:4 IE1+5$2—41’3:O 13$1+25I2—.§C3:44
Los sistemas —x1 + 319 — 423 =6 , —5x1+4xo+223=0, —Tr1+8r3+32x3=206
81’1+[E2+l’3:—3 7[L‘1+2ZL‘2+I’3:0 8!L’1+10£E2+ZL‘3=—23

son lineales
3r1To + 5r9 —x3 =4

Los sistemas —z1 + 319 — 423 =6
8x1 + 29 + 23 = —3
T1 + 5x9 —4x3 =10 13/x1 + 2529 — w3 = 44
—ox + 4%% + 2.133 =0 s —7%1 + 8.132 + 3333 =6 y

7ZE1 + 2I2 + 3 = 0 8!)31 + 105(32 + xr3 = —23

sin(zy) + 5xy —4x3 =0  log(zy) + by —4x3 =0 r1+ e —dx; =0
—bxy + 422 +203=0 |, —bHr;+4xi+223=0 , —br;+ 422+ 223=0 no son

71’1+2£L’2+$3:0 71’1—|—2.T2+£C3:O 7$1+2.T2+$C3:O
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lineales

3.1 Clasificacion del sistema AX = B

El sistema AX = B, se clasifica en

1. Si B = 0; es decir, AX = 0 se llama sistema homogéneo y tiene solucién tinica o
infinitas soluciones.

2. Si B # 0 el sistema AX = B se llama sistema no homogéneo Si el sistema es no
homogeneo puede suceder que tenga solucién tnica, infinitas soluciones 6 no tenga
solucién.

3.2 Solucion del sistema Ax = B.

Para solucionar el sistema AX = B, se construye la matriz ampliada y con operaciones
elementales en fila se lleva la matriz A, a una matriz escalonada (Lo anterior se conoce
con el nombre de método de Gauss,para solucionar sistemas de ecuaciones),
(A|B) ~r~rorrons (EscalonadalC')

Si llevo la matriz A a una matriz escalonada reducida, se tiene el método de
Gauss-Jordan.

(A|B) ~vrrvrororns (Escalonada reducidal|D) .

r+y=4
r—y=4"
aplicando operaciones elementales sobre las filas de la matriz ampliada se obtiene.

(1 1 |4) (1 1 |4> (1 1 |4>:>x+y:4yeste
1 -1'4) 0 -270) 5 0 —1'0 y=0

r+y=
r—y=4
notar que se trata de dos rectas del plano que se cortan en un solo punto y esta es la
solucion del sistema.

Ejemplo 3.6 Solucionar el sistema

sistema tiene por solucion (4,0) y ast el sistema tiene solucion unica (4,0),

r+y=4
20+ 2y =8"
como la sequnda ecuacion es miltiplo de la primera, el sistema tiene infinitas solu-
ciones.
En efecto,

Ejemplo 3.7 Solucionar el sistema
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(11|4) (11|4);$x+y_4
22'8), “\oo'o

luego y puede tomar cualquier valor, por ejemplo y =1t, y ast x =4 —y =4 —t, por
r+y=4
20 4+ 2y = 8
tiene infinitas soluciones {(4 —t,t) /t € R}. El sistema esta formado por dos rectas
que en este caso son paralelas y coiciden

lo tanto el sistema

r+y=4

Ejemplo 3.8 Solucionar el sistema %+ 2 =6

En efecto,
(;;’é) N(é(l)’;l) entonces x +y =4 y 0 = 2 por lo tanto el
—2f1+f2

r+y=4 r+y=4
20 +2y =6 20 +2y =6
El sistema esta formado por dos rectas que en este caso son paralelas.

sistema no tiene solucion, luego el sistema tampoco

Ejemplo 3.9 Solucionar el sistema

3r—5y+4z=1
20 +y— 52 =2
20 +y—952 =28
3r—bHy+4z=1

se forma la matriz ampliada y se le aplican las operaciones elementales a las filas

3 -5 4 1 3 -5 4 1
2 1 -5 2 2 1 -5 2
5 1 5l ~1o o ols
3 =5 4 1) —fa+fs 0 0 0 O

y el sistema correspondiente es
3r—by+4z=1
20 +y—952=2
0z +0y+0z=6
0z 4+0y+0z=0
3r—by+4z=1
20 +y — 52 =2
20 4+y — 52 =38
3r—5y+4z=1

y Como 0 # 6, este sistema no tiene solucion y por lo tanto el

sistema no tiene solucion



3.2. SOLUCION DEL SISTEMA AX = B. 65

Ejemplo 3.10 Solucionar el sistema

T+y—z2=29
20 —-3y+2=0
rTH+y—2=>5

se forma la matriz ampliada y mediante operaciones elementales en filas se transforma en
una matriz escalonada, se escribe el sistema que corresponde a esta matriz y se soluciona,
solucion que tambien correspnde al sistema original asi

11 -1 5 1 1 -1 ) 11 -1 5
2 -3 1|0 ~1 0 =5 3 |-10 ~1 01 =22
1 1 =1 5 ) 2n+p 0 0 0 0 h 00 0 O
—fi+fs 5
entonces
TH+Y—2=25
y—%z:Z

Stz =t, y:2+§z:2+§t, x:5+t—2—%t:3+§t por lo tanto la solucion
de este sistema es

{(3 + %t, 24 %t, t) t e R} , que coorresponde a la solucion del sistema

rT+y—2=2>5
20 —-3y+2=0
T+y—2=2>5

Ejemplo 3.11 Solucionar el sistema

ZL’1+21’2+3J)3:5
2[L’1+5LE2+3$3:3

.23'1"‘81'3:17
123 5 1 2 3 5
2 5 3|3 ~1 0t 3T ~
1 08 17 i?h?? 0 =2 5 12 /s
12 3 5 12 3 5
~[ 01 =3]-7T] ~[01 =3[-T] luego
00 —1 =2 00 1 2
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$1+2(E2+3$3:5
$2—3CL’3:—7
1’3:2
porlo tanto xo =3x3—T7T=3x2—-T=—1, 01 =5—-229—323 =5—-2%(—1)—3x(2) =
542 —6=1. Luego la solucion del sistema es (1,—1,2)

Ejemplo 3.12 Hallar el valor de k tal que el sistema

krx+y+2=1
r+ky+z=1
r+y+kz=1

tenga , Solucion inica, Ninguna solucion, Infinitas soluciones

E 1 1 1 11 k 1
1 £ 1|1 ~1 1k 1|1 ~
11k 1 f3<=>f1 k111 —fi+f2, —kfi+f3
1 1 k 1 1 1 k 1
~|1 0 —1+k —k+1| 0 ~1 0 —1+k —k+1 | 0
_ — k2 _ _
0 —k+1 1—k k+1 fotfs 0 0 (1—-k)(2+k) 11—k
luego si k = 1, el sistema tiene infinitas soluciones, si k = —2 el sistema no tiene solucion,

ysik#1yk#—2 el sistema tiene solucion unica.

Ejemplo 3.13 Hallar el valor de a tal que el sistema

3r—y+az=0
r—z=a+1
—ar + Yy = —a

tenga , Solucion unica, Ninguna solucion, Infinitas soluciones

3 -1 a 0 0 -1 a+3 —-3(a+1)

1 0 —-1]|a+1 ~ 1 0 -1 1] a+1 ~
-a 1 0 —a 3feth —a 1 0 —a afatfs
0 -1 a+3 —3(a+1) 1 0o -1 a+1

1 0 -1 1] a+1 ~1 0 -1 a+3] -3(a+1) ~
0 1 —a a? 0 1 —a a?

foerf1 Ja+f2
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1 0 -1 a-+1 1 0 —1 a+1

00 3 |a>—3a—3 ~1 01 —a| a?

01 —a a? 00 3 a>—3a-3
fae=fo

luego para cualquier valor de a el sistema tiene solucion unica

Ejemplo 3.14 Hallar el valor de a tal que el sistema

3r—(a+2)y+2z=a+1
20 —5y+3z=1
r+3y—(a+1)z=0

tenga , Solucion unica, Ninguna solucion, Infinitas soluciones

3 —(a+2) 2 a+1
2 -5 3 | 1 ~
1 3 —(a+1) 0 s
1 3 —(a+1) 0
2 -5 3 |1 ~
3 —(a+2) 2 a+1 ) o0
1 3 —a—1 0 1 3 —a—1 0
0 —11 2a+5]| 1 ~|0 =11 2a+5]| 1 ~
3 —a—2 2 at+1l /) o0 0 0 —a—11 3a+5 a+l /) . .
1 3 —a-1 0 1 3 —a—1 0
0 —11 2a+5 |1 ~|1 0 —1la 2a*+5a | a ~
0 —a a @ ) 11y 0 1la —1la —1la ot fa
1 3 —a—1 0

0 —1la 2a*+5a | a
0 0 2¢*—6a —10a

luego si a = 0 el sistema tiene infinitas soluciones,si a = 3 el sistema no tiene solucion y
sia# 0y a3 el sistema tiene solucion tinica.

Ejemplo 3.15 Hallar el valor de a tal que el sistema

r+2y+(a+3)z=38
20+ 3y + (a+4)z=12
3z 4 (6a+5)y+ 7z =20
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tenga , Solucion inica, Ninguna solucion, Infinitas soluciones

1 2 a+3 8 1 2 a+3 8
2 3 a+4 |12 ~10 -1 —-a-2|-4 ~
3 6a+5 7 20 2fi4fa 3 6a+5 7 20 3514 fs
1 2 a+3 8 1 2 a+3 8
0o -1 —a—2 | -4 ~|1 0 -1 —a—2| -4 ~
0 6a—1 —3a—2 —4 ot fs 0 6a —2a 0 6afatfs
1 2 a+3 8 1 2 a—+3 8
0 —1 —a—2 | —4 ~10 -1 —a—-2 | —4
0 0 —6a®>—14a —24a h 0 0 2a(3a+7) 24a
luego si a = 0, el sistema tiene infinitas soluciones, si a = —3 no hay solucion y si a # 0

7 . . o
ya# —3 el sistema tiene solucion 1nica.

3.3 Regla de Cramer

Este metodo se aplica solo cuando el determinante de la matriz A, , sea difrente de cero

Ejemplo 3.16 Solucionar el sistema por la regla de cramer

x1—|—2x2+3x3:5
21’1+5l’2+3$3:3

I1+8$3:17
5 2 3 1 5 3 1 2 5
3 5 3 2 3 3 2 5 3
17 0 8 1 17 8 10 17
T = =1 ro="——"F=-1; 23= =2
1 2 3 1 2 3 1 2 3
2 5 3 2 5 3 2 5 3
1 0 8 1 0 8 1 0 8
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Ejemplo 3.17 Solucionar el sistema

dr+y+z4+w==6

r+Ty—z+w=1
Tr+3y — 52+ 8w = —3

r+y+z+2w=3

Resolviendo primero por metodo de eliminacion.

41 1 1 6
37 -1 1,1
73 -5 8|3 ~
11 1 2 3
—Tfa+f3
—3fat+fo
—4fs+f1
0 -3 -3 -7 —6 01 9 -1 18
0 4 -4 -5 -8 0 0 —16 —11, —32
~1 o 4 —12 ¢! o4 ~lo 4 12 6! 2
1 1 1 2 3 - 1 1 1 2 3 ) upan,
—f3+f
01 9 -1 18 01 9 -1 18
00 —16 —11, —32 00 —16 —11 , —32
~1 oo 24 —10! 48 ~l oo 12 —5 ! o
11 1 2 3 11 1 2 3
f73 f3+7f2
01 9 —1 18 01 9 —1 18
00 —4 —16, -8 00 1 4,2
~loo 12 5! x ~l o012 -5l
111 2 3/, L2 3 )
019 —1 18 111 2 3
001 4 ,2 019 —1 18
~1 o000 -s3l0 ~loo1 4l2
111 2 3/, 000 1 0

69
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r+y+z+2w=3 —r=3-2w—z—y=1
y+92 —w=18 —y=w—924+18=0

z+4w =2 —z2=2—4w =2 SOl<1707270)
w=20 —w=0
Por la regla Cramer:
4 1 1 6 6 1 1 1
37 -1 1 1 7 -1 1
73 -5 -3 -3 3 -5 8
11 1 3 3 1 1 2
e IR T T R i IV I R R B
37 -1 1 37 -1 1
73 -5 8 7 3 -5 8
11 1 2 11 1 2
4 6 1 1 4 1 6 1
3 1 —-11 37 1 1
7 -3 -5 8 7 3 -3 8
1 3 1 2 11 3 2
A I S T R Al RS T R
37 -1 1 37 -1 1
73 -5 8 7 3 -5 8
11 1 2 11 1 2

Ejemplo 3.18 Hallar condiciones para a y b de tal forma que el sistema

rT+2y=a
r—3y=>

tenga solucion.
a

<12|a> (12|a) 120,
1 =3'v) .. "0 -5'b-a 0 1 (5)

El sistema siempre tiene solucién para cualquier valor de a y de b
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Ejemplo 3.19 Hallar condiciones para a y b de tal forma que el sistema

r+y=a
2v4+2y=0»
tenga solucion.
(1 1|a) (1 1| a )
2 2 C2fithy 0 0'b—2a Chtfe
luego

a) Si b — 2a = 0 el sistema tiene infinitas soluciones.

b) Si b — 2a # 0 el sistema no tiene solucién.
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CAPITULO 3. SISTEMAS DE ECUACIONES.

3.4 EJERCICIOS PROPUESTOS CAPITULO 3

r+y+2z=a

1. Que condiciones deben cumplir a,b y ¢ para que el sistema r+2z=0>b tenga

2r+y+3z=c

solucién. Resc=a+b

ar +by — 3z = -3

2. Cémo debe elegir los coeficientes a,b,c de modo que el sistema —2x — by 4+ cz = —1

ar 4+ 3y —cz = —3

tenga por solucién (1,—1,2). Resp (2,—1,1)

3. Solucionar los sistemas si es posible, por Gauss, Gauss Jordan, Regla de Cramer y
x=A"1D

(a)

20 +y — 22 =10
3r+2y+22=1,Resplz =1,y =2,2 = —3]
or+4y+3z2=4

r+y—2=0
2 —3y+2=0, Resp [xz%z,y:%z]
r—4y+22=0

20 =3y + 62+ 2v —Hw =3
y—4dz+v=1 ,Resp{[v=4z—y+lLw=32-4—Lo=23y— Yz —
v—3w =2

dr + 6y + 32+ 3v=-5
dr + Ty + 32+ 3v = -8
2¢ + by + 4z + 3v =17
5r 4+ 8y + 4z + 4v = —6

Resp [v = =8,z = =2,y = =3,z = 15]

dr — 4y +4z+3v =14
6r+4dy+32+3v=14
3r — 6y +4z+3v=12"
6z — 3y + 5z +4v =18

3r—3y+Tz+3v=—-7
dr + 3y +4z+2v =13
20 —3y+T72+3v=-5"
dr =2y +9z+4v = -1

Resp [v = =6, = =2,y =2,z = 12]

Resp [v = —-7,2 = =2,y =5,z = 5]
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4. Dada una matriz A de orden n por n, que conclusién se deduce de los enunciados
siguientes

(a) A tiene inversa

(b) A es semejante a la matriz idéntica
(c) [Al#0

(d) La forma escalonada reducida de A es la matriz idéntica

(e) El sistema Ax = b tiene solucién tnica

(f) Elsistema Az = 0 tiene solucién tnica y es la solucién nula. Resp Equivalentes
5. Dar un ejemplo de un sistema de 3 ecuaciones con 3 incégnitas que:

(a) Tenga solucién unica.
(b) No tenga solucién

(c) Tenga infinitas soluciones.

6. Sea Ax = b un sistema de n ecuaciones con n incognitas donde A tiene sus elementos
enteros probar que si |A| = 1 entonces la solucién son elementos

enteros.

7. Dados los sistemas de ecuaciones lineales:
T+y+2z=-1
xr—2y+z=-5 Resplx=1,y=22=—-2]
r+y+z=3
20+ y+2z+ 3w =13
94 10 _ 52 13 2 35

r—2y+z+w=8 , Resp [w:2—7—2—72,x—§—2—72,y:2—72—2—7}
x+y+z—w=1

(a) Hallar todas las soluciones, si existe alguna, usando el metodo de eliminacién
de Gauss.

(b) Hallar todas las soluciones, si existe alguna, usando el metodo de reduccién
Gauss-Jordén.

8. Dar un ejemplo de un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incégnitas que no
tenga solucion.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

CAPITULO 3. SISTEMAS DE ECUACIONES.

Hallar una matriz escalonada reducida por filas que sea equivalentes a la matriz:

1 —
A= 2 2
141
,,Cuales son las soluciones de Ax = 07
3 -1 2
Sea A= 2 1 1
1 -3 0
. Para cudles ternas (y, 2, y3), tiene una solucion el sistema AX = Y7
6 —4 0
Si A= 4 -2 0
-1 0 3

Hallar todas las soluciones de AX = 2X, y todas las soluciones de AX = 3X.

Hallar los valores de la constante a para que el sistema a) Tenga Solucién tnica b)
No tenga Solucién c¢) Tenga infinitas soluciones

r+y—z=1
2 4+ 3y +az =3 respuesta a # —3,2,a =—-3,a =2
r+ay+3z2=2

r+2y+az=1

%+ ay + 87 = 3 respuesta a = 4 no tiene solucion ,a # 4 infinitas

T+y+az=2
3r +4y + 22 = a respuesta a # 3 unica, a = 3 infinitas
20 +3y — 2z =1

r—3z2=-3

%+ ay — 2 = —2 respuesta infinitas para cualquier valor de a

rT+y+z=2
T+2y+z2=3 respuesta a # ++/6 unica, a = +v/6 no tiene
r+y+(a®*=5)z=a

rT+y+z=2
rT+3y+22=95 Resp no tiene solucion para a = i\/g y unica para
20+ 3y+ (a*—1)z=a+1

a#j:\/;
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

ar+y+z+u=1
rTHay+ztu= az respuesta a # —3, 1 unica, @ = —3 no tiene, @ = 1 infinitas
rTt+ytaztu=a

r+y+z+au=ad’

ar+ay+(a+1)z=a
ar+ay+(a—1)z=a respuesta a # 0 unica, a = 0 infinitas
(a+1)z+ay+ (2a+3)z=1

2 =1 . . .
Tootay faz respuesta a = 4 no tiene, a # 4 infinitas

2z +ay +8z = -3
r+y—z2=2
r—2y+z=3 respuesta a # —2, 2 unica, a = —2 no tiene, a = 2 infinitas

r+y+(a®>—=5)z=a

ar+y+z=1
r+ay—+z=a respuesta a # —2, unica, a # 1 no tiene, a = 1 infinitas
T+y+az=ad’

ar +y+ z=4a
r—y+z=a+1 respuesta a = %Sno tiene
r+(a+1l)y+az=a+5

3r—(a+2)y+2z=a+1
20 —5y+3z=1 respuesta a # 3,0 unica, ,a=0 infinitas,a=3 no tiene
r+3y—(a+1)z=0

T+y+az=2
3r 4+ 4y + 22 =a respuesta a # 3 unica, a = 3 infinitas
204+ 3y —z2=1

rTH+ay+z=1
ar+y+ (a—1)z=a respuesta a # 1 unica, a = 1 no tiene
r+y+tz=a+1l

ar —y+2z=a+1

rH+ay —z=-1 respuesta a # 3,2 unica, a = 3 no tiene a = 2 infinitas
r+y+z=a
r+y—z=3
r—y+3z=4 respuesta a # 43 unica, a = —3 no tiene ¢ = 3 infinitas

r+y+(a®>—-10)z=a
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30.

31.

32.

33.
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x4+ (a*>—-8)y=3

v+ (@ —8)y—a respuesta a # 3 no tiene, a = 3 infinitas

Que condiciones deben satisfacer a,by ¢ para que el sistema:

r+3y+2z=a
—r+2y—32=09
oYy —z=-c

Sea consistente.

Las ecuaciones para hallar las intensidades de corriente i; 72 i3, en un determinado
circuito de tres mallas son:

311 — 209 + 4iz = 2

i1+ 3ip — 6i3 =8, resp: [iy = 2,1y = 3,13 = 1]

221—22—223:0
Hallar Z'17?:27’i3.

Resolver, utilizando el algoritmo de Gauss los sistemas, en caso de que tengan
infinitas soluciones, dar la solucién general.

r+y—3z=-1
2r+y—2z=1
r+y+z=3
r+2y—3z2=1
20 —y+3z=3
3x+y—5z=0
(b) dr —y+2=3
r+ 3y —13z2 = —6

r+3y+22=0
(c) 3x_5y+4220resp. [x— =2,y = 72]
x+ 17Ty +42 =0

r+yt+ztutv="7
(d) r+2y+z+u—3v=-2
Y+ 224 2u+ 6v =23
dr+4y+32+4+3u—v =12
r+2y+22=2
3r —2y—2=25
(e) 20 — by +3z2=—4"
r+4y+62=0

(a)

, Resp No tiene solucion

resp [x =1,y =2,z =1]

yresp [u= 7 — 3y —z—Jr,v=ga+ 3y +]]

resp [t =2,y =1,z = —1]
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34. Determinar las condiciones de a, b, ¢, tales que los sistemas tengan solucién tinica:

r—2y+4z=a
(a) 2x+3y—z=>b Resp a,b,c nimeros reales
r+y+2z=c

br +ay =c
(b) cx+az=0b Resp abc # 0
cy+bz=a
r+y+2z=a
(c) r+2z=>b ,sic=a+Db infinitas soluciones y si ¢ # a + b no tiene

2r+y+3z=c

r+y+tz=a
(d) 2z42z=0b ,resp: [x=a—3c,y=a—3bz=1b—a+ ic|
y+3z=c

35. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones no lineales para los dngulos z, ¥, z, con-
siderando el intervalo (0, 27)

2sinx —cosy +3tanz =3
4sinx +2cosy —2tanz =2 Resp (g,w,O)
6sinz —3cosy +tanz =9

36. Demuestre que en un sistema homogéneo de ecuaciones lineales:

(a) La suma de dos soluciones es también solucion.

(b) El producto de un escalar por una solucién también es solucién.
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Capitulo 4

VECTORES

Dados dos puntos A y B en el plano o en el espacio, el segmento de recta orientado, que
tiene punto inicial en A y punto final en B, notado por AB , se entenderd por el vector
que va de A hacia B o simplemente el vector () = AB y geometricamente se puede
representar por una flecha que sale del punto A ( punto inicial) y llega al punto B (
punto final) figura 1

Figura 1
En resumen, un vector es un segmento de recta dirigido, el cual esta caracterizado por
tres elementos, la magnitud, la direccion y el sentido. La magnitud, la determina la
longitud del segmento de recta que representa al vector, es decir, la distancia que hay
entre los puntos final e inicial, la direccion la determina la recta sobre la cual esta
reposando el vector o cualquier recta paralela a ella, es decir, dos vectores tienen la
misma direccion si reposan sobre la misma recta o sobre rectas paralelas. El sentido esta
determinado por la orientacion que tome el segmento de recta que representa al vector.

A
v
<
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P db 1 (cadb)

Los vectores los representaremos por letras mayusculas, con una flecha encima o
simplemente con letras mayusculas cuando no haya confucion (ﬁgura 4.2), esto es el
H

vector P = AB o por ejemplo el vector P o el vector Q
figura2

figura 2
Si el Vector tlene punto inicial en el orlgen y punto final en B entonces el vector se nota
por P = OB o simplemente por P o por B . Con esta observacion un punto en el
plano (espacio) P, se interpreta como el vector que tiene punto inicial en el origen y
punto final en P, es decir, a un vector cualquiera en el plano o en el espacio se le puede
hacer corresponder un tinico punto en el plano o en el espacio y viceversa, es decir, que
dado un punto en el plano o en el espacio este se puede considerar como un vector que
tiene punto inicial en el origen.

Recordemos que dada una recta en el espacio, existe una corresondencia biunivoca entre
los puntos sobre la recta y el conjunto de los numeros Reales y que existe una
correspondencia biunivoca entre los elementos de R? y los puntos sobre el plano y existe
una correspondencia biunivoca entre los puntos del espacio y el conjunto R?

Dos vectores son equivalentes (iguales) si tienen la misma magnitud, direccion y sentido
sin importar la posicion figura 3
figura 3
En general dado un vector cualquiera en el plano o en el espacio con punto inicial
(a,b,c) y con punto final (z,y, z) se puede encontrar un vector equivalente con punto
inicial en el origen y punto final en (x — a,y — b, z — ¢) figura 4

figura 4



(x-a,y-b,z-c)

(a,b,c)

xy,2)
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4.0.1 Vectores Paralelos

Dos vectores A y B son paralelos si y solosi A =AB con A € R

figura 5
figura 5

Ejemplo 4.1 Los vectores (2,4),(1,2) son paralelos, pues (2,4) = 2(1,2)

Ejemplo 4.2 Los vectores (6,4),(3,2) son paralelos, pues (6,4) = 2(3,2)

Ejemplo 4.3 Los vectores (12,4,8),(3,1,2) son paralelos, pues (12,4,8) = 4(3,1,2)

Ejemplo 4.4 Hallar el valor de m para que los vectores (1,m, 1) (—2,4,m) sean paralelos
En efecto (1,m,1) = A (—2,4,m) sisi 1 = =2\, m = 4), 1 = m\ y de aqui se concluye

que \=—1ym=-2

4.1 Operaciones.

4.2 Suma de vectores.

Sean A y B dos vectores, para hacer la suma A + B, se toma el vector B y se hace
coicidir, el punto inicial de B con el punto inicial de A, (con vectores paralelos), se forma
el paralelogramo y el vector resultantes es la suma de A con B o el punto inicial B se
hace coicidir con el punto final de A y la suma es el vector con punto inicial en el punto
inicial de A y con punto final el punto final de B figura 6

figura 6

analiticamente A+ B = (a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d) figura 7



4.2. SUMA DE VECTORES.

v

A+B -.--.--...u-----.-.u

83

B+A

(a+Cyb+d)

v
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A-B

Ejemplo 4.5 §i se tiene el vector
Si A=(3,4) y elvector B=(4,2) entonces A+ B =(3,4)+ (4,2) = (7,6)

Ejemplo 4.6 Si A = (2,4,6) y el vector B = (4,2,4) entonces A+ B = (2,4,6) +
(4,2,4) = (6,6,10)

4.3 Resta de vectores.

Si se tiene el vector A entonces el vector —A es el vector A pero con sentido contrario
La resta A — B se define por A— B = A+ (—B) figura 7

figura 7

Ejemplo 4.7 (4,6) — (2,3) = (4,6) + (=1)(2,3) = (4,6) + (—2,-3) = (4 —2,6 — 3) =
(2,3)

Ejemplo 4.8 (8,6) — (10,2) = (—2,4)

4.4 Multiplicacién de un vector por un nimero real.

Sea A un vector y A € R
1. Si A > l;entonces el vector AA : Tiene la misma direccién, orientacién y diferente

magnitud (mayor) que A.

Si se suma un vector A consigo mismo 3 veces, se obtiene otro vector que se denota por

3A, que tiene la misma direccion y sentido, pero su magnitud es 3 veces A
2. Si 0 < A < l;entonces el vector AA : Tiene la misma direccién, orientacién y diferente
magnitud que A.
figura 9
3. Si A < —1;entonces el vector AA : Cambia de sentido y aumenta la magnitud, pero no
de direccion.



4.4. MULTIPLICACION DE UN VECTOR POR UN NUMERO REAL.
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i

figura 10

4. Si —1 < X < Osentonces el vector AA : Cambia de sentido y disminuye la magnitud,

pero no de direccion.
figura 11

4.5 Propiedades de los vectores

1.

A A T

Sean A,B,C vectores y o y S numeros reales

A+ B =B+ A. En efecto,

A+ B=(a,b)+ (¢,d) = (a+c¢c,b+d)=(c+a,d+b) = (c,d)+ (a,b) =B+ A
(A+B)+C=A+ (B+C). En efecto, (A+ B) + C = ((a,b) + (¢,d)) + (m,n) =
((a+ec,b4+d) + (mn) = (a+c+m,b+d+n) = (a +m),b+ (d+n)) =

(a,5) + ((c+m) + (d+n)) = (a.b) + ((c,d) + (,)):Zf(3+0)
A+0=0+A=A

A+(-A4)=0

(aB) A = o (BA)

a(A+ B) = aA + aB En efecto,a (A+ B) = a((a,b) + (¢,d)) = a(a+c¢,b+d) =
(aa + ac,ab + ad) = (aa, ab) + (ac,ad) = aA + aB

1LA=A

8. (¢ +p)A=Aa+ A

Ejemplo 4.9 Si A= (3,4) y B
(243,3+4)=(2,3)+ (,4)

2,3) entonces A+B = (3,4)4(2,3) = (3+2,4+3) =
+A

I
m/\
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4.6 Norma de un vector

La norma del vector A se nota por ||A|| y se define por ||A|| = ||(a,b)|| = Va? +1? =
Longitud del vector y si ||A]| = ||(a, b, ¢)|| = Va? + b* + ¢ = Longitud del vector. Si

A= @, con P = (a,b,c), Q = (m,n,q) entonces
1Al =lIQ = Pll = ll(m —a,n=b,g = )|l = \/(m —a)* + (n = b)* + (¢ —¢)* =
Longitud del vector PQ)

4.6.1 Propiedades de la norma de un vector.

L[4 > 0
2. Si A es un escalar y A es un vector entonces || AA|| = |A| ||A]l .

3. ||A+ B|| <||A|| + ||B|| Desigualdad triangular.

Demostracion propiedad numero 2

AN = [[A (a, )| = [[(Aa, Ab)|| = VA%a? + A28% = VA2Va? + 52 = || ||(a, b)|| =
Al {1A]]

4.7 Producto interior o Producto escalar o Producto
punto.

R"™ x R™ — R
(al,ag,ag, ...,CLn) . (bl, bg, b3, ceey bn) =Y = (&1,&2,(13, ...,CLn> . (bl,bg, b3, ,bn) = a1b1 + agbg =+

Ejemplo 4.10 (1,1,1)-(2,1,0)=1x2+1x1+1x0=3

4.7.1 Propiedades del producto interior.
1. A- A=Al
A-A=(ab) - (a,b) = a® +b* = [| Al
2. A-B=B-A

..+ apb,
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3. A-(B+CO)=A-B+A-C
4. ||B = A’ = ||B||* + |A|II> = 2||A|| || B| cos @ ley de los cosenos

5. A- B =||A]|||B]|cos@.
|IB—A|’=(B—A)-(B—A) =B-B-B-A—A-B+A-A=|B|"-2A-B+||A|]
y como ||B — A||> = ||B|> + ||A||> — 2]||A]| || B]| cos # igualando estos resultados se tiene
que A- B = ||A]|||B|| cos @
6. A y B son perpendiculares sisi A- B =0
Ejemplo 4.11 A = (0,2); B = (3,0) son perpendiculares pues A - B = (0,2) - (3,0) =
0+0=0
Ejemplo 4.12 Hallar un vector perpendicular al vector (2,3) :
(2,3)-(2,b) =0=4+3b=0=b=—3 entonces (2,b) = (2,—3)
Ejemplo 4.13 Hallar un vector perpendicular al vector (3,1,2).
(3,1,2) - (a,b,¢) =0 = 3a + b+ 2c = 0 Tiene infinitas soluciones, darle a , b y ¢

cualquier valor y obtenga a y asi obtiene el vector (a, b, ¢)

7. La desigualdad de Cauchy |A - B| < ||A]|| || B]|
Se sabe quel|(zA + yB)||* = (zA +yB) - (tA+ yB) > 0 entonces
2?A-A+2yA-B+yzB-A+y?B-B=22||A||” +2zyA - B +4?||B||> > 0 como esta
desigualdad vale para toda x,y entonces tomemos t=B-B y y=—A-By asi

2 || +22yA- B+ y*||B|* = (B- B)’||A|]* = 2B - B x (A- B’ + (=A- B)’|| B|’

= [|BI[*[|Al* = 2||BI[* (A- B)® + (A- B)*||B|*

luego
IBII*[|JAII* = 2(A- B)* + (A- B)* = || BI[*[|A|I" — (A4 B)* > 0
sisi
(A-B)® < [|A]]*||BII
luego sacando raiz cuadrada se tiene
|A- Bl < [|A][]|B]]

8. Desigualdad triangular ||A+ B|| < ||A|| + || B
como
A+ B||>=(A+B)-(A+B)=A-(A+B)+B-(A+B)=A-A+A-B+B-A+B-B =
1A +24- B+||BII” < ||AI* +2|A- Bl + [ BII* < [|AII* + 2 ||All || BI| + | BII”
= (|A|| +|B||)* por lo tanto
I|A+ B> < (||A]| + ||B||)* asi que [|A+ BJ|| <||A||+||B|| Tomando raiz cuadrada
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(a,b,c)

4.7.2 Angulos directores y cosenos directores.

Los vectores (1,0,0) =i =¢;, (0,1,0)=j=ey y (0,0,1) =k =e3
se llaman vectores canonicos y el angulo «, 3,y que forma el vector A = (a,b, c) con el
eje positivo de las © 0 y 6 z se llaman angulos directores y sus cosenos se llaman cosenos
directores . Para hallar los angulos directores y sus cosenos se procede asi:
Para el angulo director « se toma el vector A y el vector i = (1,0,0) y la propiedad

A-B=||A||||B||cosf asi

Avi = ||A]||lil| cosa < (a,b,c).(1,0,0) = a = Va2 + B2 + Ecosa

de donde

a 1( a )
cosq¥ = ——: a=cos | ——on—
Va2 +b? + 2 Va2 +b% 4+ ¢?

Para el angulo director 5 se toma el vector A y el vector j = (0,1,0) y la propiedad
A-B=||A||||B|| cosf asi
A-j=||Alllljllcos B < (a,b,c).(0,1,0) = b= Va®+b?>+ c?cos

de donde

b f=cos ! <—b )
Va2 + b2+ 2 Vaz+ b2 + 2

Para el angulo director ~

cos 5 =
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Ak =||A]l[|k]|cosy < (a,b,¢).(0,0,1) = ¢ = Va* + b*> + c* cos

c c
COSY = —————, Y =cCOS (—)
va? + b2 +c? va? + b+ c?
y se puede verificar que
cos? o + cos? B+ cos?y =1

4.7.3 Vectores unitarios

Un vector unitario es aquel que tiene norma igual a uno.
Los vectores canénicos son ejemplos de vectores unitarios, pero en general

Si A # 0 es un vector que no es unitario, entonces el vector W es un vector unitario,

ya que:
‘i _ Al
HA[L] 1Al
Conclusién: Para obtener un vector unitario con la misma direccién y sentido de un
vector dado A, se divide el vector A por su norma, por ejemplo el vector A = (3,4,5) no

(3,4,5)  (3,4,5) <3 4 5>
13,4,5)]]  VO+16+256 \5v2 5v2 5v2

es un vector unitario con la misma direccién y sentido del vector A.

es unitario pero el vector B =

Los vectores < ) , (cosf,sin @), (cos a, cos 3, cosy) son vectores unitarios.

1
V2' V2
Cualquier vector (a, b, ¢) se puede escribir como ai + bj + ck, es decir,

(a,b,c) = ai+ bj + ck,ya que
(a,b,¢) = (a,0,0) 4+ (0,b,0) + (0,0,¢) =a(1,0,0) +6(0,1,0) +¢(0,0,1) = ai + bj + ck

Ejemplo 4.14 3i + 5j + 3k = (3,5,3), —6i+8j — 2k = (—6,8,—2)

4.7.4 Angulo entre vectores

El angulo ¢ entre los vectores A y B es aquel comprendido entre ellos y esta entre 0 y
m, 0< <.

Ejemplo 4.15 Hallar el angulo entre los vectores A=(1,0) y B=(0,1). En efecto A-B =
[|A|] || B]] cos @ sisi 0= |[(1,0)|[[[(0,1)|| cos & = cos§ por tanto cos =0 y asi 6 = 7
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v
v

4.7.5 Proyeccion de un vector sobre otro.(A sobre B)

figura 15
B B B||B||||A||cos® A-B
ProyAp = Ae—— = — ||A]| cos § = =
1Bl 1B 1BI[B]| 1B]”
donde

A
cosf = —— < X = ||A]| cosb
1Al

Ejemplo 4.16 Si A= (3,3) y B = (5,0) entonces

ABp (360502 B (50=301,0 =30

ProyAp =
|B|[” 25 5x5

Ejemplo 4.17 Si A= (0,2) y B = (5,5) entonces

ProyAp = B = (5,5) =(1,1)
[1B]I° 50

v
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Ejemplo 4.18 Si A =(-2,2) y B = (3,1) entonces
A-B_ (-2,2)-(3,1) (—6 —2)
ProyApg = B = 3.1)=(—,—
v B VTS
Ejemplo 4.19 Si A= (2,3) y B = (1,1) entonces
A-B, (23)-(1,1)

9 5
PTOyAB = HBHQB - 2 (171) = (575)

4.8 Producto Cruz

Si A= (ay,az,a3) y B = (b1, bs,b3) son dos vectores en R*, su producto cruz notado por
A x B se define por: A x B = (asbs — asbs, agby — a1bs, a1bs — asby),es decir, se puede
considerar el producto cruz como una funcién de la forma:

X :R¥*x R> - R3

(A, B) — A X B = (agbs — agby, azb; — abs, a1by — azby)

Como
ik
a; ag asg | = (agbg — &362, a3b1 — (Ilbg, Cllbg — CLle) = A x B.
by by b3

En general se usa este recurso nemotécnico para recordar la definiciéon de A x B, y
escribimos simplemente que:

i gk
Ax B= ay ag as
by by b3

Ejemplo 4.20 Si A=2i—8j+3k y B=4j+ 3k

' k
AxB=|2 28 3|=i| 3 —j 230 k2 8 = —36i — 65 + 8k
4 3 0 3 0 4
0 4 3
1 gk "
Ejemplo 4.21 ixj=|1 0 0 |=—-1|" = (k) =k
010 Lo

En forma andloga,

Jxk=1, kxi=j jxi1=—k, kxj=—i, 1 xk=—j, ixi=3xj=kxk=0.
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4.8.1 Propiedades del producto cruz

1. Ax0=0
7k
Ax0= a; Qag ag | = 0
0 0 O
2. AxA=0
t J k
Ax A= ay Qg ag | = 0
a; ag das
t J k 1 J k
3. Ax B = ay Qg az | = — b1 b2 bg =—-Bx A
bl b2 b3 ay ag as
4. Ax(B+C)=AxB+AxC
1 J k 1 J k tJ k
A x (B—l—O)Z ai ao as =|la a2 as |+ | a ag as
bi+c1 by+cy bz+cs bi by b €1 C2 C3
=AxXxB+AxC
5. ¢c(Ax B) =(cA) x B=A x (cB)
T 7k 1 7 k
c(AxB)=c|a ay az |=|cay cay caz |=(cA)x B
bl b2 b3 bl b2 63
6. A-(AxB)=0
A- (A X B) = <a1;a27a3)(a2b3 — agby, azby — a1bz, a1by — a2bl) =
= a1a2b3 — alagbg + a2a3b1 - alagbg + alagbg — 6L26L3b1
ay a9 das
=0=1|a1 ay a3 Llamado producto mixto
by by b3

7. B-(Ax B) =0 Se prueba en forma andloga a la propiedad 6.

De las propiedades 6 y 7 se concluye que A x B es un vector ortogonal a A y a B.

oo

A X BI* = AP |IBII” - (A B)*

Esta propiedad es conocida como Identidad de Lagrange
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|A x B||* = (agbs — asbs)® + (asby — aybs)? + (a1by — aghy)?

IAI* | BII* = (A- B)* = (af + a3 + a3) (b} + b5 + b3) — (a1by + asbs + ashs)”

y se hacen las operaciones algebraicas de los miembros de la derecha y se demuestra
que son iguales.

Ax(Bx(C)# (AxB)xC

ix(ixj)=ixk=—j

(ixi)xj=0xj=0, Luego, en general,

Ax(BxC)# (AxB)xC

Sean A y B dos vectores no nulos en B3, Ax B = 0, si y sélo si Ay B son paralelos

A > Bl = [[A][ | B]| sin 6
De la identidad de Lagrange se tiene que:
1A% BII* = |A|I* |B]” - (A- B)?
= [|AIPI1B]* = (1Al 1B cos )2
= [[AI*1IB]I* = | A]I* || B]|* cos® 6
= [ AI” 1 BII* (1 = cos*6)
= [|A|I*||B]|* sin® 6
Entonces sacando rafz cuadrada a ||A x B||* = ||A||* || B||* sin® @ se tiene:

|A x Bl = ||A|| || B|| |sin €| = ||A|| || B|| sin @ y corresponde al area del paralelogramo
de lados A,B

4.9 Producto mixto

Los productos escalar y vectorial pueden combinarse para formar el producto mixto
A- B x C, y su valor es un nimero, ya que es el producto escalar de dos vectores y se

Si A

puede calcular por medio de determinantes asi:
= (a1, a9,a3); B = (b1, bse,b3); C = (c1, ¢z, ¢3), entonces producto mixto se define por

a; az as
A- (B X O) = bl bg bg

1 C2 C3
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4.9.1 Propiedades del producto mixto
(AxB)-C=(BxC)-A=(CxA) B

ap az as by by b3
A(BXC): b1 b2 bg =] C1 Co C3 :B(OXA):(CXA)B
C1 Cy C3 a; as as

Ejemplo 4.22 Si A= (2,3,-1); B=(3,-7,5);C = (1,-5,2), entonces

2 3 -1
A (BxC)=|3 =7 5 |=2(-14+25)—3(6 —5) — 1(—15 +7) = 27
1 -5 2

4.10 Area de un paralelogramo determinado por los
vectores A y B

figura 16 A = ||B| h

h
sinff = —— — h = ||A| sind
1A

Area = || B]| || Al sinf = ||A x B||
Luego, el drea estd dada por ||A x B||

Ejemplo 4.23 FEl drea del paralelogramo determinado por los vectores 2i y 3j es:
Area = ||2i x 3j|| = ||67 x j|| = ||6k| = 6

Ejemplo 4.24 Hallar el drea del paralelogramo determinado por:
A=(-3,-2,2); B=(-2,2,3)
i gk
AxB=|-3 -2 2|=(-10,5,-10)
-2 2 3
Entonces Area = ||A x B|| = v/100 + 25 + 100 = /225 = 15
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AxB

A ¥

L

Ejemplo 4.25 Hallar el drea del tridngulo determinado por:
P =(2,2,0); = (-1,0,2); P5 = (0,4,3) figura
En efecto, el drea del tridngulo es 1 ||A x B]|
e
PP=A=(-3,-22)
—_—
P Py=B=(-2,23)

15
y ||A x B|| =15 y ast el drea del tridngulo es 5

Ejemplo 4.26 Hallar el drea del paralelogramo con dos lados adyacentes formados por:
A=(1,2,3);B=(4,5,6)
2 3| . 12
5 6| 7 15

|Ax B|| =/(=3,6,-3)|]| = vV9+ 36 + 9 = V54

2’+k‘ ‘:(—3,6,—3)

=~ =

1 J k
AxB=|1 2 3|=1
4 5 6
Entonces Area = |

4.11 Voluimenes

4.11.1 Volumen de un paralelepipedo determinado por tres vec-
tores A,B,C.

Los tres vectores no deben estar en el mismo plano.
El volumen viene dado por:
V = (Area base)(altura)
El drea de la base es ||A x B|| y la altura es la norma de la proyeccién del vector C sobre
A x B, es decir,

|A X B

entonces

-

C 1
" ax B [A%B]
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1

Ejemplo 4.27 Hallar el volumen del paralelepipedo determinado por:
A=(1,2,3);B=(4,5,6);C = (7,8,0)

El volumen es |C - (A x B)|
1 2 3
C(AxB)=|456|=7273 L3t ol b 2] Z sy —8(—6) =27
6 4 6 4 5
7 80
Luego el volumen es |C - (A x B)| =

Ejemplo 4.28 Hallar el volumen del paralelepipedo determinado por:
A=(2,3,-1);B=(1,0,2);C =(0,2,-1)

02 —1
C-(AxB)=|2 3 -1 :o‘g _21‘—2‘? _21‘—1‘? g‘=-10+3:7
10 2

Luego el volumen del paralelepipedo es 7.

4.12 Regla de Cramer

Considerando el sistema,
x4+ by + iz =dy
s + by + coz = dy
aszr + bsy + c3z = d3
que se puede escribir como A + yB + zC' = D, si se hace producto punto a ambos lados

de esta ecuacién con B x C' obtenemos
tA-BxC+yB-Bx(C+2C-Bx(C=D-B x(Cy despejando x obtenemos

dl d2 dg d1 bl C1

bi by b3 dy by ¢

D-BxC |c1 ¢ c3| |d3 by c3

T A-BxC |a as as| |a1 b
b1 b2 bg (03] b2 Co

C1 C2 C3 az by c3

si se hace producto punto a ambos lados de esta ecuacién zA + yB + zC = D con
C x A obtenemos

2A-CxA4+yB-Cx A+2C-CxA=D-C x Ay despejando y obtenemos



98 CAPITULO 4. VECTORES

dl dg d3 dl C1 a1 aq dl C1

Ci Co C3 dg Co Q9 a9 dg Co

D-CxA ap as as dg C3 a3 as dg C3

y= B-CxA n bl bg b3 B ay Qg as a aq bl C1
€1 C2 C3 b by b3 az by e

ay az as €1 C2 C3 as by ¢

si se hace producto punto a ambos lados de esta ecuacién A+ yB+ 2C' =D con A x B
obtenemos

TA-AXxB+yB-Ax B+ z20-Ax B=D-AXx B Yy despejando z obtenemos

aq bl d1
(05} bQ d2

D-AxB D-AxB as b3 d3
—CAXB_ABXO_ aq b1 C1
az by o
az by c3

z
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4.13 EJERCICIOS PROPUESTOS CAPITULO 4

1. SiA=(1,2,31) B=(1,-1,24),C=(1,1,2,2) Hallar
(a) A- B respuesta 9

(b) B-C respuesta 12

(c) A-(B+C) respuesta 20

(d) (A— B)-C respuesta -1

2. En cada una de las expresiones siguientes introducir un paréntesis para que la ex-
presién tenga sentido si A, B,C € R?
(a) A-BC Respuesta (A- B)C
(b) A- B+ C Respuesta A- (B + C)
(¢c) A+ B-C Respuesta (A+ B)-C
(d) AB - C Respuesta A(B - ()
)

(e

Respuesta

A
B 0 (B-O)

3.SiA=(2,1,-1); B=(1,1,2) Hallar
(a) Un vector no nulo C' € R? tal que A-C = B-C Respuesta por ejemplo (3,0, 1)
y en general (3z,y, z)
(b) Un vector no nulo C' € R? tal que A-C = B-C =0 Respuesta por ejemplo
(3,—5,1) y en general (3z,—5z, 2)
4. A= (1,3,2);B = (3,—1,2) hallar escalares z,y tal que C' = zA+ yB sea un vector

-2
no nulo y que C'- B =0 (—%, 1) , (x, Tx)

5. Sea A= (1,1,1,1); B=(0,1,2,1), hallar dos vectores C y D de R* que satisfaga
las condiciones siguientes:

(a) A=C+ D
(b) B ortogonal a D
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
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(c) C paralelo a B Respuesta C' = (0,2,%,2) ,D = (1,1, —3,3)

Hallar un vector B de R? tal que A- B =0 y ||B| = ||A]| si A= (1,3) Respuesta
(43, £1)

Si A=(1,2,-1,2); B = (2,1,0,—1), hallar un vector paralelo a A — 2B y de

longitud 7 Respuesta <\’/—%, 0, \7—216, N

Hallar todos los vectores de R? que tiene la misma longitud de A y son ortogonales
aAsi A=(1,3) Resp (—3,1),(3,—1)

Si A=(1,2,3); B=(0,1,1), hallar un vector ortogonal a A y a B de longitud
4 -4 4

4.Respuesta NG

Si A= (1,1,1); B =(1,—1,2), hallar vectores P,Q € R? tales que

(a) A=P+Q
(b) P paralelo a B
(c) @ ortogonal a B Respuesta P = (%, =L %) Q= ( ,

)

Dados los vectores A = (2,—1,1); B=(1,2,—-1); C=(1,1,-2), hallar vectores
D de la forma B + yC ortogonales a A y de longitud 1. (Rta./ &% (O, 1,1))

wWwiN
[SUIIN
Wl

Si A, B € R*, demostrar que |A+ B||* — ||A - B|*=4A-B

Si A=(1,2,3); B=(—1,4,3) hallar ProyAg y ProyBj Respuesta(13 ‘;’g,f—g)

Hallar los cosenos directores del vector (1,1,1) Respuesta(T:,;, \/ig, \%)

1
Hallar los cosenos de los dngulos del tridngulo con vértices (2,—1,1), (1,—3,—5),

(3, -4,~4) (Rta./(,/%,\/£.0)

Si A,B,C € R ||A] = ||C| = 5; ||B|| =1; |[A-=B+C|=||A+B+C|
Si el dngulo que forman A y B es Z, hallar el d4ngulo que forman By C' (Rta./ %)

Hallar dos vectores unitarios con punto inicial en (2,4) y que sean normales a y = 2

alli. (Rta./+=2)
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18. Si A = 2i + j — k, hallar dos vectores ortogonales y unitarios a A  respuesta las

1,—-1,1
soluciones de 2a + b — ¢ = 0 y dividir por la norma por ejemplo ( L )

V3
19. Muestre que los vectores A = (1,1,—1), B =(2,3,-2), C' = (4,5,—4) estén en el
mismo plano  Resp hacer (A-B x C =0)
20. Hallar el area del tridngulo de vértices P = (1,3, -2), Q = (2,4,5), R = (-3,—2,2);
— —5 =
y el volumen del paralelepipedo de aristas OP, OQ, OR; (Rta.¥ 22546, 55)

21. Mostrar que (1,—1,4),(3,—2,4),(—4,2,6),(—2,1,6) son los vértices de un paralel-
ogramo resp si

22. SiA=i+2k; B=2i+j—k C=i+2j+ 3k, Hallar

(a) Ax C;||Ax C|| Resp (—4,—1,2), V21
(b) (A+ B) x (A—C) Resp (1,3,—6)
(¢c) Ax (B xC) Resp (14,7,-7)

(d) (A + B) x (A= C)| Resp (1,3,-6),v/46

23. Demostrar que ||A x B|| = ||A|| ||B]| siy s6lo si A y B son ortogonales

24. Dados dos vectores no paralelos A,B € R con A- B = 2; ||A|| =1, ||B| = 4;
C =2Ax B—-3B Hallar A- (B+C); ||C]| y el coseno del d4ngulo que forman B'Y
C. Resp C' =192, 150, —4,

25. Si A- (B x C') = 3 hallar
A - (C x B) Respuesta -3
B x C)-A Respuesta 3

C' - (A x B) Respuesta3
B - (A x C) Respuesta -3

26. [|A+B|* + A~ B|* = 2| A" + 2| B

27. Si 0 es el d4ngulo que forman los vectores A = (1,1,...,1); B = (1,2,...,n) hallar el
valor limite de § cuando n — oo (Rta./7/6)
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.
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Mostrar que(—2,1,6),(2,4,5), (—1,—2, 1) son los vértices de un tridngulo recténgulo
Determine las componentes del vector que tiene su punto inicial en P; y su punto
final en P,

(a) Pl (375) PQ( 8) Resp ( 173)

(b) Pl (67 57 8) 7P2 (8a _7a _3) Resp (27 _12a _11)

Determine un vector que tenga su punto inicial en P (2, —1,4) y que tenga la misma
direccién que V' = (7,6, —3) Resp P = (2,—1,4),Q = (9,5,1)

Determine un vector con direccion contraria a la de V' = (—2,4, —1) y con punto
final en @ (2,0, —7) .Resp P = (0,4,-8),Q = (2,0,-7)
Sean U = (1,2,3),V =(1,-3,1) y W = (3,2, —1).

Determine las componentes de:

(a) U—W Resp(—2,0,4)

(b) 7V 4+ 3W Resp(16,—15,4)

(c) 3 (U 7V) Resp(—18,—57,—12)

(d) 2V — (U + W) Resp(—2,10,0)

Sean U = (1,2,3),V =(1,-3,1) y W = (3,2, —1).

Determine las componentes del vector X que satisface 2U —V +X =7X +W Resp
(58 1)

Sean U = (1,2,3),V = (1,-3,1) y W = (3,2, —1).

Encuentre escalares a,b y ¢, tales que: aU + bV + cWW = (6,14, —2)

Demuestre que no existen escalares a, b, ¢ tales que:

a(1,2,-3)+0b(5,7,1) +¢(6,9,—2) = (4,5,0) Resp no existen

Encuentre todos los escalares a, b y ¢ tales que:
a(2,7,8)+b(1,-1,3) +¢(3,6,11) = (0,0,0)

Sean U = (1,-3,2), V =(1,1,0) W =(2,2,-4).

Determine:
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38.

39.

40.

41.
42.

43.

44.
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() [IU+ V] Resp V12
() U+ V]| Resp 14+ v2
(c) =201+ 2[|U]l Resp v/56+ 2v/14

1 2,2, —4
d) ——W Resp( S )
D Vot
1
e) ||==—=W]|| Resp 1
)

Determine todos los escalares k tales que:

(1,2,4) Resp j:i

V21

Encontrar un vector de norma 1 que tenga la misma direccién que V' = (1,1,1)
1 1 1

Resp (5. 5 vs)

Calcule U.V para:

|kV|| = 3 donde V =

(a) U =
(b) U =

(1,2) V =(6,8) Resp 22
(1,-3,7) V =(8,-2,-2) Resp0

s

Para el ejercicio anterior encontrar el angulo ¢ entre U y V Resp 10.30°, 5

Determine si el angulo formado por U y V es agudo, obtuso, o si los vectores son
ortogonales:

(a) U =(7,3,5) V = (-8,4,2) Resp obtuso
(b) U =(6,3,1) V = (4,0,—6) Resp agudo
(c) U=(1,1,1) V' =(—1,0,0) Resp obtuso
(d) U= (4,1,6) V = (-3,0,2) Resp ortogonal

Encuentre la proyeccion ortogonal de U sobre V' si:

V =(-3,2) Resp (2,32)

13 13
160 |) —32)

V:(570>1) Resp (fv /26

Determine dos vectores de norma 1 que sean orotgonales a (3,2) Resp por ejemplo

()
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45

46.

47.

48.

49.

50.

ol.

o2.
23.

o4.
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Sea U = (1,2),V = (4,-2) y W = (6,0) determine:

(a) U.(7V 4+ W) Resp 6
(b) [[(UV) W] Resp 0
(©) [IUI[(V.U) Resp 0

Utilice vectores para encontrar los angulos interiores del triangulo con vertices en
(—=1,0),(=2,1) y en (1,4) Resp 90°,18°,72°

Determine el angulo formado por la diagonal de un cubo y una de las caras. Resp
%)

arccos (?

Sean U = (2,-1,3), V =(0,1,7) Yy W = (1,4,5) calcule:

(a) V. xW Resp (—23,7,—1)
(b) U x (V x W) Resp (—20,—67,—-9)
(c) (UxV)xW

Determine un vector que sea ortogonal a Uy V:

(a) U=(-17,3,1) V =(2,0,4) Resp (12,30, —6)
(b) U=(-1,—-1,—-1)  V =(2,0,2) Resp (~2,0,2)

Calcular el drea del triangulo que tiene vértices en P,Q y R

(a) P=(1,5,-2) Q=(0,0,00 R=(3,51) Resp V31

_ _ _ (32,52,—22)|| _
Sean U = (—1,3,2) y W = (1,1, —1) encuentre todos los vectores que satisfacen
UxX=W

Calcular los cosenos directores del vector V' = (12, —15, —16) Resp (%, %3, _2—156)

Determinar para que valor de a los vectores U = ai — 37 4+ 2k y V =i+ 27 — ak son
perpendiculares Resp a = —6

Hallar el vector X, si se sabe que es perpendicular a los vectores U = (2,3,—1) y
V = (1,-2,3) y satisface la condicion:

X.(2i —j+ k)= —6 Resp (—3,3,3)
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Se dan tres vectores:

U=2i—75+43k V=1t+2)—ak W =3i+25 —4k
hallar el vector X, que satisface las condiciones:

X.U = -5, XV =11, X.W =20 Resp Ta # 32

Sea U = 2t — j + 3k y V un vector de longitud 5 y direccién y sentido coincidentes
con los del vector ¢ + 25 + 3k.Hallar el producto escalar de U por V.Resp j—%

Encontrar un vector unitario perpendicular a los vectores U = i+ j + k V =

2i — j + k, jcuantas soluciones tiene el problema? Resp (\/Lﬁ, \/Lﬁ, \7—%)

Sean A y B tales que |A] = 4y ||B|| = 2 y el angulos entre ellos 60° Hallar
|A+ BJ,||A — Bl Respv28,v12

Si A y B son perpendiculares y ||A|| = 6, ||B|| = 10 hallar ||A + B|| resp v/136
Hallar el angulo que forma Ay B si ||A|| =3, ||B|| =15y ||A+ B| = 7. resp § = 60

Si A y B tienen la misma longitud entonces A + B y A — B son perpendiculares
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Capitulo 5

PLANOS

5.1 Planos en el espacio

Un plano se puede considerar intuitivamente como una hoja de papel, haciendo que la
hoja es ilimitada. Estamos interesados en hallar la ecuacién del plano y para ello
consideramos un punto del plano fijo Py = (o, Yo, 20) y un vector normal N = (A, B, ()
al plano, entonces el punto P = (z,y, z) pertenece al plano si y sélo si el vector
_PEI_D) - N =0, es decir, (P — Fy) - N =0, es decir, ((z,y, 2) — (%0, Y0, 20)) - (A, B,C) =0,
es decir, A(z — x9) + B(y — yo) + C(z — z9) = 0, es decir,

Ax + By + Cz — Azg — Byy — Czy = 0, es decir, Av+ By+Cz =D si D =
Az + Byo + Czp, y asi la ecuacion cartesiana del plano que pasa por Py = (xo, Yo, 20) ¥
tiene a N = (A, B, C') como vector normal tiene por ecuacién Azx + By + Cz = D. A la
ecuancién (P — Fy) - N = 0, se llama ecuacién vectorial del plano.figura 18

1. z = 0 ecuacién de un plano que tiene a N = (0,0, 1) como vector normal y un punto
del plano es por ejemplo (1, 3,0) ya que z = 0 se puede escribir como 0z +0y+2z = 0

(AB,C)

/P

107
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por tanto x y y toman cualquier valor

2. x 4+ y = l;ecuacién de un plano que tiene a N = (1,1,0) como vector normal y un
punto del plano es por ejemplo (1,0,4), ya que x + y = 1, se puede escribir como
r+y+ 0z =1y z toma cualquier valor

3. * +y + z = 4;ecuacién de un plano que tiene a N = (1,1,1) como vector normal
y un punto del plano es por ejemplo (1,1,2) ya que por ejemplosiz =1y y =1
entonces z = 4

4. x = 4;ecuacién de un plano que tiene a N = (1,0,0) como vector normal y un punto
del plano es por ejemplo (4,3,5), y y z toman cualquier valor

Ejemplo 5.1 La ecuacion del plano que pasa por (1,0,0) y tiene como vector normal a
(1,1,1) = (A, B,C) es

Alx —29) + Bly —yo) + C(z — 29) =0

{lz—1)+1(y—0)+1(z—0)=0

r+y+z=1

Ejemplo 5.2 Hallar la ecuacion del plano que pasa por (1,2,3) y es paralelo al plano
v —y+4z =2.

Como el plano buscado es paralelo al plano 3x — y + 4z = 2, su vector normal es
(3,-1,4) = (A, B,C) y como (1,2,3) = (20 Yo, 20), pertenece al plano entonces:  3(x —
1)=1(y—2)+4(z—3) = 0 es la ecuacion del plano, es decir, 3x —y+4z = 3—2+12 = 13.

Ejemplo 5.3 Hallar la ecuacion del plano que pasa por (xoyo,20) = (3,2,1), y es per-
pendicular al vector (4,6,7).

Como el vector normal al planoes N = (4,6,7) y Py = (zo,y0, 20) = (3,2,1),
Az —x0) + By — o) + C(z — %) =0
4(x —3)+6(y—2)+7(z—1) =0, luego, 42 + 6y + 7z = 31

Ejemplo 5.4 Hallar la ecuacion del plano que pasa por: A = (1,2,—1); B = (2,3,1);C =
(3,-1,2).
—_— —

Como los puntos A, B, C pertenecen al plano, entonces se forman los vectores AB y AC':

AB=B—A=(1,1,2)

—
AC=C—A=(2,-3,3)
I A
por tanto ABx AC=|1 1 2 |=(9,1,-5) es normal al plano y como A es un
2 -3 3

punto del plano, entonces:
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9z —-1)+1(y—2)—5(2+1) =0 por tanto 9z +y—5z=9+2+5=16

Ejemplo 5.5 También la ecuacion de plano se puede hallar reemplazando los tres puntos
en la ecuacion Ax + By + Cz — D = 0 y solucionar el sistema, es decir,
A+2B-C—-D=0
2A+3B+C~-D=0
BA—B+2C—-D=0
cuya solucion es

9 D 5
A= 2D B=2:C=—2D yast
16 5 ¢ = TP v

9 D )

T Dr+Zy—2Ds—D=
169x+1qy 1% z 0
D(Ex + Y " 16° 1) =0, luego,
9 +y — 52 =16

Ejemplo 5.6 Hallar la ecuacion del plano que pasa por (1,2,2) y es perpendicular a
x —y+ 2z = 1. El vector normal al plano x —y+ z = 1 es (1,—1,1) y si hacemos el
producto cruz de (1,2,2) x (1,—1,1) = N wvector normal del plano pedido, es decir,
ik
L22)x(1-L)=|1 2 2|=i| f‘_“ ; 2
1 -1 1
Luego la ecuacion del plano es:
4z—1)+1(y+1)—3(2—1)=0sisi do+y—32=4—-1-3=0sisi do+y—32=0

— (4,1,-3)

1
)

Ejemplo 5.7 Hallar la ecuacion del plano, que pasa por el punto (4,0, —2), y es perpen-
dicular a cada plano x —y + 2 =0 y 2o +y — 4z = 5. El vector normal es el producto
cruz de los vectores normales de los dos planos Ny = (1,—1,1); Ny = (2,1, —4), es decir,

i § ok
N=NxNy=|1 -1 1 |[=(3,6,3), luego la ecuacion
2 1 -4

3(x—4)+6(y—0)+3(2+2)=0 esdecir 3x+6y+32=56

Una sequnda forma de solucion seria: como N = (A, B,C) es perpendicular a x —
y+2=0ya2x+y—4z =05, entonces:

(A,B,C)-(1,-1,1)=0—= A-B+(C=0 = A=B-C

(A,B,C)-(2,1,-4)=0= 2A+B—-4C=0

Ahora, reemplazando A = B — C en 2A + B — 4C' = 0 obtenemos

2(B-C)+B—-4C=0 = 2B-20+B-4C=0 = 3B-6C=0

B =2C luego A=20-C=C

Entonces:

N = (C,2C,C) = C(1,2,1) = 3(1,2,1) = (3,6,3)
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Ax+By+Cz=D

Luego la ecuacion del plano es 3(x —4) +6(y —0) +3(z2+2) =0

5.2 Distancia de un punto a un plano

5.2.1 Distancia del punto Py = (xg, yo, 20) al plano Az+By+Cz = D

Sea Py = (x1, %1, 21), un punto del plano, luego la distancia del punto Py al plano
e
Ax + By + Cz = D es la longitud de la proyeccion del vector P, Py sobre N, es decir:

e
A BN L
'k V]

|(zo — 21,90 — Y1,20 — 21) - (A, B, C)] |A(zo — 21) + B(yo — 11) + C(20 — 1)

d: =
VA2 + B2+ (C? VA2 + B? 4 (C?
d— |AIO + Byg + CZO — (Al’l + By1 + 021)| . |AZEO + Byo + CZ() - D|
Luego

. |AJIO + Byo + CZO - D’

d
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Ax+By+Cz=D,

Ax+By +Cz= D,

Ejemplo 5.8 Hallar la distancia del punto (1,2,4) al plano x+2y—3z = 5; (o, Yo, 20) =
(1,2,4);

(A,B,C) = (1,2, -3).

MO +22) + (=345 _ [1+4-17] 12

VI + 22+ (—3)° Ve V14

5.3 Distancia entre dos planos paralelos

Sean Ax + By + Cz = Dy; Ax + By + Cz = Dy, dos planos paralelos, entonces para
hallar la distancia entre ellos, escogemos un punto en cualquiera de alguno de ellos y

hallamos la distancia del punto al plano asi:

Dy
—,0,0
AJJ)

y la distancia de este punto al plano Ax + By + C'z = Dy, viene dada por:

D
Seaz=0;, y=0; y Ar=D; — = ~L es decir, tomemos Po(x0, Y0, 20) = (

D,
A— + B(0)+C(0) — D
g Ao+ By +Cx—Do| _ | A 0)+c(0) | D1 - Dy
NoeEw ;e NoeEw ;e LBt
Ejemplo 5.9 La distancia entre v +y+z2=4yr+y+ 2z =10 es:

10—4]  |4—10] 6

VETEL L V3 3

Ejemplo 5.10 Hallar la distancia entre los planos x +y+z2=1 y 3z + 3y + 3z = 10
es:
para aplicar la formula hay que escribir los planos t+y+2=1 y 3x+3y+3z =10

0
en la forma v+y+z2z=1y x+y—|—z:§ luego la distancia es
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5.4 Planos paralelos y perpendiculares

Dos planos son paralelos si y sélo sf sus vectores normales son paralelos.
Dos planos son perpendiculares si y sélo si sus vectores normales son perpendiculares.
El dangulo entre dos planos, es el formado entre sus vectores normles.

Ejemplo 5.11 Los planos x +y+2 =4 y 2x+ 2y + 2z =10 son paralelos
Ejemplo 5.12 Los planos 2x —3y+ 2z =4 y 6x — 9y + 62 = 10 son paralelos
Ejemplo 5.13 Los planos z =1 y z =2 son paralelos

Ejemplo 5.14 Los planos x =1 y x =2 son paralelos

Ejemplo 5.15 Los planos z —y =1 y 3z — 3y = 15 son paralelos

Ejemplo 5.16 Un plano corta al eje x en el punto (3,0,0) y es paralelo al plano yz, hallar
Su ecuacion

Como el plano es paralelo al plano yz entonces un vector normal es (1,0,0) y como pasa
por el punto (3,0,0) entonces

(X —P)-N=((z,y,2) — (3,0,0)) - (1,0,0) = (z — 3,y,2) - (1,0,0) =z — 3 = 0,luego la
ecuacion del plano es x = 3.

Ejemplo 5.17 Hallar a y b para que los planos 2x +ay + 2 —1 =0, bx — 6y + 22z =0
sean paralelos.

Para que los planos sean paralelos los vectores normales deben ser paralelos, luego su
producto cruz es cero,es

U I
decir,(2,a,1) x (b,—6,2) =2 a 1 |=(2a+6,b—4,—12—ab) = (0,0,0) por tanto
b —6 2

20+6=0,b—4=0,-12—ab=0,luegob=4ya=—-3

Ejemplo 5.18 Hallar a para que los planos 2z + 4y +az —3 =0, x + 2y — 2 = 4 sean
perpendiculares.
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Para que los planos sean perpendiculares los vectores normales deben ser
perpendiculares, es decir,(2,4,a) - (1,2, —1) =2+ 8 — a = 0, por tanto a = 10

Ejemplo 5.19 Hallar la distancia entre los planos 2z +y — 2z =1, 4o + 2y — 4z = —4

En efecto, las ecuaciones de los planos son 2z +y — 22 =120 +y — 22 = —2
(segunda ecuacion hay que dividirla por 2) y tomamos un punto en cualquiera de uno de
los planos por ejemplo (2,2,4) un punto del plano 2z + y — 22 = —2 y asi la distancia

entre dos planos paralelos se calcula por
|D1_D2’ o ’1_(_2)| :§:1

d: pu—
V A2 +B2+C2 \/22_'_ 12+ (_2)2 3

Ejemplo 5.20 Hallar el dngulo entre los planos v — 3y + 4z =1,2v + 2y + 2z =3

En efecto (1,-3,4) - (2,2,1) = [|(1,—3,4)|]|(2,2,1)|| cos & entonces
2—6+4=0=1+26v9cosf entones
cos = 0, entonces 0 = 90°

Ejemplo 5.21 Hallar la ecuacion del plano que pasa por (1,1,1) y es paralelo a los
vectores (1,0,1),(2,1,—1)

Como el plano es paralelo a los vectores (1,0,1),(2,1,—1) entonces un vector normal es

i j ok
(1,0,1) x (2,1,—-1)=]1 0 1 |=[-1,3,1] entonces la ecuacion del plano es
2 1 -1

—1(z—-1)+3@y—-1)+1(—1)=0=3y—x+2—-3=0

Ejemplo 5.22 Hallar la ecuacion del plano paralelo a 5r —y + 4 = 0 y que pasa por
(1,0,-3)

Como el plano es paralelo a 5z — y + 4 = 0 entonces u vector normal es (5, —1,0) y como
pasa por (1,0, —3) entones se ecuacion es 5 (z — 1) — 1 (y — 0) + 0 (2 + 3) = 0, es decir,
x —y—o5=20

Ejemplo 5.23 Hallar la ecuacion del plano que es perpendicular a x —2y = 5,2x+2 =7
y pasa por (1,2,1)

ik
Un vector normal del plano es (1,—2,0) x (2,0,1)=|1 =2 0 |=(-2,—1,4) por
2 0 1

tanto se ecuacion es —2(z —1) —1(y—2)+4(z—1)=0=4z—y—2x=0
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Ejemplo 5.24 Hallar la ecuacion del plano cuyo punto mdas prézimo al origen es (1,3,2) =
P

En efecto, el vector OP es un vector normal al plano luego su ecuacion es 1 (z — 1) +
3(y—3)+2(2—2)=0=2+3y+22—-14=0
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5.5 EJERCICIOS PROPUESTOS CAPITULO 5

10.

. Hallar la ecuacién del plano que pasa por (1,3,2), (3,-2,2), (2,1,3)

Rta:br +2y —2=9

Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (4,0, —2) y es perpendicular a
cadaplanor —y+2=0;2r+y—42=5 Rta./Jx+2y+2—-2=0

Hallar la distancia del punto (1,4,6) al plano 2z —y 42z +10 =0 (Rta./%)

Hallar la ecuacién del plano que pasa por (1,1,4) y tiene como normal a (1,9, 8)
resp = + 9y + 8z = 42

. Hallar la ecuacién del plano que pasa por (0,0,0) y tiene como vector normal a

(1,23) resp 2+ 2y +32=0
Determinar si los planos son paralelos:

(a) dr —y+22=5y Tr—3y+42=8 Respno
(b) 2 —4y—32—2=0y 3x—12y — 92 =7 Respsi

(c) 2y=8r—4z+5 y xz%%—% Resp no

Determinar si los planos son perpendiculares

(a) 3rt —y+2z=4 y x+2z=—1Respno

(b)  —2y+32=4y —2x+5y+4z= —1 Resp si
Encontrar la ecuacién del plano zy( Resp z = 0), xz( Resp y = 0), yz(Resp x = 0)
Encontrar la ecuacién del plano que pasa por (xg, Yo, 20) ¥ es paralelo al plano

(a) xy resp z = 2

(b) @z resp y = yo

(c) yz res xp = xq

Hallar la ecuacién del plano que es perpendicular al plano 8x — 2y + 62 = 1, y pasa
por los puntos (—1,2,5), (2,1,4). (Rta./4z + 13y — z — 17 =0)
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11. Hallar la ecuacién del plano que pasa por (—2,1,5) y es perpendicular a los planos
dr —2y+2z=—-1; 3x+3y—62=5 (Rta./r+5y+32—18=0)

12. Hallar el dngulo entre los planos 5x — 2y + 52 — 12 =0; 2x+y—Tz+11 =0
(Rta./27/3)

13. Hallar la ecuacién del plano que pasa por (4,0, —2) y es perpendicular a x—y+z = 0;
20 +y—42=0. (Rta./z+2y+2=2)

14. Un plano pasa por (2,0,5), (0,2, —1) y es perpendicular al plano z +3y —z — 7 = 0;
hallar su ecuacién. Resp 2z —y — 2z = —1

15. Hallar un vector normal y unitario y dos puntos de:

(a) =0 respuesta (1,0,0),(0,y, 2)

)
(b) z=4 resp (0,0,1),(x,y,4)
() y resp (0,1,0), (z,1, 2)
(d) z —2z=14 resp (1,0,—-1),(4,y,0)
() y—x=0 resp (—1,1,0),(y,y, 2)
(f) 2 —3y+22=5 Resp (1,-3,2), (5,0,0), (0,0, 2)

16. Un plano pasa por (2,6, —1) y es paralelo a 4z — 2y + z = 1 hallar su ecuacion. resp
4o —2y+ 2= -5

17. Hallar la distancia entre 4y — 32 —6 =0 y 8y — 6z —27 =0 Resp %

18. Hallar la ecuacion vectorial y cartesiana del plano que pasa por el punto dado y
cuyo vector normal es N:

(a) (2,6,1) =(1,4,2) respz+4y+22—28=0
(b) (-1,-1,2), N =(—1,7,6) respzx — Ty —6z2+6=0
(¢) (1,0, ) =(0,0,1) resp z=0

(d) (0,0,0), N =(1,4,2) respr+4y+22=0

19. Hallar la ecuacion cartesiana del plano que pasa por los puntos:

(a) (—2,1,1) (0,2,3) (1,0,—1)resp2y —z—1=10
(b) (3,2,1) (2,1,-1) (—1,3,2) respx +9y — 52— 16 =0
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20. Hallar la distancia minima del punto dado al plano dado y el punto del plano mas
cercano al punto dado:

_ 8
(a) (2,4,5) 3w+ 2y — 5z =—3 resp =
_ 2
2r — 32 =2 resp 75
21. Si los planos dados son paralelos, halle la distancia entre ellos:
(a) —z+2y—32=5 2x — 4y + 62 = 10 resp

10
V14
(b) 3z —y+2z=1 —92+3y+62=—3resp 0
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Capitulo 6

RECTAS

Dado un punto Py = (g, %o, 20) € R?, y un vector no nulo V = (a, b, ¢);

—
el conjunto de todos los puntos P del espacio tales que el vector Py P sea paralelo a V, se

dice que es la recta que pasa por Py = (o, Yo, 20) y es paralela a V' = (a, b, ¢), es decir,
—

PbP=tV6P=PFP+tV ,te R ya P = F,+1tV,sellama ecuacién vectorial de la
recta y si la escribimos en terminos de sus componentes se tiene que
(x,y,2) = (xo, Y0, 20) + t(a,b,c) &
(x,y,2) = (xo + ta,yo + tb, zo + tc) entonces
T =x9+ ta
y=yo+tb
z=2zy+tc
se llaman ecuaciones paramétricas de la recta, que pasa por Py = (g, %o, 20) y tiene por

vector direccién V' = (a, b, ¢) y si eliminamos a t obtenemos:
T—To Y—Y 22— %0

a b c

P = (X, Yo, 20)

119
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llamadas ecuaciones simétricas de la recta. La ecuacién simétrica de la recta es
equivalente al sistema:

b(x — x0) = aly — yo)
c(x — xo) = a(z — 2)

c(y —yo) = b(z — 2)
Cada ecuacion anterior es la ecuaciéon de un plano que contiene a la recta y cualquier
interseccién de dos planos del sistema contiene la recta .

Ejemplo 6.1 Hallar la ecuacion de la recta que pasa por (2,3,4) y tiene como vector
direccion a (1,6,7).
Py=(2,3,4);V =(1,6,7) luego
1. P=Fy+tV;
(x,y,2) =(2,3,4) + (1,6, 7)t
Ecuacion vectorial
2. (x,y,2) =(2+1t,3+6t,44+T7t)
es decir,
r=2+t y=34+6t; z2=44+T7t te R,
FEcuacion paramétrica

r—2 y—3 z—4
1 6 7
FEcuacion simétrica

Ejemplo 6.2 Hallar la ecuacion de la recta que pasa por (1,2,3) y por (3,4,5).
En efecto: V = (3,4,5)—(1,2,3) = (2,2,2) = (a,b,c) y como Py = (1,2,3), entonces:
1. P= P() + tV;
(x,y,2) = (1,2,3) + (2,2,2)t
Ecuacion vectorial
2. x=14+2t; y=24+2t; 2=3+2
Ecuacion paramétrica
r—1 y—2 =2z-3
2 2 2
Ecuacion simétrica
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Ejemplo 6.3 La recta pasa por (2,3,4) y tiene como vector direccion a 'V = (4,5,0),
hallar su ecuacion.
En efecto,

1. P= P() + tV;
(x,y,2) = (2,3,4) + (4,5,0)t
FEcuacion vectorial

2. x=244t; y=3+5t 2z2=4

FEcuacion paramétrica

. = 2 =4
3 1 5,2

FEcuacion simétrica

Ejemplo 6.4 Hallar la ecuacion de la recta que pasa por (2,4,6) y tiene por vector di-
reccion a V = (3,0,0)

1. P= P0+tv;
(x,y,2) = (2,4,6) + (3,0,0)t

FEcuacion vectorial

2.x=243t; y=4, z2z=6

Ecuacion paramétrica

Ejemplo 6.5 Hallar la recta de interseccion de los planos 3x+2y—z = 7 y x—4y+2z = 0.
Despejamos dos variables en términos de la tercera; por ejemplo, eliminamos x yy y
obtenemos:
r+2y—2=7 3r+2y—2=7
r—4y+ 22 =0. —3r+ 12y — 62 =0
Al sumar estas dos ecuaciones tenemos:
z+1 6r +4y — 22 =14
2 - 4y 4+ 2z = 0.
Al sumar estas dos expresiones, tenemos:

1
Tx=14sxr=2 Asi: y= Z;— ;= 2, ecuacion de la recta

4y —T2=7T2y=2+1y=




122 CAPITULO 6. RECTAS

Ejemplo 6.6 Hallar la recta de interseccion de los planos x —2y+z = 0; 2x+3y—2z = 0.
En efecto,
—2x+4y—22=0
20 +3y —22=0
3r—6y+32=0
dr +6y —4z2=0
Entogwes:
xr == == es la ecuacion de la recta. Observe que un vector direccion de la recta se

4 z oy
vy V=P Ty

<:>7x—z:0<:>x:;

puede calcular haciendo el producto cruz de los vectores normales de cada plano asi:

(1,-2,1) x (2,3,-2) = 1 -2 1 |[=(1,4,7)
3 -2

Ejemplo 6.7 Un vector direccion de la recta 3x — 5y +72—4=0, * —2y+2+1=0

gk
es (3,-5,7)x (1,-2,1)=|3 =5 7 |=(9,4,-1)
1 -2 1

Ejemplo 6.8 Hallar el punto de interseccion de las dos rectas,FEn efecto
P(t)y=(G—65+2k)+t(i+2j+k)=(1,-6,2) +¢(1,2,1) y
Py(u) = (45 + k) +u(2i + j + 2k) = (0,4,1) + u(2,1,2)
Dos rectas se cortan en un punto si y solo si existen escalares t,u para los cuales
Pi(t) = Py(u), luego hacemos Py (t) = Py(u) ast:
(1,-6,2) +¢(1,2,1) = (0,4,1) + u(2,1,2) entonces
(t,2t,t) — (2u,u,2u) = (0,4,1) — (1,—6,2) = (—1,10,—1), es decir,
(t —2u,2t —u,t —2u) = (—1,10, 1), luego
t—2u=—-1;2t —u=10; t — 2u = —1, entonces
t—2u=—-1<t=2u—1y2t—u=10 y reemplazando:
2u—1)—u=10 = 4u—2—u =10 < 3u = 12 & u = 4, ahora,
t=2u—1t=8—-1=7, ast P(7) = P,(4) = (8,8,9)
Luego las rectas se intersectan en el punto (8,8,9)
Pi(t)=(1,-6,2) +7(1,2,1) = (8,8,9)
Py(u) =(0,4,1) +4(2,1,2) = (8,8,9)

Definicién 1 Dos rectas son paralelas st y solo si sus vectores direcciones son paralelos.
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Ejemplo 6.9 Las rectas
r=3-2ty=4+t;2=1—tyax=5+4+2t;y=1—1t; 2 =741t son paralelas pues
r—3 y—4 z-1
= = =V =(-2,1-1
_25 1 , _17 1 ( ] ) )
xr — Yy — z—
= = Vo=(2,-1,1
9 1 1 — V2 ( ) ) )
Vi=(-2,1,-1)=-1(2,-1,1) = —1V;
Los vectores directores son paralelos.

Definicién 2 Dos rectas son perpendiculares si y sélo si sus vectores directores son per-
pendiculares.

Ejemplo 6.10 Las rectas
xr—1 y—2 z-2 r—4 y—3 z+45 dicul
= = = = son perpendiculares, pues
1 3 Ve T 2 berp P

Ejemplo 6.11 Demostrar que la recta x —5 = —t; y+ 3 = 2t; 2+ 1 = —bt es paralela al
plano =3z +y+ 2 =9.
En efecto, hay que demostrar que N -V =0 donde N es el vector normal del plano y

V el vector direccion de la recta.
N=(-3,1,1); V=(-1,2,-5) y N-V=(-3,1,1)-(-1,2,-5)=34+2-5=0

Ejemplo 6.12 Hallar el punto de interseccion de la recta v —9 = —5t; y+1 = —t;
z—3=1t wyelplano2x —3y+4z+7=0.

En efecto,

r=9-5t y=—-1—t; z=3+1, luego

2(9—5t) = 3(-1—t)+4(34+t)+7=0, es decir,

40
18—10t+3+3t+12+4t+7:0<:>—3t+40=0<:>t:g, luego,

6.1 Distancia de un punto a una recta

Hallar la distancia del punto () a la recta L

senf = ﬁ < h = H@H send

PQ
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— —
Ahora PQH V|| senf = HPQ x V|| entonces
—
73] sens |Paxv]
= senf = +———" =
VI

que es la distancia del punto Q aﬁ recta
Otra forma de calcular distancia es calculando la Proy PQy y luego aplicar Pitdgoras.

—
ProyPd PQ - Vi ent HP PQ)’ HPQ V‘ﬂ‘ HPQ'VH
royPQy = entonces roy = =
4 VIV IV
luego
— 12 — 2 _> ‘
=[Pl = v = |79 -

que es la distancia del punto QQ a la recta

Ejemplo 6.13 Hallar la distancia del punto Q = (1,—1,1) a la recta v = 1+ t; y =
—14+2t; 2=2-2t

— —

[Paxv] _|rexv]

d: pum
IV IV
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(1,-1,2); =(1,-1,1); V =(1,2,-2), luego

P Sy 00, e

—
PQ -V _ (0707_1) ' (1727_2)
(% E—] 3

h:¢mma—mﬁ—§=J1—§=¢g§é:%§

Ejemplo 6.14 Hallar la ecuacion de la recta que pasa por P = (0,2, 1) y tiene por vector
direccion al vector j

h =

2
3

En efecto la ecuacion de la recta es X = P +tV,
(x,y,2) =(0,2,1) +¢(0,1,0) = (0,2 +¢,1) por tanto z =0, y =2+, z =1

—1 1
Ejemplo 6.15 Un plano contiene a la recta g = yT = z—i— y al punto @Q = (2,1,0)
hallar su ecuacion.
Un punto de la recta es (0,1,—1) = P, @ = (2,1,0) entonces Q — P = (2,0,1) y como el
vector direccion de la recta es (2,1, 1) entonces un vector normal del plano es
i j ok
(Q—P)xV=(201)x(21,1)=|2 0 1]|=(=1,0,2) =N luego
2 11

—1(z—=2)+0(y—1)+2(2—0) =2z —2x+ 2 =0 es la ecuacion del plano

-1 —2 1
Ejemplo 6.16 Un plano contiene a las rectas z 5 = y _ 2 r_ Y _Zz +

hallar su ecuacion.
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—1 -2
Un punto de la recta T 5 = Y T = il es P =(1,2,0) y un punto de la recta
1
% = % = z—;— es @ = (0,0,—1) entonces @ — P = (—1,—2,—1) y como el vector
. . r—1 y—2 z
direccion de la recta 5= =T (2,1, —1) entonces un vector normal del
i gk
planoes (Q — P)xV =(-1,-2,-1) x (2,1,-1)=| -1 -2 —1|=(3,-3,3)=N
2 1 -1
luego

3(x—1)—3(y—2)+3(¢—0)=3r—-3y+32+3=0,portantox —y+2z+1=0esla
ecuacion del plano.

Ejemplo 6.17 Un plano contiene a la recta v +y — 2z =0, =2y + 32z = 3 y es paralelo al
plano © — y + 2z = 5 hallar su ecuacion.

Un punto de la recta es (1,0,1) y un vector normal al plano es (1, —1,2) luego la
ecuacion del planoes 1 (z —1) —1(y —0)+2(z —1) =2 —y+22—-3=0

Ejemplo 6.18 Hallar la ecuacion de la recta que pasa por (1,1,0) y es paralela a la recta
T+ 2 Y z

1 -1 2
T+ 2 Y z . .
Como la recta es paralela a la recta =—3=3 un vector direccion es (1,—1,2) y
-1 -1
como pasa por (1,1,0) su ecuacion es T T 4 = g
. r—1 Y z
Ejemplo 6.19 FEl angulo que forman las rectas =5=_7Y T= 3—t,y =

24t, z=1—1t es90° ya que

A- B = | Al ||B]| cos 8, luego

A-B 2,-1)-(-1,1,-1 — 241
o _B2-D(CL1L-1) 34241 0

= = = = (0 entonces
|A[[ B V14y/3 V14v/3 V14v/3
cosf = 0, luego 6 = 90°

Ejemplo 6.20 Un vector direccion de la recta x+y—2z=4,24+y—1=0 es(1,—1,0).
En efecto como x +y—1 =0 entonesy = 1 — x y reemplazamos en x +y — 2z = 4
obtenemos que x +1 — x — 2z = 4 entonces 2z = —3 o0 que z = _—, luego la ecuacion de

-3 -1 -3
la recta es y=1—1x, z = TR es decir, r_4 1 , 2 = <> luego un vector direccion

es (1,—1,0). o tambien lo podemos calcular haciendo el producto cruz de los vectores
normales de los planos x +y — 2z =4, x+y—1=0, es decir,
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tJ k
(1,1,-2) x (1,1,0)=| 1 1 —2|=(2,-2,0)=2(1,-1,0)
1 1 0
-1 1 -1
Ejemplo 6.21 Hallar el valor de a y b para que la recta ? 5 = yrl_z 1 S
a

perpendicular al plano x + 3y + bz = 1.

En efecto (2,a,4) x (1,3,b) =

SRV
w 2 .

Ejemplo 6.22 Hallar la ecuacion del plano que pasa por (1,1,2), perpendicular a = +
y — 2z =3 y paralelo a la recta x — 2y + 2 =10, xr = 1.

ik
Un vector director de la recta es (1,-2,1) x (1,0,0) =] 1 —2 1 |=(0,1,2)
1 0 0

Sea (a, b, ¢) un vector normal del plano. Como el plano es perpendicular al plano
x +y — 2z = 3 entonces (a,b,c) - (1,1,—2) = 0,es decir, a + b — 2¢c = 0 y como el plano
es paralelo a la recta entonces (a, b, c) - (0,1,2) = 0, es decir, b+ 2¢c = 0 y la solucion del
sistema es (4c, —2¢,¢) = ¢(4,—2,1) = N un vector normal del plano luego la ecuacion es
4(z—1)—2(y—1)+1(z—2)=4r—-2y+2—4=0

Ejemplo 6.23 Hallar la ecuacion del plano que pasa por (1,0,1) y contiene a la recta
r—2y+z=1z+y=2

T — 2 z+1
J— - y -
(2,0,—1) = @ un punto de la recta y P = (1,0, 1) punto del plano entonces un vector
normal del plano se puede hallar por

i ok
(P—-Q)x(-1,1,3) =(-1,0,2) x (-1,1,3)=| =1 0 2 |=(-2,1,—1) = N entonces
-1 1 3
—2z-1)+@y—-0—-1(z—1)=0=y—2x—2+3=0

Larecta x — 2y 4+ 2z =1, x + y = 2 se puede escribir como . Sean

-3 1
Ejemplo 6.24 Hallar la ecuacion del plano perpendicular a la recta ? = y;— =
z—4

—6

y que pasa por (1,4, —6).
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r—3 y+1 =z-4
2 -6
normal del plano es el vector direccion de la recta luego (5,2, —6) = IV, entonces
5(x—1)4+2(y—4)—6(24+6) =0=>5z+2y — 62z —49 = 0 es la ecuacion del plano

Como el plano perpendicular a la recta entonces un vector

Ejemplo 6.25 Una recta pasa por el punto (0,—1,3) y es paralela a la recta T g =

y+s3
)

z . .
= —. hallar la ecuacion parametrica

-1 3
z 2 _Y +2 = g tiene por vector direccion el
r—0 y+1 2-3

Como la recta es paralela a la recta

y por tanto la ecuacion

vector (8, —2,5) por tanto su ecuacion es

parametrica es x = 8t, y+ 1 :_—2t, z—3=0>5t

Ejemplo 6.26 Hallar la distancia del punto (4,35,70) al plano que tiene por ecuacion
Sy + 12z =1

La ecuacion de la recta que pasa por (4,35,70) y es perpendicular al plano 5y + 12z = 1

es v =4, y=35+5t, z="T0+ 12t y el punto de interseccion de la recta y el plano es

(4,5,—2) pues 5 (35 + 5t) + 12 (70 + 12¢) — 1 = 0 = 169t + 1014 = 0,si t = —6, por tanto
r=4, y=35+5t=35—-30=05, 2 =70+ 12t = —2. Ahora la distancia del punto

(4,35,70) al punto (4,5, —2) es \/() + (30)2 + (72)2 =178

Ejemplo 6.27 La recta que pasa por (—4,2,5) y es paralela al eje z es (x,y, z) = (—4,2,5)+
t(0,0,1)

Ejemplo 6.28 Un vector director de la rectax—y = 0,y+2z =2 es (1,—1,0)x(0,1,1) =
ik

1 -1 0|=(-1,-1,1)

0 1 1

Ejemplo 6.29 Hallar la ecuacion de la recta que pasa por (1,1,1) es paralela al plano
r—y+z=3ycorta alarectax=1,y=3,2z=1.

Un vector director de la recta es (1,3,t) — (1,1,1) = (0,2,£ — 1) y como la recta es
paralela al plano entonces (0,2,¢ —1)-(1,—1,1) = 0 es decir =2+t —1 =0, luego t = 3,
entonces (0,2,t—1) = (0,2,2) =2(0,1,1) y por tanto (z,y,2) = (1,1,1) +¢(0,1,1)

Ejemplo 6.30 Hallar la distancia del punto Q = (2,1,3) a la recta 2z —y — z = 3,
rT—y+z=2
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Eliminando x y y de las dos ecuaciones se tiene que = =142z, y = —1+ 3z, entonces
r=1+4+2t, y=—1+3t, =z =1 es una ecuacion parametrica de la recta y ahora se
calcula la ecuacion del plano que pasa por Q = (2,1, 3) y es perpendicular a la recta

r=1+2t, y=—1+3t, 2z =1y esta viene dada por

20 —2)+3(y—1)+1(2—3)=0=22+3y+ 2z — 10 = 0. El punto de interseccion de

la recta y el plano lo obtenemos asi: 2(1 +2t) +3(—1+3t)+ 1t —10=0=

18 19 11

7
— 4 5 =31 /1050 [ 75

) . . p ” PH: = — === =4/=

asi la distancia de P a Q es (|@Q 714’ 14 196 14

Ejemplo 6.31 Hallar la ecuacion de la recta paralela a x + 2z =5, y+ 3z = 5 que pasa
r—1 y+3 z+2

4 2 3

11
14t — 11 = 0, entonces t = 1 por tanto el punto de interseccion es P = y

por el punto de interseccion de la recta

yelplanor —y+2=7

-1 3 2
El punto de interseccion de la recta T =Y + =z *

yelplanoz —y+ 2= "7es

2 3
(5,—1,1), un vector direccion de la recta z +2z =5, y + 32 =5 es
i 7 k
d=(1,0,2) x (0,1,3) =1 0 2 |=(-2,-3,1) = —(2,3,—1) que es un vector
0 1 3

r—5 y+1 =z2-1
2 3 -1

direccion de la recta buscada por lo tanto la ecuacion es

Ejemplo 6.32 Hallar la ecuacion de una recta contenida en el plano x +2y+3z =1y
que pase por el punto (2,1, —1) y perpendicular a la recta © — 22 +3 =0, y —z =4
1 J k
Un vector direccion es (2,1,1) x (1,2,3)={2 1 1 |=(1,-5,3) luego
1 2 3
r=2+t, y=1-5t z=—-1+3t

Ejemplo 6.33 Hallar la ecuacion del plano que pasa por los puntos A = (1,-3,2) B =
(0,1,1) y es paralelo a la recta 3z —2y+1=0, 2y +32—-3=0

Un vector director de la recta 3z —2y +1 =0, 2y +32—3 =0es

gk
(3,-2,0) x (0,2,3)=3 -2 0 |=(-6,-9,6)=-3(2,3,2)
0 2 3

—
AB = (B —A)=(—1,4,—1) y un vector normal del plano es
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ik
(2,3,-2) x (—-1,4,—-1)=| 2 3 -2 |=(5,4,11) luego la ecuacion del plano es
-1 4 -1

5z —0)+4(y—1)+11(z—1)=0=5zr+4y+ 11z —15=0

1-— 1
Ejemplo 6.34 Hallar la ecuacion del plano que contiene a la recta T . y_ z—?l)—
y es perpendicular al plano x + 3y —3z+3 =0
R B
Un vector normal del plano es (2,-1,3) x (1,3,-3)=|2 -1 3 |=(-6,9,7)
1 3 -3

=1(6,—-9,—7) luego
6(z—0)—9(y—1)—=T7(z+1)=0=6x—9y — 72+ 2 =0, donde el punto (0,1, —1) es

1-— 1
de la recta - Ty == i por tanto del plano buscado
) r y—1 z r—1 y—0p
Ejemplo 6.35 Hallar p para que las rectas sean 1= 5 =35 ¥ T = 1=

3

sean perpendiculares, el punto de interseccion y el plano que las contiene.

En efecto (4,-2,2)-(1,p—1,3) =4—2p+24+6 =0 = 12—2p = 0 luego p = 6 por tanto
r=4, y=1-2t, 2=2t y x=1+u, y=06+5du,z =3+ 3u son ecuaciones
parametricas y el punto de interseccion es (0, 1,0) y se halla resolviendo el sistema

4t =1+u
1—2t =64 5u obteniendo u = —1, t =0
2t =34 3u
La ecuacion del plano que contiene las recta tiene como un vector normal a
i gk
4,-2,2) x (1,5,3)=| 4 -2 2 |=(-16,—10,22) = —2(8,5,—11) luego su ecuacion
1 5 3

es8(x—0)+5(y—1)—11(z—0)=0=8zx+5y—11z—5=0

Ejemplo 6.36 Hallar la ecuacion de una recta situada en el plano r+2y+32—1=0 y
que pase por el punto (2,1, —1) y que sea perpendicular a la recta t—2243 = 0,y—z—4 =0

Un vector director de la recta v —22+3 =0,y —2—4=0es
i ]k
(1,0,—-2) x (0,1,—-1)={1 0 =2 |=(2,1,1)
01 -1
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i
Un vector director de la recta buscada es (2,1,1) x (1,2,3) =2 1 1 |=(1,-5,3) El
1 2 3
punto (2,1, 1) pertenece al plano y a la recta luego la ecuacion de la recta es
r=24+t y=1—->5t,z=—-1+3t

<
ol

Ejemplo 6.37 Hallar la ecuacion del plano que contiene a la recta x = —1 + 3t, y =
1+2t, z=2+1t vy es perpendicular al plano 2x +y —3z+4=0

vt
Un vector normal del plano es (3,2,1) x (2,1,-3) =| 3 2
2 1 -3
= —(7,—11,1) y un punto del plano es (—1,1,2) luego la ecuacion es
Tr+1)—11(y—1)+1(:-2)=0=Tc— 11y +2+16 =0

= (=7,11,-1)

1
Ejemplo 6.38 Hallar los puntos de la recta v +vy = 0,2 — 2z =0 que disten 3 del plano
20 —y+224+1=0

Una ecuacion parametrica de larectax +y=0,x —2=0esz=t, y= —t, 2 =1 pues
y = —x, z = z luego se tiene P = (¢, —t,t) asi que la distancia de P al plano
20+t +20+1 ot +1 1
20 —y+22+1=0es = = — entonces |5t + 1| =1 por
Y Vitit4 ‘ ‘\/4+1+4’ 3 st =1p
2 2 2 2
tantot =0y t = ~% asi que los puntos son (0,0,0) y 5 T _5)

Ejemplo 6.39 Hallar la ecuacion de la recta que pasa por (1,2,2) y es perpendicular a
las rectas v +2y —32—1=0,2+2y—2=0 y 3x—y+32=0,x+4y —2=0.

Un vector direccion de larecta z +2y — 32 —1=0,x +2y — 2 =0 es
(1,2,-3) x (1,2,—1) = (4,—2,0) = 2(2,-1,0)
y un vector direccion de la recta 3z —y+32 =0, x +4y —2=10es
(3,—-1,3) x (1,4,0) = (—12,3,13)

Un vector direccion de la recta pedida es
(2,—-1,0) x (—12,3,13) = (—26,—52, —12) = —2(13,26,6) y como la recta pasa por el
r—1 y—2 2z2-2

to (1,2,2 t 1 =
punto (1,2, 2) entonces su ecuacion es 13 5 5
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6.2 EJERCICIOS PROPUESTOS CAPITULO 6

1. Hallar la ecuacién simétrica , vectorial y paramétrica de la recta que pasa por (1,2, 3)

y por (4,3,1) resp &2 = 122 = =3

2. Hallar la ecuacioén vectorial, simétrica y paramétrica de la recta que pasa por (1,2,4)

y tiene por vector dereccién (3,6,2) resp %‘1 = 7%2 = %

3. Hallar dos puntos de la recta y el vector direccién si:
3—2x —y+6 3z2-5 3—2x —y+6_t3z—5

- — ¢t
4 2 3 Py ) T3
valores a t y despejar

=t , y darle dos

4. En que punto larecta z =143t; y=2—1t; z =2+ 5t corta al plano z = 0. resp
~1 12
(5.%,0)
5. Una recta pasa por (2,3,4) y es paralela al plano zz y yz, cudl es su ecuacion.
Rta.v =(0,0,1) 2 =2,y=3, z=4+t

6. Una recta pasa por (2,3,4) y es perpendicular al plano yz y paralela al plano xy
Rta.v = (1,0,0)

7. Mostrar que los puntos (2,3,0) , (—6,3,2) pertenecen a la recta que pasa por
(—2,3,1) y es paralela al vector 4i — k

8. Mostrar que las rectas:
r=4t+2,y=3,z=—-t+1 y
r=2u+2,y=2u+3,z=u-+1,

V1T
51

se cortan en (2,3,1) y el dngulo entre ellos es arccos

9. Hallar el punto de interseccién y el angulo entre las rectas:

(a) r(t) = (i — 4v/3j) + t(i + V/3))
r(u) = (4i + 3v/35) +u(i — V/3j)

2
Rta.(6,v/3,0);0 = g
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(b) 1(t) =3+t wnmt)=1—t =z(t)=>+2t
zo(u) =1 wyo(u) =4+u; 2(u)=2+u

Rta. (1,3,1);60 = arccos(\%g)

Hallar la ecuacién de la recta que pasa por (—2,0,3) y es perpendicular a la recta
que pasa por (—5,1,2), (2, -3, —4).

Rta. = -2+ 2t;y = —16t;2 =3+ 13t

Hallar la ecuacién de la recta que pasa por (4, —5,20) y es perpendicular a x + 3y —
6z—8=0
y+5 2-20

Rta. z—4 =
a. T 3 s

r—3 y+2 z+1

Mostrar que la recta estd en el plano x — 2y + z = 6 despejar

X, y, z y reemplazar y ver la igualdad

Mostrar que la recta de interseccién de los planos 4x — 3y + 2z —2 =0; 2z + by —
324+4=0,es
r—1 y—3 =2-7

2 7 13

Mostrar que las rectas
{83t —y—2=0;8r—2y—32+1=0}y
{r—3y+2+3=0;3z —y—2z+5=0} son paralelas

-2 1 1
El punto de interseccién de ’ 1= —i(y +3) = ?(z —1)ybr—y+2:—-12=0
5 17 5
es (=, ——,—)
3 6 12
-1 -2 1 1 3
Mostrar que las rectas T = 4 5 = : +3 yr—2= % _Z + son oblicuas;

es decir, hay que mostrar que no se cortan y que no son paralelas.

Hallar la ecuacién de la recta que pasa por (1,—1,1), perpendicular a la recta
3r =2y = z y paralela al plano z +y — 2 =10
r—1 y+1 =2z-1

Rta.
Ty % 1
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19.
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.
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Dados los planos © + 3y — 2 — 9 = 0y 20 — 3y + 42 + 3 = 0 hallar la recta de
interseccién.
r—2 y—-7/3 2z-0

Rta.
3 2 3

Determinar si larecta v = —2 —4t,y =3 —2t,z =1+ 2t y el plano 2z +y — 2 =5
son paralelos resp no

Determinar si la recta y el plano son paralelos: x = =5 —4t,y =1—t,2=3+2ty
x4+ 2y+32—9=0resp si

Hallar las ecuaciones de la recta de interseccion de los planos dados

(a) Tt =2y +32=—-2;-3x+y+224+5=0
Rta. v = —12 —7t,y = —41 — 23t;z =t

(b) 22 4+3y —52=0;y=0

ot
Rta. xz;,y:O,z:t

Encontrar la ecuacién del plano que contiene al punto (1,—1,2) y a la recta x =

tty=t+1,z=-3+2¢
Rta. 3r —y—2—-2=0

Demostrar que la recta x —5 = —t,y +3 = 2t,2 + 1 = —5t es paralela al plano
—3r+y+z2—-9=0

—14 1 -5
Hallar la distancia del punto (1,3, —2) a la recta ? 5= y—;— _ =z 1

Determinar si larecta v = -2 —4t,y =3 —2t,z =142t yel plano 2z +y — 2z =5
son perpendiculares Resp si V x N =0

Hallar las ecuaciones de los dos planos cuya interseccién es la recta x =7 — 4t,y =
—5—2t,z=5+1
Rta. x — 2y —17=0 yor+42—-27=0

Determine las ecuaciones: Vectorial, Parametricas y cartesiana de la recta que pasa
por el punto y que es paralela al vector V.

(a) (2,4,6) ;  V=(1,2,5) X(t)=(2,4,6)+(1,25)
(b) (=3,2,—4) V=(5-7,-3) X(t)=(-3,2,—4)+(5,—7,-3)
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.
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) (1,1,5) :  V=(0,0,1) X(t)=(1,1,5)+¢(0,0,1)
(d) (0,0,0) ; V=(1,1,1) X(¢)=1t(1,1,1)

(e) (1,3,0) : V=(1,3,00 X(t)=(1,3,0)+£(1,3,0)
(f) (3,3,3) ; V=(40,2) X(t)=(3,3,3)+1(4,0,2)

Determine las ecuaciones parametricas y cartesiana de la recta que pasa por los
puntos dados:

(a) (6,—1,5) (7,2,—4) X(t) = (6,—1,5) + ¢ (1,3,-9)
(b) (0,0,0) (—1,—-1,-1) X(t)=t(-1,—-1,-1)
Hallar la distancia del punto dado a la recta dada:
(a) (2,3,5) Recta: x =1+ 2k, y =2+ 3k, z=3+4k Resp /2
(b) (0,0,0) Recta: = +4 — k, y—3=—Fk, z+5=2k Resp (/i
(x4+1) (y—2) (2+3)

(c) (2,3,5) Recta: 5 - o1 1 Resp /22

x
Hallar la ecuacion del plano que contiene a la recta ] = = y

al punto (0,1,0) resp 2 —y + 2z = —1

Hallar las ecuaciones parametricas y cartesiana de la recta de intersecciéon de los
planos dados:

(a) 22 +3y+724+2=0 r+2y—32+5=0
(b) 3z —by+22=0 z2=0

Encuentre el punto de interseccion de la recta:

r—4=>5¢ y+2=t z—4=—t

y el plano 3z —y+72+8=0

Determine el plano que pasa por el punto (2,—7,6) y que es paralelo al plano:

5t —2y+2—9=0resp b —2y + z = 30

1 -2 3
. Para que valor de m, la recta: (x;— ) = y ) = (2 +2 ) es paralela al plano:

m f—
r—3y++62+7=07? respm=—3
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35. ;Para qué valores de A y D de la recta © = 3 + 4t y=1-—4t z2=—-3+1
esta situada en el plano: Ax +2y —42+ D =07 resp A=3,D = —23

36. ;Para que valores de A y B el plano: Az 4+ By + 32 — 5 = 0 es perpendicular a la
recta: x =3+2 y=5-3t z=-2-2t7respA=-3B=3



Capitulo 7

ESPACIOS VECTORIALES

Sea V un conjunto no vacio de objetos (llamados vectores) sobre el cual se han definido
dos operaciones, una suma de dos objetos x,y en V y una multiplicacién de un objeto x
€ V, por un nimero real « y si el conjunto (V,+,-), con las dos operaciones definidas,
satisface las propiedades:

—

. Si para todo x,y € V entonces x +y € V

2. Paratodor,yeV,z+y=y+=2x

3. Para todo vector z,y,z € V, (x +y)+z =2+ (y + 2)

4. Existe un vector y en V, denominado el vector 0 (inico) tal que z +y =y +z ==z

5. Para todo x € V, existe un z en V, denominado el negativo de z en V (tnico) tal
quer+z=z+x=y (2 = —x)

6. Si a es un nimero real cualquiera y x estd en V, entonces ax € V'

Si a es un numero real cualquiera, z,y € V entonces a(z + y) = ax + ay

o N

Si a, B son nimeros reales cualquiera y x estd en V entonces (o + ) = ax + Sz
9. Si «, § son nimeros reales cualquiera y x estd en V entonces (af8)z = a(fz)

10 1-z=2x

Entonces (V, +, ) se llama un espacio vectorial real y si alguna de las diez propiedades
no se cumple se dice que (V,+,+) no es un espacio vectorial real.

Propiedades. Sea V un espacio vectorial, x un vector en V y a un niimero real, entonces

137
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1. 0z =0 En efecto 0+ 0 =0 entonces Ox = (0 + 0)x = 0z + 0z y sumando —0x se
obtiene el resultado que 0x = 0

2. a0 = 0 Sabemos que 0+ 0 = 0, luego a0 = a(0 + 0) = a0 + a0 y sumando —a0 en
ambos lados de la igualdad se obtiene a0 — a0 = (a0 + a0) — a0 entonces 0 = a0

3. (-1)x = —z Como a+(—a)=0, 0=0z = (a+(—a))z = ar+(—azx) y sumando
—ax se obtiene 0 — ax = (—ax)

4. Siar=0=a=00x=0si a #0, entonces ar =0 = o laz = ad = 0 =
z=0

5. Existe un tnico vector 0.En efecto: Supongamos que hay dos ceros: 0 y 0 tal que
0+0 =0y 0+0=0entonces =0+0=0+0=0=0=0

6. Para cada A € V, existe un tnico A’ tal que: A+ A’ = 0.

En efecto sean A’, A”entonces
A=0+A=A+4+0=A+(A+A")=(A+A)+A"=0+A"=A4A"
luego A’ = A"

Veamos algunos ejemplos de Espacios Vectoriales

Ejemplo 7.1 Sea V, el conjunto de los nimeros reales R con las operaciones usuales
(conocidas), entonces (R,+,-) es un espacio vectorial real, ya que se satisfacen las diez
propiedades.en forma andloga (R?, +,-), (R", +,")

Ejemplo 7.2 V = N, numeros naturales, con las operaciones usuales, no es un espacio
vectorial real, pues por ejemplo el negativo de 5 (-5), no pertenece a Vy o = —v/2, ax si
x es un numero naural no pertenece a V.

Ejemplo 7.3 V = @), numeros racionales, con las operaciones usuales, no es un espacio
vectorial real, pues por ejemplo con o = \/2,v/2x si © es un numero racional no pertenece
a V.

Ejemplo 7.4 V = R?; con las operaciones usuales, es decir, (a,b) + (¢,d) = (a+c¢,b+d)
y ala,b) = (aa,ab) es un espacio vectorial .
En efecto, mostremos que cumple las diez propiedades:

1. Sean z,y € V entonces v +vy = (a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d) €V, puesa+c yb+d
son mimeros reales

2. Seanx,y € V entonces x+y = y+x. En efecto, z+y = (a,b)+(c,d) = (a+c, b+d) =
(c+a,d+0b)=(c,d)+ (a,b) =y+=x
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Sean x,y,2 € V, entonces (x +y) + 2z = x + (y + 2). En efecto, (x +y) + 2z =
((a,b) + (¢, d)) + (m,n) = (a+c,b+d)+ (m,n) = (a+c+m,b+d+n=

(a,b) + (c+m,d+n) = (a,b) + [(¢,d) + (m,n)] =2 + (y + 2)

. x+y=y+x=2x. Enefecto, z+y = (a,b)+(¢,d) = (a+c¢,b+d) = (a,b), entonces

a+c=ayb+d=0, luegoc=0yd=0 y asi el vector cero del espacio es (0,0)

r+y=y+x=0

r+y = (a,b) + (c¢,d) = (a+¢c,b+d) = (0,0), luego a +¢c =0yb+d =0
entonces ¢ = —a y d = —b, por tanto el negativo de x = (a,b) es (—a,—b), pues
(aa b) + (_a’a _b> = (_a7 _b) + (aa b) = (07 0)

azr = a(a,b) = (aa,ab) € V, ya que aa,ab son nimeros reales
alr+y) =ar+ay

a((a,b) + (¢,d)) = ala+c¢,b+d) = (a(a+¢),a(b+d)) = (aa + ac,ab+ ad) =
(aa, ab) 4+ (ac, ad) = ala,b) + alc,d) = ax + ay

(v + B)x = ax + Bz, en efecto,
(a+ Bz = (a+ B)(a,b) = ((a+ B)a, (a + B)b) = (aa + Ba, ab + pb) = (aa, ab) +
(Ba,B6) = ala,b) + Ala,b) = az + B

Ewg;c) — (aB)z, en fecto a(Bx) = a(B(a,b)) = alBa, Bb) = (aBa, aBb) = (aB)(a,b) =

l-x==x

Ejemplo 7.5 En forma andloga se puede demostrar que R3, R*, ..., R" con las operaciones
usuales es un espacio vectorial.

Ejemplo 7.6 V = {3} El conjunto formado por el numero 8 con 3+3 =3 y «.3 =3 es
un espacio vectorial pues

1.

2.
3.

r4+y=y+x, ya que 3+3 =3+ 3 y 3 pertenece a V
v+ (y+z2)=(x+y)+2 yaque 3+(3+3)=3+3=3=3+3)+3=3+3=3

T +y=u1a; como 3+ 3 =3 entonces y = 3, luego el vector cero es en este caso el 3

. xF+y=y+r=3<=3+3=3<=y =3, es decir, el inverso aditivo de 3, es en

este caso 3
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b StaeR xeViareV yaquead=3¢eV

6. Si a € R, yx,y estin en V, entonces a(x + y) = ax + ay. En efecto, a(3 + 3) =
a3)=3=3+3=0a3+0a3

7. Sta, p € R, entonces (a+f)x = ax+fx. En efecto, (a+5)3 =3 =3+3 = a3+3
8. a(fx) = (apf)x, en fecto a(S3) = a3 =3 = (af)3

9. 1-x=2,1-3=3

Ejemplo 7.7 Sea V =R" y definamos la suma por x +y = xy y ax = % €s un espacio
vectorial real pues:

1. +y=2xy y como x,y son reales positivos, xy es un real positivo y asi x +y € V
2.x+y=y+r,yaquer+y=axy=yr=y+<x
3. x+y+z)=(r4+y)+z yaque x+(y+z2)=x+yz=ayz= (x+y)z = (z+y)+=z

4. x+y=umx; comox+y=xy=x entonces y = 1, luego el vector cero es en este caso
el 1

1
Sboxt+y=y+tr=1<=ax+y=ay=1<= y= —, es decir, el inverso aditivo de x,
x

1
es en este caso —
T
6. SiaeR,zeV,ar=a2€V

7. St € R, y x,y estdn en V, entonces a(x +y) = ax + ay. En efecto, a(x + y) =
a(zy) = (zy)* = %" = 2% +y* = ax + oy

8. Sia, 3 €R, entonces (a+ )z = ax + Bz. En efecto, (o + B)x = %P = 2928 =
2+ 1P = az + fr

9. a(Bx) = (afB)x, en fecto a(fzr) = a(x?) = 2°% = (af)x
10 1-x=z'=x
Ejemplo 7.8 V = R?; con las operaciones (a,b)+(c,d) = (a+d, b+c) y a(a,b) = (aa, ab)

no es es un espacio vectorial . FEn efecto, mostremos que no cumple por ejemplo la
propiedad 2
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Siz,y € V entonces x + y # y + x. ya que ,
r+y=(2,3)+(46)=02+63+4)=87)#(4,6)+(2,3) = (7.8)

Ejemplo 7.9 V = R?; con las operaciones (a,b)+(c,d) = (a+c,b+d) y ala,b) = (2a,2b)
no es es un espacio vectorial . En efecto, mostremos que no cumple por ejemplo la
propiedad (o + B)r = ax + fx

SizeVyap e Rentonces (a+ Bz = (a+ ) (a,b) = (2a,2b) y
ax + fx = a(a,b) + [ (a,b) = (2a,2b) + (2a,2b) = (4a, 4b) luego .
(a+ B)r # ax + px

Ejemplo 7.10 Sea V = R?, donde (a,b)+(c,d) = (a+c+1,b+d+1) y a(a,b) = (aa, ab),
no es un espacio vectorial

1.
2.

z+y=(a,b)+ (c,d) =(a+c+1,b+d+1) eV

r+y=y+r=x+y = (a,b)+(c,d) = (a+c+1,0+d+1) = (c+a+1,d+b+1) =
(c.d)+(a,b) =y +u

(z+y)+z=24+(y+2) = (z+y)+2 = ((a,b)+(c,d))+(m,n) = (a+c+1,b+d+
1)+(m+n) = (a+c+14+m+1,b+d+1+n+1) = (a,b)+ (c+m+1,d+n+1) =
(a,b) +[(¢,d) + (m,n)] =z + (y + 2)

. x+y=y+r=2x = z+y=(a,b)+(c,d)=(a+c+1,b+d+1)=(a,b)

entoncesa+c+1=a yb+d+1=0> entonces c = —1;d = —1 luego el vector 0 es
(_17_1)

r+y=(-1,-1)=y+z—= (a,b)+(c;d) = (a+c+1b+d+1) = (-1,-1),
luego a+c+1=-1 yb+d+1=-1, asi quec = —a —2;d = —b— 2 luego
(a,b) + (—a—2,—-b—2) = (—1,-1) ya que (a,b) + (—a—2,-b—2) = (—1,-1) ya
que (a,b) + (—a—2,-b—2)=(a—a—2+1,b—b—2+1)=(-1,-1)
azr = a(a,b) = (aa,ab) € V

alx+y) =axr+ay = alx +y) = a[(a,b) + (¢,d)] = alla+c+ 1,b+d+1)] =
(a(fa+c+1),a(b+d+1))= (eva+ac+ a,ab+ ad+ «)

azr+ay = ala,b) + alc,d) = (aa, ab) + (ac,ad) = (aa+ac+ 1, ab+ ad+ 1), luego
alx +y) # ar+ ay

(v + P)xr =ax + fr = (a+ B)(a,b) = (o + p)a, (o + )b) = (aa + Pa, ab + Gb)

az + pxr = a(a,b) + (¢, d) = (aa, ab) + (Be, fd) = (aa+ Be+ 1, ab+ fd+ 1) luego
(a+ Pz # ax + px
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9. a(Br) = (aB)e
10. 1-x ==x
Ejemplo 7.11
V= {( Z Z > /a,b,c,deR} = Myys(R)

con las operaciones usuales, es decir, si x,y € V, entonces

[ a b m n\ _ (a+m b+n
I+y_<c d)+(p q)_<c+p d—l—q)
- a b\ [ aa ab
=l e a) ™ ae ad

es un espacio vectorial, pues sabemos que las matrices con esta suma y este producto
cumplen las 10 propiedades siguientes:

1. Six,y €V, entonces x+1y € V, pues la suma de matrices de 2 X 2 es una matriz de
2 X2

x4y =1y+x; la suma de matrices es conmutativa
(x+y)+z=1x+ (y+ 2) la suma de matrices es asociativa

r+y=y+x=u1x;y es la matriz nula de 2 x 2

A N

r+y=y+2x=0; dondey = —x

6. oz:z:EV<:)ozx:oz<Z b):(aa ab)GV

d ac ad
7. alr+y) =ar+ay
8. (a+ p)r =ax+ px
9. a(fz) = ()
10. 1-x =2
Ejemplo 7.12
V= {( . Z ) Ja.b,c,d € Z} = Mays(R)

con las operaciones usuales, es decir, si x,y € V', entonces
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gty = a b n m n\ [(a+m b+n
Y=\ ¢ a p q¢) \ c+p d+g
y
ar—al @ b\ [ aa ab
- c d) \ ac od
no es un espacio vectorial Real, pues no se cumple por ejemplo la propiedad ax € V| ya

aesia=vayo= (3 ) emoneesar=va( )= (22 N2 ev

pues sus elementos no son enteros.

Ejemplo 7.13

V= {(Z Z)/b,c,deR,an} = Myyo(R)

con las operaciones definidas como
a b m n a+m b+n
l’+y—<c d)+(p q)_<c—|—p d+q>

U b\ (00
a cd) \0O0
no es un espacio vectorial Real, pues no se cumple por ejemplo la propiedad 1-x = x, ya

ue si por ejemplo x = 2 V2 l-z=1- 2 V2 _ (00 =+ 2 V2
d p‘]piwe - ™ e J \L0O T e

Ejemplo 7.14 V es el conjunto de las funciones f : R — R donde (f + g)(z) =
f(z) +g(z)

(af)(z) = af(x) es un espacio vectorial real, pues

1. Sean x,y € V = x+y € V; la suma de funciones f : R — R, g : R — R es una
funcion (f +¢g) : R — R que estd en V
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2. x4+y=y+=zx

(f+9)(x)=f(x)+g(x)=9g(x)+ f(z) =(9+ f)(x), luego f+ g =g+ f (observe
que f(z),g(x) son nimeros reales)

3. x,y,z € V entonces (x+y)+z = 2+ (y+2) < [(f+9)+h|(z) = (f+9)(z)+h(x) =

(f(x) + g(x)) + h(z)

[(f +9)+hl(z) = (f)(z) + (g +h)(x) = f(z)+[g(x) + h(z)] y como [f(x), g(x), h(x)
son nimeros reales se tiene que (f(x)+ g(x)) + h(z) = f(z) + [g(x) + h(x)] , luego
(f+g9) +h=[f+(g+h)

4. (f+9)x) = (9 + f)(x) = f(z) entonces g(x) = 0, es la funcion nula, luego
f+0=0+f=f

5 (f+9)(x) = (94 f)x) = 0, entonces (f + g)(z) = f(z) + g(x) = 0, entonces
g(x) = =f(x), por tanto f +(—=f)=(—=f)+f=0

6. a€R, feV = (af):R— R, entonces af € V

7. (a(f + 9))(x) = alf + 9)(x) = a(f(z) + g(2)) = af(z) + ag(z) = (af + ag)(z),
luego a(f + g) = af + ag

8. ((a+ D) f)(x) = (a+ B)f(x) = af(x) + Bf(x) = (af + Bf)(x), luego (o + B)f =
af +6f

9. (a(Bf)(x) = a(Bf(z)) = (af)f(x) = (aB)f)(x), luego, a(Bf) = (af)f
10. (1- f)(z) = f(x), luego 1- f = f

Ejemplo 7.15 V ={P,(x)/P,(x) = ap + a1z + ... + a,a™;a; € R, P,(x) } polinomios
de grado menor o igual que n, donde:
p(z) +q(x) = (ap + a1z + ... + apz™) + (bo + iz + ... + bya™) = (ao + bo) + (a1 + b1)x +
o+ (an +0,)2" y ap(z) = alag + a1z + ... + ap2") = aag + a1z + ... + aa,z™ es un
espacio vectorial. (Ejercicio)

Ahora si se tiene un subconjunto W no vacio de un espacio vectorial V y se quiere
probar si W es espacio vectorial o no, esto se hard con el presente concepto que es bien
sencillo.
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7.1 Subespacios

Un subconjunto W # ® de un espacio vectorial se denomina un subespacio de V, si W
es un espacio vectorial bajo las operaciones (+, ) definidas en V.
Para demostrar que W es un espacio vectorial , hay que demostrar las diez propiedades,
pero como W es un subconjunto de un espacio vectorial, hay propiedades que son
validas, por ejemplo

e r+y=y+ x vilida en V, luego es vilida en W

o (zx+y)+z=x+ (y+ 2) vélida en V, luego es vilida en W

a(r+y) = ar + ay vélida en V, luego es vdlida en W

(a4 B)z = ar + Pz vilida en V, luego es vélida en W

a(fz) = (af)z vélida en V, luego es vilida en W
e l.x = x vilida en V, luego es vilida en W
Luego hay que probar:

1. Si W es un subconjunto no vacio de un espacio vectorial V, entonces W es un
subespacio de V si y sélo si:

(a) Siz,ye W =z+yecW
(b) SiaeRzeW = axecW

Prueba. Si W es un subespacio de V. = W cumple las diez propiedades y en
particular cumple que sia €e Riz e W —= ax e Wysiz,ye W = z+y €
W.Supongamos que ax € W yrz+y e W. Sia=0;0c=0¢e W, ysia=-1,
entonces —xr € W, y los demds propiedades se cumplen, luego W es un espacio
vectorial. m

Ejemplo 7.16 V = R, con operaciones usuales; W el conjunto de los enteros pares, W
no es un subespacio de V, pues a = /2, 4v/2 ¢ W, pues 4v/2 no es un entero par

Ejemplo 7.17 V = R, con operaciones usuales; W = @), no es un espacio vectorial, ya

2 2 2
que 3 e W, ya =2, entonces 5\/§ ¢ W pues g\/i no es un racional

Ejemplo 7.18 V =R, con operaciones usuales; W = N, no es un espacio vectorial, ya
que3 eW, ya= ﬁ,emﬁonces 3v2 ¢ W pues 3v2 no es un nimero natural.
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Ejemplo 7.19 V = R, con operaciones usuales; W = Z, no es un espacio vectorial, ya
que3 eW, ya= V/2,entonces 3v/2 ¢ W pues 3v2 no es un nimero entero

Ejemplo 7.20 V = R, con operaciones usuales; W los nimeros primos, no es un espacio
vectorial, ya que 3 € W, ya = \/ﬁ,entonces 3v/2 ¢ W pues 3v/2 no es un nimero PTiIMo

Ejemplo 7.21 V = R2 operaciones usuales. W = {(x,z)/x € R} es un subespacio de
V, pues si z,y €e W =z +y = (a,a) + (b,0) = (a+ b,a+b) € W y si « € R entonces
ax = afa,a) = (aa,aa) € W por tanto W es un espacio vectorial

}={(z,x)/z € Z} no

Ejemplo 7.22 V = R? operaciones usuales. W = {(z,y)/y = =
+(b,0) = (a+b,a+b) e W y
2

es un subespacio de V, pues si v,y € W —= z+y = (a,a)
si a € R entonces ax = afa,a) = (va,aa) ¢ W, tomar o =

Ejemplo 7.23 V = R?, operaciones usuales, W = {(z,y)/y = v+1} no es un subespacio
de V, pues siz,y e W =z +y=(a,a+1)+ (b,b+1)=(a+ba+b+2)¢ W.

Ejemplo 7.24 V = R2, operaciones usuales, W = {(x,y)/y = 2%} no es un subespacio
de V, pues si v,y € W = x+y = (a,a®) + (b,b*) = (a + b,a®> +b*) ¢ W. pues
(a+b,a® + %) # (a+ b, (a+ b)?)

Ejemplo 7.25 W = {(x,y)/y = sinz} no es un subespacio de V, pues si x,y € W —
r+vy = (a,sina) + (b,sinb) = (a + b,sina + sinb) ¢ W. pues (a + b,sina + sinb) #
(a + b,sin(a + b))

Ejemplo 7.26 V = R? operaciones usuales. W = {(x,1)/x € R} no es un subespacio de
V,pues siz,ye W =uo+y=(a,1)+(b,1) =(a+0,2) ¢ W

Ejemplo 7.27 V = R3 operaciones usuales, W = {(a,b,c)/b = 0,a,c € R} es un sube-
spcio de V pues x,y € W
= 2+y = (a,0,¢)+(c¢,0,d) = (a+¢,0,c+d) € W yazx = a(a,0,c) = (aa,0,ac) € W.

Ejemplo 7.28 V =R, W = {(a, b, ¢)/a*+b*+c* < 1}, W no es un subespacio de V, pues
x,yeW = siz=1(1,0,0),y = (0,1,0) entonces x +y = (1,0,0) + (0,1,0) = (1,1,0) y
124+ 124+02=2>1 y debe ser <1

= = + y no pertenece a W

Ejemplo 7.29 V = R*, operaciones usuales, W = {(a,b,c,d)/a,b,c,d son racionales},
no es un subespacio de V pues si a = V2 = ax = (a\/i, W2, cv2,dV2) ¢ W.
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Ejemplo 7.30

W:{&M|A:[82}ﬂﬁeR}

no es subespacio de V= Msyo(R); pues si
a 2 c 2 at+c 4
TLYEW=T+Yy= 0 b + 0dl= 0 bid ¢ w
pues en 4 debe ser 2.
Ejemplo 7.31
W:{@M|A:[ig]ﬂﬁeRmeZ}
no es subespacio de V'; pues si

__ c 0| | atc 0
x,yEw:>x+y—_m b}—l—[n d][m+n b+d]€w

puesac%Zsia:\/E

Ejemplo 7.32 W = {As5 | A2 = A} no es subespacio.
SiAeW,BeW = (A+ B)*> # A+ B, pues tomo: A=1=B;I*>=1I;
(I +1)* = (21)* =4I # 21 Luego W no es espacio vectorial.

Ejemplo 7.33 V = My (R) operaciones usuales.

LV:{@wyA:[aib“Zb]mmeR}

es un subespacio de V', luego es un espacio vectorial, pues

B a a+b c c+d|
I+y_la+b b ]+{c+d d ]_

a+c a+b+c+d
[a+b+c+d b+d }GLV

ysia € R, x €w entonces

a a+b| aa aa + ab c
a+b b | aa+ab  ab v

Oé[E:Oé|:

147



148 CAPITULO 7. ESPACIOS VECTORIALES

Ejemplo 7.34

W:{AM\AZ [aib “Zb];a,bez}

no es subespacio de V, pues st a € R,z € W entonces

a a—l—b]_[ aa aa + ab

ax:a{a—i—b b aa + ab ab }%W

ya que aa no es siempre entero, pues o puede ser irracional a = /2 y asi aa ¢ 7.

Ejemplo 7.35 W = {Asys | |A| = 0} no es subespacio de V', pues si
_J1o0]. 00
“loo] YT o1

0 |
1|

entonces

y letyl=1#0

1
rT+y= 0

Ejemplo 7.36 W = {A | A= AT} es un subespacio de V', pues si v,y € W = x =
Ay=B=A=A" B=B" luegox+y=A+BeW, pues ya que (A+ B)" = A+ B
ysiaGR,ywaéax:aAEW,pues(aA)T:aAT:aA
Ejemplo 7.37 SeaV={f:R— R} y

W =A{f:f(z)=f(1)}, mostrar que W es subespacio.

f,9 € W entonces f(z) = f(1) yg(z) = g(1) = (f+9)(x) = f(z) +g(z) =
fA)+g@1)=(f+9)1)

(af)(z) = af(z) =af (1)
Ejemplo 7.38 W ={f| f(1) = f(0)} no es un subespacio, pues f,g € W

= (f+9 W)=+ (1)—2+f()+2+g(0)=4+(f+9)()¢W

Ejemplo 7.39 W = {f | f (z) > 0} no es un subespacio de V pues f (z) = z* >0

yof () ¢ W, pues o= -2, y 2 < 0

Ejemplo 7.40 W = {f :| f(x),es par}, es un subespacio pues si.
fr9 € W entonces (f +g) (=) = f(—x)+g(—x) = f(x) +9(z) = (f+9)(x) y
(af) (—z) =af (—z)=af (z
Ejemplo 7.41 W ={f:| f(x) < 0} no es un subespacio pues si.
f,g € W entonces (f +g)(x) = f(x)+g(z) <0y
(af)(z) =af (r) = af () > 0 st a < 0 por tanto esta propiedad no la satisface

Ejemplo 7.42 W = {f:| f(z) = f(2+ )}, es un subespacio pues si.
fr9 € W entonces (f +g) (x) = f(z)+g(x) = f2+2)+9(2+2) = (f+9) (2 +2)
Y
(af) (x) = af (2+2) = (af) (2 + x)
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7.2 Combinacion Lineal

Sean vy, vs, ..., v, elementos de un espacio vectorial V, es decir, vy, vs, ..., v, € V.
Cualquier vector en V' de la forma:
a1v1 + Ao + ... + a,v,,con a; € R se llama combinacion lineal de vy, v, ..., v,.

Ejemplo 7.43 2(1,0) +3(0,1) es una combinacion lineal de (1,0) y de (0,1).

Ejemplo 7.44 2(1,0,3) +3(0,1,4) + 5(1,1,1) es una combinacion lineal de
(1,0,3), (0,1,4),(1,1,1).

Ejemplo 7.45

[32]s[8 2]

R AL

Ejemplo 7.46 3[1]+2[1 — 2x]+3[1 + z + %] es una combinacion lineal de (1,1 — 2x,1 + x + %) ..

es una combinacion lineal de

Ejemplo 7.47 3[z] 4+ 2sinx + 3cosz es una combinacion lineal de z,sin x, cos x.

Sea V' un espacio vectorial real, w, vy, v, ..., v, elementos de V, es decir,
w, v, Ve, ..., U, €V, el vector w se dice que es una combinacion lineal de los vectores
vy, Vg, ..., Up, Si existen escalares aq, as, ..., a, tales que w = a1v1 + asvs + ... + a,v,. Si
este sistema no tiene solucion, w no es una combinacién lineal, en otro caso si.

Ejemplo 7.48 EIl vector (3,4) se puede escribir como (3,4) = 3(1,0) +4(0,1), luego
(3,4) es una combinacion lineal de (1,0) y (0,1).

Ejemplo 7.49 El vector (2,4,5) se puede escribir como (2,4,5) = 2(1,0,0)+4(0,1,0)+
5(0,0,1), luego (2,4,5) es una combinacion lineal de (1,0,0) y (0,1,0) v (0,0,1).

Ejemplo 7.50 El vector ( ;L i > se puede escribir como

]l el ve) el ]

luego[ ;L 411 } es una combinacion lineal de

ool Lol Vel o)
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Ejemplo 7.51 (9,2,7) es una combinacion lineal de (1,2,—1) y (6,4,2) pues
(9,2,7) =x(1,2,-1) +y(6,4,2) = (z, 2z, —z) + (6y, 4y, 2y) =
(x + 6y, 2z + 4y, —x + 2y)

asi.;

r+6y=9
20+ 4y =2
—x+2y=7

Ejemplo 7.52 (4,—1,8) no es combinacion lineal de (1,2,—1);(6,4,2)
En efecto:

y la solucion de este sistema es (z,y) = (—3,2) asi que (9,2,7) = —3(1,2,—1)+2 (6,4, 2)
(4,-1,8) =2 (1,2,—1) + y(6,4,2)
= (z,2z, —x) + (6y, 4y, 2y)

= (z + 6y, 2z + 4y, —x + 2y)
luego

r+ 6y =4
20+ 4y = -1
—r+2y =238

y este sistema no tiene solucion, luego (4, —1,8) no es una combinacion lineal de (1,2, —1), (6,4, 2)

pues
1 6 4 1 6 4
2 4-1|~[0 -8|-9 ,_889:1;9:3/*
12 8 0 8 12 y=

es absurdo.

Ejemplo 7.53 Escribir w = 3t>+8t—>5 como combinacion lineal de vy = 2t>+3t —4; vy =
t?2 — 2t — 3.En efecto:

3t° + 8t —5=a (2t + 3t —4) + b (1> — 2t — 3)

= (2a+b)t* + (3a — 2b) t + (—4a — 3b)
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entonces
2a+b=3,3a —2b=28,—4a — 3b = -5
y la solucion de este sistema es a =2 y b= —1 por tanto
3°+8t—5=2(20"+3t —4) — 1 (t* — 2t — 3)

Ejemplo 7.54 Hallar condiciones sobre a,b,c tal que (a,b, c)sea una combinacion linea
de (17 _37 2) Y (27 _17 1) )

En efecto:
(a,b,c) =x(1,-3,2) +y(2,—1,1)
= (l’, -3, 21‘) + (va Y, y)
= (v + 2y, -3z —y,2z + )
Luego
rT+2y=a 1 2 a 1 2 a
—3r—y=by| -3 =1]b |~ 0 5 |3a+b |~
2r+y=c 2 1 ¢ 0 =3 c¢c—2a
1 2 a 1 2 a
0 —=1|2c—a+b |~ 0 —1]| 2c—a+b
0 -3 c—2a 0 0 a—3b—5c

Luego si a — 3b — 5¢c = 0 y ast el sistema tiene solucion.

7.3 Dependencia e Independencia lineal.

Sea V' un espacio vectorial real, se dice que S = {vy,vs,...,v,} € V, es linealmente
dependiente, si existen escalares 1, zo, ..., £, no todos ceros, tales que
101 + U2 + ... + x,v, = 0,en caso contrario se dice que los vectores {vy, vy, ..., v, } son
linealmente independientes.

Ejemplo 7.55 {1} = S, S es linealmente independiente pues 1.x =0 = z = 0;

Ejemplo 7.56 {0} es dependiente pues2 x 0 =10 y 2 # 0.

Ejemplo 7.57 S ={(1,1),(2,2)} es linealmente dependiente pues
P (1,1) +5(2,2) = (0,0)
(L) +y(2,2) = (z,2) + (2y,2y)
= (z+2y,z+ 2y) = (0,0)



152 CAPITULO 7. ESPACIOS VECTORIALES

entonces
r4+2y=0
r+2y=0

Luego siy = —1 entonces x =2 y asi 2(1,1) — 1(2,2) = (0,0) .

=+ 2y = 0;

Ejemplo 7.58 S = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} es un conjunto linealmente independi-
ente, pues

#(1,0,0) + 5 (0,1,0) + 2 (0,0,1)
(,0,0) 4+ (0,9,0) + (0,0, 2) = (z,y,2) = (0,0,0)

entonces x =0,y =0,z = 0.

Ejemplo 7.59 El conjunto {(6,2,3,4),(0,5,—3,1),(0,0,7,—2)} es linealmente indepen-
diente, pues
x(6,2,3,4)+y(0,5,—-3,1) 4+ 2(0,0,7,—2) =
(6x, 2z, 3z,4x) + (0,5y, —3y,y) + (0,0, 7z, —22) =
(6z,2x 4+ by, 3z — 3y + 7z,4x +y — 22) = (0,0,0,0)
Luego
6z =0
20 +5y =0 .
3r—3y+72=0
do+y—22=0

es la solucion del sistema.
Ejemplo 7.60 El conjunto {(1,—1,0),(1,3,—1),(5,3,—2)} es linealmente dependiente.

z(1,-1,0)+y(1,3,—-1) 4+ 2(5,3,-2) =
(Jf, _xa()) 9 (?];3% _?J) ) (527 327 _22) -
(x+y+5bz,—x+3y+3z,—y —2z) = (0,0,0)

r+y+52=0
= —x+3y+32=0
—y—22=0

y la solucion es (x,y,z) = (3,2, —1) y ast
3(1,-1,0) +2(1,3,—1) — 1(5,3, —2) = (0,0,0)
y 3 #0.
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I I )

es linealmente independiente pues:

(183 (3 3)(22)
(:2)-(32)

10
s={(0 1))
es linealmente independiente pues

10y (00 o
“\oo) oo v
11 2 2
{0 ) (B2}
es linealmente dependiente pues
11 22\ (xz+2y z+2y\ (0O
””(1 1)*9(2 2)_<x—|—2y x—|—2y>_(0 0)25

r+2y=0=y=—-Lx=2+#0.

Ejemplo 7.61

entoncesa=0=b=c=d.

Ejemplo 7.62

Ejemplo 7.63

Ejemplo 7.64 s = {1,z,2%} es linealmente independiente a + bx + cx® = 0 para todo x.
St r=0=>a=0;six=1a+b+c=0six=—-1a—b+c =0, luego como
a=0=b4+c=0y—-b+c=0 ydeaquib=c=0, es decir, la solucion del sistema:

a=20
a+b+c=0
a—b+c=0
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Ejemplo 7.65 S = {z,sinx,cosz} es linealmente independiente pues ax + bsinxz +
ccosr =0 Vr =
1)z=0:¢=0
2)x=m:arm+bsinmt+ccosmt=0=a=0,c=0.
8)x=75:a5+bsing +ccosy =0=b=0.
Ejemplo 7.66 S = {s.in2 x, cos? x, cos 295} es linealmente dependiente, pues Isin’z +

lcos?x —1lcos2zx =0y 1#0.

Observe que los 2 ejemplos anteriores son complejos de entender y de hacer y para
facilitar este trabajo se aprendera el concepto siguiente

7.3.1 Wronskiano

Si las funciones f (z),g(x),h(z) son derivables 2 veces en R y si

fx) g(x)  h(x)
WA(f(@),g(x),h(x)) =] f(x) ¢(x) h(zx)|=0
f'(x) g"(x) h"(x)

para todo x en R = {f (x),g(z),h (x)} son linealmente dependientes y en caso
contrario independientes.

Ejemplo 7.67 W (1,z) = ‘ (1) T =1, luego el conjunto {1,z} es linealmente indepen-
dientes.
Ejemplo 7.68 W (e”,2¢") = 2’” ;ZJC = 0 Vz entonces el conjunto {e*,2e"} es lineal-
mente dependiente.
Ejemplo 7.69
T sinx CcoS T
W(z,sinz,cosx) =| 1 cosx —senx |=
0 —sinx —cosz
cosxr —senx ) 1 —senx 1 cosx
= . —Ssinx + cosx . =
—sinx —cosx 0 —coszx 0 —sinzx
=z (—1) —sinz (—cosx) + cosx (—sinz) = —x

no es cero para todo x entonces el conjunto {x,sinx,cosz} es linealmente independiente.
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7.3.2 Algunas propiedades:

1. Si 0 es uno de los vectores {vq, va, ..., v, } entonces {vq,vs, ..., v, } es linealmente
dependiente, pues si por ejemplo vs = 0 entonces
101 + Lvg + 2303 + ... + 2,0, = 0vy + 1vg + Ovg + ... + 0v, = 0 y 1 # 0 coeficiente de vy

Ejemplo 7.70 El conjunto {(1,1) (0,0)} es linealmente dependiente

. . 1 2 10 0 0 , ,
Ejemplo 7.71 El conjunto {( 3 4 ) , ( 00 ) , ( 00 >} es linealmente dependi-

ente
Ejemplo 7.72 El conjunto {x,sinz,0} es linealmente dependiente
Ejemplo 7.73 El conjunto {1,z + 22,0} es linealmente dependiente

Ejemplo 7.74 El conjunto {(1,1,1),(2,3,4),(0,0,1),(0,0,0)} es linealmente dependi-
ente.

2. El conjunto {vq, vy, ..., v,} es linealmente dependiente sisi uno de ellos es combinacién
de los demaés.
Supongamos que vy es combinacion lineal de los demds, es decir,
vy = 1101 + x3v3 + ... + v, = Sumando —v, a la igualdad obtenemos
0 = z1v1 — v9 + 2303 + ... + 2,0, y el coeficiente de vy no es cero. Ahora suponga que
{v1,vg,...,v,} es linealmente dependiente entonces xiv; + x3v3 + ... + £,v, = 0 y que por
ejemplo el coeficiente de v, es diferente de cero, entonces

ToUg = —XT1V1... — TpUp
entonces
€1 Tp

Vg = ——V1... — —Up,
T2 T2

Ejemplo 7.75 El conjunto {(1,1),(2,2),(1,0),(0,1)} es linealmente dependiente pues
(1,1) =0(2,2) + (1,0) + (0,1) (uno de sus elementos es combinacion de los demds)

Ejemplo 7.76 El conjunto {sin2 x,cos? x, cos Qx} es linealmente dependiente pues cos2x =

sin?z — cos? x. (uno de sus elementos es combinacion de los demds)
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. 4 10 01 11 : ‘
Ejemplo 7.77 El conjunto {( 00 ) , ( 00 ) , < 00 )}es linealmente dependiente

pues ( (1) (1) ) =1 ( L0 > +1 ( 8 (1) > (uno de sus elementos es combinacion de los

demdas.

Ejemplo 7.78 El conjunto {1 —x,2 —2x,1+ z + 2} es linealmente dependiente pues
1—2=123(2-22)+0(1+z+2% (uno de sus elementos es combinacion de los demds)

Ejemplo 7.79 El conjunto {1,4} es linealmente dependientes pues 4 = 1.4 (uno de sus
elementos es combinacion de los demds)

3. El conjunto {vy, v, ...,v,} es linealmente independiente sisi todo subconjunto no
vacio es linealmente independiente.
Sea S = {vy, vy, ..., v, } un subconjunto de {vy, va, ...,v,}.Si S fuera de dependiente,
existen escalares no todos nulos z1, zs, ..., x, tal que
T1v1 + 22Uy + ... + 2,0, = 0 = 2101 + T2V2 + ... + 20 + 0V + ... + 00, =0
y algun x; # 0 entonces {vq, vs, ..., v, } seria dependiente (absurdo).

Ejemplo 7.80
S = {(1’ 0,0, 0)} ;59 = {<1a 0,0, 0) ; (07 1,0, O)} )
Sz ={(1,0,0,0);(0,1,0,0);(0,0,1,0)}

son linealmente independientes, pues son subconjuntos de {(1,0,0,0);(0,1,0,0);(0,0,1,0);(0,0,0,1)}
que es un conjunto linealmente independiente.

s= (o) ={(55)-(1 %)}

son linealmente independientes, pues son subconjuntos de

o) (00)- (o) (0 1))

que es un conjunto linealmente independiente.

Ejemplo 7.81

Ejemplo 7.82 S = {z},S; = {sinx}, Sy = {sinz, cosz} son linealmente independientes,
pues son subconjuntos de {x,sinx, cosx}que es un conjunto linealmente independiente.

4. Si S ={vy,vq,...,v,} es linealmente dependiente entonces {vy, va, ..., Uy, Upi1} €8
linealmente dependiente.
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Ejemplo 7.83 S ={(1,2,1),(2,4,2)} es linealmente dependiente entonces,{(1,2,1),(2,4,2),(1,0,0)}
es linealmente dependiente.

Ejemplo 7.84 S = {1,2} es linealmente dependiente entonces {1,2,4}es linealmente

dependiente
01 0 4
0 0/’\00

es linealmente dependiente entonces

oo) (o) (50))

es linealmente dependiente

Ejemplo 7.85

5. Todo conjunto que contiene un subconjunto linealmente dependiente es linealmente
dependiente.

Ejemplo 7.86 El conjunto{(1,1),(2,2),(1,0),(0,1)} es linealmente dependiente ya que
{(1,1),(2,2)} es linealmente dependiente.

Ejemplo 7.87 El conjunto

o) (oo)(20) (o0t

es linealmente dependiente ya que

o o)(io))

es linealmente dependiente.

7.4 Generador:

Sea S un subconjunto no vacio de un espacio vectorial V, S no necesariamente es un
subespacio de V, el conjunto de todas las combinaciones lineales de vectores en S,
denotado por L (S) = {w | w es combinacién lineal de vectores de S} es un subespacio
de V.
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En efecto : Sea S = {vy, v, ...,v,} € V,entonces

L(S)={w|w=z1v1 + 2203 + ... + T, 0, z; € R}

y sean X, Y € L (S) entonces

X = xv1 + 2909 + ... + 1,0,
y
Y =av; + agvy + ... + a,v,

luego

X 4+Y = (z101 + 2203 + ... + 2,05) + (@101 + agva + ... + anvUy)
= (r1+a1) v+ (xg + ag) vo + ... + (T, + ap) vy
= bl’Ul + bQUQ —+ ...+ bnvn €L (S)

siaw € Ry Xe L(S) entonces aX = (axy)v; + (axg)vy + ... + (ax,)v, € L(S)
Luego L (S) es un subespacio de V.

Definicién 3 Se dice que vy, vs,...,v, € W, genera a W | si cualquier elemento de W se
puede escribir como una combinacion lineal de vy, vs, ..., V,.

Ejemplo 7.88 w = {1} genera a R, pues si a € R entonces a = x.1, con x € R y
L(1)=R.

Ejemplo 7.89 w = {5} genera a R, pues si a € R entonces a = x.5, con x € R y
L(5) =R.

Ejemplo 7.90 Siw = {a},a#0, a € R,w genera a R, pues si b € R entonces b = x.a;
r€RyL(a)=R.

Ejemplo 7.91 w = {0} no genera a R,pues por ejemplo 5 no se puede escribir como
combinacion lineal de cero, ya que 5 # x.0, para x € R.

Ejemplo 7.92 w = {(1,0),(0,1)} genera a R?, pues si (z,y) € R? entonces (z,y) =
a(1,0) +b(0,1), siendo a = z,b = y; es decir (x,y) = x(1,0) +y(0,1), pues a(1,0) +
b(0,1) = (a,0) 4+ (0,0) = (a,b) = (z,y) sisix =a yy =b y asi L((1,0),(0,1)) = R2
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Ejemplo 7.93 w = {(1,1),(2,—1)} genera a R?, pues si (z,y) € R?, entonces

(x,y) =a(1,1)+b(2,-1)

= (a,a) + (20, -b)
= (a+2b,a —b)
luego
a+2b=uzx
a—b=y
Yy

12|;1:_12|a: 12|a:
1 -1'y ) \0 -3'y—=x 0 1'%

10 ytz a:2y+x 2
< 01 22y ) y con .3, entonces (z,y) = (22) (1,1) + (5Y) (2,-1)

3

Ejemplo 7.94 w = {(1,0),(0,1),(1,1),(—=1,1)} genera a R*ya que si (z,y) € R?
entonces

(,y) =a(1,0)+0(0,1) +c(1,1) +d(-1,1)
- 1,0)+y(0,1)+O(1,1)+0(—1,1)

pues (a,0) + (0,b) + (¢,¢) + (—d,d) = (a+c—d,b+c+d), ast

at+c—d==x
b+c+d=y

luego
10 1—4|x
011 1 'y

entonces

at+c—d==x
b+c+d=y

ysid=0;c=0, entonces b=y y a = x.
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Ejemplo 7.95 w = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} genera a R3, pues (x,y,2) = x(1,0,0) +
y(0,1,0)4+2(0,0,1) y en general {e1,ea, ..., e,} genera a R™, pues (x1,xa, ..., T,) = T1€1+
Toey + ... + Tpep.
Ejemplo 7.96 w = {(1,1)} no genera a R?, pues

L(1,1)={(z,2) [z e R} ={z(1,1) [z e R}

y por ejemplo (2,3) = x(1,1) = (x,z) entonces x =2 y x = 3 absurdo; ya que,
L{(1,1),(2,2)} =L(1,1) ={(z,y) | 2 = y}

Ejemplo 7.97 w = {(1,0,0),(0,1,0)} no genera a R3.

(100)(010)(001)
. _ 0O 00/)’\OOO)/)”\0o OO0}/
Ejemplo 7.98 w = 00 0 00 0 00 0
1 00/)’V010)/)’\0 01
genera las matrices May3 (R), pues si A € Moy (R)
A 1 00 n 010 42 0 01
vovw/) “Looo) Y oo o0 00 0
n 0 0O n 0 0O n 0 0O
Y100/ o10)7% o011
ya que
Ty o2\, 1 00 Iy 010 L 0 01 n
v v ow ) 0 0O 0 0O 0 0O
d 0 0O te 0 0O i 000\ (abc
1 00 010 001) \def
entonces a = r,b =y,c=z,d=u,e =v, f = w.

Nota: Si a w se le agrega mas matrices de 2 x 3, también lo genera, pero si a w se le
quitan matrices no genera a May3 (R) .

Ejemplo 7.99 Mostrar que:

o) e A) () Gin)Gre) (o)

genera a Mays (R)
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S = {1,z,2%} genera a P, (x) pues

az? +bx +c = a(l) + Bz + ya?
=a(l)+ bz + cx?

entonces a =c,0=byv=a
Ejemplo 7.100 S = {1,z,22,...,2"} genera a P, (x).

Ejemplo 7.101 Observemos que:

a b c
b d f | =
c f h
a 0 0 0 b 0 0 0 ¢ 0 0O 0 0 0 00O
000 ||+ b0O0]J+10O0O0T]J+(0dO]+]0O0Ff |+ 0O00]|=
0 0O 0 00 c 00 0 0O 0 f O 0 0 A
1 00 010 0 0 1 0 00
=a|l 000 |+ 100 ]4cf O0O0O0]|]+d]l 010 |+
0 0O 0 0O 1 00 0 00
0 0O 0 00
f{too1]+hAfO0O0O0
010 0 0 1
o’sea que
1 00 010 0 01 00O 0 0O 00O
w = ooof,froo0},fooo0]),101O0]},{001],1000
0 00 0 00 1 00 0 00 010 0 0 1

genera las matrices simétricas de 3 x 3 con elementos reales,que es un espacio vectorial.
Ejemplo 7.102 (a,b,0) = (a,0,0) 4+ (0,b6,0) = a(1,0,0) + b(0,1,0) luego
w = {(a,b,0) | a,b € R} es generado por {(1,0,0),(0,1,0)}.

Ejemplo 7.103
w={(0,b,¢) | bc€R)
es generado por (0,1,0) y (0,0,1) ya que

(0,b,¢) = (0,b,0) + (0,0,¢) = b(0,1,0) + ¢(0,0,1)
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luego w es generado por (0,1,0), y por (0,0, 1) ,pero también

(0,b,¢) =2(0,1,1) +y (0,-2,1) = (0, z,2) + (0, —2y,y) = (0,2 — 2y, x + y)

entonces

r—2y=> N 1 —2|b 1 —2| b N

r+y=c 1 1 "¢ 0 3 "c—bd

3 c—b= c—b r=c C—i-b 2e 40
frnd — = — = —_— = - =

4 4 373 3

luego
2 b —b

0.0.0)= B 010y 20 0 21

Ejemplo 7.104

es generado por
1 0 01
00/)’\0O0
a b 10 0 1
(6 0)=(o0)=(i0)

pues

7.5 Base

Sea V' un espacio vectorial real cualquiera y S = {vy,vs,...,v,} € V, S es base de V siy
solo si:

1. S es linealmente independiente.
2. S genera a V.
El nimero de elementos de una base es la dimensién de V, denotado por dim V.
Ejemplo 7.105 S, = {1} , Ss = {3} yS3 = {7}, son bases de R, pues son linealmente

independientes y generan a Ry como el nimero de elementos de Sy es uno entonces
dimR = 1; a la base S; = {1} se le llama base la candnica de R
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Ejemplo 7.106 S; = {(1,0),(0,1)}, Sy ={(1,1),(3,5)}; Ss = {(1,0),(—3,5)}

son bases de R?, pues son linealmente independientes y generan a R?%, ast dimR? =
2 =nimero de elementos de la base. A la base S; = {(1,0),(0,1)} se le llama la base
candnica de R?

Ejemplo 7.107 S = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} es una base de R?; luego dimR3 = 3;
cualquier otra base tiene 3 elementos. Observe que

(a,b,¢) =a(1,0,0) +b(0,1,0) 4+ c(0,0,1) es linealmente independiente y genera a R?

Ejemplo 7.108 La solucion de y' —y = 0 es y = ae® + be™™ luego la dimension del
conjunto solucion de y" —y = 0 es 2 pues {€”,e "} son linealmente independientes y
generan el espacio solucion.

{68 (0)(0)6)

es linealmente independiente y genera a Mayo (R) , luego S es una base de Mays (R) , luego
dim Msys (R) =4 a S se llama la base candnica de Myys (R). Observe que

(ca)=eloa)e(oo)ee(h o) (i y)

Ejemplo 7.110

g_ 1 00 010 001 0 00 0 00 0 00

B 0o0o0/)’\ooOoOo0O/)’\OOO/’\'100/)’\010)/)”\ 001

es linealmente independiente y genera a M, 3 (R) y como el nimero de elementos de S
es 6 entonces dim Msy3 (R) = 6. Observe que

a b c\
d e [ ]

Ejemplo 7.109

Q
N
S =
o O
o O
~
+
o
7N
o O
O =
o O
~
+
o
N
o O
o O
O =
~
+
QL
7N
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Ejemplo 7.111 S = {1,z,2%} es linealmente independiente y genera a P (x)
dim P, (z) = 3.4 S = {1,z,2?} se le llama la base candnica de Py (x)

Ejemplo 7.112 La dimension de las matrices simétricas de 3 X 3 es 6. pues

a b c
w = b d e | |abcde feR
c e f
Yy
a b c
b d e | =
e f
a 0 0 0 b 0 0 0 ¢ 0 00 0 00 0
000 ]+ 500 ]|+(O0O0O0]+{0dO]|+O0O0¢e]+]|O0
0 00 0 00 c 00 0 00 0 e 0 0
100 010 0 01 0 00 0 00
=al 000 |46 1 0 0 J4c| 0 0 O |+d| O 1 O |+e| O O 1
0 00 0 00 1 00 000 010
El conjunto
100 010 0 01 0 00 0 00 0
oo0oo0},{1o0o0},100O0(}J,101O0])J,10O0T1],1O0
0 00 0 00 1 00 0 00 010 0

linealmente independiente y genera a las matrices simétricas de 3 x 3

={(i0) (o)t

es linealmente independiente y genera a

w:{(g g)m,beR}

luego S es base de w, asi dimw = 2.

Ejemplo 7.113

o O O

o O O

luego

~- O O

_ o O

o O O

o O O

€s

_ o O
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Ejemplo 7.114 S = {(1,0,0,0);(0,1,0,0);(0,0,1,0)} es linealmente independiente y
genera a w = {(a,b,¢,0) | a,b,c € R} entonces S es base de w y asi dimw = 3.

Ejemplo 7.115 S = {(1,0,0);(0,1,1)} es linealmente independiente y genera a W =
{(z,y,2) |y =z,2,y € R} y asi dim W = 2.

Ejemplo 7.116 Sea w = {(x,y,2) |z +y+2=0} Como x +y + z = 0 entonces z =
u;y =v;x = —u—v Luego w = {(—u —v,v,u) | v,u € R} ast

—u,0,u) 4+ (—v,v,0)

(—u—v,v,u) = (
—u(~1,0,1) +v(~1,1,0)

luego (—1,0,1),(—1,1,0) genera a w y como {(—1,0,1),(—1,1,0)} es linealmente inde-
pendientes entonces s = {(—1,0,1),(—1,1,0)} es una base de w, entonces dimw = 2.
Ejemplo 7.117 Una base para el plano x = 0 es s = {(0,1,0),(0,0,1)} es linealmente

independiente y genera a w pues w = {(z,y,2) |z =0,y,z € R} = {(0,y,2) | y,z € R}
luego (0,y,2) = (0,4,0) +(0,0,2) =y (0,1,0) + 2 (0,0,1)

w:{<zz>|a,beR}
(b a)=(60)+(ha)=«(ot)=(V0)

luego

=) ()

es linealmente independiente y genera a w, las matrices simétricas de 2 x 2, luego

Ejemplo 7.118

dimw = 2.
Ejemplo 7.119
a b c
w= 0 d e ||abede feR
00 f

entonces
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a b c
0 d e | =
00 f
a 00 0b 0 0 0 ¢ 0 0O 0 0O 0 0 O
000 ||+ 0O0O0OT]J+10O0O0]+(0dO]J+]0O0¢e€e]+]0O0O0 ]|,
0 0O 00 0 0 00 000 0 0 O 00 f
as?
1 00 010 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
s = ooo0o},Joooj},;foo0o0¢},01O0]}J,10011],1000
0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 1

genera a w matrices triangulares y s es linealmente independiente entonces dim w = 6.

Ejemplo 7.120 Hallar una base del espacio solucion del sistema:
T +2x9 —23+24=0 (1 2 -1 1,0 1 2 -1 1,0
x1+x2+x3+2x4—0’<1 11 2 )”(0 ~-1 2 1|0>
$1+2£L’2—$3+5L‘4:O
— 29+ 223 +24=0
Ty = U,T3 = UV, Ty = 203+ T4 = 20+ u,x7 = —209 + 13 — x4 = —4v — 2u +
v—u = bv+ u luego Sy = {(5v + u,2v 4+ u,v,u) | u,v € R}; (50 4+ u, 20 + u,v,u) =
(5v,2v,v,0) + (u,u,0,u) = v(5,2,1,0) + u(1,1,0,1) asi dim Sy = 2 y una base es s =
(5,2,1,0),(1,1,0,1)

luego entonces hay 2 variables libres:

7.5.1 Algunas propiedades:

1. Sea V' un espacio vectorial y dim V' = n entonces dos bases cualquiera de V, tienen
n elementos cada una.

Ejemplo 7.121 S = {1};{3} = w son bases de R, pero w; = {1,3} no es base de R,
pues wy no es linealmente independiente, aunque wy genera a R.

Ejemplo 7.122 S = {(1,0),(0,1)};w = {(1,1),(3,5)};s0on bases de R?*; pero w; =
{(1,0),(0,1),(1,1)}no es base de R?,w, genera a R?, pero wy no es linealmente indepen-
diente, ademds los elementos de una base de R?, deben ser 2.
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Ejemplo 7.123 S = {(1,0),(0,1)};s={(1,1),(3,5)} ;son bases de R*; pero s = {(1,1)}
no es una base de R?, pues debe tener 2 elementos; s es linealmente independiente, pero s
no genera a R?; Sy = {(1,1),(2,2)} tiene 2 elementos, pero S; es linealmente dependiente
y ademds S, no genera a R?.

s={(50).(00).(8))

no es base de Msys (R),pues debe tener 4 elementos; S es un conjunto linealmente inde-
pendiente y no genera las matrices Mays (R)

Ejemplo 7.124

Ejemplo 7.125

s={(00)-(50)-(V o) (0 0) (1))

no es base de Mo (R), ya que no es linealmente independiente;

s={(h0) (0 0)(28). (30}

no es base de Mays (R) pues no es linealmente independiente y no genera a Mays (R).
Recuerde que una base de Msyo (R) debe tener 4 elementos y debe ser linealmente inde-
pendiente y generar a Mo (R) .

Ejemplo 7.126

2. SidimV = n entonces todo conjunto con méds de n elementos es linealmente
dependiente.

Ejemplo 7.127 S = {(1,1),(0,1),(1,0)} es linealmente dependiente pues dimR? = 2 y
2 < 3.

Ejemplo 7.128 S = {1,x,2% 2%} es linealmente dependiente pues dim P, () =3 , 3 <
4.

Ejemplo 7.129

={G o) (o) (1) (1)) 3))

es linealmente dependiente, pues dim Mays (R) =4 y 4 < 6 nimero de elementos de S.
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3. Si V es un espacio vectorial y dim V' = n entonces ningtin conjunto con menos de n
vectores genera a V.

Ejemplo 7.130 S = {(1,0,0),(0,1,0)} no es base de R3;s no genera a R3;dim R? =

={(i0) (o)}

no genera Mays (R) pues 2 < 4 = dim Mays (R).

Ejemplo 7.131

Ejemplo 7.132 S = {1,z,2?} no genera a P (z), pues dim P3 (z) = 4 > 3.
Ejemplo 7.133 S = {(1,0)} no es base de R?; S no genera a R* dim R? = 2 > 1

Ejemplo 7.134 S = {(1,2)} no es base de R*; S no genera a R?*;dim R?> = 2 > 1

={oa)(oan))

no genera Msys (R) pues 2 < 6 = dim My 3 (R)

Ejemplo 7.135

Ejemplo 7.136

g_ 1 00 010 0 0 1 0 0O
- 000/)’\OOO/’\O0OOO/)’\1 00
no genera Msy3 (R) pues 4 < 6 = dim May3 (R)

4. Sea V un espacio vectorial dim V' = n, entonces si S genera a V, pero no es base de V,
se le puede quitar a S vectores para reducir S a una base de V.

Ejemplo 7.137 S = {1,3,4} genera a R pero no es base de R, luego a S se le pueden
quitar 2 elementos por ejemplo S1 = {1} 0 Se = {3} 0 S = {4} son bases de R.

Ejemplo 7.138 S = {1,3} genera a R pero no es base de R, luego a S se le pueden
quitar 1 elementos por ejemplo Sy = {1} 0 Sy = {3} son bases de R.

Ejemplo 7.139 s = {(1,0),(0,1),(1,1)} genera a R? pero S no es base de R?, pero
s={(1,0),(0,1)} si es base de R?, al quitarle {(1,1)}
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Ejemplo 7.140 s = {1,z,2?% 23, 223} genera a P3(z) y no es base de P (z), pero S; =
{1,2,22%, 23} es base de Ps(x).

Ejemplo 7.141

{0 0)-( o) (18) (G 1)-( (D))

genera a Mays (R), pero S no es base de Mays (R), pero

G2 ()G

. . 11 1 2
si es base de Mays (R), al quztarle{( 1 1),(3 4>}

5. Si V es un espacio vectorial y dim V' = n entonces cualquier conjunto con n vectores
linealmente independiente es base.

Ejemplo 7.142 s = {2} es linealmente independiente y como dimR = 1 entonces s es
base de R

Ejemplo 7.143 s = {4} es linealmente independiente y como dimR = 1 entonces s es
base de R

Ejemplo 7.144 s = {(1,0),(2,3)} es linealmente independiente y como dimR? = 2
entonces s es base de R2.

Ejemplo 7.145 dim Msys (R) =4 y como

I I )

es linealmente independiente entonces S es base de Mays (R) .
Ejemplo 7.146 s = {1,2z + 1} es linealmente independiente y como dimP (z) = 2
entonces s = {1,2x + 1} es base de P, (x)

6. Sea V un espacio vectorial y dim V' = n entonces si s tiene n vectores y genera a V., s
es base de V'
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Ejemplo 7.147 dimR = 1;s = {1} genera a R entonces s es base de R.

Ejemplo 7.148 dimR = 1;s = {2} genera a R entonces s es base de R.

Ejemplo 7.149 dimR? = 2;s = {(1,0),(1,1)} genera a R?, entonces s es base de R.
Ejemplo 7.150 dimR? = 2;s = {(1,2),(4,5)} genera a R?, entonces s es base de R?
Ejemplo 7.151 dim P (z) = 4;5 = {1, 2, 2% 23} genera a P3(x) entonces s es base de
P3 ().

Ejemplo 7.152 dim P, (z) = 2;s = {l,2 — 2} genera a P, (z) entonces s es base de
P (x)

Ejemplo 7.153 dim Msys (R) =4 y como

={(30)-(8) (30 ()

genera a Mayo (R) entonces S es base de Mays (R) .

7.6 Suma y suma directa

Sean S y T dos subespacios de un espacio vectorial V, entonces:
S+T={A+B|A€SyBeT}.S+T esun subespacio de V,puessi x,y € S+ T
luego X = A; + By;Y = As + Bs, por tanto
X+Y = <A1+Bl)+(A2+B2) = (A1+A2)+<Bl‘|—82) € S+T, pues A1+A2 GSy
B+ ByeT.

Si o € Rientonces arx = a(A+ B) =aA+aB € S+ T. pues aA € S, S es subespacio,
aB € T, T es subespacio.

5:{<3 8) |a,beR}
T:{(Z 8) Ia,ceR}

S y T son subespacios de Mo (R) .

Ejemplo 7.154
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Lema 1

Si S y T son subespacios de un espacio vectorial V' entonces S N'T es también un
subespacio de V.
En efecto:
Si X, YeSNT entonces X e SNTyY eSNT
luego X e Sy XeT; YeSyYeT luegoX+Y eSSy X+Y €T entonces
X+YeSNT aXeSyaXeT=aX e SNT.Luego SNT es un subespacio de V'

Ejemplo 7.155 S =L (1,1) ={(z,z) |z e R} = {(z,y) | y = x};
T =L(1,0) ={(z,0) | = € R} entonces SNT = {0} que es un subespacio de dim {0} =
0

Se dice que el espacio vectorial V' es suma directa de sus subespacios S y T' notada por
V =85@&T sitodo vector v € V' se puede escribir de una sola manera como v = A+ B
con A€ Sy BeTyestosucede cuando V =S5S+Ty SNT = {0}, es decir, V=S&T
ssiV=S+TySNT={0}.

Ejemplo 7.156 S = {(a,0,0) | a,b € R}; T = {(0,b,¢) | b,c € R}. observe que R® =

|
. 3 (3,5,7) = (3,1,0) + (0,4,7)
S+T; pero R° # S & T, pues (3.5,7) = (3, —4,0) + (0,9,
puede escribir de una sola forma como un elemento de S mas un elemento de T. Ademds

SAT = {(0,0,0) | be R} £ {0}.

7)) es decir, (3,5,7) no se

Ejemplo 7.157 S = {(a,0,0) |a,b € R};T = {(0,0,¢) |[ce R} R* = S & T; pues
cualquier elemento de R3 : (a,b,c) = (a,b,0) + (0,0, c) se puede escribir de manera tinica
como un elemento de S mas un elemento de T; ademds SNT = {0}

Ejemplo 7.158 S = {(a,a,a) |a € R} ;T ={(0,b,¢) | b,c € R};

=S@TpuesR®*=S+TySNT ={0}.
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Ejemplo 7.159 S = {(a,b,¢) |a+b+c=0,a,b,ceR}; T = {(0,0,¢) |c€R} ¢ =
u,b=v,a = —v—u;R3 = SOT; pues R® = S+T y SNT = {0} ;S = {(—v — w,v,u) | v,u € R},
T ={(0,0,c) | c € R}.

Ejemplo 7.160 S = {(a,b,¢) |a=c};T ={(0,0,¢) | ceR};RE=S@pT; R*=S+T
ySNT ={0}.

Ejemplo 7.161 V = My,o (R) = S+T y SNT = matrices diagonales, luego Myys (R) #
SeT

Ejemplo 7.162 S = L(1,2);T = L(2,1); entonces R> =S @ T; pues R2 =S +T;5N
T ={0}.

Sean S y T' dos subespacios de dimensién finita de un espacio vectorial V' entonces
dim(S+7)=dimS+dim7T —dim (SNT) ysi V=95 & T entonces dim (S +7) =
dimS+dim7T =dimV =dim(S& T).

Ejemplo 7.163 S = {(z,4,0) | z,y e R};T = {(0,9,2) | y, 2 € R} R® = S+T;dimR? =
dim(S+7T)=2+2—-dim(SNT), luego 3 =4 —dim (SNT) entonces dim (SNT) = 1.

Ejemplo 7.164
a b 0 0
S_{<O O)IG,bGR},T—{(O )\CER}
dim Msoys (R) = 4;dim (S +7) =dim S +dim7 —dim (SNT);3=2+1—-0;

S+ T = {(8 i) |c€R},dim(S+T):3;dimS:2ydimT:1;

e}

SAT = {0} = { - };dim(SﬂT) —0
luego Mays (R) £ S+ T.
Ejemplo 7.165

S:{(Z 8 8)|a,b,c,d€R};T:{<8 2 ?C>|e,f€]R}

dim(szs(R))Zﬁ;szg(R):S+T;SQT:{O 0 0} 6

dim S +dim7 —dim (SNT)=4+2-0
Ejemplo 7.166 S = {p(z) |p(z) =c2x®};T = {q(x) | ¢(z) = ap + bx};
Py(x)=ag+br+cx’ ;P () =S +T;SNT =0; luego P, =S D T;
dim (P (z)) =3=dimS +dim7T —dim(SNT)=14+2-0



7.7. EJERCICIOS PROPUESTOS CAPITULO 7

173
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1.

10.

11.

12.

Analizar cuales de los conjuntos siguientes son espacios vectoriales.

(a) V = (R% +,e), (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b) y a(a,b) = (aa, ab) Resp no
(b) V = (R? +,9), (a,b) + (¢, d) = (2a + 2¢,b + d) y a(a,b) = (aa,ab) Resp no
(c) V=(R?+,e), (a,b) + (¢,d) = (a +c,b+d) y ala,b) = (a,b) Resp no
(d) V = (R?,+,e), (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b+d) y ala,b) = (0,0) Resp no
(e) V= (R?+,e), (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b+d) y ala,b) = (Jaa|, |ab]) Resp no
(f) V = (a1, as2,a3ay4,.....) con a; € R

y (a1, az,as, aq,.....) + (b1,ba, b3, by, .....) = (a1 + by, as + be, az + bs, .....)

alay, ag, as ay, .....) = (aay, aas, aas , aay, .....) Resp si

Analizar cuales de los conjuntos siguientes son espacios vectoriales, consideralos
como subespacio

={(a,b,¢)/b=a+ ¢, a,b,c nimeros reales} Resp si

{

a,b,c)/b=a+ ¢, a,b,c mimeros enteros} Resp no
)

j=n
o

I
—

a, Ja =0,b=c, b,c nimeros reales} Resp si

Y

Il
—

a,b,c)/a = c?, b, c nimeros reales} Resp no
) a, b, ¢ nimeros reales} Resp no

{
{

a,b,c)/c=0,a*+ b* < 1, a,b nimeros reales} Resp no

a,b,c)/a—2b=0,b—c=0, a,b, c nimeros reales} Resp si
)

I
—

a,b,c)/a >0, a,b,c nimeros reales} Resp no

a,b

(
(
(
(
{(a,b,c)/b=a®+ c?,
(
(
(
(

I
—

c)/a=

= ¢, a,b,c nimeros reales} Resp si

T X ¥ T ¥ T T =T S
I

I
—N
| — |

o

Z } Ja+b=c+d, ab,c,d nimeros reales} Resp si
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13.

14.

15.

16.

17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.

33.
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s}

=
I

} a,b nidmeros reales} Resp si

j=p)

=
I

/
} / a,b nuimeros enteros} Resp no

=
I

a .
a ] / aes un numero entero} Resp no
a

Q

=
[

— = =
L S Q

4 } / a es un numero real} Resp si

Q

W = {A/ es una matriz Antisimétrica con elementos Reales} Resp si
W = {A/ es una matriz diagonal con elementos Reales} Resp si
W = {A/ es una matriz triangular con elementos Reales} Resp si
W = {A/ es una matriz Involutiva } Resp no

W ={A/ AB =0 } Resp si

W ={A/ AB = BA } Resp si

W ={A/ AB+ BA =0} Resp si

W ={f/ f es creciente} Resp no

W = {f/ f es acotada} Resp si

W ={f/ f es derivable} Resp si

W ={f/ f es continua} Resp si

W ={f/ f es impar} Resp si

W= {f/ f (2) = (3)} Resp si

W ={f/ f (0) = f(1) + 2} Resp no

W ={f/ f essolucién de Yy —y= 0} Resp si

W = {X/ X es solucién de AX = 0} Resp si

W ={A/ traza de A =0 } Resp si
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34. W = {ps(z)/ pa(x) = a + bx + cz? con a,b,c niineros enteros} Resp no
35. W={f/ f(x)=f(1—x)} Resp si
36. W ={f/ f es escalonada} Resp si

37. W ={f/ f es racional }Resp si
1I)

1. Mostrar que w = (1, —2,5) es combinacién lineal de v; = (1,1,1);v5 = (1,2,3) ;v3 =
(2,-1,1).

2. Mostrar que w = (2, —2,5) es combinacién lineal de v; = (1, —3,2) ;03 = (2, —4,1) ;03 =
(1,-5,7).
3. Mostrar que w = 3t248t—5 es combinacién lineal de v; = 2t +3t—4; vy = t2—2t—3.

4. Es w = (5,9,5) combinacién lineal de v; = (2,1,4); vo = (1,—1,3);v3 = (3,2,5) 7
resp si

12 _ (10N (1 1Y\
5.Esw:<3 4)escombmacwnhnealdevl—(0 0),02—(0 0),U3—

L0 ? resp no
01 ) P

6. Mostrar que w = cos 2z,se puede escribir como combinacién lineal de v; = cos? x;
vy = sen’z.

IIT) Determinar si los vectores dados son linealmente dependientes o linealmente
independientes.

—

A1, 1),(4,4),(5,3)) Id
2. {(3,5),(1,3),(0,0)} 1d
3. {(2,4)} i
4. {(1,2,3,4),(1,0,0,0),(0,1,0,0)} li
(
(

5. {(1,1,1),(2,2,2),(0,0,1)} 1d

D

A{(1,2,3),(1,0,0)} i
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7.

8.

9.
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.
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s ) Gv)Goa)pe
34)°\ 0 1)/)°L00
{1—2,1+32% —z+2°} 1i
{14+x+2%2+22+22% 1 -3z —52%} 1d
{2 — 2+ 42,3 + 62 + 22%,2 + 102 — 42%} 1i
{t3 =32+ 5t + 1,13 — 12 + 8t + 2,2t> — 4> + 9t + 5} li
(e, e2, &3} 1i

{1,z,2°} 1i

{1,sinz,cosz} li

{e*, ze®, x2e”} i

{e“sinz, e’ cosx} li

{e*,e~* coshz} 1d

Para que valores de k los siguientes vectores forman un conjunto linealmente depen-
diente en R3 :

1 -1\ /-1, -1\ /(-1 -1 »
(k’a 7, 7) 5 (7,]{7, 7) 5 (7, 7,]{3) Resp ]{3 = T’l

Suponga que v;,v, y v3 son vectores en R que tienen sus puntos iniciales en el
origen. Determine si los tres vectores pertenecen a un mismo plano:

(a) v1 =(1,0,2) v = (3,1,2) vg = (1,—1,0) resp no
(b) v; = (2,—1,4) ve = (4,2,3) v3 = (2,7,—6) resp si

IV) Cuales de los conjuntos dados son bases.
{(1,1,1),(0,1,1),(0,—1,1)} base
{(1,0),(1,1),(1,3),(2,4)} no
11 1 -1 0 -1 10 b
11)°\1 0 )o\-1 -1)'\o1 e

{1, 2,22, 23 21} base
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

{1,2,1 — 22 2%}

{e*, xe”}

o) (o0) (5 0))

{1—t+2 -3 1-83,1+t—3}

Cuales de los siguientes subconjuntos forman una base de R3?
(a) {(1,1,1),(1,2,3),(0,1,0)}

{
(b) {(2,1,3),(1,2,1),(1,1,4),(1,5,1)} no
(c) {(1,2,2),(2,1,3),(0,0,0)} no

Hallar una base y la dimensién del subespacio de R* generado por:

(a) {(1,4,-1,3),(2,1,-3,1),(0,2,1,—5)}
(b) {(1,-4,-2,1),(1,-3,-1,2),(3,-8,-2,7)}

Sea V = Msys (R) y sea W el subespacio generado por:
1 -5 1 1 2 —4 1 -7
—4 2 "\ -1 5 J’\ -5 7 "\ =5 1
Hallar una base y la dimension de W.

Hallar una base de R?® que incluya los vectores (1,0, 2) (0,1,3)

Hallar una base del espacio solucion W del sistema homogeneo:

1 0 2 T 0
(a) 21 3 y | =10
3 1 2 z 0
T 0
1 2 2 -1 1 Y 0
(b) 0 2 2 —2 -1 z | =120
140 -3 0 U 0
v 0

En a y b cual es la dimension de W?

177
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33.

34.

35.

36.
37.

38.
39.

CAPITULO 7. ESPACIOS VECTORIALES

Hallar una base del espacio solucion W del sistema:

r — 3y + z =0
20 — 6y + 2z = 0
3r. — 9y + 3z = 0

., Cual es la dimension de W7
Determinar si las quintuplas: (4,—-3,1,1,1),(9,0,3,0,3),(8,0,2,—2,0) y (6,
pertenecen al espacio solucién del sistema:

r + 2y — 22 + 2u — v =0
r 4+ 2y — 22 4+ 3u — 2v =0
2 + 4y — 7z + u 4+ v =0

Dar una base y la dimensién de dicho espacio.

Calcule la dimensién de los siguientes subespacios de V' = M3y5 (R) :

Las matrices simétricas

(a
(b

)

) Las matrices antisimétricas
(c) Las matrices diagonales

)

(d) Las matrices triangulares

Hallar una base para cada una de los subespacios del ejercicio anterior.

Sea U el espacio vectorial de las matrices reales 2x3. S; y S5 los siguientes subespa-

cios de U :

(2 82)s el

0 =z O
Sg—{A—(y 0 w)/ x =y, w+y—0}

Hallar una base para Sy , So y dim S1y Sy
Calcular la dimensién de los siguientes subespacios de V' = M, «,, (R) :
Determinar la dimension de cada uno de siguientes subespacios de R* :
(@) U= {(z.3,2,0)}
(b) U=A{(z,y,z,w) jw=1x+y;z=12—y]
(©) U={(,y,2u) Jv =y =z =w)

_17]-7

~1,0)
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40.

41.

42.
43.
44.
45.

46.

47.

—
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Sea {u, v, w} una base de un espacio vectorial V, verificar si el conjunto dado es base
de V o né:

(a) {u+ 2w, v +w,u+v+w}
(b) {u,u+v,u+v+w}
(c) {fu+v,v+w,u—v+4w}

Determine la dimension y construya una base para cada uno de los siguientes sube-
spacios de R* :

(a) U =1{a,b,c,0}
(b) U =A{(a,b,c,d) /d=a+b,c=a—b}

V) Dar una base diferente a la canénica para los espacios vectoriales.
M. 3x4 <R>

R4

P ()

El plano z = 0.

M2><4 <R>

las matrices diagonales de M3y 3 (R)

VI) Hallar una base y la dimensién de los siguientes espacios vectoriales.

.w=A{(a,b,e,d) |a=b=c=d;a,b,c,d € R}

.w_{(g 2>|a,beR}

. w = {Asx3 | A es una matriz escalar}
. w = {As3x3 | A es una matriz antisimétrica}
. w = {Asx3 | A es una matriz triangular superior}

. w = {Asx3 | traza(A) = 0}
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7. w=plano x =y

8. w = plano yz

9. w = espacio solucién de y” — 5y’ 4+ 6y = 0
10. w el espacio solucién de:

r+2y+22=0
rT+5y+2=0
3z +5y+82=0

11. w el espacio solucién de:

r+y+z+w=0
y—z+3w=0

12. El subespacio de R* de todos los vectores de la forma:
(x,y,z,w) donde = = z 4+ w, y=w-—z

13. El subespacio de R? que consta de todos los vectores de plano:

204+ by —4z =0

14. El espacio solucion del sistema:

r+y+z+t=0
r—y+z—1t=0

15. El subespacio de R? que consta de todos los vectores de la recta:

t_Y_Z
®3=371
(b) . =2t,y =t,z = —3t con t real.
VII)

16. Si u, v, w son vectores linealmente independientes entonces demostrar que
{u+v—2w,u —v—w,u+ w} es linealmente independiente.
VIII)
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17. Demostrar que S = {1+ 2%2 —z,z + 22 + 23,1 + = + 2% + 23} es base de P; (7).

18. Demuestre que es linealmente independiente o que genera a Ps.

IX) De un ejemplo de:

(a) Subespacio de Mo (R) que tenga dimension 1.
(b) Subespacio de R* que tenga dimensién 2.
(c) Subespacio de Mjys (R) que tenga dimensién 3.

X)
(a) S ={(a,b,¢,0)|a,bceR};T ={(0,0,0,d) | d € R}
Mostrar que R* = S @ T.

(b) S={p(z)[p(x) =bx,beR}; T ={q(z) | q(z) = a,a € R}
Mostrar que P () =S @& T.

(c) sw:{(‘; 8 g)|a,b,c,dER} {( )|e,f€R}

Mostrar que Mayo (R) # S ®T.

(d)SiS—{(ZzC>|abcdeeR},T_{(8 >|e,f€R}

Mostrar que Mays (R) # S @ T.

(e) SiS:{(Z Z C)\abcdeeR},T:{< 8 >|e,f6R}

Mostrar que Mayo (R) # S ®T.

XT)

1. Para que valores de la constante K, el conjunto:

{(k,1,0),(1,0,k),(k+1,1,k)} es base de R?

2. Hallar la Dimension y una base para el espacio solucion W del sistema:

r+y+z+u=0
r—y—z—u=20

or—y—z—u=0
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3. Probar que S es subespacio de My,3(r).Hallar dim [S] y una base para S:

(a)sz{(g : %))/m—i—w:O}
ms={( Y5 ) m=v+sf



Capitulo 8

TRANSFORMACIONES
LINEALES

Una funcién T': R — R™ se llama una transformacién lineal si T(xy, 23, ..., x,) =
(a11@1 + a12%2 + ... + A1 T, 4171 + A22T2 + ... + A2p T, ooy A1 L1 + AT + oo+ ApnTy)

o bien
. a1 a12 Q1n T
T (21,22, ...,2y) = UjQ | = a?z Ao o
Wm Am1l Am2 ***  Qmn T,

0T (x) = ApxnXnx1 = A+ X; A es llamada matriz asociada de la transformacion T y
A, la matriz respecto a las bases canonicas y

. ( T(er) T(es) ... T(en)>

coll col2 ... coln
Definicién 4 Una funcion T : R? — R?

es una transformacion lineal si es de la forma

T(m,y):(ax+by,cx—l—dy):(z Z) (z’):Ax

Ejemplo 8.1 T'(x,y) = (2¢ — 3y, bz + Ty) es una transformacion lineal.
Ejemplo 8.2 No es lineal la transformacion T'(z,y) = (z + 2y, 2x + 1)

Una funcién T : R? — R3
es una transformacion lineal si T' (z,y) = (ax + by, cx + dy, ex + fy)

183
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Ejemplo 8.3 T'(z,y) = (2¢ — 3y, b5z + Ty,y) es una transformacion lineal.
Ejemplo 8.4 No es lineal la transformacion T(x,y) = (y,2,Inz)
Ejemplo 8.5 Una funcion T : R® — R*

es una transformacion lineal si es de la forma
T (x,y,2) = (ax + by + mz,cx + dy + nz,ex + fy + pz,or + ry + s2)

Ejemplo 8.6 T (x,y,z) = (4z + 3y +4z,—x+ 3y + 3z, + y + 2, 2) es una transforma-
cton lineal.

Ejemplo 8.7 No es lineal la transformacion T (z,y, z) = (o, —x+3y+3z,2+y+2, 2)

Ejemplo 8.8 T : R? — R? definida por T(z,y) = (z + 2y,2x + y) es una transforma-
cion lineal.

Ejemplo 8.9 No es lineal la transformacion T(z,y) = (22 + 2y*, 2x + y)
Ejemplo 8.10 Sea T : R?* — R? la transformacion lineal definida por T(x,y) =
(z+2y,2z + y)

la matriz respecto a las bases canonicas ( matriz asociada de 7' ) se calcula asi

T(e) =T (1,0) = (1,2),T (es) = T(0,1) = (2,1)

1 2
9 1 ] por tanto

entonces A = [

T(x,y) = B ﬂ {Z] = (¢ +2y,20 +y)

Ejemplo 8.11 T : R? — R3? definida por T'(z,y) = (x + 2y,2x + ¥, 27)
T(e1)=T(1,0)=(1,2,2),T (e2) =T7(0,1) = (2,1,0)

entonces

o

I
Oy
o — N
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por tanto
1 2 .
T(z,y)=12 1 [y]=CV+%ﬂw+%2@
2 0

Ejemplo 8.12 T : R — R3 definida por T(z,y,2) = (z,y,2) T (e;) = T(1,0,0) =
=1T1(0,0,1) =(0,0,1) entonces

(1,0,0),7T (e2) =T (0,1,0) = (0,1,0) T (e3)
1 00
A=101 0
0 01
por tanto
1 00 T
T(x,y,z)=0 1 0 y | =(x,y,2)
0 01 z
I
T
Ejemplo 8.13 T : R" — R™, definida por (x1,x2, ..., z,) = (0, ...,0) ,2 =0.X =
'CL'TL

0, se llama transformacion lineal nula T (x) = 0.

Ejemplo 8.14 T : R* — R™, definida como T (x)T = xz, llamada transformacion
idéntica T (z,y) = (z,y), T(2,y,2) = (z,y,2).

Ejemplo 8.15 T (z,y) = (—x,y) Reflexion respecto al eje y.
T(e) =T(1,0) = (-1,0), T (e2) =T (0,1) = (0,1) entonces

T =(en= (3 1) (1)

es una transformacion lineal
Ejemplo 8.16 T (z,y) = (z, —y) Reflexion respecto al eje x.
T(e1)=T(1,0)=(1,0), T (e2) =T (0,1) = (0,—1) A= [T (e1),T (e2)]

T (z,y) = (z,—y) = [T (e1) , T (e2)] ( z ) - ((1) —01 ) (g)

es una transformacion lineal
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Ejemplo 8.17 T (z,y) = (y,z) Reflexion respecto a la recta y = x.

A=[T(e2), T (e2)] = [(0,1),(1,0)]

(o) =) =7 Tl (5 )= (1§ 5 ) (5):

es una transformacion lineal
Ejemplo 8.18 T (z,y,2) = (z,y, —z) Reflexion respecto al plano xy.

(T (e1),T (e2),T (e3)) = ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,—1)) por tanto

T 1 0 0 T
T(ZL‘7y, Z) = (x,y, _Z) - (T (61) 7T(62) aT(eS)) Yy = 0 1 0 Yy
z 0 0 —1 z

es una transformacion lineal

Ejemplo 8.19 T (z,y,2) = (z, —y, 2) Reflexion respecto al plano xz es una transforma-
cion lineal

T 1 0 O T
T(l’,y,Z): (I’, _y72):(T(el)aT(€2)7T(€3)) Yy - 0 -1 0 )
z 0 0 1 z
es una transformacion lineal
Ejemplo 8.20
T (3:7 Y, Z) = <_‘T7 Y, Z)
(T (e1), T (), T (€5)) = ((—1,0,0) , (0,1,0) , (0,0, 1)) po tanto
T -1 0 0 T
T(:z;,y7z) = (—LC,y,Z) = (T(el)aT(e2)7T(e3)) Yy = 0 10 )
z 0 01 z

es una transformacion lineal
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Ejemplo 8.21

T (z,y) = (x,0) proyeccién ortogonal sobre el eje z,es una transformacién lineal

Ejemplo 8.22 T (z,y) = (0,y) proyeccion ortogonal sobre el eje y, es una transformacion
lineal

[T (e1),T (e2)] = ((0,0),(0,1)) por tanto

Ejemplo 8.23

T 1 00 T
T(z,y,2) = (v,9,0) = (T (e1), T (e2), T(e3)) [ ¥y | =1 0 1 0 Y
z 0 0 0 z

proyeccion ortogonal sobre el plano xy es una transformacion lineal

Ejemplo 8.24 T (z,y,z) = (x,0, 2) proyeccion ortogonal sobre el plano xz es una trans-
formacion lineal

Ejemplo 8.25 T (z,y,z) = (0,y, 2) proyeccion ortogonal sobre el plano yz.

T 000 T
T(l‘,y,Z) - (T(el)vT(GQ)aT(e?))) Y = 010 Yy
z 0 01 z
es una transformacion lineal
Ejemplo 8.26
Rotacion de un angulo 6 respecto al eje z.
cosf) —sinf 0 x
T (z,y,2) = (zcosh —ysinb,rsinf + ycosh,z) = | sind cosf 0 Y
0 0 1 z

es una transformacion lineal
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Ejemplo 8.27

T (z,y,2) = (2,0,0
T (z,y,2) = (0,9,0
T (z,y,2) = (0,0, 2

son transformaciones lineales

T(x,y,z) = 2z +y+2,0—y+3z0+22) =

x 2 1 1 x
(T'(e1),T(e2),T(e3)) | v | =1]1 -1 3 y
2 1 0 2 z

es una transformacion lineal

Ejemplo 8.28 No son transformaciones lineales

1. T(z,y,2) = ey + 2,2 —y+ 32,2 + 2z)
2. T(z,y,2) = (L,z —y+ 3z, + 2z2)

3. T(z,y) = (22, y+ 1)

4. T(x,y,z) = (cosx,y + x)

5. T(z,y) =4

6. T(z,y,2) =xyz

7. T(z,y,2) = (z,e", 2,y + 1)

Se extiende la definicién de transformaciones lineales a casos més generales.

Definicién 5 Se dice que T : V. — W es una transformaciom lineal sisi T (u+v) =

T(u)+T () y
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T (au) = aT (u), u,v € V y o un nimero real
T (A) = |A] es una transformacién no lineal pues
T(A+B)=|A+B|#|Al+|B|=T(A)+T(B)
T (A) = AT es una transformacién lineal pues
T(A+B)=(A+B)  =AT+B" =T (A)+ T (B) y T (aA) = (aA)" = aA” = oT(A)

Ejemplo 8.29 T (f) = f' es una transformacion lineal pues T (f +¢g) = (f +9) =
f'rd=T()+T(9) yT(af)=(af) =af =aT(f)

Ejemplo 8.30 T (A) = traA es una transformacion lineal, pues
T?”(A + B) = (CLH -+ bu) -+ ((122 + b22) + ...+ (CLnn + bnn) =

= (CLll + a9y + .... + ann) —+ (bll + b22 + ...+ bnn) =TrA + TrB
Tr(aA) = (aar; + aage + ... + aay,) = aar; + asg + ... + anp) = aTr(A)

a b
T(C d)—a+b

es una transformacion lineal, pues

a b m n a+m b+n
(A+ B) ((Cd)+(p q)) (c+p d+q) a+m+b+n

(a+b)+(m+n):T<ccl Z)JFT(ZL Z):T(A)+T(B)

Ejemplo 8.31

aa  ab
ac ad

T(aA):T< ):acH—ab:a(a—i—b):aT(A)

Definicién 6 Se define el nicleo de una tranformacion lineal T : V. — W por nicleo de

T ={(x €eV)/T(x) =0} yla Imagen de una tranformacion lineal por {(y € W) /existe z € V' con T(x)
y T es uno a uno si el nucleo de T es cero y es sobre si la dimImagen de T es igual a dimW

y un teorema inportante es el teorema de la dimension que dice que si T :V — W es

una transformacion lineal entonces

dim V' = dim(Ncleo de T) 4+ Dim(ImT)
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Ejemplo 8.32

Sea T : R*> — R? definida por T'(z,y) = (z + y,z — y)
Verificar que T es una transfomacion lineal, hallar My, Mp-1,El micleo,
ImT,DimNtcleode T,dmIm, 7!

En efecto:

Tu+v)=T((a,b)+ (m,n)) =T (a+m,b+n)=(a+m+b+n,a+m—(b+n)) =
(a+b,a—b)+ (m+nm—n)="T(a,b)+T (m,n)=T(u)+T(v)

T(au) = T(a(a,b)) = T'(aa, ab) = (ea + ab,aa — ab) = a (a + b,a — b) = aT'(a, b)

La matriz respeccto a las bases canonicas se calcula por

T(1,0) = (1,1) = a(1,0) + b(0,1)

entonces a = 1,b=1

7(0,1) = (1, 1) = m(1,0) + n(0,1)

entonces m = 1,n = —1 y asi la matriz de T respecto a las bases candnicas es

1 1
w-(} 1)
1
we(14)
2

que es la inversa de la matriz

11
w1 )

N[N0 =
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El nicleo de T es donde (z 4+ y,x —y) = (0,0), es decir, donde z +y =0y z —y =0
que es (0,0), por tanto dimNucleo de T es 0, por tanto T es uno a uno y dimImT es 2,
luego T es sobre. La imagen son todos los valores (a,b) tales que
T(xz,y) = (x +y,z —y) = (a,b),y solucionado este sistema se tiene que

a b a b
Tt tyv Ty

Observe que

a b a b a b a ba b a b
T B o N AT e S A AR A G _
1 1
7! — (3 2 z :<§ QE_E)
(z,y) (% —71) y) 59579
y
(T 1 :T@ QE_Q>:<Z y, r_ yr y =z E)_
(T7 (@) 579573 s tats 3ty 3t3) =@y

Ejemplo 8.33

Sea T : R® — Py(x) definida por T'(a,b,c) = (a + b) 2?2 + (a — ¢) z + a — b + ¢ Verificar
que T es una transfomacién lineal, hallar My, Mp-1,El nicleo, ImT,DimNticleode
T,dmIm, 7}

T es una transformacién lineal pues

T(u+v) = T((a,b,c) + (myn,p)) = T (a+m,b+ n,c+p) =
(a+m+b+n)z®+ ((a+m)—(c+p)z+a+m—(b+n)+ct+p=
(a+b)az*+ (a—c)z+a—b+c+(m+n)r*+(m—pz+m—n+p=

T(a? b’ C)+T(m7 n’p)
y

T(au) = T(aa, ab,ac) = (aa + ab) 2> + (aa — ac)z + aa — ab + ac =

=a(la+b)z®+(a—c)z+a—b+c)=al(u)
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La matriz de la transformacién con respecto a las bases candnicas se calcula por
T(1,0,0) =2*+2+1=ar* +bx+centoncesa =1,b=1,c=1

7(0,1,0) = 2> — 1 = ma® + nz + p entonces m = 1,n = 0,p = —1
7(0,0,1) = —v+1=dz*+ fr +hentonces d =0, f = —1,h =1

por tanto

111

M—i(l)Ol M—1—§§1§1

r= R

1 =11 3 3 3

AL
T Haz?+br+c)=| 5 F F b | =

T 5 1
3 3

373733 73733 373
=ax® +br+c
T es uno a uno, pues el Nicleo de T =0 ya que

(a+b)z* +(a—c)z+a—b+c=0r>+0zx+0 entonces

a+b=0, a—c=0, a—b+ c= 0y solucionando este sistema

se tiene que a = 0,b = 0, ¢ = 0 por tanto nicleo de T es {(0,0,0)} y dimNicleo = 0 por
tanto la dimImagen de T es 3 pues
dimR? = 3 = dim Nicleo + DimImT = 0+ DimImT
Veamos de otra forma que la dimImagen es 3

Si T(a,b,c) = (a+b)2* + (a — )z +a—b+c=ma®+ nz + p entonces

a+b=m, a—c=n, a—b+c=py asi
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1 1 0 m 1 1 0 m
1 0 -1 n ~1 0 -1 =1 n—m | ~
1 -1 1 »p 0 -2 1 p—m
110 m 110 m
01 1 m—n ~1 011 m—n ~
003 m—2n+p 001 22040
1 10 - nzl . 1 00 §n+§n+§;
P B Bl U St B
001 3—-—+3 001 Z-—+2
luego
m n p 2m  n m 2n p
= — — —b:————— = —— — —
T3 T3 3 T3 T3y T3 3T

:mx2+nx+p

luego T es sobre y la dimensién de la imagen de T es 3

Ejemplo 8.34
Sea T : R* — R* definida por
T({E,y,Z) - ($+Z7y_z’x+y7x_y+2z)

Verificar que T es una transfomacién lineal, hallar My, Ms-1,el nicleo de T,
ImT,DimNrcleo de T,dimImT
En efecto:

T(u+v)=T((a,b,c)+ (m,n,p)) =T (a+m,b+n,c+p) =
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(a+m+c+pb+n—(c+p,a+m+b+na+m—->b—n+2c+p))=

(a+c+m+pb—c+n—pa+b+m+na—b+2c+m—n+2p) =

(a+c¢,b—c,a+ba—b+2c)+ (m+pn—pm+nm—n+2p) =

T(a,b,c)+T (m,n,p) =T(u) + T(v)

y

T(au) = T(a(a,b,c)) = T(aa, ab, ac) = (aa + ac, ab — ac, aa + ab, aa — ab + 2ac) =

ala+c,b—ca+ba—b+2c)=al(u)

la matriz de T respecto a las canénicas se calcula asi

T(1,0,0) = (1,0,1,1) = a(1,0,0,0) + b(0, 1,0,0) + ¢(0,0,1,0) + d(0,0,0, 1),

entonces

7(0,1,0) = (0,1,1,—1) = m(1,0,0,0) + n(0,1,0,0) + p(0,0,1,0) + ¢(0,0,0, 1),

entonces

7(0,0,1) = (1,-1,0,2) =r(1,0,0,0) +n(0,1,0,0) + s (0,0,1,0) 4+ ¢(0,0,0,1)
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entonces
r=1n=-1,s=0,t=2

y asi la matriz de T respecto a las canénicas es

— O

El nicleo de T es
{(—z,z,x) JzeR}
pues
(r+z,y—z,v+y,x—y+22)=(0,0,0,0)
y el sistema de ecuaciones
r+z2=0y—2=0z+y=02—-y+22=0
se transforma en
r4+2z=0y—2=0
cuya solucién es
{(—z,z,x) JzeR}
y asi DimNrticleo de T es 1, pues
(—z,z,z)=x(-1,1,1) {(—-1,1,1)}
es una base del nucleo de T y por tanto la dimImT es 2 pues si solucionamos el sistema
(a,b,c,d) = (x4 2,y —z,c+y,z —y+ 22)

se encuentra que

r+z=a
y—z=>
rt+y=c

r—y+2z=d
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es consistente para ¢ = a + b,d = a — b y asi la imagen de T es
{(a,b,a+b,a—0b) /acR, beR}

y

(a,b,a+b,a —b) = (a,0,a,a) + (0,b,b,—b) = a (1,0,1,1) + b(0,1,1,—1)
luego
{(1,0,1,1),(0,1,1,—1)} es una base de la imagen de T
Ejemplo 8.35 Sea T : Py(z) — Pi(x) definida por
T(ax® +bx +c) = (a+2b)x+ (b+c)
entonces T es transformacion lineal, pues
T(u+v) =T((az® 4+ bz + ¢) + (ma® + nz +p)) =

T((a+m)x* +(b+n)z+(c+p)=(a+m+2(b+n))z+b+n+ct+p=
(a+2b)x +b+c+ (m+2n)r+n+p=T(ax> +bx +c) + T(mz® + nx +p) =
=T(u)+ T(v)

T(au) = T(a(az® + bx + ¢)) = T((aax® + abz + ac)) = (aa + 2ab)  + ab + ac

al(a+2b)z+b+c =aTl(ax® +bxr +c) = aT(u)

La matriz de la transformacién lineal con respecto a las bases canénicas se calcula por

T(1) =T(02? 4+ 0z +1) =1 = a2 + byz + ¢; = 02® + 0z + 1

T(z) = T(02% + 1z +0) =22 + 1 = apa® + box + ¢ = 02> + 22 + 1
T(2*) =T(12*> + 02 +0) =2 = azz® + bgz +c3 = 02 + 2+ 0

entonces
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S~

I
_ o O
= NN O
O = O

Niicleo de
T=(a+2b)x+(b+c)=0x+0
entonces
a+20=0 y b+c=0
luego
a=-2b y c=—b
entonces
{(—-2b,b,—b)} ={b(-2,1,—1) /b € R}
luego Niicleo de T es
T={b(—22"+z—1)/be R,b+#0}
y dimNucleo de T' = 1, dimP»(z) = 3 por tanto dim Imagen es 2, luego T no es sobre.

Ejemplo 8.36 Sea T : R?* — My,»(R) definida por
a b
T(a,b,c)—(b a)

entonces T es una transformacion Lineal, ya que

T(u+v) =T ((a,b,¢) + (m,n,p)) =T (a+m,b+n,c+p) = ( %izl 512)

<a2>+(m'n)ZTwa@+Tmmm»:ﬂw+T@

Tmm:TmmMﬂ@:(&a&b):a(ZZ):aﬂm@@:dﬂm
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La matriz de la transformacién lineal con respecto a las bases canénicas se calcula por

o= (3 1) =1 (5 0)=0(5 b)+o(8 0) (3 ?)
roro= (1 5)=o(a5)+1(00) 2 (V5) (0 1)
T(0,0,l):<8 8):0((1) 8)+o(8 (1))+0($ 8)+0(8

por tanto

— O

—= O
N——

_— o O =
O~ Rk O
o O OO

Ndcleo de T

resa= (3 4)-(59)

entonces a = 0,b = 0 por tanto el nicleo de 7" = {(0,0,¢) /c € R} . por tanto dimNncleo
de T'=1, DimR?® = 3,DimImT = 2 y una base de la imagen es

o 1) (v0))

T no es uno a uno, ni sobre.

Ejemplo 8.37 Sea T : R* — P, definida por
T(a,b)=(a+b)z+a—>b

entonces T es una transformacion Lineal, ya que
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Tu+v)=T((a,b)+ (m,n)) =T (a+m,b+n)=(a+m+b+n)z+a+m—-b—n=

(a+b)z+a—b+(m+n)z+m—n="T(a,b) +T (m,n)
T(au) =T (afa,b)) =T ((aa,ab)) = (ca + ab) r+aa—ab = a((a+b)x +a —b) = aT'(u)
T(1,0)=z+1=ax+b T(0,1)=x—1=cx+d
luego

v-(14) (1)
P (1 4)(3)-(5225)

El nucleo de T es (0,0) ya que (a +b)x +a —b=0x+ 0 entonces a +b=0,a —b=0
luego a = 0,b=10

N[ =

DO [ =D [ =
N |—=

DimR? = dim NucleodeT 4 dimIm T
2=0+dmImT
por tanto T es sobre y T es 1 al
Ejemplo 8.38 Rotacion de un dngulo 0 respecto al eje x positivo:
T (x,y,2) = (z,ycosf — zsinf,ysinf + z cos ) =
=(T(1,0,0),7(0,1,0),7(0,0,1))

1 0 0 T
= | 0 cosf —siné Y
0 sinf@ cosd z

Ejemplo 8.39 La siguiente transfomacion lineal representa la rotacion de un punto en
sentido contrario a las manecillas del reloj un dngulo 6 respecto al eje y positivo.

cos@ 0 sinf T
Tyz=| 0 1 0 ||y]=
—sinf 0 cosf z

= (xcosf + zsinb,y, —xsin + z cos )
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Ejemplo 8.40 Sea
. a b a b
T : Mayo(R) — Mo (R)  definida por T a0 )=l .

es una transformacion lineal:

(0 0) (o)) =r(etn i) = (5t i) -
Z Z)—F(T; Z)_T(Cé Z>+T(ZL Z)-T(:z:)—i—T(y)

rian =1 (o (2 5)) =T (e o) = (o o) =o (i 0)=or(2 4

La matriz de la transformacién lineal con respecto a las bases candnicas se calcula por

o) ro(oa) (o) ()

~
O =
o O
Il
VR
O =
—_ O
~~
I
VRS
O =
(@]

[0 1 01 10 01 00 00
T_o o_‘<1 0)_0(0 o)“(o o)+1(1 0)+0<0 1)
00 00 10 01 00 00
T(l o)z(o o>:0<0 o>+0(o 0>+O(1 o)*o(o 1)
00 00 10 01 00 00
T(o 1>_(0 o)_0<0 0>+0(0 0>+0(1 0)*0(0 1)
por tanto

1000

0100

My = 0100

1000

) =T @)
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Nrtcleo de T,
a by (00
b a) \0 O

entonces a = 0,b = 0 por tanto el nicleo es con c,d numeros reales, DimNrticleo

0
d
de T es 2, DimMsy2(R) = 4, por tanto DimImT = 2 y una base de la imagen es
10 01
01/)°’\10
y una base del nticleo es

o) Gl

T no es uno a uno, no es sobre

Ejemplo 8.41 Sea

T : Myya(R) — Mayyo (R)  definida por T (A4) = AT
es una transformacion lineal, pues
T(A+B)=(A+B)"=AT"+B" =T (A)+T(B)

y
T (aA) = (aA)" = aA” = aT (A)

a b a c
T(A):T<c d):(b d)‘
El nulceo de T es (8 8>pues

(ba)=(00)

siy solosia=0b=c=d=0 por tanto la dimension del nucleo es cero, la dimImT es 4,
T es uno a uno y T es sobre
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La matriz de la transformacién lineal con respecto a las bases canénicas se calcula por

(1 0] 10 10 01 00 0 0
T_oo_:<00):1(00)+0(00)+0(1o)+0<01)

[0 1 00 10 01 00 00
T_oo__<10)_0(00)+0(00)+1(10)*0(01)
00 01 10 01 00 00
T(10)‘(00)‘0<00)+1(00>+0(1o)*o(o1)
00 00 10 01 00 00
T(o1)‘(01)_0(00)+0(00>+0(10>+1(01)
1000 1000
0010 0010
Mr=109100|M=|010o0
000 1 0001
por tanto
1 0 0O a a
_1 g1 fa by [ 0010 b | | c
r—)=r <c d)_ 0100 c | b
000 1 d d
por tanto
q2fa b\ [a c
()= (0 )
y

~
VR
~
L
VR
o 2
QL
~~
~
Il
~
VRS
St Q
QO
~~
Il
VRS
o
Q>
~~

Ejemplo 8.42 Sea

T : Moo (R) — R definida por T(Z Z)za—l—d

es una transformacion lineal pues:
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a b m n at+m b+n
g :T -
Tty T((C d)+(p q» (C+p d+6]>
m n
p

a—l—m+d+q:T(i b)+T(

T(am):T(a(Z Z)):T(Z‘C‘ Zfl>:aa+ad:a(a+d):aT<zf Z)zaT(m)

La matriz de la transformacién lineal con respecto a las bases canénicas se calcula por

T:ég_—l—ll
T_g(l)::():()l
T ?8::():01
T_g(l):zlz()l

por tanto Mr = . El nucleo de T es { ( CCL b

—a

) \a,b,c € R} pues

_— o O

T ( CCL Z ) =a+ d = 0 siysi a = —d. Dimension del nucleo es 3 y por tanto dimImT es

1, T no es uno a uno, ni sobre

Ejemplo 8.43 Sea
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T : Py — Msys (R) definida por T (at2 + bt + c) = ( CCL 2 >

es una Transformacion lineal, pues

T(x+y)=T ((at? +bt+c)+ (mt> +nt+p)) =T ((a+m) >+ (b+n)t+ (c+p)) =

a+mb+n_ab+mn_

c+p a+m ) \c a p m )

T (at* + bt +c) + T (mt* + nt +p) =T (z) + T (y)
y

T (ax) =T (afat® + bt + ¢)) = T(aat® + abt + ac) =

(O‘a O‘b):a<a 2):aT(at2+bt+c):aT(x)

ac aa C

el nucleo de T es 0t2 + 0t + 0 ya que

T(at2+bt—|—c):<z 2):(8 8)

siysolosi a=0=c=0 luego y dimNucleo de T es cero, dimImT= 3, ya que
dimP, = 3. T es uno a uno pero no es sobre. La matriz de T se calcula asi:

T(1t2+0t+0):((1) ?)zx[é 8]“’{8 é]—f-Z[(l) B}Jrv[g (1)]:
Poa]eolo o] o[t o] (oY)

2 {01\ [10 0 1 00 007
T(Ot+1t+0)—(oo =zl g 0ltY ool T%l1 0l Tv0 1|=
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10 0 1 00 00
20 o)1 o) +o[1 0] +o[0 1]

N (00 10 0 1 00 00]
T(Ot—i—Ot—l—l)—(lO)—x{oo}—%y{()o}jLz{l01—1—1;{01}—
10 0 1 00 00
20 0] +o[o o) +1[1 0] +o[0 1]

por tanto My =

[ e Rl e R
o O =
O~ OO

Ejemplo 8.44 Sea

T:P — P, definida por T (at+b)=t(at+b)=at®+bt

es lineal, ya que:

Tx+y)=T(at+0)+(ct+d)=T(a+c)t+(b+d)=t((a+c)t+ (b+d))
=t(at+ct+b+d)=t(at+b)+t(ct+d)=T(x)+T (y)

y

T (azx) =T (a(at +b)) =t (aat + ab) = at (at + b) = oT (2)

El nucleo de T es 0t + 0, pues T (at + b) = t (at + b) = at® + bt = 0t*> + 0t + 0 entonces
a=0,0=0,, DimNucleo de T es 0, dimImagT = 2, pues dim P, =2, 2=dim P, =
dimNucleo 4+ dimImg, T es uno a uno pero no es sobre.
TH)=Tt+0)=*=at>+yt+c=1>*+ 0t +0
T(1)=T(0t+1) =t = at* + yt + ¢ = 0t* + 1t + 0 por tanto

1
Mr=1{ 0
0

o = O
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Ejemplo 8.45 Sea
T: P, — R’ definida por T (p(x)) = (p(~1),p(0), p(1))
es una transformacion lineal, pues
T(z+y)=T(p(x) +q(x)) = ((p+a)(=1),(p+)(0), (p + ¢)(1)) =

= ((p(=1) + q(=1), (p(0) + q(0), (p(1) + (1)) = (p(—1),p(0),p(1)) + (¢(~1), ¢(0),q(1)) =
T (p(x)) + T (q(x))

T (ap(x)) = (ap(=1), ap(0), ap(1)) = a (p(=1),p(0),p(1)) = oT (p(z))

Elnucleo de T T (p(x)) = T'(a+bx+cx?®) = (p(—1),p(0),p(1)) = (a —b+c,a,a+b+c) =
(0,0,0) entoncesa—b+c=0,a =0, a+ b+ c y solucionando este sistema se tiene que
a=b=c=0 por tanto el nucleo es 0 + 0x + 02% asi dimension del nucleo es cero, luego
Tes1al Lamatrizde T

(1) = (p(=1),p(0),p(1)) = (1,1,1), T(x) = (p(=1),p(0),p(1)) =(=1,0,1)

T(2*) = (p(-1),p(0),p(1)) = (1,0,1)

entonces
1 -1 1 0 1 O
1 1 1 3 -1 3
T (z* 4+ 52+ 6) = ((p(—1),p(0),p(1))) = (1 —5+6,6,1+5 -+ 6)
0O 1 0
—a+c a c
-1 [ = 1 a S N
wo- (38 9)(: ) P
2 2
por tanto

T ' (a,b,c) =b+ (_a;_c):v—l—(g—b—l—E)x?

T7-1(0,3,0) = 3 + 0z — 322
T ' (T(a+bx+cx?)) =T ' ((a—b+ca,a+b+c) =

(—a+b—c+a+b+c)x a—b+c at+b+c\ ,
et 2 * y Tt )T

=a + bx + cx?
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Taﬂ%ma@):T(b+<_ijc>x+(g_b+g)ﬁ):

a & a C a C a &
_(h+§—§+§—b+?@b—§+§+§—b+§)—Wﬁw)

Ejemplo 8.46 Sea
T:P — Py definida por T (ax +b) = (a+ b)x + (a — b)

es una transformacion lineal, pues (Ejercicio). El nucleo de T es 0x + 0, pues (a + b)x +
(a—b)=0x+0sisia+b=0ya—b=0sisia=0yb=0

T(x) = 241 = ax+b entonces a = 1,b=1, T(1) = x—1 = cx+d entonces c =1,d = —1
por tanto

A1==( } _:_), A4_1::< :2 )

_%% ) (7:) entonces T (mx +n) = (m;”)er (m;n)
@mex+M):T((m;n)x+(m;n)):

() () () (75 e

y

N[ =D | =

N[N0 | =

T (mx +n) = <
T

= ax+b

T YT (ax+b) =T ((a+b)z+ (a—b) = (a—irb—ira—b) ija+b—(oz—b)

2 2

T es sobre pues dimImT es 2

Ejemplo 8.47 Sea
T: P, — R? definida por T (at+b) = (a,b)
es una transformacion lineal, pues
Tx+y)=T{(at+b)+(mt+n)=T(a+m)t+(b+n))=((a+m),(b+n)) =
= (a,b) + (m,n) =T (at + b) + T (mt + n)

T(azx) =T (a(at +b)) =T (aat + ab) = (aa,ab) = a(a,b) = T (at + b)
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El nucleo de T es 0t + 0, pues 7' (at + b) = (a,b) = (0,0) sisia =0 y b= 0, dimNucleo
de T es 0 y dimlmg es 2, ya que 2 = dim P, = dimNucleo + dimImg = 0 4 2. la matiz
de T es

10
01
ya que

T(t)=T(t+0)=(1,0)=1(1,0)+0(0,1)

T(1)=T(0t+1)=(0,1)=0(1,0)+1(0,1)

La transformacion lineal es uno a uno y sobre
T7'(a,b) = at+b, T (T (a,b)) =T (at +b) = (a,b) y T (T (at + b)) =T " (a,b) = at+b

Ejemplo 8.48 T : P, — P, definida por T (a+bx) = p(x +1) = a+ b(z + 1) hallar
la matriz de T respecto a la base B = {6 + 3z,10 + 2z}
En efecto
T(6+3x) =6+ 3(x+1) =a(6+ 3x) + b(10 + 2x)
luego
T(6+ 3x) =9+ 3x = 6a+ 100 + (3a + 2b)x

entonces

1
6a + 100 =9 y 3a + 2b = 3 y solucionando este sistema se tiene que a = - y b = 2

[GSIN )

por tanto
2 1
T(643x) =64 3(x+1) =a(6+ 3x) + b(10 + 2x) = 5(6 +3z) + 5(10 + 2x)
En forma analoga

—2 4
T(10+2x) =10+2(z+ 1) = ¢(6 + 3x) + d(10 + 2z) = ?(6 + 3z) + 5(10 + 22)

|

por lo tanto

Il
| — |
N[0 [
wluxoll'\)
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8.1 EJERCICIOS PROPUESTOS CAPITULO 8

Considere las transformaciones del 1 al 19 y en cada una de ellas verificar que son
lineales, hallar el Nicleo, la matriz de T respecto a las bases candnicas, la dimensién del
nicleo e Imagen, si son uno y sobres

1. T: Py(z) — Mays (R)  T(a+bx) = < Z 8 )
2. T: P(x) — Py(z) T(p(x)) = zp(x)
3. T : Mo (R) — R T(i 2>:a+b

4. T: Ps(z) — Py(z)  T(p(z)) = (2)

5. T : PQ(JJ) — M2><2(R) T(a_|_ bx—i-Cq,’Q) = ( Z Z >

6. T : Py(x) — Moyo(R) T(a+ b + ca?) = ( Z a—bkb )

7. T:R:— Py(x) T(a) = a+ axr + az?

8. T Maua(R) — Mayo(R) T(i 2)2(2 8)

9. T: MQXQ(R) — MQXQ(R) T (A) == AT
10. T : Py(z) — R T(a+ bx + cx?) = (a,b, a)

11. T : Myys(R) — R T(A)=TrA
12. TZMQXQ(R)—>R3 T( CCL Z) :(a,b,b)

13. T': R® — Myyo(R) T(a,b,c):(‘g Z)

14. T': Moyo(R) — Py(z) T ‘Z

15. T': Mays(R) — R T(i Z):aﬂi
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6. T:R*— R* T(x,9,2) = (x,0,0)
17.T:RP— R T(z,y,2)=(x+y,z— 2,7 —2y+32)

18. T: P, — R? T(aa:—l—b):(b,a)RespM:<(1) (1)),]\/[_1:<(1) é)Teslaly
sobre dimNT=0

19. T: P, — R?> T(a+bz) = (p(0),p(1)) = (a,a+b) Resp M = < Lo ), M1

( _11 ? ) T es 1al y sobre dimNt=0

20. Mostrar que las transformaciones T'(z,y) = (22, y),T(z,y) = |z —y|, T(a,b,c) =
a
0

, a b\ (1 B b
a+ bx + cx +4T(C d>_<c d),T(a,b)_( b1 ,T'(a + bx)

a+bx+1,T(a+ bx+ cx?) = (a,b,4) no son lineales

21. Sea T : P, — P, definida por T (az? +bz +c¢) = (a+c) 2>+ (b+ c)x verificar si
p(z) = 2% + 2 — 1 pertenece al micleo de T'

22. Sea T : P, — P, definida por T (at? + bt +c¢) = (a+c¢)t* + (b+ )t hallar una
base para el nicleo de T’

23. Sea T : P, — P, una transformacién lineal tal que
Tt—1)=t"+t,T{t+1)=t"—1t
Hallar 7'(7t +1)

24. Sea T : R? — R una transformacién lineal tal que
T(1,1) =3, T(0,1) = —2
Hallar T(a,b)

25. Sea T': V — V una transformacién lineal tal que

T(f(x)) = flx)

Considere la base de V= {sinz, cos 2} hallar la matriz de T respecto a esta base
26. Sea T : R? — R? una transformacién lineal tal que

Analizar si (4,2) pertenece a la imagen de T, y si (1, —1) pertenece al nucleo de T

CAPITULO 8. TRANSFORMACIONES LINEALES



Capitulo 9

DIAGONALIZACION

9.1 Matrices semejantes.

Diremos que dos matrices A y B de orden n son semejantes cuando existe una matriz P
de orden n invertible, es decir, |P| # 0,tal que B = P~'AP

(7)o (50

se verifica que A y B son matrices semejantes ya que existe

P=(5)
S ) (5e)-

Si A, B € M, son matrices semejantes (B = P~'AB), entonces se verifica:

Ejemplo 9.1 Sean

tal que

P1AP = <

NI NI

L [A] = |B|
2. B" = P~ 'A"P, para todon € N.

211
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Demostracion
L |B] = [P7'AP| = [P |A]|P| = 5 |A]|P| = |A]

Nota: P~'P = I, por tanto 1 = |I| = |P~'P|
1
1P|

De aqui se deduce que |P~!| =

2. B?= BB = (P 'AP)(P7'AP) = P7'A(PP ') AP = P7'AIAP = P71 A%P
B3 = BBB = (P71A%P) (P 'AP) = P 'A* (PP ') AP = P 'A’2TAP = P71 A3P
Asi sucesivamente llegariamos a:
B" = B" !B = (P7'A"1P)(P7'AP) = P1A 1 (PP Y AP = P71A" AP =
pP-tAnp

Definicién
Una matriz A de orden n se dice que es diagonalizable si es semejante a una matriz
diagonal D, es decir, si existe una matriz invertible P tal que.
D =P 'AP
El problema de la diagonalizacién consiste en, dada una matriz cuadrada A, estudiar

que condiciones debe verificar A para que exista una matriz diagonal D que sea
semejante a ella.

9.1.1 Autovalores y autovectores de una matriz cuadrada

Sea A una matriz cuadrada de orden n. Diremos que un niimero A\ es un autovalor o
valor propio de A si existe:

T
X = . S Mn><17X 7é
XT3 0

tal que AX = \X

Ejemplo 9.2 Sea la matriz A
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(02)(2)=2(3)

. 1
por tanto podemos asegurar que 2 es autovalor de la matriz A y ( 1 ) es un autovector

se verifica que

asociado al autovalor 2.

9.1.2 Calculo de autovalores: Polinomio caracteristico.

Sea A una matriz cuadrada de orden n. Entonces se verifica que:
A es un autovalor de A sii det (A —A) =0
donde I representa la matriz unidad de orden n.

Demostracion.

Supongamos que A es un autovalor de A. Esto significa que existe,

T 0
i) 0
X = . € MnxlaX 7& .
Tn 0
tal que.
z1 T T T 0
T x T T 0
Al 2=l P = al Tl 7= —
mn l'n xn l'n 0
T 0
9 0
(A= M) i = .
Ty 0

Es decir (A — AI) X = 0 como estamos suponiendo que este sistema homogeneo tiene
solucion distinta de la trivial, se tiene det (A — A\) =0
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9.1.3 Polinomio caracteristico

A la expresion P (\) = det (A — AI) se le llama polinomio caracteristico de la matriz A.

9.1.4 Ecuacion Caracteristica.

A la ecuacion P (\) = det (A — AI) = 0 se le denomina ecuacion caracteristica de la
matriz A.
Por tanto, podemos decir que los autovalores de una matriz A son las raices de su
polinomio caracteristico o las soluciones de su ecuacion caracteristica.

Ejemplo 9.3 Hallar los autovalores de la matriz:

1 20
A=| -1 3 1
0 11

Para hallar sus autovalores tendremos que resolver su ecuacion caracteristica. en este
caso:

1—X 2 0
—1 3-X 1 |[=1-XBC=-N+0-N)=01-N[1=-XNB-N]=
0 11—

(1-M)A=27=0

Por tanto, los autovalores de A serdn: A\ = 1, Ao = 2.

Si A y B son matrices de orden n semejantes, entonces tienen el mismo polinomio
caracteristico, es decir, P4 (A) = P (\).

Demostracion

Como A y B son matrices semejantes, B = P~1AP
P (M) =|B—=\|=|P AP —X| =|P'"AP - \P7'IP| =
|PH A= M) P|=|PY|A=M||P|=|A= M| =Ps(})

Si las matrices semejantes tienen el mismo polinomio caracteristico, entonces tendran los
mismos autovalores.
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9.2 Calculo de autovectores.
Sea A una matriz cuadrada de orden n y sea A\ un autovalor de A. Si

T
)
X = . € Mnxl

T

es un autovector de A asociado al autovalor A\ , entonces X es solucién no trivial del
sistema homogeneo.

T I T T 0
T T T T 0
A =2 ’ — A S | = —

L, Ty, Tp Tn 0

T 0

T 0

(A— ) -
Ty 0

De aqui se deduce que para calcular los autovectores asociados a A lo que hay que hacer
es resolver el sistema homogéneo asociado (A — AI)X = 0, que por ser A autovalor de
A, siempre va tener soluciones distintas a la trivial. Cada una de estas soluciones es un
autovector asociado a A. El conjunto de todas las soluciones del sistema homogéneo
(A— X)X =0 lo representaremos por S(A). Dicho conjunto contiene a la solucién
trivial del sistema y a todos los autovectores de A asociados al autovalor .

Ejemplo 9.4 Hallar los autovectores de la matriz A

1 20
A=| -1 3 1
0 11

Para dicha matriz vimos que sus autovalores eran Ay = 1 y Ay = 2. Tenemos que
calcular los autovectores asociados a ambos autovalores.
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para A\ = 1 entonces (A — 1) X =0, por tanto.

1-1 2 0 1 0
0 1 1-1 T3 0

cuyas soluciones son x1 = x3,x9 = 0.Por tanto, los autovectores seran de la forma

« 1
0 =al| O con r1= o€ R.
«o 1

para Ay = 2 se tiene (A —21) X =0, entonces.

1-2 2 0 ) 0
-1 3-2 1 e | = 0
0 1 1-2 T3 0

2a0 2
Q =« 1 acR
a 1

Ejemplo 9.5 Hallar a y b tal que la matriz A = ( ; Z > admita a (—1,1) como vector

propio para A = 4

En efecto como (—1, 1) es un vector propio para A = 4, entonces
1 a -1\ 4 -1 ¢
3 b 1 = 1 entonces
—1l4+a=—-4y —3+b=4

portantoa=—-3 y b=7
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9.3 Algunas propiedades de los valores y vectores
propios

Si A,,x, entonces

1. La suma de los n valores propios de la matriz A es igual a su traza

2. El producto de los n valores propios de la matriz es igual a su determinante

3. Los valores propios de A coiciden con los de su transpuesta

4. Si \; son los valores propios de A entonces A" son los valores propios de A", ademas
A y A" tienen los mismos valores propios.

5. n vectores propios distintos corresponden a n valores propios diferentes son lineal-
mente independientes

6. Una matriz triangular tiene como valores propios a los elementos de la diagonal

7. A valores propios diferentes corresponden vectores propios linealmente independi-
entes

8. Si A es un valor propio de A entonces ahes un valor propio de aA

9.4 Diagonalizacion de una matriz cuadrada.

Sea A una matriz cuadrada de orden n y supongamos que es diagonalizable. Esto significa
que existe

una matriz P € M, |P| # 0, tal que P"'AP = D siendo D una matriz diagonal de
orden n. Es decir:

-1

P11 P12 --- DPin aix a2 ... Qip P11 P12 --- DPin
P21 P22 ... DPon Q21 Q22 ... Q2qn D21 P22 ... DPon _
Pn1 Pn2 .-+ Pnn an1 Ap2 ... QApp Pni Pn2 .- DPnn

A O ... 0

0 X ... O

0o 0 ... M\

o lo que es lo mismo.
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@11 Q12 ... Q1n P11 P12 --- DPin
Q21 Q22 ... Q2n P21 P22 ... DPon _
Ap1 Ap2 ... QApp Pni Pn2 --- DPnn

P11 P12 --- DPin A0 ...0

P21 P22 ... Do 0 X ... O

Pn1 Pn2 --- DPnn 0 0 . /\n

Igualando las columnas de la matriz resultante del producto del primer mienbro con las
del producto del segundo mienbro obtenemos que:
Primera columna:

@11 Q12 ... Q1n P11 P11

Qg1 G2 ... G2q b21 -\ P21
= A

Ap1 Ap2 ... QApp Pn1 Pn1

Segunda columna:

@11 Q12 ... Qin P12 D12

Q21 Q22 ... G2n D22 —\ D22
= A2

Ap1 Ap2 ... QApp Pn2 DPn2

n-esima columna;

a1; a2 ... Qip Pin Pin

Qg1 Q22 ... Q2q Don — )\ DPon
- n

an1 Ap2 ... QApp DPnn DPnn

A partir de aqui se deduce que Aq, Ao, ..., A, € R son autovalores de la matriz A y que
cada una de las columnas de la matriz P
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es un autovector asociado al autovalor A\; para todo j =1,...,n

Ejemplo 9.6 Sea A € Ms.3(R)

entonces tenemos que:
Py(A)=(A=3)°(1 -2

una matriz diagonal semejante podria ser D

D=

SO W
S w o
_ o O

Para determinar la matriz P tal que D = P~YAP, tendremos que resolver los sistemas
asociados a cada
uno de los autovalores.

Con A=3
5—3 0 —4 T 2 0 —4 T 0
0 3—3 0 y =100 0 y | =10
2 0 —-1-3 z 2 0 —4 z 0

xr — 2z =0 cuyas soluciones son

2¢
B o peR.
«

De todas las posibles soluciones elegimos dos, de la siguiente forma:

o

@ZI,BZO:Plz

—_

e}

a=0,f=1= P, =

O =

Con A=1
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5-1 0 —4 x 40 —4 x 0
0 3-1 0 y =102 o0 y | =10
2 0 —-1-1 2 2 0 -2 2 0

r—2=0,y=0 cuyas soluciones son

Q
0 |a,BeR.
o)

De todas las posibles soluciones elegimos una, de la siguiente forma:

1
a=1=— P;= 0
1
La matriz P podria ser
2 01
P = 01 0
1 01
2 0 1 1 0 —1
P = 010 pP1l= 0O 1 0
1 0 1 -1 0 2
1 0 -1 5 0 —4 2 01 3 0 0
PtAaPp=| 0 1 0 |x(03 0 |x|lo10]|=(030]=D
-1 0 2 2 0 -1 1 0 1 0 01

Como un resumen se tiene que

1. A,x, es diagonalizable, si existe P tal que:A = PDP~! es decir, P"'AP es una
matriz diagonal. (A, «, es diagonalizable si y solo si A tiene n vectores propios
linealmente independientes asociados a los valores propios y en general si A es real
y simetrica entonces A es diagonalizable)

2. Los valores propios de A, x, son las raices de la ecuacién |A — X\I| =0

3. Los vectores propios de A correspondiente al valor propio A,son las soluciones no
nulas de Az = Az
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Ejemplo 9.7
Hallar A%, los valores propios y los vectores propios de la matriz
(11
-\ =2 4

Los valores propios son las raices de la ecuacion |A — M| = 0, es decir:

11 1 0]_[1-x 1
24 70 1] | -2 4-2

ssi(1—A)(4—N)+2=0sisi4—4\ — A+ A +2=0,sisi \* — 5\ + 6 = 0 sisi
2-2)(=3)=0,
Luego A =2, A\ = 3 son valores propios.
El vector propio para A = 2 es una solucion no nula del sistema Azr = 2x
sii (A—21)z =0,
Luego,

(5 4) (0 1)]=(5)

sii

sii

__2 i i gy:_oo sisi x = y, luego la solucién del sistema es:
{(L?J) | Y= x} _ {(x,x) | = R}, luego si x = 1, entonces ( 1 ) , €S un vector propio

para A = 2.
El vector propio para A = 3 es una solucion no nula del sistema Ax = 3z, es decir
(A—3I)z =0, es decir,

(= 0)0)-(0)



222 CAPITULO 9. DIAGONALIZACION

sisi —2x + y = 0, es decir y = 2z, es la solucion del sistema,
luego la solucion del sistema es:

sol ={(z,2z) |z € R};si z=1

1 . .
entonces ( 9 > , €s un vector propio para A = 3 por tanto la matriz de P se puede

escribir como

(11 (2 (20
(i) (A 0) ee(03)

y

weror= (DY (29) (2 ) =(40)

Luego A es diagonalizable y asi:

100
A0 — (ppp)'* = ppip-t — p ( 20 3900 > P

(1 1\ [21 o 2 -1
12 0 30 J\ -1 -1

RESUMEN
Para hallar la matriz P se procede asi:

e Se hallan los valores propios de A (|A — M| = 0), las raices de la ecuacién |A — | =
0

e Se hallan los vectores propios correspondientes a cada A, que corresponde a las
soluciones no nulas de AX = AX y se forma una base.

e Se forma la matriz P con los vectores propios como columna en un orden especifico
y con este se contruye la matriz diagonal (D = P~1AP)

Ejemplo 9.8
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Sea,
i 2
= (0 52)
1. Los valores propios de A
= A 2 . .
|A—)\I|—< 0 3+i_)\>—(z—)\)(3+z—)\)—0

St A=, A = 3 + 1, luego los valores propios son complejos
1. Los vectores propios

Si A = i, entonces

(03)()-0)

sii 2y = 0 y 3y = 0 por tanto y = 0, luego

223

la solucion es = {(z,0) /= € R} y un vector propio es < (1) ) si z=1

para A = 3 + 7, entoces

(e G)-6)

sii =3z + 2y = 0 entonces
solucion:

(22) 1o ex)

; ) , cuando x = 2, luego

(1 2)., pa_ (13
(o) ()

y un vector propio es (
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1 -2 i 2 1 2 i 0
_1 J— 3 —_— =
PAP_(O %)X<0 3+¢)X(0 3) (0 3+@') D
Luego

A= PDP!

A= (PDP™ Y = PDP'PDP'PDP' = PD*P!
Ejemplo 9.9 5@

A:

O = .
o O O

0
0
l

Los valores propios de A son

t—A 0 0
|A— | = 1 A 0 =(@—=N@GE—=XAN)(=N)=0
0 0 i—2A
A=0y =1
Para A = 0, un vector propio es
0
1
0
pues
1 0 0 x 0
100 y | =120
0 0 = z 0
sii
=20
r=0
1z=20

luego la solucion es

{(0,9,0) /y € R}
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y asi un vector propio es

—_

cuando y =1

Los vectores propios para A = 1 son

7 0
11,10
0 1
pues
0O 0 O x 0
1 —i 0 y | =10
0 0 O z 0

sii # — iy = 0 sii @ = iy luego la solucion es {(iy,y, z) /y, 2z € R} ; asi que

(1y,y,2) = (iy,4,0) + (0,0,2) =y (i,1,0)+2(0,0,1)

entonces

0 i 0 i 10

P=|110 Pl=| =i 00

0 0 1 0 0 1
i 10 i 00 0 i 0 000
PMAP=| i 00 |x|[100]|x|110|=10340
0 0 1 00 i 00 1 00 i

A2 = (PDP™Y)* = PDP'PDP~! = PD*P~!

Ahora observemos lo siguiente si

A:

S O N
o w o
~ O O

225
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entonces
200 200 220 0
A*=10 3 0 030]=(030
0 0 4 0 0 4 0 0 42
luego
20 0
A" = 0 3" O
0 0 4"
Ejemplo 9.10 S:
0 0 =2
A=11 2 1
1 0 3

Los valores propios de A son las raices de la ecuacion

~A 0 -2
A—All=0= 1 2-x 1 = A2-NB-AN+22-1=0
1 0 3-)

" 2-N[-AB-N+2=2-N)A-2)(A=1)=0

S

A=2 A=1
Para \ = 2 se tiene que
-2 0 -2 x 0 —2x—-22 = 0
1 0 1 y | =1 0 | sist rT+z = 0 | stix+2=0
1 0 1 z 0 r+z =0
x = —z Luego la solucion es {(—z,v,2) /y, 2z € R}; luego una base del espacio solucion
es

(—z,9,2) = (—2,0,2) + (0,y,0) = 2 (—1,0,1) + y (0, 1,0)

Para A =1
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-1 0 =2 T 0
1 1 1 y | =120
1 0 2 z 0
S
r+y+z = 0
—xrx—2z =0
r+2z =0

y la solucion es {(—2z, z,2) /z € R}, luego una base es (—2,1,1) con z = 1 asi

-1 0 =2 1 0 2
P=( 0 1 1 |; P'= 1 1 1
1 0 1 -1 0 -1
1 0 2 00 —2 -1 0 -2 2 00
PlAP = 1 1 1 x| 12 1 x| 01 1 |=(020]=D
-1 0 —1 1 0 3 1 0 1 00 1

Luego A = PDP~! y asf
A* = (pDP')’ = PDP'PDP'PDP ! = PD*P!
Luego A" = PD"P~!

Ejemplo 9.11 Dada la matriz

1
A=10
0

S NN
W = W

Los valores propios son

1—\ 2 3
A—M|=0=| 0 2-X 4 |[=01-XN@2=-)N)B=-))=0,
0 0 3-2X\

SisiA=1,A=2,1=3
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Los vectores propios.
Para A = 1 el vector propio es una solucion de

0 2 3 x 0 2u+3z = 0
01 4 y | =10 51 y+4z = 0
0 0 2 z 0 2z =0

z = 0, luego la solucion es{(x,0,0) /x € R} y asisi = 1 entonces

Siy =

1

0 | y un vector propio.

0
para A = 2, es
-1 2 3 x 0
0 0 4 y | =10
0 0 3 z 0

sii
—r+2y+32 = 0
4z
z =0

I
o

sii —x+2y=0sisiz =2y, y= g, luego

{(a:, g, 0) Jx € R} es la solucién

asi un vector propio es

O =

El vector propio correspondiente a A = 3 es

-2 2 3 T 0
0 -1 4 y |=120
0 0 O z 0

sii
—2z4+2y+3z = 0
—y +4z =0
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sii
11
z =1, y =4t r = ?t y asi la solucion es

{ <%t, 4t,t> Jt € ]R}

y un vector propio es

—
—_

5 115
4 luego P= | 0 % 4
1 0 0 1
1 -2 3 123 11 & 100
P'AP=[0 2 -8 x| 024 |x|035 4 |=[020]=D
0 0 1 0 0 3 0 0 1 00 3
Ejemplo 9.12 Dada la matriz
5 p ¢
A= -1 g 2
3 p —4

Hallar p y ¢ sabiendo que el valor propio A = 1 corresponde el vector propio (3, —1, 3)
En efecto, como el vector propio (3, —1,3) correspondiente a A = 1 entonces

5 p q 3 3
-1 q¢ 2 -1 | =1 -1
3 p —4 3 3
y solucionando el sistema se tiene que p = —6 y ¢ = 4 y ahora determinamos los valores
5 —6 —6
propiosde A= | -1 4 2
3 —6 —4
En efecto,
5—-A —6 —6
A=X|=0=| -1 4-) 2 —0=(-A—22A—1)=0sisiA=1,A=2
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Para A = 1 el vector propio es (3,—1,3) pues es la solucion del sistema

4 -6 —6 x 0
-1 3 2 y =10
3 —6 —5 2 0

sisi —x+3y+22=0,3y+2=0

3 —6 —6 0
-1 2 2 = 0
3 —6 -6 0

t z=

—x+2y+22=0x=2t+2h y=

Para A = 2;

h

luego

(2t + 2h,t, h) = (2t,£,0) + (21,0, k) = ¢ (2,1,0) + 1 (2,0,1)

asi los vectores propios son (2,1,0),(2,0,1)

luego
100 3 2 2
D=0 20 P=| -110
00 2 3 01
-1 2 2 5 —6 —6 3 2 2 100
PlAP=| -1 3 2 |Ix|[ -1 4 2 x| -1 10]|=l020]|=D
3 —6 -5 3 —6 —4 3 01 00 2

Ejemplo 9.13 Hallar x,y tal que la matriz

(4

para el valor propio A =5 tenga como vector propio v = (—2,1)

1 x -2 -2
(23) (7))
sist —2 4+ x = —10; r = —8, —4+y=>5luegoy =9
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Ejemplo 9.14 Hallar los valores de a,b tal que la matriz

1 2 b
A= 0 2 a
0 -2 1
tiene como vector propio a (2,2, —2)
1 2 b 2 2
0 2 a 2 =\ 2
0 -2 1 —2 —2
5181
24+4-2b = 2\
4—2a = 2\
—4 -2 = =2\

luego A =3,a=—-1,b=0

Ejemplo 9.15 Dada la matriz

-(33)

el vector propio (—3,2) a que valor propio corresponde

(22)(5) (%)

=3A—6 = 3\
3 = -3 =>)=-1
—6+4 = 2\

Ejercicio 1

1. Para que valores de a y c el vector (8,4) es un vector propio de:

A= ( Z ? ) asociado al valor propio 3.
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10.
11.

. Verifique que A = 4 es un valor propio de ( 3

CAPITULO 9. DIAGONALIZACION

Determinar las constantes a, b, ¢, d, e, f si:

(1,1,1) y (1,0,—1) son vectores propios de:

1 a b
A=| 1 ¢ d | y A simétrica
1 e f

Determinar las constantes a, p, ¢, b, g, r si:

(1,1,0), (-1,0,2), (0,1, —1) son vectores propios de:

a 1 p
A=1b 2 g
c —1 r

9 (2) ) y que (1, —2) es un vector propio

3 2
de(2 O)para)\:—l

. Verifique que (1, —2) es un vectoror propio de < -2 >

4 5

Sea A una matriz con valores propios 2,1 y con vectores propios (5,2) y (7, 3) hallar
la matriz P y A*

Sea A una matriz con valores propios 3,4,5 hallar los valores propios de AT, el
determinante de A, la traza de A

A= ( _41 _52 > y tiene a (—1,1) como vector propio, halle el valor propio

Hallar los valores y vectores propios de la matriz
1 4 2
A=14 1 2
2 2 3

Hallar una matriz que tiene valores propios 1 y 2 y sus vectores propios (1,1),(1,0).

Los valores propios de una matriz simétrica son 1,-2 y 3 con vectores propios
(1,1,—1),(0,1,1), halle la matriz A y el otro vector propio.
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Calcular A" si

0o 1 2
A=11 0 -1
2 -1 0
La matriz
a 1 p
A= b 2 ¢
c =1 r

tiene a (1,1,0),(—1,0,2) y (0,1, —1) como vectores propios, hallar los valores pro-
pios y los elementos de la matriz
1 a
=(54)

hallar los valores de a y b para que (—1,1) sea un vector propio para A = 4 y el
vector (1,1) sea un vector propio para A =5

Sea

Hallar el valor de a y b tal que la matriz

A:

S QN
o ot O
_ o =

admite para A = 1, el vector propio (1,0, —1)

Hallar a, b,c talque la matriz

a
A= b
-1

— NN
o = W

tenga por polinomio caracteristico a —\% + 3\% + \ + 3
Hallar a, b, talque la matriz
1
A=10 2 a
0 -2 1

tenga por valores propios a A =5, A= -2 A =1
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