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Resumen

En este trabajo se presenta un desarrollo teórico desde un enfoque topológico al Análisis
de Conceptos Formales (FCA en inglés). Con esto se busca combinar el FCA y un estudio
topológico, el cuál permita encontrar información subyacente en tablas de datos binarios y
difusos; información oculta sin el uso de herramientas topológicas. De esta manera, se obtiene
un método para realizar análisis de datos de forma más completa que con el uso exclusivo del
FCA. Se estudian los principales resultados en el FCA como área de la matemática aplicada
sobre bases de datos, entre ellos el Teorema Básico sobre el retículo concepto, que garantiza
que los conceptos formales tienen estructura de retículo completo. La estructura topológica
para los contextos formales es propuesta a partir de bases topológicas para el conjunto
de objetos y atributos. Para determinar relaciones entre objetos y atributos, se caracterizan
algunos operadores topológicos tales como el interior, la clausura y la frontera para los datos.
Con la estructura topológica se explora además, la continuidad entre contextos formales. Por
otra parte, se describe la representación de un contexto formal como grafo bipartito y se
exponen topologías para su retículo asociado.

Se presenta una generalización para el Análisis de Conceptos Formales Difusos (FFCA
en inglés) mostrando los resultados que se conservan del FCA clásico y se extiende la estruc-
tura topológica del caso binario al caso difuso. Finalmente, se muestran algunos ejemplos
ilustrativos hallados en el estado del arte como aplicaciones de los resultados, se presentan
las conclusiones, entre ellas, el hecho de que conociendo los conceptos formales de un contex-
to, se puede extraer rápidamente las bases topológicas propuestas para dotar de estructura
topológica la tabla, así mismo, se concluye que la generalización para los datos difusos es
posible, pero tiene grandes restricciones por falta de software especializado para realizar los
cálculos necesarios. Por otra parte, como posibles trabajos futuros se plantea el desarrollo de
algoritmos para cálculos en grandes volúmenes de datos difusos, el uso de otras topologías y
la exploración de más relaciones entre el FCA, la teoría de retículos, de grafos y la topología.

Palabras clave: Análisis de conceptos formales, Topología sobre datos, minería
de datos, datos difusos, retículo concepto.
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Abstract

Topological aspects in Formal Concept Analysis

This work presents a theoretical development from a topological approach to Formal
Concept Analysis (FCA). This seeks to combine the FCA and a topological study, which
enables find information in tables underlying binary and fuzzy data, and hidden information
without the use of topological tools. We propose, a method for the analysis of data more
accurate in contrast of using only FCA. TheBasic Theorem on Concept Lattices ensures that
formal concepts have complete lattice structure, is discussed alongside the main results of
FCA as an area of applied mathematics on databases. The topological structure for formal
contexts is proposed from topological basis for the set of objects and attributes. With this in
mind to determine relationships between objects and attributes, some topological operators
such as interior, closure and boundary for the data are characterized. Also, it is studied
the continuity between formal contexts with its topological structure and it is described the
representation of formal context as a bipartite graph and the topologies of its associated
lattice.

We present a generalization for Fuzzy Formal Concept Analysis (FFCA) showing that
the results of the classical FCA are preserved and it is extended the topological structure
from binary case to fuzzy case. Finally, we apply our methodology in examples of the state of
the art. The conclusions are presented, including the fact that knowing the formal concepts
of a context, you can quickly extract the topological bases proposed to provide topological
structure for the table, also concluded that the generalization for fuzzy data is possible, but
has great limited by the lack of specialized software to perform the necessary computations.
As possible future work we propose to develop algorithms for computations in fuzzy large
volumes of data, using other topologies and exploring more relationships between the FCA,
Lattice, Graph and Topology theory.

Keywords: Formal Concept Analysis, Topology on data, datamining, fuzzy
data, lattice concept.
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Introducción

El análisis de conceptos formales (FCA por sus siglas en inglés) ha sido desarrollado como
un subcampo de la matemática aplicada basado en la jerarquización y el estudio matemático
de conceptos [13]. La idea del FCA surge como aplicación de la teoría reticular sobre tablas
de datos, cuando en 1984 el matemático alemán Rudolf Wille introduce el término. Desde
entonces, el FCA ha sido cada vez más desarrollado como un fuerte campo de la investigación
científica estimulada por un amplio espectro de aplicaciones en numerosas disciplinas, como la
lingüística, ciencias de la computación, la psicología, medicina, la sociología, la antropología,
la biología, las matemáticas y la ingeniería industrial [14, 39]. Dichas aplicaciones han estado
orientadas a solucionar problemas que van desde la recuperación de información en sistemas
de gestión de bases de datos y el análisis de datos léxicos, biológicos o sociales, hasta la
jerarquización de conceptos en bases de datos y la optimización de procesos en la búsqueda
de información redundante. Todos estos estudios han convertido el FCA en una de las técnicas
más populares usadas por investigadores en problemas de minería de datos.

El método se utiliza principalmente para el análisis de datos y la representación de la
información. Como técnica permite descubrir relaciones latentes que se encuentra en bases
con grandes volúmenes de datos, que el experto no alcanza a identificar. Los datos describen la
correspondencia entre un conjunto particular de objetos y un conjunto particular de atributos
[7]. A partir de los datos el FCA se emplea para procesar, analizar, construir y representar
matemáticamente estructuras conceptuales [13].

Más de 25 años de investigación han desarrollado una rica teoría matemática y muchos
métodos y procedimientos que se presentan en más de mil publicaciones científicas [13, 34].
Esto ha llevado a que en los últimos 15 años el FCA se haya convertido en una comunidad
internacional de investigación. Los trabajos más relevantes son consolidados en el evento
conocido como International Conference on Formal Concept Analysis (ICFCA). La Primera
Conferencia Internacional de Análisis de Conceptos Formales se celebró en Darmstadt, Ale-
mania, en la primavera de 2003, y comenzó una serie de conferencias anuales sobre el estado
del arte de este prometedor campo de la investigación y sus aplicaciones [14].

Por otro lado, el FCA ha sido estudiado en la matemática pura en campos como la lógica
formal, la teoría de dominios y la teoría de categorías, como se puede ver en [34, 24, 21]. En
menor medida se ha investigado el FCA desde un enfoque topológico, que es precisamente el
propósito del trabajo planteado, y de esta manera enriquecer la teoría matemática del FCA.

3
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1 | Marco teórico

1.1. Antecedentes

El FCA tuvo su origen en actividades de reestructuración matemática, en particular, en
el orden matemático y en la teoría de retículos. Desde entonces el FCA ha sido desarrollado
como un subcampo de la matemática aplicada basado en la matematización y jerarquías de
conceptos [13].

El FCA parte de la noción de contexto formal, que se define como una tripla pG,M, Iq,
donde G y M son conjuntos, llamados objetos y atributos, respectivamente, e I es una
relación binaria entre G y M . Por su parte, un concepto formal es una pareja compuesta
de un subconjunto de objetos y un subconjunto de atributos de tal forma que los objetos
comparten todos los atributos. De esta forma, el subconjunto de objetos se conoce como
extensión y el subconjunto de atributos como intensión del concepto formal. La extensión y
la intensión forman una conexión de Galois.

En los conceptos formales se define la relación de orden de subconcepto-superconcepto; un
concepto es un subconcepto de un superconcepto si la extensión del primero está contenida
en la extensión del segundo o equivalentemente si la intensión del subconcepto contiene la
intensión del superconcepto.

Esta relación entre los conceptos genera una estructura de retículo completo, conocido
como retículo concepto donde se toma la colección de conceptos formales de los datos los
cuales son jerárquicamente ordenados por la relación de orden establecida, de esta estructura
de retículo concepto se desprenden gran cantidad de propiedades de la teoría de retículos.

Por otra parte, la topología es relativamente un campo nuevo de las matemáticas, la
mayoría de las investigaciones en el tema se han hecho desde 1900. La topología estudia
las propiedades en los espacios topológicos que son invariantes bajo cualquier deformación
continua. Como subcampos principales están,

‚ Topología general. Estudia los aspectos fundamentales de la topología e investiga
las propiedades y conceptos inherentes a los espacios topológicos.

‚ Topología algebraica. Utiliza herramientas del álgebra abstracta para estudiar es-
pacios topológicos.

‚ Topología diferencial. Estudia las funciones diferenciables sobre variedades diferen-
ciables.

5



Capítulo 1. MARCO TEÓRICO

‚ Topología geométrica. Es el estudio de variedades y aplicaciones entre ellas, parti-
cularmente embebimientos de una variedad a otra.

1.2. Estado del arte

Las investigaciones realizadas en estudios topológicos del FCA se originan desde comien-
zos de los 90s cuando aparece el término de Topología contextual. Un contexto topológico
es un contexto formal cuyo conjunto de objetos y de atributos son espacios topológicos. Los
contextos topológicos han establecido una herramienta en la representación de varias clases
de estructuras ordenadas a través de métodos del Análisis de Conceptos Formales [35]. A con-
tinuación se indican algunos antecedentes relacionados al tema de investigación, realizados
desde el 2002 a la fecha.

Con relación a las últimas investigaciones sobre Topología en el FCA, se ha encontrado
que en su mayoría han estado orientadas a introducir estructuras topológicas inducidas por
los conceptos formales y estudiar las relaciones entre propiedades topológicas y de orden,
analizando el retículo formal desde un enfoque topológico, y artículos como [50, 48] también
han trabajado específicamente con espacios métricos para caracterizar los conceptos en el
retículo concepto y para definir cierta separación en los conceptos formales.

Por otra parte, en trabajos como [32] se han concentrado en construir una topología
para el conjunto de atributos M y desarrollar un método alternativo para generar el retículo
concepto encontrando las intensiones de todos los conceptos formales a partir de un espacio
de aproximación sobre M .

En [26] se plantean nuevos modelos para el FCA usando nociones de la topología alge-
braica. El contexto formal convencional es reemplazado por una matriz con entradas ”1” ó
”0” denominada matriz contexto, para construir una familia simplicial (familia concepto),
de ahi se desprenden propiedades que relacionan la teoría de la topología algebraica con el
FCA.

Cabe resaltar que hasta el momento no se ha trabajado en dotar de estructura topológica
los contextos formales en el FCA generalizado, donde los datos de las tablas toman valores
difusos en lugar de valores binarios como se tiene para el FCA clásico.

6



2 | Objetivos

2.1. Objetivo General

Estudiar aspectos topológicos en la teoría del Análisis de Conceptos Formales.

2.2. Objetivos Específicos

‚ Generar una topología sobre los contextos formales y sobre el retículo generado.

‚ Caracterizar los operadores topológicos.

‚ Formular propiedades sobre el FCA con la estructura de espacio topológico.

‚ Establecer diferencias entre las topologías usadas en la literatura y la topología pro-
puesta.

‚ Definir una metodología para extender el análisis de conceptos formales a datos conti-
nuos.

‚ Extender la estructura topológica en FCA a datos no binarios.

7
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3 | Fundamentos teóricos

3.1. Contexto formal

[13] Un contexto formal está definido como un conjunto K de estructura K :“ pG,M, Iq,
donde G y M son conjuntos, mientras I es una relación binaria entre G y M . Es decir
I Ď GˆM ; los elementos de G y de M son llamados objetos y atributos, respectivamente.

gIm, i.e. pg,mq P I indica entonces que el objeto g tiene el atributo m.
Revisar ejemplo 3.1.

Operadores de derivación.
Sean X Ď G y Y ĎM arbitrarios, entonces

X ÝÑ XI :“ tm PM | gIm para todo g P Xu
Y ÝÑ Y I :“ tg P G | gIm para todo m P Y u

Ejemplo inicial. Se dará un ejemplo para ilustrar las definiciones más importantes en el
FCA. La Tabla 3.1 describe para algunos animales cuál de los atributos mencionados tienen.
Esto se indica mediante cruces. Una celda vacía en la Tabla 3.1 indica que el animal no tiene
el atributo correspondiente.

depredador volador pájaro mamífero
León

Ś Ś

Gorrión
Ś Ś

Águila
Ś Ś Ś

Liebre
Ś

Avestruz
Ś

Tabla 3.1: Ejemplo de Contexto Formal

Propiedades.
Sea Z Ď G, Zi Ď G, i P t1, 2u, entonces

i) Si Z1 Ď Z2, entonces ZI
1 Ě ZI

2

9



Capítulo 3. FUNDAMENTOS TEÓRICOS

ii) Z Ď ZII

iii) ZIII “ ZI

Estas propiedades también son válidas para Z ĎM , Zi ĎM , i P t1, 2u.
Para la demostración de las propiedades enunciadas consideraremos Z,Z1, Z2 subconjun-

tos de G.

Demostración.

i) Suponga Z1 Ď Z2

Ahora sea m P ZI
2 , por definición

gIm para todo g P Z2,

en particular,
gIm para todo g P Z1,

y esto es equivalente a que m P ZI
1 . Así ZI

2 Ď ZI
1

ii) (Demostración contrarecíproca)

Tomaremos un elemento g R ZII para llegar a que g R Z.

Sea g0 R ZII , luego g0��Imk, para algún mk P ZI , mk fijo, así, por definición de la
operación derivación

pDmkg0qpg0��Imk ^ gImk para todo g P Zq

por lo tanto g0 R Z.

iii) Por ii) Z Ď ZII y esto implica que ZI Ě pZIIqI “ ZIII (por i))

Entonces tenemos esta contenencia ZI Ě ZIII .

Ahora aplicamos (ii) al conjunto ZI , y obtenemos

ZI
Ď pZI

q
II
“ ZIII , así ZI

Ď ZIII

con esto
ZI
Ě ZIII y ZI

Ď ZIII , luego ZI
“ ZIII

3.2. Concepto Formal.

[13] Un concepto formal de un contexto formal K :“ pG,M, Iq, está definido como un
par pA,Bq con A Ď G y B ĎM , tales que

A “ BI , y B “ AI

10



Capítulo 3.2. CONCEPTO FORMAL.

A y B son llamados la extensión y la intensión del concepto formal pA,Bq, respectivamente.
La relación de subconcepto y de superconcepto es dada por

pA1, B1q ď pA2, B2q si y sólo si A1 Ď A2

si y sólo si B1 Ě B2

El conjunto de todos los conceptos formales de K junto con la relación de orden definida es
denotado por BpKq.

En nuestro ejemplo la pareja ptGorrión, Águilau, tvolador, pájarouq es un concepto formal
porque las únicas características que tienen en común los dos animales son exactamente ser
volador y pájaro, y viceversa los dos únicos animales que comparten exactamente estas
características son el Gorrión y el Águila.

depredador volador pájaro mamífero
León

Ś Ś

Gorrión
Ś Ś

Águila
Ś Ś Ś

Liebre
Ś

Avestruz
Ś

Tabla 3.2: Ejemplo de concepto formal

Los conceptos formales derivados del contexto dado en 3.1 se muestran en la Tabla 3.2 y
el retículo correspondiente se muestra en la Figura 4.3.1.

Concepto objeto y concepto atributo
Dos tipos de conceptos formales, muy útiles son
El Concepto objeto, el cual dado un objeto g P G, su concepto objeto es

γg :“ ptguII , tguIq

Este determina el más pequeño concepto en BpKq cuya extensión contiene a g.
Y, el Concepto atributo para el cual, dado un atributo m P M , su concepto atributo

es
µm :“ ptmuI , tmuIIq

y corresponde al más grande concepto en BpKq cuya intensión contiene a m.

Proposición. Sea T un conjunto de índices, entonces

i) Para todo t P T , At Ď G es un conjunto de objetos, entonces
˜

ď

tPT

At

¸I

“
č

tPT

AI
t

11



Capítulo 3. FUNDAMENTOS TEÓRICOS

Conceptos Formales
Objetos Atributos

depredador
volador
pájaro
mamífero

León depredador
mamífero

Águila
depredador
volador
pájaro

León depredadorÁguila
Gorrión voladorÁguila
León mamíferoLiebre
Gorrión voladorÁguila pájaroAvestruz

Tabla 3.3: Conceptos Formales del contexto 3.1

ii) Si Bt ĎM es un conjunto de atributos, entonces

f

˜

ď

tPT

Bt

¸I

“
č

tPT

BI
t

3.3. Retículo concepto

Teorema básico sobre el retículo concepto (Parte 1.)

BpKq con K :“ pG,M, Iq es un retículo completo cuyos ínfimos y supremos se pueden
describir así:

Sea
C “ tpAt, Btq P BpKq | t P T u,

entonces el ínfimo de C es
ľ

C “

¨

˝

č

tPT

At,

˜

ď

tPT

Bt

¸II
˛

‚

12



Capítulo 3.3. RETÍCULO CONCEPTO

y el supremo de C es
ł

C “

¨

˝

˜

ď

tPT

At

¸II

,
č

tPT

Bt

˛

‚

Este teorema es uno de los resultados más importante en el FCA porque garantiza que
toda colección de conceptos formales de un contexto, tiene estructura de retículo completo.

Definición.

i) Un conjunto C se dice denso supremo en D pC es
Ž

-denso en Dq si

D “

!

ł

X|X Ď C
)

es decir, si cada elemento de D es el supremo de algún subconjunto de C.

ii) Un conjunto C se dice denso ínfimo en D pC es
Ź

-denso en Dq si

D “

!

ľ

X|X Ď C
)

es decir, si cada elemento de D es el ínfimo de algún subconjunto de C.

Teorema básico sobre el retículo concepto(Parte 2.)

Un retículo completo L es isomorfo a BpKq con K :“ pG,M, Iq si y sólo si existen
aplicaciones

γ : G ÝÑ L µ : M ÝÑ L

tales que γ G es
Ž

-denso en L y µ M es
Ź

-denso en L. Y además

gImô γ pgq ď µ pmq para g P G, m PM

El retículo asociado al contexto del ejemplo en la tabla 3.1 es dado en la figura 4.3.1.

3.3.1. Preconceptos, semiconceptos y conceptos

Existen términos más débiles que el de concepto formal. En la teoría del FCA encontramos
los preconceptos y los semiconceptos, definidos como sigue.

Sea K :“ pX, Y, Iq, un contexto formal, A Ď X y B Ď Y , decimos que

i) pA,Bq es un preconcepto formal si y sólo si A Ď BI , lo que equivale a que B Ď AI

ii) pA,Bq es un
Ž

-semiconcepto formal si y sólo si A “ BI . Análogamente pA,Bq es
un

Ź

-semiconcepto formal si y sólo si B “ AI

13



Capítulo 3. FUNDAMENTOS TEÓRICOS

Figura 3.1: Retículo concepto del ejemplo inicial

Relación de orden sobre los preconceptos. Dados dos preconceptos pA,Bq y pC,Dq,
se define la siguiente relación de orden

pA,Bq ď2 pC,Dq si y sólo si A Ď C y B Ď D

Propiedad. pA,Bq es un concepto formal si y sólo si pA,Bq es un preconcepto maximal.
Además de esta propiedad, para los preconceptos y semiconceptos se tienen teoremas en

su estructura de orden, similares a las dadas en el caso de los conceptos formales. Las más
importantes pueden verse en [11] y [40].

3.4. Producto de contextos formales

En esta sección se presentan algunas definiciones y resultados para el producto de contex-
tos formales. Éstos son necesarios para abordar más adelante la continuidad de una aplicación
entre contextos.

Definición. Dados dos contextos formales K :“ pX, Y, Iq y L :“ pW,Z, Jq, el producto
directo de K y L es el contexto

Kˆ L “ pX ˆW,Y ˆ Z,∇q,

donde
px, yq∇pw, zq si y sólo si px, yq P I ó pw, zq P J

Definición.Un enlace doble entre los contextos formales K :“ pX, Y, Iq y L :“ pW,Z, Jq,
es una relación R Ď X ˆW para la que se tiene lo siguiente:

‚ Para todo objeto x P X, xR “ Rpxq es una extensión de L.

14



Capítulo 3.4. PRODUCTO DE CONTEXTOS FORMALES

l mn p q
xˆ ˆ z ˆ
y ˆˆ w ˆ

vˆˆ

pl, pqpl, qqpm, pqpm, qqpn, pqpn, qq

px, zq ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

px,wq ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

px, vq ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

py, zq ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

py, wq ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

py, vq ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

Tabla 3.4: Ejemplo de Producto Directo entre contextos

‚ Para todo atributo y P Y , yR “ R´1pyq es una extensión de K.

El producto directo solo representa un subconjunto de todos los enlaces dobles. La nota-
ción R∇ indica la intensión de la relación R considerada como un conjunto de objetos en el
producto directo.

Lema. Sean K :“ pX, Y, Iq y L :“ pW,Z, Jq contextos formales , y R Ď X ˆW una
relación. Para cualquier atributo y P Y , los siguientes conjuntos son iguales:

C1 :“ R∇
pyq “ tz P Z | py, zq P R∇

u

C3 :“ Rpy�IqJ “ tw P W | Dx P X, px, yq R I px, yq P RuJ

C3 :“
č

xPy �I

RpxqJ

Además, R∇∇pxq “ R∇px�IqJ “
Ş

yPx�I
Rpy�IqJJ para cualquier objeto x P X

Teorema. Considere los contextos K :“ pX, Y, Iq y L :“ pW,Z, Jq y una relación R Ď
X ˆW . Las siguientes condiciones son equivalentes

i) R es una extensión del producto directo Kˆ L.

ii) Para todo x P X, Rpxq “ R∇px�IqJ “
Ş

yPx�I
Rpy�IqJJ .

iii) R es un enlace dual y, para todo x P X,
č

yPx�I

Rpy�IqJJ “ Rpx�I�Iq.

15



Capítulo 3. FUNDAMENTOS TEÓRICOS

3.5. Grafo asociado al retículo concepto

Definiciones previas
Sea G “ pV,Eq un grafo,

‚ La vecindad del vértice x P V , denotada Npxq, se define como

Npxq “ ty P V | xy P Eu

Además, para cada X Ď V

NpXq “
ď

xPX

Npxq ´X

‚ Un clique es un conjunto C tal que

C “ tpx, yq | x ‰ y, x, y P V, xy P Eu

‚ Un conjunto independiente (o estable) I es de la forma

I “ tpx, yq | x ‰ y, xy R Eu

‚ Un separador S de un grafo conexo G es un subconjunto de vértices tal que el subgrafo
GpV ´ Sq es disconexo.

‚ Un separador S de un grafo conexo es minimal si existen al menos dos componentes
conexas distintas A y B de GpV ´ Sq tal que NpAq “ NpBq “ S. A y B son llamados
componentes completas

Grafo bipartito subyacente a una relación binaria [4]
Otra alternativa para estudiar un contexto formal, es representarlo como grafo y analizar

sus propiedades desde la teoría de grafos, como se muestra a continuación.

Sea K :“ pX, Y, Iq un contexto formal, definimos un grafo subyacente asociado, denotado
GI como:

‚ V “ X Y Y

‚ X e Y son cliques, es decir

@x1, x2 P X con x1 ‰ x2 x1x2 P E

@y1, y2 P X con y1 ‰ y2 y1y2 P E

‚ Para un vértice x P X y un vértice y P Y , xy P E en GI si y sólo si px, yq R I.

16



Capítulo 3.5. GRAFO ASOCIADO AL RETÍCULO CONCEPTO

L

G

A

Li

Av

d

v

p

m

Figura 3.2: Grafo asociado al retículo del ejemplo

L

G

A

Li

Av

d

v

p

m

Considerando contextos con relaciones no vacías, GI es siempre un grafo conexo.
Para el ejemplo considerado, se tiene el siguiente grafo asociado

Teorema. Sea K :“ pX, Y, Iq un contexto formal y GI “ pV,Eq el correspondiente grafo
co-partito. Sean H ‰ A Ă X y H ‰ B Ă Y , entonces pA,Bq es un concepto formal si y sólo
si S “ V ´ pAYBq es un separador minimal de GI .

El separador minimal S, representa al concepto pA,Bq.

Caracterización. Una pareja pA,Bq es un concepto formal si y solo si en GI se tiene
que NpAq “ NpBq.

Propiedad. Sean pA1, B1q y pA2, B2q dos conceptos formales y S1 “ V ´ pA1 Y B1q,
S2 “ V ´ pA2 Y B2q sus correspondientes separadores en GI . Sean además S “ S1 Y S2,
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G

A

Li

Av

v

p

Figura 3.3: Ejemplo de un concepto formal en el grafo asociado

J “ pV ´ Sq XX y L “ pV ´ Sq X Y , entonces

J es la extensión de pA1, B1q
ł

pA2, B2q y

L es la intensión de pA1, B1q
ľ

pA2, B2q
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4 | Estructura Topológica en Contextos
Formales

4.1. Enfoques topológicos FCA

Existen diferentes caminos para realizar un estudio topológico en el Análisis de Conceptos
Formales, los más destacados son los siguientes

‚ Bajo la topología contextual en la cual tanto el conjunto de objetos como el de atributos
son espacios topológicos

‚ Asignando al retículo de conceptos formales diferentes topologías para Posets.

‚ Partiendo de espacios métricos para caracterizar los conceptos formales.

‚ Desde la topología algebraica, se construye una familia simplicial a partir del contexto
formal.

En este trabajo se escogió estudiar el FCA construyendo bases topológicas sobre el con-
junto de objetos y el conjunto de atributos.

4.2. Topología para los objetos y los atributos

Definimos
BG “ tAII : A Ď Gu

Veamos que BG es una base topológica para G.1

Demostración.

i) Sea g P G, entonces tguII P BG y por resultado previo g P tguII .

ii) Ahora, sean AII
1 , A

II
2 P BG.

1Esta base topológica fue usada en [48],[49],[50] y [51]
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Capítulo 4. ESTRUCTURA TOPOLÓGICA EN CONTEXTOS FORMALES

Si g P AII
1 X A

II
2 , entonces g P AII

1 y g P AII
2 , de aquí

tgu Ď AII
1 y tgu Ď AII

2

aplicando una vez la operación de derivación se tiene

tguI Ě AIII
1 “ AI

1 y tguI Ě AIII
2 “ AI

2

operando nuevamente, se llega a

tguII Ď AII
1 y tguII Ď AII

2

entonces
tguII Ď AII

1 X A
II
2

con tguII P BG y tguII Ď AII
1 X A

II
2

Por lo tanto BG es una base topológica para G.
Análogamente se tiene que

BM “ tBII : B ĎMu

es una base topológica para M .

BG BM
G M

H H

León depredador
Águila pájaro
León

mamífero
Águila
Gorrión volador
Águila pájaro
León depredador
Liebre mamífero
Gorrión depredador
Águila volador
Avestruz pájaro

Tabla 4.1: Bases topológicas del ejemplo

4.2.1. Operadores Topológicos

Proposición. Sea K :“ pG,M, Iq un contexto formal y A Ď G, entonces

( i) p P A si y sólo si existe g P A tal que g P tpuII .

( ii) p P A˝ si y sólo si tpuII Ď A.
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( iii) p P BpAq si y sólo si tpuII X A ‰ H y tpuII X Ac ‰ H.

Demostración. Sea A,C Ď G.

( i) Sea p P A, entonces @CII P BG tal que p P CII se tiene

CII
X A ‰ H

en particular para tpuII , tpuII X A ‰ H.

Por otro lado, si tpuII X A ‰ H y p P CII , tpu Ď CII y de aquí tpuII Ď CII , así para
todo básico CII que contenga a p, CII X A ‰ H, es decir p P A.

( ii) Suponga que p P A˝, entonces existe un básico CII tal que p P CII Ď A. Luego
tpu Ď CII . Utilizando las propiedades [1], se obtiene que tpuII Ď CII Ď A.

El otro lado se tiene inmediatamente del hecho que p P tpuII .

( iii) Si p P BpAq entonces dado un básico CII que contenga a p,

CII
X A ‰ H y CII

X Ac
‰ H

en particular
tpuII X A ‰ H y tpuII X Ac

‰ H

Para la otra implicación basta observar que si p P CII , entonces tpuII Ď CII .

Corolario. Sea K :“ pG,M, Iq un contexto formal y A Ď G, entonces

( i) Si p P A entonces existen m PM y g P A tales que pp,mq P I y pg,mq P I.

( ii) p P A˝ si tpu “ tpuII .

Demostración.

( i) Si p P A entonces por la proposición (i) existe g P A tal que g P tpuII , luego pg,mq P I,
para todo m P tpuI , es decir pg,mq P I, para todo m que está relacionado con p.

( ii) Si tpu “ tpuII y p P A, entonces p P tpuII Ď A, es decir p P A˝.

Para nuestro ejemplo, suponga que A “ tLeón, Liebreu y C “ tLiebre, Águilau entonces

‚ A “ tLeón, Liebreu C “ tGorrión, Águila, Liebre, Avestruzu

‚ A˝ “ tLeón, Liebreu C˝ “ tÁguilau

‚ BA “ H BC “ tGorrión, Liebre, Avestruzu

• tLeónuII “ tLeónu
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• tGorriónuII “ tGorrión, Águilau

• tÁguilauII “ tÁguilau
• tLiebreuII “ tLeón, Liebreu
• tAvestruzuII “ tGorrión, Águila, Avestruzu

Proposición. Dado un contexto formal K :“ pG,M, Iq, existe un isomorfismo entre el
retículo concepto BpKq para cada una de las bases construidas ordenadas por contenencia,
de la siguiente manera

Φ : pBG,Ďq ÝÑ BpKq Θ : pBM ,Ěq ÝÑ BpKq
AII

ÞÝÑ ΦpAII
q “ pAII , AI

q BII
ÞÝÑ ΘpBII

q “ pBI , BII
q

Demostración.
Veamos primero que Φ : pBG,Ďq ÝÑ BpKq como se definió es un isomorfismo de orden.

i) Inyectividad. Sean ΦpAII
1 q “ ΦpAII

2 q, entonces pAII
1 , A

I
1q “ pAII

2 , A
I
2q y por lo tanto

AII
1 “ AII

2 .

ii) Sobreyectividad. Sea pA,Bq un concepto formal, entonces

A “ BI y B “ AI entonces A “ pAI
q
I
“ AII

luego, ΦpAIIq “ pA,Bq.

iii) Preservación del orden. Suponga que AII
1 Ď AII

2 , por la relación de orden dada para el
retículo tenemos que

ΦpAII
1 q “ pA

II
1 , A

I
1q ď pA

II
2 , A

I
2q “ ΦpAII

2 q

Análogamente se cumple i), ii) y iii) para la función Θ : pBM ,Ěq ÝÑ BpKq.
Se concluye entonces que las bases topológicas construidas ordenadas por contenencia

pBG,Ďq y pBM ,Ďq son isomorfas al retículo concepto BpKq.
Utilizando el Teorema básico sobre el retículo concepto (Parte 2.) y la proposición anterior

se tiene el siguiente corolario
Corolario. Existen aplicaciones

γG : G ÝÑ pBG,Ďq µG : M ÝÑ pBG,Ďq

γM : G ÝÑ pBM ,Ďq µM : M ÝÑ pBM ,Ďq

tales que

i) γGpGq es
Ž

-denso en pBG,Ďq y µGpMq es
Ź

-denso en pBG,Ďq

ii) γMpGq es
Ž

-denso en pBM ,Ěq y µGpMq es
Ź

-denso en pBM ,Ěq
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Y además
gImô γi pgq ď µi pmq para g P G, m PM i P tG,Mu

Proposición. Las siguientes funciones cumplen con las condiciones del corolario anterior:

γG : G ÝÑ pBG,Ďq µG : M ÝÑ pBG,Ďq
g ÞÝÑ tguII m ÞÝÑ tmuI

Demostración. Veamos que

i) γGpGq es
Ž

-denso en pBG,Ďq y µGpMq es
Ź

-denso en pBG,Ďq

ii) gImô γGpgq ď µGpmq para g P G, m PM

i) Sea AII P BG, entonces
tguII Ď AII para todo g P A

Luego AII es cota superior de la colección
 

tguII : g P A
(

.

Ahora, sea
C “

 `

tguII , tguI
˘

: g P AII
(

Por el Teorema básico tenemos que

ł

C “

¨

˝

¨

˝

ď

gPAII

tguII

˛

‚

II

,
č

gPAII

tguI

˛

‚

Basta ver que AII “

´

Ť

gPAIItguII
¯II

Como tguII Ď AII para todo g P A, entonces

ď

gPAII

tguII Ď AII y de aquí

¨

˝

ď

gPAII

tguII

˛

‚

II

Ď AII

Por otra parte, si g P AII , entonces

g P
ď

gPAII

tguII Ď

¨

˝

ď

gPAII

tguII

˛

‚

II

Así, γGpGq es
Ž

-denso en pBG,Ďq
Veamos ahora que µGpMq es

Ź

-denso en pBG,Ďq.
Sea AII P BG, y m P AI , entonces

AII
Ď tmuI para todo m P AI
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Luego AII es cota inferior de la colección
 

tmuI : m P AI
(

.

Ahora, sea
C “

 `

tmuI , tmuII
˘

: m P AI
(

Por el Teorema básico tenemos que

ľ

C “

¨

˝

č

mPAI

tmuI ,

˜

ď

mPAI

tmuII

¸II
˛

‚

Basta ver que AII “
Ş

mPAItmuI

Como AII Ď tmuI para todo m P AI , entonces

AII
Ď

č

mPAI

tmuI

Por otra parte, supongamos que
č

mPAI

tmuI Ę AII ,

entonces existe y P tmuI para todo m P AI tal que y R AII , luego yIm para todo
m P AI pero, existe x P AI tal que y��Ix. Contradicción.

En conclusión, µGpMq es
Ź

-denso en pBG,Ďq.

ii) Sean g P G y m PM y suponga que gIm si y solo si m P tguI , si y solo si tmuI Ě tguII ,
si y solo si γGpgq ď µGpmq.

4.3. Topología para el contexto formal

Construidas las bases para G y M tenemos que la colección B, definida como sigue

B “ tC ˆD : C P BG y D P BMu

es una base topológica para GˆM .
Note que B también puede escribirse como

B “ tAII
ˆBII : A Ď G y B ĎMu

Proposición.
Si pA,Bq es un concepto formal, entonces AˆB Ď GˆM es un elemento básico.
Demostración.
Si pA,Bq es un concepto formal, entonces

A “ BI y B “ AI
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De aquí A “ pAIqI “ AII y también B “ pBIqI “ BII , por lo tanto

AˆB “ AII
ˆBII

P B.

Observación. Los elementos de la base topológica para G y para M corresponden exac-
tamente a la colección de extensiones y la colección de intensiones de los conceptos formales,
respectivamente.

4.3.1. Topologías sobre retículos

Además de la estructura topológica para el contexto formal considerada, puede conside-
rarse también dotar de una topología al retículo concepto para realizar un estudio topológico
desde la estructura jerárquica de los conceptos formales. Entre las posibles topologías usadas
comunmente en Posets y más propiamente en retículos, se pueden destacar las siguientes:

Topología de Scott

Definición. Un subposet pU,ďq de un poset pP,ďq es Scott abierto si

(i) U es un subposet superior.

(ii) Para cualquier conjunto dirigido S Ď P con un supremo
Ž

S, si
Ž

S P U , entonces
S X U ‰ H

Figura 4.1: Retículo concepto del ejemplo

Proposición. Toda función Scott continua es creciente.

Proposición. Sea pP,ěq, pQ,ď˚q posets y sea f de P a Q una función Scott continua.
Si f es un homeomorfismo entonces la pareja pf, f´1q es una conección de Galois.

Topología de Lawson2

2Más información sobre esta topología puede encontrarse en [19]
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Topología inferior Sea L un poset. Llamamos la topología generada por los complemen-
tos L åÒ x de los filtros principales (como una subbase de conjuntos abiertos) la topología
inferior y se denota por ωpLq.

Topología de Lawson Sea L un dcpo (conjunto parcialmente ordenado dirigido y
completo). Entonces el común refinamiento σpLq_ωpLq de la topología de Scott y la topología
inferior se conoce como la topología de Lawson y se denota por λpLq.

4.3.2. Continuidad

Continuidad para enlaces dobles

Definiciones. Considere los contextos K :“ pX, Y, Iq y L :“ pW,Z, Jq.

‚ Una relación R Ď X ˆW es extensionalmente continua si ésta refleja las extensiones
de L, es decir, si para toda extensión A de K, la preimagen R´1pAq es una extensión
de K.

‚ R Ď X ˆW es extensionalmente objeto-continua (atributo-continua) si ésta refleja las
extensiones-objeto de L, es decir, si para toda extensión-objeto o “ wJJ (extensión-
atributo o “ zJ ), la preimagen R´1poq es una extensión de K (pero no necesariamente
una extensión-objeto).

Propiedad. Sean K :“ pX, Y, Iq y L :“ pW,Z, Jq contextos y f : X Ñ W una función,
f es extensionalmente continua si y sólo si es extensionalmente atributo-continua.

Definiciones. Considere los contextos K :“ pX, Y, Iq y L :“ pW,Z, Jq.

‚ Sea R un enlace doble entre K y L. Se dice que R es funcional si, para cualquier x P X,
la extensión Rpxq es generada por un único objeto fRpxq P W .

Rpxq “ fRpxq
JJ

En este caso R se dice que induce la correspondiente función

fR : X Ñ W

‚ Un infomorfismo de K a L es una pareja de funciones

fÑ : X Ñ W y fÐ : Z Ñ Y

tales que px, fÐpzqq P I si y sólo si pfÑpxq, zq P J , para todo x P X y z P Z.

Propiedades. Considere los contextos K :“ pX, Y, Iq y L :“ pW,Z, Jq.

‚ Los infomorfismos de K a L son exactamente los infomorfismos de Kc a Lc.
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‚ Sea pfÑ, fÐq un infomorfismo de K a L y definimos relaciones

R Ď X ˆW y S Ď Y ˆ Z

por Rpxq “ fÑpxqJJ y S´1pzq “ fÐpzq�I�I . Entonces R es un enlace dual de Kc a L y
tenemos R∇ “ S.

Además R es extensionalmente continua de Kc a Lc y S´1 es intensionalmente continua
de Lc a K.

‚ Sea R un enlace dual de Kc a L tal que R y R∇´1 son funcionales. Si R es extensio-
nalmente continua, entonces las funciones inducidas por R y por R∇´1 constituyen un
infomorfismo de K a L.

Continuidad desde la estructura topológica

Además de la continuidad vista para enlaces dobles, la estructura topológica permite
analizar la continuidad para aplicaciones entre dos contextos formales.

Dados dos contextos formales, digamos K “ xG,M, Iy y L “ xP,N, Jy y un funcional
f : KÑ L

Se dice que f es continua si y sólo si para todo elemento básico A en L, se tiene que
f´1pAq es un abierto en K.

Propiedad Si
f : K :“ pX, Y, Iq ÝÑ L :“ pW,Z, Jq

es una función continua entre contextos formales, entonces f es extensionalmente continua
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5 | Análisis de Conceptos Formales con
datos continuos

5.1. Análisis de Conceptos Formales Difuso

Para extender el FCA al caso difuso (FFCA), se parte de un álgebra L :“ pL,_,^,b,Ñ
, 0, 1q tal que pL,_,^, 0, 1q es un retículo completo con elemento mínimo 0 y máximo 1.
xL,b, 1y es un monoide conmutativo (b es un operador conmutativo, asociativo, y con
neutro 1).
b y Ñ satisfacen las propiedades de adjunción. Para todo a, b, c P L

ab b ď c si y sólo si a ď bÑ c

Los elementos de L son llamados los grados de verdad (usualmente L Ď r0, 1s, b y Ñ
funciones de verdad, “conjunción difusa” e “implicación difusa” ). Estas funciones de verdad
se definen como sigue:

Conjunción
vpab bq “ mı́ntvpaq, vpbqu

Implicación
vpaÑ bq “ máxt1´ vpaq, vpbqu

Para controlar la generación de los conceptos, se define una cobertura, como una función
unaria

˚ : L ÝÑ L

que satisface, para todo a P L

i) 1˚ “ 1

ii) a˚ ď a

iii) paÑ bq˚ ď a˚ Ñ b˚

iv) a˚˚ “ a˚

Dos casos límite de cobertura son
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1. La identidad a˚ “ a, para todo a P L

2. La globalización

a˚ “

#

1 si a “ 1

0 en otro caso

Se define un L´conjunto A en un universo U , como una aplicación A : U ÝÑ L, y Apuq se
interpreta como el grado en que u pertenece a A.

Si U “ tu1, . . . , unu, entonces A puede notarse como

A “ ta1{u1, . . . , an{unu

lo que significa que Apuiq “ ai, para todo i “ 1, . . . , n.
Para simplificar escribimos u en lugar de 1{u y no escribimos nada cuando tengamos 0{w.
LU denota la colección de todos los L´conjuntos en U .
Dados A,B P LU se define AXB P LU como

pAXBqpuq “ Apuq ^Bpuq

y
SpA,Bq “

ľ

uPU

pApuq Ñ Bpuqq

que generaliza la relación clásica Ď.
SpA,Bq representa un grado en el cual A es subconjunto de B. En particular escribimos

A Ď B si y sólo si SpA,Bq “ 1. Como consecuencia A Ď B si y sólo si Apuq ď Bpuq para
todo u P U .

Para L´conjuntos A P LX (L´ conjunto de objetos) y B P LY (L´ conjunto de atribu-
tos), definimos los L´conjuntos AÒ P LY y BÓ P LX por:

AÒpyq “
ľ

xPX

pApxq˚ Ñ Ipx, yqq y

BÓpxq “
ľ

yPY

pBpyq˚ Ñ Ipx, yqq

Consideremos ahora el conjunto:

BpX˚, Y ˚, Iq “ tpA,Bq P LX
ˆ LY

|AÒ “ B,BÓ “ Au

BpX˚, Y ˚, Iq es el conjunto de conceptos formales difusos y está ordenado mediante la si-
guiente relación. Dados dos conceptos formales pA1, B1q, pA2, B2q P BpX

˚, Y ˚, Iq

pA1, B1q ď pA2, B2q si y sólo si A1 Ď A2

si y sólo si B1 Ě B2
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Los operadores Ò y Ó forman una conexión de Galois con coberturas.
BppX˚, Y ˚, Iq,ďq es llamado el retículo concepto difuso (con coberturas) inducido por

pX, Y, Iq.
Nota. Las coberturas pueden ser vistas como parámetros que controlan el tamaño de un

retículo concepto difuso. Además, para L “ t0, 1u el retículo concepto difuso coincide con el
retículo concepto ordinario. Con frecuencia se utiliza como cobertura la identidad.

5.2. Grafo asociado al retículo concepto difuso

Un resultado que se conserva para la extensión del FCA a datos difusos es la representa-
ción del contexto formal como grafo, en este caso como un grafo difuso.

Generador de conceptos formales difusos

En lugar de considerar el conjunto entero de conceptos formales difusos BpKq, se toma
sólo una parte de estosBcpKq Ď BpKq conocida como crisply generador de conceptos difusos.
Un concepto pA,Bq P BpKq es llamado un crisp concepto generador si existe un conjunto
crisp Bc ĎM de atributos tales que A “ BÓc (y así B “ BÓÒc )

BcpKq “ tpA,Bq P BpKq | existe Bc ĎM : A “ Bc
Ó
u

BcpKq es un subretículo completo de BpKq

Grafos difusos[18]

Los grafos difusos usados a continuación son finitos y no dirigidos. Un grafo difuso
G “ pV, µ, ρq es un conjunto no vacío V junto con un par de funciones µ : V Ñ r0, 1s y
ρ : V ˆ V Ñ r0, 1s tales que para todos x, y en V , ρpx, yq ď µpxq

Ź

µpyq. µ es llamado el
conjunto de vértices difusos de G y ρ el conjunto de aristas difusas de G, respectivamente.
Para P Ď V ,H “ pP, v, τq es llamado un subgrafo difuso de G “ pV, µ, ρq inducido por P
si µpxq “ vpxq para todos x, y P P y τpx, yq “ ρpx, yq para todo x, y P P . Similarmente
H “ pP, v, τq se dice que es un subgrafo difuso parcial de G “ pV, µ, ρq si v Ď µ y τ Ď ρ.

Caminos y conexidad de un grafo difuso

Un camino P en un grafo difuso G “ pV, µ, ρq es una secuencia de vértices distintos
x0, x1, ......, xn (excepto posiblemente x0 y xn) tales que ρpxi´1, xiq ą 0, con 1 ď i ď n, donde
n ě 1 es llamado la longitud de camino de P . Las parejas consecutivas pxi´1, xiq son conocidas
como las aristas del camino. La fuerza del camino P está definido por

Źn
i ρpxi´1, xiq ą 0, con

1 ď i ď n. El diámetro de x, y P V , denotado por diampx, yq es la longitud de la trayectoria
más larga de ir de x a y y si diampx, yq “ k, El peso de la trayectoria más fuerte desde x a y
es denotado por ρ8px, yq y está definido por ρ8px, yq “

Ž

tρipx, yq|i “ 1, 2, 3, ..., ku (donde
ρipx, yq es el peso del camino de longitud i desde x a y).

Un subgrafo difuso parcial pµ, ρq se dice conexo si para todo x, y P supppµq, ρ8px, yq ą 0.
Se puede ver que si diampx, yq “ 1, entonces ρ8px, yq “ ρpx, yq.
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En efecto, x y y están conectados si y sólo si ρ8 ą 0. Las clases de equivalencia de vértices
bajo esta relación son llamadas componentes conexas del grafo difuso. Ellas son justamente
los subgrafos difusos maximales conexos. Cualquier camino más fuerte que une dos vértices
x, y tiene peso ρ8px, yq.

Una desconexión de un grafo difuso G “ pV, µ, ρq es un conjunto de vértices D cuyo
resultado al removerlos es una desconexión o un grafo de un sólo vértice. El peso de D está
definido como

ř

xPD

Ź

tρpx, yq|ρpx, yq ‰ 0, y P V u. La conectividad de vértices de un grafo
difuso G denotado por ΩpGq, se define como el peso mínimo de desconexión en G.

Grafo difuso subyacente a la relación difusa

[18] SeaK “ xX, Y, Iy un L-contexto (contexto difuso). Definimos el grafo difuso asociado
a K como G “ pX Y Y, µ, ρq donde µ es la función de pertenencia de X Y Y a L y ρ es la
función de pertenencia de aristas tales qeu µpxq ‰ 0, µpyq ‰ 0 con supppµpxqq, supppµpyqq
grafos completos, @x P X, @y P Y y

ρpx, yq “

#

0 para x P X, y P Y y Ipx, yq ‰ 0

ą 0 para x P X, y P Y y Ipx, yq “ 0

Teorema Sea K “ xX, Y, Iy un contexto formal difuso y G “ pV, µ, ρq el correspondiente
grafo difuso conexo con V “ X Y Y definido como arriba. Si xA,By es un concepto difuso
generador de K donde H ‰ supppAq Ă X, H ‰ supppBq Ă Y entonces D “ V ´psupppAqY
supppBqq es una desconexión minimal de G. Por el contrario, para cada desconexión minimal
de G existe al menos siempre un concepto difuso generador.

5.3. Topología caso difuso

En la generalización del Análisis de Conceptos Formales al caso difuso se conservan los
Teoremas que garantizan la estructura de retículo completo en los conceptos difusos.

Es importante notar que a pesar de que los principales resultados para el caso clásico se
extienden al caso difuso hay una gran diferencia entre los dos y es dada que en el caso difuso
no se parte simplemente de dos conjuntos y una relación, sino que se trabaja con conjuntos
difusos de la forma X P LG :“ GÑ L para el caso de los objetos y Y P LM :“ GÑ L para
los atributos, por lo tanto se hace necesario hacer dar las definiciones de topología difusa y
base topológica difusa.

Definición. [41] Sea X un conjunto y sea τ una familia de conjuntos difusos en X.
Entonces τ es llamada una topología difusa en X si y sólo si satisface las condiciones:

1. µH, µX P τ

2. Si gi P τ , i P I, entonces
Ž

I gi P τ

3. Si g, h P τ , entonces g ^ h P τ
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La pareja pX, τq es llamada un espacio topológico difuso.

Definición. Sea τ una topología difusa en X y sea B Ă τ . B se conoce como una base
para τ si cada elemento de τ es el supremo de miembros de B.

Con esta generalización de espacio topológico en conjuntos difusos se puede construir una
estructura topológica para los contextos formales difusos de manera similar al caso binario.

Bases topológicas difusas para FFCA

Dado un contexto formal difuso K “ xX, Y, Ly definimos entonces la base topológica para
los conjuntos difusos de L´objetos y L´atributos de la siguiente forma

BX “ tA
ÒÓ
| A Ă Xu

y
BY “ tB

ÓÒ
| B Ă Y u

Estas bases quedan bien definidas porque tanto las propiedades de los conceptos formales
difusos como la generalización de los conceptos de base y espacio topológico son compatibles,
por lo tanto, de esta manera estamos generando una estructura topológica para el caso difuso.
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6 | Aplicaciones

El Análisis de Conceptos Formales es un método muy versátil porque puede ser usado en
cualquier rama del conocimiento en la que se tenga información organizada en forma de datos
binarios o difusos. Por tal motivo en este trabajo se optó por escoger ejemplos ilustrativos
para aplicar la teoría desarrollada y presentada, tanto en el caso binario como en el difuso.

6.1. Aplicaciones para el caso binario

A continuación se mostrarán ejemplos usados en la literatura del Análisis de Conceptos
Formales, con la idea de mostrar la implementación de la teoría y dar a conocer algunos
aportes que brinda la combinación de usar Análisis de Conceptos formales y topología sobre
bases de datos.

Aplicación N. 1 Considere el siguiente contexto formal

M

G

ne
ce
si
ta

ag
ua

pa
ra

vi
vi
r

vi
ve

en
ag

ua

vi
ve

en
ti
er
ra

ne
ce
si
ta

cl
or
ofi

la

m
on

oc
ot
ile
dó

ne
as

pu
ed
e
m
ov
er
se

ti
en
e
ex
tr
em

id
ad

es

NA VA VT NC MO PM TE
sanguijuelas

Ś Ś Ś

rana
Ś Ś Ś Ś Ś

perro
Ś Ś Ś Ś

maleza acuática
Ś Ś Ś Ś

caña
Ś Ś Ś Ś Ś

maíz
Ś Ś Ś Ś

Tabla 6.1: Vivir en el agua: Contexto formal de la aplicación N. 1

A la tabla 6.1 corresponden los siguientes 13 conceptos formales organizados de forma
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jerárquica en el retículo concepto.

Figura 6.1: Retículo de la aplicación N. 1. Retículo dibujado en Conexp (Diseño de Wille)

La representación como grafo es la siguiente. Como puede observarse el grafo tiene un
nodo atributo aislado, lo que representa que todos los objetos de la tabla comparten esta
característica. 1

s

r

p

m-a

c

m

NA

VA

VT

NC

MO

PM

TE

Figura 6.2: Grafo asociado a la aplicación N. 1.

Bases topológicas para el conjunto de objetos y el conjunto de atributos:

1A pesar de no aparecer en la gráfico, existe una arista entre cada par de objetos diferentes e igualmente
existe una arista que une cualquier par de atributos diferentes. Esto con el fin de hacerlo más legible. En
adelante los grafos serán de esta forma.
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BG BM
G M

H NA

m.a.- c - m NA - NC -MO

r - p NA - VT - PM - TE

c NA - VA - VT - NC - MO

r NA - VA -VT -PM - TE

m.a.- c NA - VA - NC - MO

s - r NA - VA - PM

r - c NA - VA - VT

c -m NA - VT - NC - MO

s - r - m.a.- c VA

r - p - c - m VT

s - r - p NA - PM

Tabla 6.2: Bases topológicas para la aplicación N. 1

En este ejemplo, podemos tener el subconjunto de objetos ts, pu, que corresponde a los
animales sanguijuela y perro. Este subconjunto no es extensión de ningún concepto formal,
sin embargo podemos hallar su interior, su clausura y su frontera para encontrar información
sobre la relación de estos dos animales con los demás de la tabla, según las características
que se están teniendo en cuenta.

Intpts, puq “ H

ts, pu “ ts, pu

Bpts, puq “ ts, pu

Como conclusión del resultado al aplicar los operadores topológicos, puede decirse que el
perro y la sanguijuela no sólo no forman un concepto formal, sino que además, son animales
que no guardan relación para los atributos considerados en la tabla.

Aplicación N. 2

En la aplicación N. 2 se considera el siguiente contexto formal.
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P
ar

Im
pa

r
P
ri
m
o

C
om

pu
es
to

C
ua

dr
ad

o

1
Ś Ś

2
Ś Ś

3
ŚŚ

4
Ś ŚŚ

5
ŚŚ

6
Ś Ś

7
ŚŚ

8
Ś Ś

9
Ś ŚŚ

10
Ś Ś

Tabla 6.3: Contexto formal de la aplicación N. 2.

Con su correspondiente retículo concepto

Figura 6.3: Retículo de la aplicación N. 2

Y su grafo bipartito asociado
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10

1

2

3

4

5

6

7

8

9

par

im

pr

com

cu

Figura 6.4: Grafo asociado a la aplicación N. 2

Bases topológicas para el conjunto de objetos y el conjunto de atributos:

BG BM
G M

H H

1 - 3 - 5 - 7 - 9 Impar
2 - 4 - 6 - 8 - 10 Par
2 - 3 - 5 - 7 Primo
2 Par - Primo
4 - 9 Compuesto - Cuadrado
4 - 6 - 8 - 9 -10 Compuesto
9 Impar - Compuesto - Cuadrado
1 - 9 Impar - Cuadrado
4 Par - Cuadrado
3 - 5 - 7 Primo - Impar
4 - 6 - 8 - 10 Par - Compuesto
1 - 4 - 9 Cuadrado

Tabla 6.4: Bases topológicas de la aplicación N. 2

Para este contexto formal vamos a tomar el subconjunto de atributos tcompuesto,imparu,
hallar su interior, su clausura y su frontera y determinar la relación de estos dos atributos
con los demás de la tabla.
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Intptcompuesto,imparuq “ tcompuesto,imparu

tcompuesto,imparu “ tcompuesto,imparu
Bptcompuesto,imparuq “ H

Lo anterior muestra que a pesar de que el conjunto de atributos tcompuesto,imparu no es
una intensión de un concepto formal, con la topología construida, este subconjunto es tanto
abierto como cerrado y como subconjunto está aislado de los demás atributos de la tabla.

Aplicación N. 3

Sea ahora el contexto formal mostrado en 6.5

en
ti
er
ra

en
hi
el
o

en
ag

ua
co
le
ct
iv
o

in
di
vi
du

al
us
an

do
ba

ló
n

ne
ce
si
ta

op
on

en
te

m
úl
ti
pl
e
di
sc
ip
lin

a
pu

nt
os

ti
em

po

a b c d e f g h i j
1. Carrera 100mts

Ś Ś Ś

2. Triatlón
Ś Ś Ś Ś Ś

3. Voleibol
Ś Ś ŚŚ Ś

4. Water polo
ŚŚ ŚŚ Ś

5. Nado sincronizado
ŚŚ ŚŚ

6. Hockey sobre hielo
Ś Ś Ś Ś

Tabla 6.5: Contexto formal de la aplicación N. 3.

Con retículo concepto dado a continuación
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Figura 6.5: Retículo de la aplicación N. 3

Su respectivo grafo asociado es

1

2

3

4

5

6

a

b

c

d

e

f

g

h

i

j

Figura 6.6: Grafo asociado al contexto formal de la aplicación N. 3

Bases topológicas para el conjunto de objetos y el conjunto de atributos:
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BG BM
G M

H H

1 - 2 a - e - j
3 a - d - f - g - i
2 a - c - e - h - j
4 - 5 c - d - i
1 - 2 - 3 a
3 - 4 - 5 - 6 d - i
3 - 4 d - f - g - i
6 b - d - g - i
2 - 4 - 5 c
3 - 4 - 6 d - g - i
2 - 5 c - h
5 c - d - h - i
4 c - d - f - g - i

Tabla 6.6: Bases topológicas aplicación N. 3

Consideremos para este caso el subconjuto
 

tTriatlónu, tcolectivou
(

Intp
 

tTriatlónu, tcolectivou
(

q “
 

t2u,H
(

 

tTriatlónu, tcolectivou
(

“
 

t1,2u, tb,d,f,g,iu
(

Bp
 

tTriatlónu, tcolectivou
(

q “
 

t1u, tb,d,f,g,iu
(

Al calcular los operadores, puede deducirse que los deportes 1,2 guardan una estrecha
relación con las características b,d,f,g,i y forman un conjunto cerrado en la tabla.

De manera similar, puede extraerse información para cualquier subconjunto del contexto
formal, a partir de su estructura topológica.

6.2. Aplicaciones en continuidad

En esta sección se hará un análisis de la continuidad en contextos formales en los que
se tiene el mismo conjunto de objetos y de atributos pero la relación entre estos cambia en
el tiempo. Este análisis puede hacerse desde el enfoque dado por el producto de contextos
formales y también puede tratarse con una mirada topológica (ver pág 22). El objetivo
de esta sección es hacer una comparación entre estas dos perspectivas, usando un ejemplo
ilustrativo.

Consideremos el siguiente contexto formal, para un tiempo inicial t0.
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Síntomas

ce
fa
le
a
oc
ci
pi
ta
lp

er
si
st
en
te

vi
si
ón

bo
rr
os
a

m
ar
eo

ná
us
ea

sa
ng

ra
do

po
r
la

na
ri
z

so
br
ep

es
o

hi
pe

rt
en
si
ón

ri
es
go

es
ti
lo

de
vi
da

CO VB M N SN S H RV
Paciente 1

Ś Ś

Paciente 2
Ś Ś Ś Ś Ś

Paciente 3
Ś Ś

Paciente 4
Ś Ś Ś Ś Ś

Paciente 5
Ś Ś Ś

Paciente 6
Ś Ś Ś Ś Ś

Tabla 6.7: Relación entre pacientes y síntomas para un tiempo t0

Figura 6.7: Retículo Pacientes - Síntomas en t0

Ahora, en un tiempo t1, la relación cambia de la siguiente manera
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Síntomas

ce
fa
le
a
oc
ci
pi
ta
lp

er
si
st
en
te

vi
si
ón

bo
rr
os
a

m
ar
eo

ná
us
ea

sa
ng

ra
do

po
r
la

na
ri
z

so
br
ep

es
o

hi
pe

rt
en
si
ón

ri
es
go

es
ti
lo

de
vi
da

CO VB M N SN S H RV
Paciente 1

Ś Ś

Paciente 2
Ś Ś

Paciente 3
Ś Ś

Paciente 4
Ś Ś Ś Ś Ś

Paciente 5
Ś Ś

Paciente 6
Ś Ś Ś Ś

Tabla 6.8: Relación entre pacientes y síntomas para un tiempo t1

Figura 6.8: Retículo Pacientes - Síntomas en t1

Consideremos las bases topológicas para cada contexto formal y la función identidad,
pero teniendo en cuenta que los contextos formales en la función son vistos como diferentes
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espacios topológicos. En este caso tPaciente 1u es un elemento básico en el tiempo t1 sin
embargo, para t0, su imagen inversa que es tPaciente 1u no es abierto. De esta forma podemos
decir que la función identidad para este par de contextos formales no es continua.

Ahora, para determinar si se tiene que sea extensionalmente atributo-continua, revisamos
la definición dada en la página 22 y concluimos que efectivamente la identidad es extensio-
nalmente atributo-continua, pues cada intensión para el tiempo t1 viene de una intensión en
el tiempo t0.

Por lo tanto, los conceptos de continuidad extensional y continuidad topológica son dife-
rentes.

Bpacientes Bsíntomas

2 CO - VB -M - N - RV
4 CO - M - S - H - RV
5 CO - M - SN
6 CO - VB - SN - H - RV
3 - 4 S - H
1 - 2 CO - N
2 - 6 CO- VB - RV
1 - 2 - 4 - 5 - 6 CO
2 - 4 - 5 CO - M
5 -6 CO - SN
3 - 4 - 6 H
2 - 4 - 6 CO - RV
4 - 6 CO - H - RV
2 - 4 CO - M - RV

Tabla 6.9: Bases topológicas pacientes - síntomas en t0

Bpacientes Bsíntomas

1 CO - N
2 - 4 - 6 CO- VB
3 - 4 S - H
4 CO - VB - S - H - RV
5 M - SN
4 -6 CO - VB - H -RV
3 - 4 - 6 H
1 - 2 - 4 - 6 CO

Tabla 6.10: Bases topológicas pacientes - síntomas en t1
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6.3. Aplicaciones caso difuso

Para el caso difuso, se tiene la limitación de contar con poco desarrollo de software para
los cálculos necesarios en la aplicación del FFCA a diferentes L´contextos.

Por tal motivo se expone un ejemplo desarrollado en [9].

Se tiene el siguiente contexto difuso

Tasa de natalidad Indice de mortalidad
bajo alto bajo alto

Alemania 1 0 0 0.75
Brasil 0 0.25 0.25 0.5

Eritrea 0 1 0 0.75
Estados unidos 0 0.25 0 0.5

Francia 0.5 0 0 0.5
Iran 0 0.25 0.5 0.25

Israel 0 0.5 0.25 0.5
Japón 0.75 0 0 0.5
Kenya 0 1 0 1

Malasia 0 0.75 0.5 0.25
Polonia 0.75 0 0 0.75

Republica Checa 0.75 0 0 0.75
Rusia 0.75 0 0 1

Singapur 0.75 0 0.75 0.25
Venezuela 0 0.5 0.5 0.25

Tabla 6.11: Ejemplo contexto difuso, tomado de [9]

Con su correspondiente retículo concepto
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Figura 6.9: Retículo concepto difuso

Cada nodo en el retículo representa un elemento básico en la topología difusa para el
contexto del ejemplo, por lo tanto para analizar propiedades topológicas de los datos sumi-
nistrados debe especificarse la extensión y la intensión de cada nodo en el retículo.

Para el caso difuso puede trabajarse de la misma manera que en caso binario. Sin embargo
los cálculos se hacen más complejos y es muy necesario contar con la implementación de
algoritmos que permitan hallar los conceptos formales y de esa manera poder dotar de
estructura topológica los contextos y dar información adicional sobre los datos.
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7 | Conclusiones

El análisis de conceptos formales tiene una gran cantidad de aplicaciones y usos que
lo convierten en un instrumento ampliamente utilizado en la investigación académica y la
industria. Como método de minería de datos permite obtener información subyacente en
datos tanto binarios como difusos. Sin embargo, a pesar de que el FCA organiza los datos
en una estructura jerárquica y los clasifica en conceptos formales, la información que aporta
sobre los datos es limitada porque hay relaciones entre los objetos y entre los atributos que
quedan ocultas a los ojos de las herramientas del FCA. Por lo tanto, en el caso que se necesite
relacionar por ejemplo dos objetos que no hacen parte de un mismo concepto formal, la teoría
se ve impedida a hacerlo.

En este trabajo, se estudia desde un enfoque topológico el FCA para que aportando
una estructura topológica a los datos se encuentren relaciones e información adicional, no
conocidas empleando únicamente el FCA.

Además, la base topológica construida para el conjunto de objetos corresponde a la
colección de extensiones de los conceptos formales del contexto formal, así mismo, la base
para el conjunto de atributos es precisamente la colección de intensiones del total de conceptos
formales, y se mostró que las bases construidas son isomorfas al retículo concepto, esto es
de gran utilidad en el momento de realizar cálculos porque en la actualidad hay software
desarrollado para calcular los conceptos formales y el retículo asociado a grandes volúmenes
de datos, o que permite construir la estructura topológica para cualquier contexto formal
hallando sus conceptos formales y utilizando software disponible en la actualidad.

La caracterización de los operadores topológicos hacen un aporte en la clasificación de los
datos, para no separarlos únicamente por conceptos formales, sino también poder estudiar
conjuntos particulares que sean de interés en los datos y su relación con otros elementos de
la tabla en investigaciones de cualquier tipo en el que utilicen el FCA.

Otro aporte del estudio topológico en el FCA es el poder analizar la continuidad entre
la información dada en dos contextos formales, basta considerar dos contextos formales con
estructura topológica y un funcional que los relacione, la continuidad del funcional estará
determinado por la relación entre objetos y atributos de cada contexto formal.

Se encontró en la práctica la necesidad de analizar no solo datos binarios sino también
difusos, en este sentido aparece en la teoría la extensión del FCA al FFCA (Análisis de
conceptos formales difusos). A diferencia del caso binario, en esta extensión se parte de
L´conjuntos, por tal motivo la topología a considerar debe ser una topología difusa. Esta
generalización abre las puertas a un mayor número de aplicaciones, sin embargo, tiene como
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limitación el poco desarrollo de software creado hasta la fecha para realizar los cálculos que
este involucra para datos difusos.

Se tuvo la dificultad de no contar con una aplicación propia para un volumen de datos
mayor al de los ejemplos considerados. Con esto se hubiese podido aportar resultados en un
área específica. Dicha aplicación se pensó hacerla en las propiedades físicas de los materiales,
pero se tuvieron las siguientes dificultades: primero no se encontró software disponible para
hacer los cálculos necesarios para el número de datos considerados y segundo no se obtuvie-
ron los datos completos del contexto formal para poder aplicar el método propuesto y dar
conclusiones sobre los resultados obtenidos en FFCA con estructura topológica.

7.1. Trabajo Futuro

A partir del trabajo realizado y de las dificultades encontradas durante el proceso podría
explorarse en los siguientes aspectos

‚ Trabajar con diferentes topologías difusas para la generalización del Análisis de Con-
ceptos Formales Difusos.

‚ Aplicar el método a problemas específicos con gran cantidad de datos, ya sea en el
campo académico o industrial. Con la observación de que se debe partir de datos
confiables para que los resultados obtenidos sean verídicos.

‚ Desarrollar algoritmos en lenguajes de programación como Python, MATLAB, Java
para el cálculo de los espacios topológicos propuestos en datos difusos y del retículo
concepto.

‚ Buscar más relaciones desde la representación de los contextos formales como grafo
bipartito y el retículo concepto, y así entrelazar la teoría de FCA, la Topología y la
Teoría de grafos y de retículos.

‚ Explorar más a fondo la continuidad en funciones de contextos formales, tanto para el
FCA como para el FFCA.
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A | Anexo A: Demostración Teorema bá-
sico sobre retículo concepto parte 1.
y parte 2.

A.1. Teorema básico sobre el retículo concepto parte 1.

Teorema. BpKq con K :“ pG,M, Iq es un retículo completo cuyos ínfimos y supremos
se pueden describir así:

Sea
C “ tpAt, Btq P BpKq | t P T u,

entonces el ínfimo de C es
ľ

C “

¨

˝

č

tPT

At,

˜

ď

tPT

Bt

¸II
˛

‚

y el supremo de C es
ł

C “

¨

˝

˜

ď

tPT

At

¸II

,
č

tPT

Bt

˛

‚

Demostración.
Sea C Ď BpKq.

C “ tpAt, Btq P BpKq | t P T u,
Primero veamos que

Ź

C y
Ž

C son conceptos formales en BpKq.

ľ

C “

¨

˝

č

tPT

At,

˜

ď

tPT

Bt

¸II
˛

‚

“

¨

˝

č

tPT

BI
t ,

˜

ď

tPT

Bt

¸II
˛

‚

“

¨

˝

˜

ď

tPT

BI
t

¸I

,

˜

ď

tPT

Bt

¸II
˛

‚
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Que es claramente un concepto formal, así
Ź

C P BpKq
Por otro lado

ł

C “

¨

˝

˜

ď

tPT

At

¸II

,
č

tPT

Bt

˛

‚

“

¨

˝

˜

ď

tPT

At

¸II

,
č

tPT

AI
t

˛

‚

“

¨

˝

˜

ď

tPT

At

¸II

,

˜

ď

tPT

At

¸I
˛

‚

Luego
Ž

C P BpKq.

1. Veamos que
ľ

C “

¨

˝

č

tPT

At,

˜

ď

tPT

Bt

¸II
˛

‚

es en efecto el ínfimo de
Ź

C

a) Sea pA0, B0q P C .
Es claro que

Ş

tPT At Ď A0 y por lo tanto

ľ

C “

¨

˝

č

tPT

At,

˜

ď

tPT

Bt

¸II
˛

‚ď pA0, B0q

Como pA0, B0q fue tomado arbitrario, se tiene que en efecto
Ź

C es cota inferior
de C .

b) Sea ahora, pA,Bq P BpKq tal que pA,Bq ď pAt, Btq para todo t P T , luego A Ď At

para todo t P T y esto equivale a que A Ď
Ş

tPT At y por lo tanto

pA,Bq ď

¨

˝

č

tPT

At,

˜

ď

tPT

Bt

¸II
˛

‚“
ľ

C

Así
Ź

C es la máxima cota inferior de C y con esto
Ź

C es el ínfimo.

2. Veamos ahora que
ł

C “

¨

˝

č

tPT

At,

˜

ď

tPT

Bt

¸II
˛

‚

es el supremo de
Ž

C
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a) Sea pA1, B1q P C .

A1 Ď
ď

tPT

At Ď

¨

˝

˜

ď

tPT

At

¸II
˛

‚

y con esto

pA1, B1q ď

¨

˝

č

tPT

At,

˜

ď

tPT

Bt

¸II
˛

‚

Con lo cual
Ž

C es cota superior de C .

b) Mostraremos que
Ž

C es la mínima de las cotas superiores. Sea entonces pA,Bq
con pAt, Btq ď pA,Bq para todo t P T , luego B Ď Bt para todo t P T , es decir

B Ď
č

tPT

Bt

con lo cual
ł

C “

¨

˝

˜

ď

tPT

At

¸II

,
ď

tPT

Bt

˛

‚ď pA,Bq

Por lo tanto
Ž

C es el supremo del conjunto C Ď BpKq.

Por lo tanto BpKq es un retículo completo.

A.2. Teorema básico sobre el retículo concepto parte 2.

Teorema básico sobre el retículo concepto (Parte 2.)
Un retículo completo L es isomorfo a BpKq con K :“ pG,M, Iq si y sólo si existen

aplicaciones

γ : G ÝÑ L µ : M ÝÑ L

tales que γ G es
Ž

-denso en L y µ M es
Ź

-denso en L. Y además

gImô γ pgq ď µ pmq para g P G, m PM

Demostración.

i) Primero haremos la demostración para el caso especial L “ BpKq.
Sea,

γ0 : G ÝÑ L

g ÝÑ ptguII , tguIq
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y

µ0 : M ÝÑ L

m ÝÑ ptmuI , tmuIIq

Veamos que gIm si y sólo si γ0pgq ď µ0pmq

Suponga que γ0pgq ď µ0pmq, es decir, suponga que

ptguII , tguIq ď ptmuI , tmuIIq

y esto se tiene si y solo si tguI Ą tmuII , pero tmu Ď tmuII , así tmu Ď tmuII Ď tguI ,
entonces tmu Ď tguI . Si y sólo si m P tguI y esto es equivalente a que gIm.

Ahora suponga que gIm, esto implica que m P tguI , es decir tmu Ď tguI y aplicando I
se tiene tmuI Ą tguII y esto se tiene, sí y sólo si ptguII , tguIq ď ptmuI , tmuIIq, lo cual
es tener γ0pgq ď µ0pmq.

Veamos ahora que γ pGq es
Ž

´Denso en L “ BpKq.

Sea pA,Bq P BpKq. Probemos que
ł

gPA

ptguII , tguIq “ pA,Bq “
ľ

mPB

ptmuI , tmuIIq

ł

gPA

ptguII , tguIq “ pp
ď

gPA

tguIIqII ,
č

gPA

tguIq

Veamos

˜

ď

gPA

tguII

¸II

“

¨

˝

˜

ď

gPA

tguII

¸I
˛

‚

I

“

˜

č

gPA

`

tguII
˘I

¸I

“

˜

č

gPA

tguIII

¸I

“

˜

č

gPA

tguI

¸I

“

¨

˝

˜

ď

gPA

tgu

¸I
˛

‚

I

“

˜

ď

gPA

tgu

¸II

Entonces con esta simplificación, debemos ver que
¨

˝

˜

ď

gPA

tgu

¸II

,

˜

ď

gPA

tgu

¸I
˛

‚“ pA,Bq
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Es claro que
Ť

gPA “ A, además AI “ B y AII “ A. Así
ł

gPA

`

tguII , tguI
˘

“ pA,Bq

Pero también
Ź

mPB

`

tmuI , tmuII
˘

“ pA,Bq, ya que

ľ

mPB

`

tmuI , tmuII
˘

“

¨

˝

č

mPB

tmuI ,

˜

ď

mPB

tmuII

¸II
˛

‚

Con el procedimiento anterior, es claro que

ľ

mPB

`

tmuI , tmuII
˘

“

¨

˝

˜

ď

mPB

tmu

¸I

,

˜

ď

mPB

tmuII

¸

˛

‚

tenemos B “
Ť

mPBtmu y A “ BI , B “ BII “ AI , con ello hemos probado que γ pGq
es

Ž

´Denso en BpKq y µ pMq es
Ź

´Denso en BpKq.

ii) Caso General.

Sea L un retículo completo isomorfo a BpKq. Entonces, existe un isomorfismo

φ : BpKq ÝÑ L

Definimos

γ : G ÝÑ L

g ÝÑ φ
`

ptguII , tguIq
˘

y

µ : M ÝÑ L

m ÝÑ φ
`

tmuI , tmuIIq
˘

Veamos que γ pGq es
Ž

´Denso en L.

Primero señalemos que γ “ γ0 ˝ φ

entonces γ
p
gq “ φpγ0pgqq,γ G “ φpγ0Gq, pero ya se probó que γ0pGq es

Ž

´Denso en
BpKq (1).
Sea entonces D P L, luego exite pA,Bq P BpKq tal que φppA,Bqq “ D, pero por (1)

pA,Bq “
ł

gPA

`

tguII , tguI
˘

,
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luego

φpA,Bq “ φ

˜

ł

gPA

`

tguII , tguI
˘

¸

“ D

Como φ es isomorfismo de retículos,

φ

˜

ł

gPA

`

tguII , tguI
˘

¸

“
ł

gPA

`

φ
`

tguII , tguI
˘˘

“ D

con esto tenemos que γ G es
Ž

´Denso en L.

Análogamente µ “ µ0 ˝ φ, µ pMq “ φpµ0pMqq con µ0pMq
Ź

´Denso en BpKq. Si
D P L, escribimos φppA,Bqq “ D para algún concepto pA,Bq P BpKq, pero

pA,Bq “
ľ

mPB

ptmuI , tmuIIq

con ello

φppA,Bqq “ φ

˜

ľ

mPB

ptmuI , tmuIIq

¸

“ D

“
ľ

mPB

`

φptmuI , tmuIIq
˘

“ D

En consecuencia µ M es
Ź

´denso en L.

Ahora veamos que gIm si y sólo si γ pgq ď µ pmq,

γ pgq “ φpγ0pgqq y µ pmq “ φpµ0pmqq

ya vimos que gIm si y sólo si γ0pgq ď µ0pmq, entonces tenemos

gImô γ0pgq ď µ0pmq ô φpγ0pgqq ď φpµ0pmqq

ô γ pgq ď µ pmq (Por que φ es un isomorfismo)

Así ha quedado demostrado que si un retículo completo L es isomorfo a BpKq entonces
existen

γ : G ÝÑ L µ : M ÝÑ L

tales que γ G es
Ž

´Denso en L y µ M es
Ź

´Denso en L y gImô γ pgq ď µ pmq

En la otra dirección, sea L un retículo completo y sean

γ : G ÝÑ L µ : M ÝÑ L

tales que γ G es
Ž

´Denso en L y µ M es
Ź

´Denso en L y gImô γ pgq ď µ pmq.
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Veamos que L es isomorfo a BpKq.
Definimos φ : BpKq ÝÑ L, tal que

φpA,Bq :“
ł

tγ pgq | g P Au

Veamos que φ preserva el orden. Entonces, sean pA1, B1q, pA2, B2q P BpKq con pA1, B1q ď

pA2, B2q. Luego A1 Ď A2 y con ello γ pA1q Ď γ pA2q y si esto sucede se tiene que el
supremo de γ pA1q es menor o igual al supremo de γ pA2q, es decir

ł

γ pA1q ď
ł

γ pA2q luego

φpA1, B1q ď φpA2, B2q

Así φ preserva el orden.

Ahora, veamos que también existe φ´1 y que éste preserva el orden.

Definimos
ψx :“ ptg P G | γ pgq ď xu, tm PM | x ď µ pmquq

con x P L, veamos que ψx es un concepto de BpKq.
Veamos que

tg P G | γ pgq ď xu “ ptm PM | x ď µ pmquqI y

tm PM | x ď µ pmqu “ ptg P G | γ pgq ď xuqI

i) Sea

h P tg P G | γ ď xu ô γ phq ď x

ô γ phq ď µ pnq para todo n P tm PM | x ď µ pmqu

ô hIn para todo n P tm PM | x ď µ pmqu

Lo cual es equivalente a que h P ptm PM | x ď µ pmquqI .
Ahora, sea

n P tm PM | x ď µ pmq ď xu ô γ phq ď x

ô γ phq ď µ pnq para todo n P tm PM | x ď µ pmqu

ô hIn para todo h P tg P G | γ pgq ď xu

ô n P ptg P G | γ pgq ď xuqI

Luego ψpxq P BpKq.
Ahora, veamos que ψ preserva el orden.
Sean x, y P L con x ď y. Consideremos el conjunto

tg P G | γ pgq ď xu
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si h P tg P G | γ pgq ď xu, entonces γ phq ď x, así γ phq ď y, con lo que
h P tg P G | γ pgq ď yu, así

ψpxq : “ ptg P G | γ pgq ď xu, tm PM | x ď µ pmquq

ď ptg P G | γ pgq ď yu, tm PM | y ď µ pmquq “ ψpyq

Por lo tanto si x ď y entonces ψpxq ď ψpyq.
Veamos ahora que φ´1 “ ψ

φpψpxqq “
ł

tγ pgq | g P G^ γ pgq ď xu “ x

donde γ G es
Ž

´denso en L.

φpA,Bq “
ľ

tµ m | m P Bu

y sabemos que µ pMq es
Ź

´denso en L, así

ψpφpA,Bqq “ ψ
´

ľ

tµ m | m P Bu
¯

“

´

tg P G | γ pgq ď
ľ

tµ m | m PMuu,

tg P G | γ pgq ď
ľ

tµ m | m PMuuI
¯

“

´

tg P G | γ pgq ď µ pmq para todo m P Bu,

tg P G | γ pgq ď µ pmq para todo m P BuI
¯

“
`

tg P G | gIm para todo m P Bu, tg P G | gIm para todo m P BuI
˘

“
`

B,BII
˘

“ pA,Bq

Así ψ “ φ´1 y con ello hemos probado que φ : BpKq ÝÑ L es un isomorfismo de
retículos completos
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B | Anexo B: Software para el Análisis
de Conceptos Formales

B.1. Software para hallar conceptos formales y su retícu-
lo concepto

Para encontrar conceptos formales y construir su retículo concepto a partir del contexto
formal, el usuario puede hacerlo mediante un Demo o descargando un programa especializado.
A continuación se mencionan los más utilizados y se indican sus instrucciones.

B.1.1. Demos

Los demos son para uso online y permiten realizar tareas sencillas rápidamente. Los más
conocidos para el análisis de conceptos formales son

‚ FcaStone online demo Este demo permite escribir un contexto formal de máximo
4 objetos y 4 atributos, por defecto el demo trae el ejemplo que se muestra en la
figura B.1.1 , pero los nombres pueden ser modificados y la relación. Tiene la opción de
mostrar el retículo como imagen en formato png o en formato svg. Adicionalmente, se
puede invertir la relación marcada. Además el demo permite combinar dos contextos
con la opción de intersectarlos o unirlos y mostrar su retículo correspondiente.

‚ Concept Neighbourhoods in Roget’s thesaurus Este demo tiene una casilla don-
de se Escribe cualquier palabra (en inglés) para ver los conceptos vecinos de la palabra
en el Tesauro de Roget y presenta el retículo que ilustra la relación entre las palabras
en los siguientes formatos png, svg, cxt, cex, csc.

‚ KFCA demo Esta página cuenta con un demo online para ingresar la matriz de
relación, las etiquetas de los objetos y de los atributos, con dos opciones de entrada de
matrices, el primero en formato MATLAB como lo muestra la figura B.1.1 y el segundo
en CSV. Después de llenar las casillas el demo presenta el retículo concepto.

‚ Confexplore demo (requiere Adobe Air) Confexplore es un demo muy amigable con
el usuario, funciona de la siguiente manera. Primero se ingresan los nombres de los
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Figura B.1: Demo FcaStone

Figura B.2: KFCA demo - opción MATLAB

objetos separados por una coma e igualmente se ingresan los nombres de los atributos.
Seguido a esto, se marca la relación entre objetos y atributos. Entre las opciones que
presenta el demo esta ver las implicaciones del contexto y visualizar el retículo.

B.1.2. Software para descargar

Para uso frecuente y desarrollo de tareas más elaboradas es recomendable instalar un
software especializado en FCA. Los siguientes programas pueden descargarse fácilmente y
entre las herramientas que ofrecen están: la creación de contextos formales binarios y difusos
en varios formatos, generación y visualización del retículo concepto para ambos tipos de
contextos y el cálculo de reglas de asociación, entre otras. Para descargar e instalar cualquiera
de ellos puede seguir el enlace que aparece en el nombre del programa.

‚ FcaStone. Es un software para la generación de retículos, permite la conversión de
formatos de archivos de FCA y mejora la interoperabilidad del software de edición
gráfica. Usa Graphviz.
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Figura B.3: Confexplore demo

‚ Galicia. Construye el retículo con la opción de varios algoritmos, trabaja también
reglas de asociación. permite guardar los contextos binarios o multi-valuados. Es una
plataforma de código abierto multi-herramienta para crear, visualizar y almacenar
retículos conceptos. Cuenta con un conjunto de métodos algorítmicos FCA para la
construcción de retículos y para el diseño y extracción de reglas de asociación.

‚ Eclipse’s Relational Concept Analysis. El programa ofrece importación de con-
textos formales de archivos CSV, algoritmos que calculan el retículo de un contexto
formal y permite exportar el retículo a JPG, PNG, EPS y SVG.

‚ FCALGS. Es una colección de herramientas independientes de desarrollo de algo-
ritmos para el análisis del conceptos formales. Estas herramientas se implementan en
línea de comandos para el cálculo de los conceptos formales.

‚ In-Close. Muy similar a FCALGS, In-Close permite la producción de conceptos en
archivo de formato cxt. desde una terminal de comandos.

‚ Lattice Miner. Es un prototipo de minería de datos para crear, visualizar y explorar
retículos conceptos. Además, permite la generación de conceptos formales y reglas de
asociación.

B.2. Otro software relacionado con FCA

En esta sección se presentan otros programas útiles para el trabajo con el análisis de
conceptos formales, clasificados en cuatro grupos.

B.2.1. Java

A continuación se presentan software relacionado con el FCA que trabajan con Java.

‚ ToscanaJ. Es un visor, navegador y editor de esquemas conceptuales sobre bases
de datos, optimizado para un público no técnico. Viene con herramientas adicionales
para la creación y el análisis de los datos. Las cuatro herramientas principales son:
ToscanaJ, Elba, Siena y Lucca. En el enlace puede encontrar las especificaciones de
cada herramienta.
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‚ ConExp. Es un proyecto para el uso del FCA con ayuda integrada Java. ConExp
tiene diferentes reimplementaciones: ConExp FX por Francesco Kriegel, ConExp-NG,
por Robert Jäschke y Conexp-clj por Daniel Borchmann.

El software en general permite crear contextos formales, calcular el número de conceptos
formales, calcular el retículo, el conjunto de implicaciones Duquenne-Guigues y reglas
de asociación. Además tiene la opción de actualizar todo lo anterior a medida que se
modifica el contexto. ConExp también proporciona la capacidad de construir el retículo
correspondiente a un subcontexto del contexto original.

Sus reimplementaciones proponen nuevas herramientas y facilitan al usuario el manejo
y mantenimiento.

‚ Lattice Drawing Software. Es un elemento Java para la generación automática
de diagramas reticulares desde la representación abstracta del retículo (o el conjunto
parcialmente ordenado).

‚ FcaJava. Es un plugin de Eclipse que implementa una técnica semi-automática que
ayuda a la refactorización de una jerarquía en grupos de rasgos. FCAJava es libre y de
código abierto, bajo la licencia GNU GPL.

B.2.2. Python

‚ Paquete python para FCA. Es una herramienta Python para el uso del FCA.
Desarrollado en HSE, Rusia por A. Revenko.

‚ Concepts. Es una implementación simple de Python para el FCA desarrollada por
S. Bank. Permite crear contextos formales, calcular conceptos formales y generar y
visualizar el retículo concepto.

‚ Yacaree. Es un entorno de experimentación de reglas de asociación basado en clausuras
y escrito en Python. Es útil para explorar las reglas de asociación e implicaciones
parciales sobre conjuntos de datos transaccionales; yacaree ajusta por si mismo los
parámetros internos para tratar de ofrecer una salida lo más útil posible.

B.2.3. LATEX

‚ csx2tikz. Es un software libre que convierte diagramas de línea de csx a tikz, es un
buen complemento para ToscanaJ, pues convierte desde ToscanaJ a formato TikZ para
su posterior procesamiento con LATEX. Los nodos de conceptos y las etiquetas de objeto
y atributo se configuran como nodos TikZ con diferentes estilos con nombre ’concepto’,
’aLabel’ y ’olabel’, respectivamente.

‚ Estilo LATEXFCA. El archivo de estilo fca.sty es de gran utilidad para la elabora-
ción de documentos escritos con LATEXsobre el Análisis de Conceptos Formales. Ofrece
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soporte para hacer diagramas de contextos formales, retículos y contiene macros para
algunos símbolos FCA de uso frecuente.

B.2.4. Otros

‚ Camelis. Este software es una implementación de Sistemas de Información lógicos
(LIS) basado en FCA. Un LIS permite organizar automáticamente los datos dada una
indexación de objetos por propiedades lógicas, y combinar las consultas booleanas y la
navegación no jerárquica en la búsqueda de información.

‚ Lattice Navigator. Es una extensión de FCA para trabajar en Excel. Permite la
visualización y edición de contextos ordinarios y contextos difusos (ver [6]) y sus co-
rrespondientes retículos.

‚ epi-ACE. Es una herramienta para examinar la estructura de datos jerárquica de
pequeños conjuntos de datos epidemiológicos. Facilita escalar atributos, importar datos
y dibujar retículos en 3D. Sus fundamentos matemáticos están en FCA.

‚ GaloisExplorer. Proporciona una interfaz fácil de usar para las funciones básicas del
Análisis de Conceptos Formales con diferentes algoritmos de generación de retículos y
un visor interactivo para explorar retículos diseñados en 3D.

‚ Coron System. Funciona como software para minería de datos. Coron es un dominio
y plataforma independiente, multi-propósito que incorpora no solo una rica colección
de algoritmos de minería de datos, sino también permite un número de operaciones
auxiliares. Cuenta con un conjunto de herramientas de minería de datos diseñados
específicamente para la generación y extracción de reglas de asociación. También pro-
porciona soporte para la preparación y el filtro de datos, y para interpretar las unidades
extraídas del conocimiento.
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