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Modelo tridimensional de Lattice Boltzmann para potenciales

electrodinamicos

Por FABIAN RICARDO VARGAS

Este trabajo construye e implementa un modelo de lattice Boltzmann (LBM) para si-
mular la evolucién de los potenciales electromagnéticos producidos por cualquier distri-
bucién de corriente dada. El modelo reproduce en el limite continuo las ecuaciones de
onda con fuente que gobiernan el comportamiento de los potenciales electromagnéticos
en el gauge de Lorentz, junto con la ecuacién de conservacién de la carga, que calcula la
densidad de carga para la distribucion de corriente. La estrategia consiste en modificar
el modelo de lattice Boltzmann para ondas de manera que se puedan incluir fuentes,
y luego utilizar cuatro de estos modelos para simular la evolucién del potencial esca-
lar ¢ y de las tres componentes del potencial vector A Finalmente, un LBM adicional
se encarga de calcular la densidad de carga de manera que se cumpla la ecuaciéon de
conservacion. El conjunto reproduce exitosamente los potenciales y los campos electro-
magnéticos generados por un dipolo eléctrico oscilante, y sus resultados coinciden tanto
con las expresiones analiticas para el campo magnético como con los resultados obtenidos
por el método FDTD (Finite Difference Time Domain). El modelo propuesto extiende
las ventajas de los LBM al cédlculo de potenciales electromagnéticos, con muchas posi-
bles aplicaciones en el futuro. Por lo tanto, constituye una alternativa valiosa para la
simulacién numérica en electrodindmica y un aporte en el desarrollo de estos métodos

de simulacién.


 (http://www.unal.edu.co)
http://ciencias.bogota.unal.edu.co/)
http://ciencias.bogota.unal.edu.co/departamentos/fisica)

UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA

Resumen

Facultad de Ciencias

Departamento de Fisica, Unal- Bogota
Magister en Ciencias— Fisica

Modelo tridimensional de Lattice Boltzmann para potenciales

electrodinamicos

Por FABIAN RICARDO VARGAS

This work develops and implements a lattice Boltzmann model (LBM) to simulate the
evolution of the electromagnetic potentials produced by any given distribution of current
density. The model reproduces in the continuous limit the wave equations with sources
driving the behavior of the electromagnetic potentials in the Lorentz’s gauge, together
with the conservation of charge equation, which computes the density of charge for the
distribution of current density. The strategy consisted in modifying a lattice Boltzmann
for waves, so that sources could be included and, then, in using four of these models
to simulate the evolution of the scalar potential ¢ and the three components of the
potential vector A. Finally, an additional LBM computes the density of charge so that
the equation of conservation is fulfilled. The set successfully reproduces the potentials
and the electromagnetic fields generated by an electrical oscillating dipole, and its results
agree very well with the analytical expressions for the magnetic field and with the results
obtained by the FDTD (Finite Difference Time Domain). The proposed model extends
the advantages of the LBM to the simulation of electromagnetic potentials and makes
possible many alternatives of future development. Therefore, it constitutes a valuable
alternative for the numerical simulation in electrodynamics and a contribution in the

development of lattice Boltzmann models.
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Introduccion

La evolucién temporal de campos electromagnéticos es el mecanismo fundamental pa-
ra entender el funcionamiento de sistemas electromagnéticos que no trabajan alrededor
de una frecuencia principal fija. Ejemplos son las antenas de descarga [1],[8], [12] , los
pararrayos [1-2], y los sistemas de conmutacién de alta potencia [1],[5]. Incluso la mi-
niaturizacién que ha alcanzado la microelectrénica hace comparables las longitudes de
onda con las dimensiones del circuito, y su funcionamiento no es entendible si no se
considera en detalle como evolucionan los campos electromagnéticos dentro de él. La
evolucién temporal de los campos se resuelve integrando en el tiempo las ecuaciones
de Maxwell, pero ésto no es un trabajo sencillo, ya que las geometrias de los sistemas
de interés suelen ser demasiado complicadas como para permitir una solucién analitica
[17]. La simulacién numérica aparece entonces como la mejor opcién para estudiar dichos

sistemas [1],[7],[13].

El método cominmente usado para la simulacién de campos electromagnéticos es el
método de diferencias finitas en el dominio del tiempo (FDTD) propuesto por Yee [18],
que contempla el uso de dos rejillas desplazadas media celda en el espacio: una para
el campo eléctrico E y otra para el campo magnético B. En este método cada celda
"pregunta.? las celdas vecinas sus valores para calcular la evolucién del valor central
para calcular las derivadas espaciales de los campos, lo que dificulta el paralelizar el
sistema en tarjetas graficas. En anos recientes ha surgido una alternativa con el método
Lattice-Boltzmann (LBM). Este es un tipo de autémata celular en el que los contenidos
de las celdas evolucionan siguiendo la ley de transporte de Botlzmann, y ha sido muy
util para la simulacién de fluidos [20], la ecuacién de Schrodinger [17], la difusién [26],
las ondas [22] y los campos electromagnéticos [15]. En especial, el LBM para campos
electromagnéticos simula la ecuacién de Faraday y Ampere y la conservacion de la carga.
Las ecuaciones de Gauss eléctrica y magnética solo se cumplen a cada paso de tiempo
si las condiciones iniciales las cumplen. Esto es un problema en simulaciones, pues des-
pués de cierto tiempo los errores numéricos se acumulan y ley de Gauss magnética y

electrica dejan de cumplirse. Sin embargo, el modelo muestra ser diez veces mas rapido
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y utilizar tres veces menos memoria que el FDTD. Trabajos posteriores redujeron el uso

de memoria seis veces mas [17].

Otra alternativa de simulacién consiste en desarrollar un LBM para los potenciales
electromagnéticos ¢ y A y, a partir de ellos, derivar los campos E y B [1],[16]. En efecto,
de esta manera se cumplen automaticamente la ley de Gauss magnética y la ley de
Faraday. Los potenciales electromagnéticos en el gauge de Lorentz cumplen ecuaciones
de onda con fuente: tres para A y una para ¢, que se acoplan por medio de la ecuacién
de conservacién de la carga. Por su parte, existen LBM que reproducen la ecuacién de
onda [25], lo que sugiere que seria posible construir un LBM que reproduzca la evolucién

de los potenciales electromagnéticos.

El objetivo de este trabajo es desarrollar un LBM que reproduzcan la evolucién temporal
de los potenciales electromagnéticos para una cualquier distribucién de corriente dada. El
método consiste en modificar el modelo de lattice Boltzmann para ondas de manera que
pueda incluir las densidades de carga y corriente como fuentes, y utilizar cuatro de estos
modelos para simular los potenciales. Las densidades de carga y corriente deben estar
acopladas a su vez por un LBM adicional que calcule la densidad de carga y garantice
que se cumple la ecuacion de continuidad. De esta manera habremos construido un
método para simular los potenciales electromagnéticos basado integramente en modelos
de lattice Boltzmann. Para ponerlo a prueba se simulardan los potenciales generados por

un dipolo eléctrico oscilante.

En el capitulo uno se exponen las ecuaciones de Maxwell y la solucién teérica de los
campos electromagnéticos para un dipolo oscilante. En el capitulo dos se define qué
es un modelo de lattice-Boltzmann y se describe en especial el LBM que reproduce la
ecuacién de onda, explicando en detalle como y por qué funciona. En el capitulo tres
se propone como modificar este modelo de ondas para introducir un término de fuente.
El nuevo LBM modificado es puesto a prueba en este mismo capitulo reproduciendo
en dos dimensiones la propagacion de las ondas generadas por una fuente puntual y
comparando sus resultados con los del método FDTD y con la solucién tedrica obtenida
en términos de funciones de Bessel. Este modelo modificado es usado en el capitulo cuatro
para simular las ecuaciones de onda con fuente que rigen la evolucién de los potenciales
electromagnéticos, incluyendo ademéds un LBM adicional que calcula la densidad de
carga para una densidad de corriente dada a través de la ecuacién de continuidad. El
modelo acoplado se pone a prueba simulando en tres dimmensiones los potenciales y los
campos electromagnéticos generados por un dipolo oscilante. Los resultados obtenidos
se comparan nuevamente con las soluciones tedricas y con la simulacion en diferencias
finitas por el método FDTD. Finalmente, el capitulo cinco presenta las conclusiones y

recomendaciones obtenidas en el desarrollo del trabajo.



Capitulo 1

Potenciales Electromagnéticos

1.1. Ecuaciones de Maxwell

Las ecuaciones de Maxwell fueron uno de los grandes éxitos en el desarrollo de la fisica
clésica. El fisico James Clerk Maxwell [1], de quien reciben su nombre, logré recopilar
y formalizar matematicamente todos los fenémenos eléctricos, magnéticos y épticos co-
nocidos hasta entonces en un conjunto de cuatro ecuaciones que permiten comprender
el comportamiento de los campos electromagnéticos y, mas importante atin, predecir
nuevos fenémenos, como por ejemplo las ondas electromagnéticas, incluso antes de su
descubrimiento experimental [2]. Toda nuestra tecnologia actual, desde la energia eléctri-
ca en nuestros hogares, la maquinaria en la industria y las telecomunicaciones, hasta los
circuitos eléctricos y electronicos, los celulares, el internet y muchas méas que damos por
sentado en nuestra vida cotidiana, estan basadas en el comportamiento de los campos
eléctricos y magnéticos predicho por las leyes de Maxwell. Aunque Maxwell completd
el formalismo matematico, sus resultados sintetizan el arduo trabajo de anos atrds de
Coulomb, Gauss, Ampere y - muy especialmente - Faraday [3], quienes contribuyeron

con avances experimentales y tedricos.

La primera ecuacién de Maxwell, la ley de Gauss, establece que para cualquier superficie
cerrada el flujo total de campo eléctrico E a través de ella es proporcional a la carga

eléctrica neta encerrada en su interior [1],

f;ﬁ-da:Q : (1.1)

€0

donde s es la superficie, ), la carga encerrada y €y es una constante llamada la per-
mitividad eléctrica del vacio. Este concepto tiene en cuenta la idea de Faraday de la

existencia de lineas de campo que ”salen”de las cargas positivas y .®“tran.2 las cargas
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negativas, y establece que las cargas son fuentes o sumideros de las lineas de campo
eléctrico. La ley de Coulomb, que describe la interaccion electrostdtica, resulta ser un
caso particular que puede derivarse a partir de la ley de Gauss. Para ello consideremos
una superficie esférica de radio r alrededor de una carga estdtica puntual. Por simetria,
el campo eléctrico tiene la misma magnitud sobre toda la superficie de la esfera y es
perpendicular a la superficie en todo punto. Por lo tanto la Ec 1.[1-3] aplicada sobre

esta superficie resulta ser

E(4nr?) = q ,
€0

E - 4

Admeg r2

que es la ley de Coulomb. Usando el teorema de la divergencia (Gauss-Ostrogradsky)|[3],

fﬁ-dd:/v-ﬁdv : (1.2)
s \4

donde V es el volumen encerrado por la superficie s, la ley de Gauss se puede escribir

que nos dice que

como

/V-Edv: Ly % (1.3)
\% v €0

que, al cumplirse sobre cualquier volumen, nos lleva a concluir que

v E=L | (1.4)
€0

que se conoce como la forma diferencial de la ley de Gauss.

La segunda expresién de Maxwell, la ley de Gauss para campos magnéticos, nos dice
que el flujo magnético a través de cualquier superficie cerrada siempre es igual a cero.
Esta ley refleja el hecho experimental de que las lineas de campo magnético son siempre
cerradas, es decir que, a diferencia del campo eléctrico, no hay cargas magnéticas (mo-
nopolos magnéticos) de los cuales las lineas de campo puedan ”salir.? .*trar”. En forma

diferencial, esta ecuacién se escribe como

V-B=0 . (1.5)

La tercera ecuacién de Maxwell es la llamada ley de Faraday, o ley de induccién elec-
tromagnética. El descubrimiento de esta ley se di6 a través de un montaje experimental
que consistia de dos bobinas de diferente area. Al hacer circular una corriente eléctrica
en la bobina de menor tamano, se generaba un campo magnético. Luego, esta bobina se
movia dentro de la de mayor tamano. El movimiento inducia una corriente en la bobi-

na mayor, que era detectada por un galvanémetro. La ley de Faraday establece que el
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voltaje inducido en un circuito cerrado es directamente proporcional a la variacién del
flujo del campo magnético que atraviesa la superficie del circuito. En forma diferencial,

ley se puede escribir como

. 9B

que nos dice que, en general, el campo eléctrico no es conservativo. El desarrollo ma-
tematico de la ley no estuvo al alcance de Faraday, ya que a pesar de ser un prodigioso
experimentalista carecia de la formacién matematica suficiente para formalizar dicha
ley. Este trabajo lo llevé a cabo Maxwell. El signo negativo en la expresién representa
la llamada ley de Lentz, que nos dice que la corriente eléctrica generada por induccién
produce campo magnético que se opone al que la genera. Cabe resaltar que antes de los
experimentos de Faraday ya se tenia conocimiento de la existencia de efectos magnéticos
generados por corrientes eléctricas, como lo era el experimento de Oersted, que ilustraba
que una aguja magnética se desvia al estar en cercanias de un conductor por el cual

fluye una corriente eléctrica. La ley de Faraday hace lo inverso.

Finalmente, la cuarta ecuaciéon de Maxwell es la denominada ley de Ampeére-Maxwell.
Basado en los experimentos de Oersted, Ampere demostré que si se colocan dos conduc-
tores paralelos por los cuales fluye una corriente eléctrica, éstos sentian una interaccién
magnética que depende de la direccion de la corriente: si las corrientes son paralelas,
los conductores se atraen, y si las corrientes van en sentido opuesto, los conductores se
repelen. La ley Ampere postula que la circulaciéon del campo magnético a lo largo de una
curva cerrada es proporcional a la intensidad de la corriente que atraviesa la superficie

limitada por la curva. En forma diferencial, ésto se puede escribir como

— -

VxB(r) = pedJ(r) , (1.7)

donde g es una constante que se conoce como la permeabilidad magnética en el vacio,
y J es la densidad de corriente. Sin embargo, esta ecuacién resulta incompleta, pues no
predice la conservacién de la carga. En efecto, tomando divergencia a ambos lados, y
recordando que la divergencia de un rotacional es cero, se obtiene que V - J = 0, que
impide que la carga se pueda acumular dentro de una superficie cerrada. Consciente de

ésto Maxwell agregé un segundo término a la ley de Ampere, que se convierte en

L . OF
V X B = pupd + M()EOE . (18)

Si tomamos divergencia a ambos lados, esta ecuacién se convierte en

o—ﬁ.f+60§t (v-E) . (1.9)
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donde hemos utilizado el hecho de que las derivadas temporales y espaciales se pueden
intercambiar (principio de conmutabilidad de los operadores). Finalmente, la divergencia

del campo eléctrico se puede reemplazar de la ley de Gauss, para obtener

dp

v - J 4+ 2L = 1.1
VT gr=0 . (1.10)

que se conoce como ley de conservacién de la carga.

Este conjunto de cinco ecuaciones diferenciales parciales acopladas de primer orden,
junto con las condiciones de fronteras adecuadas, permiten definir el estado y la evolucién
del campos electromagnéticos ' y B para una distribucién cualquiera de densidad de

corriente, y resume toda la electrodinamica clasica:

L -_v.J (1.11)

1.2. Potenciales ¢ y A

El objetivo es encontrar los campos electromagnéticos E y B producidos por una dis-
tribucién de corriente dada. El primer paso para la solucion consiste tradicionalmente
en definir potenciales: el potencial escalar ¢ y el potencial vectorial ff, a partir de los
cuales se pueden calcular los campos electromagnéticos, y cuya solucién se supone mas
sencilla. Vale la pena senalar que al describir los fenémenos electrodindmicos mediante
estos potenciales no cambia en general la fisica de los fenémenos, ya que las cuatro ecua-
ciones de primer orden, que son las leyes de Maxwell, se transforman en dos expresiones

de segundo orden, como veremos mas adelante.

Para escribir los campos en funcién de los potenciales partimos de la ley de Gauss
magnética,

V-B=0 . (1.12)

Como la divergencia del rotacional de un campo es cero, podemos suponer que el campo

magnético es el rotacional de un campo vectorial A,

— -

B=V x A4, (1.13)
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que se conoce como potencial vector. Reemplazando esta expresion en la ley de Faraday,

> o 0B
VxE = T
obtenemos
L 0 /o . L 9A
VXE = —a<VXA) ,VX<E+at>—O,

donde hemos intercambiado el orden entre derivadas temporales y espaciales [4]. Como
el rotacional del término entre paréntesis es cero, podemos asumir que este término es

igual al gradiente de un campo escalar ¢,
E+2-=-Vo . (1.14)
Las Ec.(1.14) y Ec.(1.13) permiten calcular los campos electromagnéticos E y B a partir

de los potenciales A y .

Si sustituimos en la ley de Gauss

la expresién para E en funcién de los potenciales (1.14), obtenemos

A P
() e

_v? _gt<v.g> _ (1.15)

En esta expresion se observa que A y ¢ estan relacionadas con la densidad de carga(o

de corriente).

Reemplazando igualmente las expresiones para E y Benla ley de Ampere

—

or J

o =
VxB=— ,
¢ 8t+60

(donde hemos sustituido la velocidad de la luz ¢ = \/ﬁ), obtenemos

- . 0A J
2 Y o A _ v
cVX(VXA) m(w at)-q) ,
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que, usando la identidad vectorial V x (6 X ff) = V24 + 6(6 . _‘) se puede escribir
como . .
- - 0 0°A  J
22 2
—c*V°A V(V-A)+ =V — = —
¢ + VI ) ot o+ o2 e
Como lo unico que esta definido del potencial vector es su rotacional, la divergencia se

puede escoger libremente. Si escogemos

1 96

G109
v 2ot

(1.16)

que se conoce como el Gauge de Lorentz [2], las ecuaciones anteriores se desacoplan,

convirtiéndose en

S 1824 J
2
VA-Sar T Toa (1.17)
10% p
2
Vio-age T o - (1.18)

Las anteriores ecuaciones para A y ¢ son ecuaciones de onda con fuente, y son las
ecuaciones que intentaremos simular por el método de lattice-Boltzmann. Su solucién

tedrica son los potenciales de Lienard-Wiechert [1],

1 qc
o(rit) = _ 1.19
(79) Ameg re — ! -G (1.19)
Ay = 092 (1.20)

AT e — ol - i

donde ¥ es la velocidad de la carga en el tiempo retardado, y 7 es el vector desde la
posicién retardada hasta el punto de campo 7. En efecto, como la electrodinamica es
una teoria local, la informacién tarda un tiempo en propagarse desde un lugar a otro,
pues las perturbaciones en los campos viajan a la velocidad de la luz. Este es el punto

inicial para las ecuaciones de Lienard-Wiechert.

1.3. Campos electromagnéticos para dipolo eléctrico osci-

lante

Supongamos que tenemos dos esferas de metal cargadas, separadas por una distancia d,
conectadas mediante un cable delgado. Asumiendo que el sistemas es neutro, la carga
de las esferas ha de ser opuesta, de modo que en un tiempo ¢t una de las esferas tiene

una carga ¢(t) mientras la otra tiene una carga —¢q(t). Asumamos que la carga va de un
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lado a otro a través del cable con una frecuencia w,
q(t) = qo cos(wt)
con lo que el momento dipolar resulta ser
P, = pocos(wt)z

con

Po = qod

F1cura 1.1: Dipolo eléctrico oscilante, grafica tomada de [1]

El potencial retardado en un punto r es

1 {qocos[w<t—r+/6)]_quOS[w(t—T'—/C”} : (1.21)

e Ty r_

donde r4 y r_ son las distancias de las cargas positiva y negativa al punto de observacion,

respectivamente,

re =+/r2 Frdcosf + (d/2)2 . (1.22)

Si el punto de observacién estd lejos (d < r), podemos expandir la expresién Ec.(1.22)

en una seria de Taylor para cz y obtenemos

dcosf  sin’@

= d*+ ...
HETE T 8r * ’
que tomando hasta primer orden, se reduce a
d
re =r(lF oy, €0 g) . (1.23)
r

De forma similar,

cos[w(t —ry/c)] = cos|w(t —r/c)] + (;)—f cos@sinfw(t —r/c)] . (1.24)
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Usando el teorema de la suma de dngulos, podemos escribir la anterior ecuacién como
wd . o wd
cos|w(t — ry/c)] = cos[w(t — r/c)] cos(2— cos ) F sin[w(t — r/c)] 8111(2— cosf)
c c

En este punto, la expresién para el potencial sigue siendo muy complicada. Por ello se
realiza una segunda aproximacion, que consiste en suponer que el tamano del dipolo es
mucho menor que la longitud de la onda, d < . Asf, teniendo en cuenta que sin = 6

y cosf = 1 para 0 < 1, tendremos
wd .
coslw(t —ry/c)] = coslw(t —r/c)] F % cosOsinjw(t —r/c)| . (1.25)
c
Reemplazando las ecuaciones Ec.(1.23) y Ec.(1.25) en Ec.(1.21), se obtiene el potencial

para el dipolo eléctrico oscilante,

o(r,0,t) = pZ;;)OsTQ_c;J sinfw(t —r/c)] + %cos[w(t —r/c)] . (1.26)

Finalmente, se realiza una ultima aproximacién para las zonas a distancias grandes de
la fuente, también llamada zona de radiacién, r > £. En tal caso, el segundo término,

que decrece como %2, se puede despreciar, y el potencial en esta regién se reduce a

pow ,cosb

(

dme,c” T

o(r,0,t) = ) sin[w(t — r/c)]. (1.27)

Para calcular el campo eléctrico debemos conocer el potencial vector A, que esta deter-

minado por la corriente que circula por el cable,

- d
I(t) = d—zé = —qowsin(wt)Z, (1.28)
de la siguiente manera;:
> Lo J - po (% —gowsinjw(t —r/c)|2
A(r,t) = /dr'3A(r, t) = / dz . (1.29)
A ) r—1' 4T J_qs2 r
En coordenadas esféricas,
Alr,0,1) = “Zii“ sinfw(t — /)2 . (1.30)



Chapter 1. Potenciales Electromagnéticos 11

Con el potencial escalar ¢ (Eq.(1.27)) y el potencial vector A (Eq.(1.30)) podemos

calcular los campos eléctricos y magnéticos, que resultan ser

= oA B popow? [sin@ N
E=-V¢— 5% = 4 <r> (cos[w(t —r/c)))0 (1.31)
B=VxA = J“ﬁfzﬂ (S“;e> (coslw(t —r/c)))é . (1.32)

Estos son los campos que esperamos poder reproducir con nuestras simulaciones.

§

.

R N\

Acaéz:::>§§§§i
AN
D \BQ

/zéo
i

I

———=

—

e

//ﬁ
.

7

i

7
7,
4

e
=

¥ eoll)
——
S s

/?///
L
Y
7/

—

FicUuraA 1.2: Curvas de igual intensidad para el campo magnético producido por un
dipolo oscilante, sobre el plano perpendicular al dipolo Eq.(1.31)



Capitulo 2

Modelos de Lattice Boltzmann

2.1. ;Qué es un modelo de Lattice Boltzmann?

El método de lattice Boltzmann surge a partir de los llamados gases de red (LGCA),
automatas celulares que intentaban reproducir el comportamiento de un gas simulando
las colisiones entre sus moléculas. Estos automatas celulares funcionan dividiendo el
espacio en celdas y el tiempo en ¢licks” (donde un click corresponde a un paso de iteracién
del autémata). En cada celda hay un conjunto de velocidades, y viajando con cada vector
velocidad puede haber o no una particula. El sistema evoluciona a pasos discretos, y cada
paso se divide en dos partes: colision y adveccién. En la colision los contenidos de las
velocidades se mezclan al interior de cada celda de manera que se conserven el nimero
de particulas, el momentum y la energia. En la adveccion las celdas viajan a las celdas
vecinas usando su vector velocidad. Se espera que el sistema simule el comportamiento
de un gas en limite continuo, cuando las celdas son infinitamente pequenas y los pasos

infinitamente seguidos.

El primer gas de red fue el HPP-GAS, propuesto por Hardy, de Pazzis y Pomean en 1973
[7] (Fig. 77, a). En este autémata, cada celda tenia cuatro vectores velocidad (norte,
sur, este y oeste), y la tnica colisién permitida era que dos particulas moviéndose este y
oeste se convirtieran en dos particulas moviéndose norte y sur, y viceversa. Desafortuna-
damente, el procedimiento usado para conocer las ecuaciones diferenciales que cumple
el sistema en el limite continuo, conocido como expansion de Chapman-Enskog, mostré
que no se cumplian las ecuaciones de Navier-Stokes, pues los choques conservaban el
momentum en cada fila y en cada columna de celdas por separado (algo que no ocurre
en el mundo real). La solucién se encontré en 1986 con el llamado FHP-GAS, propuesto
por Frisch, Hasslacher y Pomeau [7] (Fig. 7?7, b). En este modelo, las celdas son he-

xagonales, en vez de cuadradas, y cada celda tiene seis vectores de velocidad. Ademas

12
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de la colisién de dos particulas frontales del modelo anterior, el FHP-GAS incluye una
colision de tres particulas, que mezcla los contenidos de las diferentes filas y columnas
de celdas. La expansion de Chapman-Enskog mostré que este autéomata reproduce en el

limite continuo la ecuacién de Navier-Stokes para un gas a bajas velocidades.

Lu O T .
ey

(a) (b)

FIGURA 2.1: Gases de red. (a) Regla de colisién para HPP-GAS. (b) Regla de colisién
para FHP-GAS.

El proceso de realizar la expansién de Chapman-Enskog para encontrar las ecuaciones
diferenciales que cumple el gas de red iniciaba siempre definiendo probabilidades de
ocupacion para cada velocidad. Estas probabilidades resultan ser, entonces, una versién
discreta de la funcién de distribucion de Boltzmann, que indica la probabilidad de en-
contrar una molécula del gas en cierta posicién y velocidad para un instante de tiempo.
Ademas, la demostracion siempre pasaba por establecer que estas funciones de distri-
bucién discretas (las probabilidades) cumplian la ecuacién de transporte de Boltzmann,
que rige la evolucién microscépica de un fluido en teoria cinética de gases [6]. Este he-
cho llevé a plantear la posibilidad de proponer un gas de red en donde las variables
eran directamente las probabilidades de ocupacién y la evolucién fuera directamente la

ecuaciéon de transporte de Boltzmann, dando lugar a los modelos de lattice Boltzmann

[7].
Wy, =4/9, ||1'cl H= 0

Wigsp =179, ”1'1,3,5,7 " =1
W 465 =1/30. H"z.z:.a.s H = \E
e )

(a) Conjunto de (b)

vectores  velocidad
D2Q9

Figura 2.2: Celda bidimensional D2Q9, donde D2 hace referencia a las dimensiones
del sistema y Q9 al conjunto de vectores en cada celda). (a) Conjunto de vectores celda
bidimensional. (b) Pesos y magnitud correspondiente a los vectores
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Un método de Lattice-Boltzmann divide el espacio de simulacién en celdas discretas y
asigna un conjunto de vectores de velocidad v; a cada celda (Fig 77). Cada vector en la
celda tiene asociada una o mas funciones de distribucién. Estas funciones evolucionan y

se propagan siguiendo la ecuacién de transporte de Boltzmann !,

fi@ + Uit t + 0t) — fi(T, 1) = L(Z,t) (2.1)

donde Q;(Z,t) es el término de colisién. Uno de los mayores problemas cuando se traba-
ja con la ecuacién de Boltzmann es la naturaleza complicada de la integral de colisién,
pero existen versiones simplificadas. La idea principal detrds de esta simplificacion se
basa en que una gran cantidad de detalles de la interacciéon entre dos cuerpos no son
significativos para obtener las ecuaciones de la dindmica de fluidos, sino que son mucho
mas importantes principios como la conservacién de la energia, moménto o nimero de
particulas [8]. El término de colisién se suele aproximar como una combinacién lineal
entre funciones de distribucion y sus valores de equilibrio, que son los que se mantienen
inalterados con la evolucién para valores fijos de las cantidades macroscépicas (densi-
dad, velocidad, o campos). La aproximacién Bhatnagar—Gross-Krook (BGK) [8-9] nos
dice, por ejemplo, que el término m&as importante en la evolucién de funcién de distri-
bucién es precisamente el que es proporcional a la diferencia entre esa misma funcién de

distribucién y su valor de equilibrio,
— 1 - eq /=
Wi(&,t) = - [fi(@t) - 7 (@] (2.2)

En la anterior ecuacién, 7 se conoce como el tiempo de relajacién. La funcién f que se
escoge para satisfacer las ecuaciones diferenciales del sistema fisico que se quiere simular.
Diferentes funciones de equilibrio llevan a diferentes sistemas de ecuaciones diferenciales
en el limite continuo. Por ejemplo, para el caso de un gas, esta distribucién de equilibrio
corresponde a la distribuciéon de Maxwell-Boltzmann, expandida hasta segundo orden
[27].

La figura (?7) resume el paso de evolucién de un modelo de lattice Boltzmann. A partir
de las velocidades y las probabilidades, se calculan las cantidades macroscépicas. Estas
cantidades definen las funciones de equilibrio. Con estas funciones de equilibrio se evo-
lucionan los contenidos de cada celda siguiendo la ecuacion de transporte de Boltzmann
con aproximacién BGK, y ese nuevo valor se transporta a las celdas vecinas. El proceso

se repite una y otra vez para simular la evolucién temporal de un sistema fisico [9].

'En los modelos de lattice Boltzmann originales para fluidos las funciones de distribucién represen-
taban la probabilidad de tener una molécula moviéndose con esa velocidad, pero en otras aplicaciones
corresponden simplemente las variables del sistema, y pueden ser incluso nimeros complejos.
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V. W Macroscopic quantities
Y v, + ff ‘ P = E fz 3 PU - E Uiifi
Vv, ¥, Equilibrium Functions ‘ ¢

B 3

i = 1 (p,U)

@+ 818, 4 00 — (8 0) = — [1:@0) — 100

BGK (Bhatnagar-Gross-Krook) Evolution rule ‘ 'y

Advection

FiGurA 2.3: Esquema de evolucién de un Lattice Boltzmann

2.2. Expansion de Chapman- Enskog

Para hallar las ecuaciones que el modelo satisface en limite continuo, se hace una expan-
sién de Chapman-Enskog de la ecuacion de evolucién de Boltzmann. Este procedimiento
consiste fundamentalmente en expandir en serie de Taylor la evolucién temporal y espa-
cial, y al mismo tiempo hacer una expansion perturbativa de las funciones densidad y
de los operadores diferenciales en términos de un parametro €, conocido como el nimero
Knudsen, que es la razén entre la longitud de camino medio de las moléculas (es decir,
el tamano de celda) y la escala macroscépica de distancias. Cuando ¢ — 0 se genera
el limite continto. Las cantidades macroscopicas se definen a partir de los términos de
orden cero de las funciones de distribucién, pues no deben depender de la escala de
colisién [9-10,27]. Las mismas cantidades calculadas con cualquier otro orden se asumen
iguales a cero. Igualando orden a orden y recombinando los érdenes para reconstruir los
operadores diferenciales, se encuentran las ecuaciones diferenciales parciales que cumple

el modelo en el limite continuo.

Partamos de la regla de evolucién en aproximacién BGK [9],
Y - Lo o eq
fi(Z + U0t t + 0t) — fi(Z,t) = — [fi(@,t) — f79(Z,1)] . (2.3)

Como primer paso se realiza una expansiéon en serie de Taylor del término de la izquierda,

St2 [0
2 | ot

2
Jil@ + T;6t,t 4 6t) — fi(Z,t) = 6t [;+m.ﬂ fi+ — +z7,~ﬁ] fio  (24)

El segundo paso consiste en hacer una expansion pertubativa en términos de € de las

funciones de distribucion y los operadores, el pardmetro € se puede entender como € = %’”,
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con 0z la longitud de una celda y x una coordenada espacial dentro del espacio de
simulacién. Si escogemos el parametro € de esta manera, la derivada espacial resulta ser
un término lineal en e, mientras que el tiempo puede ir a su propio ritmo por lo que la

derivada temporal se expande como una serie perturbativa. En resumen tenemos:

o0 L0
ot Ot Oty

0 0

% == 6871‘1 , (25)

fi — fi(0)+€fi(1) +€2fz’(2)'

Como € estd relacionado con el tamano de la rejilla [10-11], y los pardmetros macroscopi-
cos deben ser independientes de ella, se asume que sélo los 6rdenes cero contribuyen a

las cantidades macroscépicas,

p=S0 0 T= a9 0= o= (2.6)

Reemplazando las expansiones (2.5) y la serie de Taylor (2.4) en la regla de evolucién

BGK (2.3) se tiene

oty

B, §t2 1 0 - 1?2
2 RV 0) @
‘ {& [8t2]+ 2 {atlﬂz 1] }(f’ tefi) (27)

o =
€5t [ T vl] (F9 + ey +

1
= _;(fi(O) 4 ffi(l) + 62fi(2) _ fi(eq)) ’

donde 61 = <8%1, 8%;1)‘ Igualando orden a orden, obtenemos:

Orden 0 fi(e‘” = 1(0)’
Orden 1 —lfi(l) = it [8 ;AN vA fi(O)’
T 8t1

e 0 el 70 . =7 0 9 | 0
Orden sz St |:at1+1) V1:| fit+ 5 at1+” Vil fi7 4ot o f;
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Reemplazando el resultado del orden uno en el orden dos y factorizando, la tltima

ecuacion se convierte en

Orden 2 —l fi(z)) =
T
1

0 L = (1) 0
5t (1—2T> |:8tl+’l)z'vl:| Y ot [&2]

_ 91,0 _1
= 0t [&J fi (pam T = 2)

Si multiplicamos el orden 1 por € y el orden dos por € y sumamos, se recupera los

operadores diferenciales totales, y se obtiene (con 7 = %)

L, 2@\ 90 e 0

donde hemos aprovechado el hecho de que los vectores velocidad son los mismos para

todas las celdas.

Si sumamos sobre i a ambos lados, tomando el limite en que ¢ — 0, obtenemos

-

0 +V-J (2.8)

_ 9

ot

donde hemos usado la Ec.(2.6). Similarmente si multiplicamos por v;, obtenemos
0=24+v.TO  con TO=%5ecvF"

Estas son las dos primeras leyes de conservacién que el sistema cumple en el limite

macroscopico.

2.3. Modelo de Lattice Boltzmann para ondas

La ecuacién que describe la propagacion de ondas de diferentes sistemas, como por
ejemplo la luz, el sonido o las perturbaciones en el agua, es la ecuacién de onda. Su
forma es [10-12]

&p 2 0%p

— = C
ot? ox?
donde c es la velocidad de propagacion.

El primer paso para construir un modelo de lattice Boltzmann que reproduzca la ecuacién

de onda consiste en ver como se pueden combinar las dos leyes de conservacién de la



Chapter 2. Modelos de Lattice Boltzmann 18

seccién anterior para obtenerla. Estas dos primeras leyes son [8],[12]

0=2+v-J , 0=%4v.O

Observe que si se puede hacer que II(¥) sea diagonal,

2p 0
no=|( “° : (2.9)
0 cp

entonces

con lo que obtenemos

——2 = V) . (2.10)

Finalmente, usando la primera ley de conservacién, obtenemos la ecuacién de onda

9%p
@ = C2V2p.

Nuestro problema se reduce ahora a lograr que II(?) sea diagonal ( Hgg = ch(Sag, con

a, B €{z,y} ).

Para lograrlo se elige un sistema de vectores especifico y se aprovechan sus propiedades.
Por ejemplo, el conjunto de velocidades D2Q9 [9], que se describe en la figura (2,2),

cumple las siguientes propiedades:

Yiviawi =0 3 ViaVigwi = 30a8 5 D;WiliaVigliy =0 . (2.11)

Como, por definicion, Hgﬁ =, fi(o)vmg , al comparar con la segunda de las Ec.(2.10)

se observa que elegir la distribucién de equilibrio fi(eq) €omo

1 = 32 pu,

7

genera el II(9) deseado.

Adicionalmente, como fi(BQ) = fl(o), por la Ec. (2.6) se debe cumplir que

Saflf =7 . (2.12)

(2
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Para lograrlo, agregamos un término a la ecuacién de equilibrio, que queda
fi(eq) = 3czpwi + 3w; (Ui T >

En efecto, con este nuevo término

Z Uiafi(O) = Z Viay 3C2Pwi + 3w Z ijﬁ

i i B

= 3c¢)p Z Wilio + 3 Z Js Z Wilialig (2.13)
i 3 i

donde vj, es la componente a-ésima del vector 0; (o € {x,y, z}). De acuerdo con al Ec.

(2.11), el primer término de la sumatoria es cero, y como ), Ui Ujpw; = %5(15, tenemos:
S 0l =33 sbus = Ju
i ' 8 3

que es la componente « de la Ec. (2.12)

Como se modificé fi(eeo, se debe revisar que este cambio no modifique a II(?), que toma

la forma
H&OB) = Z ViaVig [302pwi + 3w; <17Z- . j)}

)

El primer término es ¢?p, como vimos antes. El segundo término resulta ser
Z 3wiviavw (171 . J) =3 Z wiviavw Z v’i"/‘]’Y =3 Z J’Y wamvwvm =0 y
7 7 Y Y 7

pues Y . viaigtiy = 0, debido a la (2.11), con lo que el tensor I permanece efectiva-

mente inalterado.

Sélo nos falta asegurar que p = » fi(eq). Para ello observamos que la funcién de equilibrio
féeq) correspondiente al vector nulo 70 = (0,0,0) no ha contribuido ni para el calculo
de Il ni para el célculo de J. Por lo tanto, se puede usar libremente para lograr el valor

de p. En efecto

p = féeQ)+§fi(m) ,
= éeoﬂ + #ZO {Bwiczp—i— 3w; <17i . j)} ;

— féeOO +3c¢%p Z w; + 3 Z Jo Z W; Vi,

1#0 e}
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Como ), wivio = 0 (Eq. (2.11)), el dltimo término de la ecuacion es cero, con lo que
p o= f5V +32p(1 — wp)
De aqui se concluye que

£V = p[1 =31 —wp)] . (2.14)

Resumiendo, la funcién de equilibrio que logra que el lattice Boltzmann reproduzca la

ecuacion de onda es

pll =321 —wy)|] para i=0

fi(eq) — 3, [62,0 4 (1;; ) j’)} para ¢ # 0

(2.15)

Esta funcién de equilibrio coloca una restriccion para la velocidad c. En efecto, el método
de lattice Boltzmann se vuelve inestable cuando las funciones de equilibro se vuelven

negativas [13-14]. Por lo tanto,

1
2
2.16
C < 3a—wy (2.16)

que para el conjunto de velocidades D2Q9 corresponde ¢? < g celdas/click.
Como ejemplo se simul6 la evoluciéon de una perturbacién gaussiana,

p= 6—0,75(m—100)2+(y—100)27
en el centro del espacio de simulacién de 200 x 200 celdas, con una velocidad de propa-
gacion de ¢ = 0,25 celdas/clicks. La figura (2.3) muestra el estado del sistema después

de t = 250 pasos de tiempo.

(a) Condicién inicial perturbacién gaus- (b) Propagacién de una perturbacion.
siana.

FiGurA 2.4: Evolucién temporal de un pulso gaussiano con un modelo de lattice Bol-
tzmann D2Q9 (a) la distribucién gaussiana inicial con ¢ = 1/2/3 (b) Perturbacién
después de t=250 pasos de tiempo.
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Se observa que el pulso se ha convertido en frente de onda circular de radio 62.5 celdas,
tal como se espara para un frente de onda generado por una perturbacién puntual en
un medio isotropico bidimensional (por ejemplo: una piedra en un estanque) viajando
con una velocidad de ¢ = 0,25 celdas/clicks. Esto comprueba que el modelo de lattice-

Boltzmann implementado simula correctamente la ecuacién de onda.



Capitulo 3

LB para la ecuacion de onda con

fuente

3.1. Construccion del modelo

En el capitulo anterior se presenté un modelo de lattice Boltzmann que simula la propa-
gacién de ondas, y se puso a prueba simulando la evolucién temporal de un pulso en dos
dimensiones. El siguiente paso para llegar al modelo de los potenciales electromagnéticos
es construir un modelo de lattice Boltzmann que reproduzca la ecuacién de onda con
fuente, ya que como se observé en el primer capitulo los potenciales ¢ y A en el gauge

de Lorentz cumplen este tipo de ecuaciones [12-14].

La construccién del modelo inicia con las dos leyes de conservacién encontradas a través
de la expansién de Chapman-Enskog (Sec. 2.2), pero suponiendo que una de ellas con-

tiene un término adicional de fuente o, asi:

0A [
0 _
8—? = —v.-n® . (3.2)

Si, al igual que en el capitulo anterior, se logra escoger fi(e(D de manera tal que II° sea

diagonal [15],
c2A 0
II= )
0 c2A

V-0 =2vA (3.3)

la Ec. (3.2) resulta ser

22
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y, sacando divergencia a ambos lados, se tiene

gt(vs) = —*V’4 . (3.4)

Despejando V - S de la Ec. (3.1)y sustituyéndola en la Ec. (3.4), se obtiene

6t(at—0'> = ¢V A s
do

%A
W = 62V2A + E . (35)

Esta es la ecuacion de onda con fuente, con %‘; en el papel de fuente.

En la Ec. (3.1) se observa que o aparece modificando la ley de conservacién de A.
La técnica para anadir términos a una ley de conservacién de un modelo de lattice
Boltzmann se conoce como forzamiento [22]. Un forzamiento en un LBM se puede realizar
de dos maneras: cambiando la forma en que se calcula A o cambiando el termino de
colisién, pero ambos métodos son de primer orden. En el ano 2001 Zhaoli Guo, Chuguang
Zheng, y Baochang Shi [12], encontraron una forma general para combinarlas de manera
que los términos de error de primer orden se anulen, y el error resulte de segundo orden.
Pero para 7 = %, que es nuestro caso, este procedimiento general se reduce simplemente

a modificar el cédlculo de A, asi:

A*[1-3c%(1 —wp)] para i=0

3w [C2A*+<Uﬁi.jﬂ bara i 0 (3.6)

A=N"f , A=A+ | f9=

El campo real, es decir el que cumple la ecuacién de onda con fuente, resulta ser el
campo modificado A* (como veremos mas adelante), y con él se calculan las funciones

de equilibrio. El campo A pasa a ser simplemente un campo auxiliar.

En la Ec. (3.5) se observa que o no es el termino de fuente en la ecuacién de onda, sino
que éste resulta ser %. La forma més natural para calcular el valor de o consistiria en
integrar numéricamente la fuente a lo largo del tiempo e introducir ese valor como o
en cada paso de evolucion del autémata. En vez de ésto, en este trabajo se incluye un
segundo LBM que va calculando el valor de o. Este segundo modelo va a estar definido
por un conjunto de funciones g;, que también evolucionan con la ecuacién de transporte

de Boltzmann en la aproximacién BGK (Ec. (?7)) con 7 = 1/2, que cumplen
J:Zgi , of=c+ %L g(eq):wia* . (3.7)

En otras palabras, este segundo lattice Boltzmann también tiene un forzamiento, similar

al primero. Explicar por qué este tipo de forzamientos genera las ecuaciones diferenciales
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con fuente que se desean es el tema de la siguiente seccién.

3.2. Expansion de Chapman-Enskog para los forzamientos

Los dos modelos de lattice Boltzmann de la seccién anterior incluyen términos de forza-
miento. Para entender cémo funcionan estos términos, vamos a repetir la expansion de
Chapman-Enskog, pero incluyéndolos. En ambos casos, el forzamiento aparece como un
término adicional en la ley de conservacion de la cantidad macroscépica definida como

la suma de las funciones de distribucién, que vamos a llamar A.
A=>"fi , A=A+%0 . (3.8)

Al hacer la expansion perturbativa, este término adicional se considera de primer orden
en ¢, 0 = €0y [8]. Como la funcién de equilibrio se calcula con A*, y ésta tiene términos

de primer orden, la funcién de equilibrio también se debe expandir en serie perturbativa,

f'(QCI) f( a)(0 + Ef (eq)( + €2f (eq)(2) ) (39)

(2

Entonces, la ecuacién de evolucién expandida en terminos de € Ec.(2.7) toma la forma
0 -
eot {&1 ;- vl] (F9 + ey +
0 St2 [ 0 (0)
ot — i 1
{ [8t2]+ 5 [025 + U - ] }(f +ef ) (3.10)
1 e e €
= [(fz‘(o) + Gfi(l) + 62fi(2)) —(f a0) 4 ef. a(l) | e q(2))

Igualando orden a orden, tenemos

Orden 0 fieq(o) = fl(o),

R AP GO R 16 ) A P I < ) ()
Orden 1 : - (fl f; ) =4t ot +7; - V| £,
Orden 2 ! (fi(z) — ffq(z)) =
T
o el [0 (0) (0)
(5t|:atl—|—1)l‘vli| fZ +7 aitl-i‘ﬂl f + 0t atg f
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Si reemplazamos la expresion para el orden uno en el orden dos obtenemos

Orden 2 —% (f.(2) — ffeq@)) =

3 3

1Y [9 (1) L S 7, | pea®
5t<1 )[(‘% + U - V1}f +5t[at2}+ [(% + U - V1:| fi

9 | 40 O o] peam _1
ot [3752] i 4ot [atl—l—vz Vl] fi para T =g

Multiplicando el orden 1 por € y el orden dos por € y sumando, se recuperan los

operadores diferenciales totales, y se obtiene (con T = 1)

_— [(ef +€2fz‘(2)) _ (efo(l)_‘_gfieq(Q))} _ gt (f¢(0)+€ffq(1))+§~[ﬁi (fi(O)Jreffq(”)} 7

9 peal) _ 9 _req(l) :
donde hemos usado el hecho de que F;ef; = €5, € fi a primer orden en € y que,
ademads, los vectores v; no cambian de celda a celda y se pueden meter dentro de la
divergencia. Si ahora sumamos sobre 4, y recordamos que solamente los términos de

orden cero contribuyen a las cantidades macroscépicas, obtenemos
( Zfeq )— ( qu ) S+< ij“”)] , (3.11)

i
donde hemos asumido que f; = 0. Hasta este punto el desarrollo que hemos realizado

eq(2)

es completamente general.

Como primer caso tomemos el forzamiento para el modelo de lattice Boltzmann que
simula la ecuacién de onda, Ec. (3.6). En este modelo la funcién de equilibrio esta dada
por

A*[1 -3¢ (1 —wp)] para i=0

f(eq) _ o
! 3w; |:62A*—|— (@J)} para i #0

Por lo tanto, como A* = A + %0’ y 0 = €01, la funcion de equilibrio a primer orden es

fealt) _ { %oy [1—3c2+ 3wpc?] para i=0 (3.12)

! 3w;c 25;01 para i # 0

Reemplazando,

e ot ot ot
Xi: i W = 302501 Zi:wi + 501 [1- 302} =501 (3.13)
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donde hemos usado el hecho de que ), w; = 1. Similarmente,
5 pea(l) _ 20t g 20t
eZvifi = Zvl?)wzc —0o =3¢ —Uszvl =0 , (3.14)
i i#0
porque los vectores ¥; cumplen ) w;v; = 0 (Ec. (77)).

Reemplazando las Ec.(3.13) y Ec.(3.15) en la Ec.(3.11), obtenemos

8 ot [

y, finalmente, oA
= g
En +V ,

g =

que es la ley de conservacién que necesitabamos para obtener la ecuaciéon de onda con

fuente.

Para el caso del segundo modelo de lattice Boltzmann, el que calcula o a partir de la

fuente J, la expansion de Chapman-Enskog termina con una expresiéon idéntica a la

Sme)-2ho (e

o= g U=) tigi , o*=0c+%L | (3.16)
7 %

anterior [18],

+V.-U (3.15)

con

El forzamiento J = €J; se asume de primer orden, como en el caso anterior. Como la

funcién de equilibrio para este segundo LBM es

9V = wio*

entonces el término de orden cero de la funcién de equilibrio es

5" = wio

U= Zgz@ﬁi = ngq(o)f;} = UZwiUi =0

Similarmente, el término de primer orden resulta ser

eq(l) 5t J1

‘ - 260
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Entonces,
ca) _ 0L~ 00T

Por lo tanto, reemplaznado en la Ec. (3.15) la ecuacién que cumple el modelo en el limite

macroscopico es

o + %L
i = # : (3.17)
? 0
J o*

que es justo la que necesitamos para que el sistema de dos LBM acoplados reproduzca

la ecuacién de onda con fuente.

3.3. Ejemplo: Ondas producidas por una fuente puntual

en 2D

El problema de las ondas bidimensionales producidas por una fuente oscilante puntual

tiene solucién analitica. En efecto, la ecuacién de onda en coordenadas polares es

LPA_2A 104 104 #4
2 ot2  or2  ror r2de  0p?

Si el sistema tiene simetria axial,A = A(r,t), lo que nos permite reducir la ecuacién a

1#a_a 104
2 ot2 o2 ror

Usando el metodo de separacién de variables, suponemos que
A(r,t) = T(t)R(r)

Reemplazando en la Ec.(3.3) y luego dividiendo por T'(t)R(r), tenemos,

1
C%T//R — T|:R//+TR/:|
17" 17, 1.,
2T = R[R s

La tnica forma de que esta igualdad se cumpla es que ambos lados sean iguales a una
constante. Si queremos que las soluciones sean periddicas en t, la constante debe ser

negativa, igual a —k2. Por lo tanto, escribiendo las ecuaciones de forma homogenea,
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tenemos [18-19]

T+ kT = 0 (3.19)
1
R”—i—;R’—i—sz =0 . (3.20)

Se reconoce que la Ec.(3.19) es la ecuacién caracteristica de un movimiento armonico,

mientras que la Ec.(3.20) tiene una alta similitud con la ecuacién de Bessel,

2

1
Y+ Y+ (1 - ”2) Y=0 . (3.21)
X X

Para escribir la Ec.(3.20) como una ecuacién de Bessel realizamos un cambio de variable,

s=kr | %:k ,

de modo que las dervadas tomen la forma
dR dsdR dR
g —_— = —— = _
R = dr  dr ds K ds
d’R d’R
R// _ 2% -0
dr? ds?

Reemplazando en Ec.(3.20), obtenemos

“R _kdR

]{52
ds? + r ds

+kKR=0 |,

d?R  1dR
— 4+ -4 R=0
d? +sds+ ’

que es la ecuacién de Bessel Ec.(3.21) de orden cero (n = 0). Su solucién viene dada por
R(S) = A1J0(S) + AQYO(S) ,

que son dos soluciones linealmente independientes conocidas como las funciones de Bessel
Jo(s) y de Neumann Yj(s) de orden cero. Debido a que las funciones de Neumann
divergen en cero, si asumimos condiciones de frontera finitas en el origen, Ao = 0. Por

lo tanto, combinando las soluciones radial y temporal, tenemos que
A(r,t) = Ado(kr) sin(wt) (3.22)

donde k = ¥

c*
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Para probar el modelo de lattice Boltzmann, se simularon las ondas producidas por una

fuente gaussiana oscilando en el origen,

1 (I*ID)2+(y*yo)2

J = Joe 2 2 (3.23)

en vez de una fuente puntual. Esto se hace para asegurar la estabilidad numérica, ya que
el uso de perturbaciones puntuales genera cambios abruptos y, por lo tanto, inestabilidad.

La fuente oscila con una frecuencia w = y se escoge o = /5. La simulacién se realizé

2
500
sobre un dominio de 200 x 200 celdas, con una velocidad de ¢ = 0,25 celdas por click”.

La Fig 3.1 muestra el estado del sistema después de t = 250 pasos de tiempo.

Rho

Y Cells i

X Cells

Y Cells

X Cells

(b)

Figura 3.1: Ondas producidas por una fuente gaussiana muy angosta (de ancho

sigma = 5 celdas) que oscila con una frecuencia fija, observadas luego de 250 pasos

de tiempo y simuladas en un espacio de 200 x 200 celdas por el método de lattice
Boltzmann. (a) Vista 3D. (b) Vista superior

Adicionalmente, y para efectos de comparacion, se realizé una segunda simulacién utili-
zado el metodo FDTD para ondas con fuente, cuyo desarrollo se puede ver en el apéndice
A2. La figura Fig. 3.2 muestra la comparacion entre el cdlculo analitico y las simulacio-
nes. La fuente empleada en ambas simulaciones numéricas es la distribucion gaussiana
Ec.(3.23), pero los dominios de simulacién son diferentes: 200 x 200 para el lattice Bol-
tzmann y 400 x 400 para el FDTD, es decir con un tamano de celda en el FDTD igual a
la mitad del usado por el LBM. En la Tabla 3.1 se pueden ver la comparacién de errores

entre los dos métodos para los primeros cuatro picos de la onda en la Fig. 3.2.

Las simulaciones fueron realizadas en un computador con procesador AMD Fx(tm)Six-

Core 3.90 GHz, con 8GB de memoria RAM. Los tiempos de simulacién requeridos por los
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30 : : : : : :
Sl £=325% LB
6.=1.25% —-—FDTD |
AS
&,=2.4% 6 =44%  5,=001%

WA o
€,=2,6% &,=0%

Amplitud

-15 I L ’ I . 1 . 1

20 40 60

Distancia

F1GurA 3.2: Comparacion onda con fuente oscilante funciones de Bessel, FDTD y LB

Pico 1 | Pico 2 | Pico 3 Pico 4 Error Total
FDTD | 1,68% | 2,4% 4,4 % 0,01 % 5.28%
LBM |0,09% | 2,6% | 2,07% 1x107° % 3.32%

CUADRO 3.1

modelos de FDTD y lattice Boltzmann fueron 199s y 59.3s, respectivamente. Calculando

el error total

et:\/e%—ke%%—e%—kei , (3.24)

para cada uno de los metodos, obtenemos

FDTD : 528%
LB : 3,.32%

Para comparar el tiempo de cémputo empleado por los dos métodos es necesario que
ambos arrojen el mismo porcentaje de error. Por una parte, los dos métodos son de
segundo orden, lo que quiere decir que el error aumenta proporcionalmente al cuadrado
del tamano de la celda. Como el error del FDTD es 1.58 veces mayor que el del LBM,
se requeriria reducir el tamafio de las celdas del FDTD dividiéndolo por /1,58 = 1,25
para lograr la misma precisién del LBM. Por otra parte, reducir el tamano de la celda
a la mitad quiere decir que necesitamos cuatro veces mas celdas y dos veces mas pasos
de tiempo. En otras palabras, el tiempo de cémputo crece como 1/§z3. Por lo tanto,
dividir el tamano de celda por 1,25 corresponde a multiplicar el tiempo de computo

por 1,25% = 1,95. Es decir que un FDTD que alcanzara la misma precisién del LBM
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demoraria 388s, aproximadamente 6.5 veces mas tiempo de computo que el requerido
por el LBM.



Capitulo 4

LB para potenciales

Electromagnéticos

4.1. Construccion del modelo

En el capitulo dos se construyé un modelo de lattice Boltzmann que simula correctamente
la propagacién de una onda en dos dimensiones. Posteriormente, en el capitulo tres se
desarrollé un segundo modelo de lattice Boltzmann que simula la ecuacion de ondas con
fuentes. Ahora, si recordamos que las ecuaciones que rigen la evolucién de los potenciales
electromagnéticos en el gauge de Lorentz son cuatro ecuaciones desacopladas de ondas

con fuentes [3],

S 19%4 J
2
A4 L
v c? o2 €0C2
1 0% p
Vg 22 - P
¢ c? ot? €

concluimos que podemos construir un modelo de lattice Boltzmann que las simule. Sin

embargo, se debe tener en cuenta una condicién adicional: la conservacion de la carga,

op -

—=-V-J . 4.1

T (4.1)
Esta ecuacién nos dice que la densidad de carga no es independiente de la densidad
de corriente. Por lo tanto, para una distribucién inicial de densidad de carga y para
una densidad de corriente dada para todo tiempo sélo existe una densidad de carga

para cada instante de tiempo. Para efectos de simplificacién en escritura escribiremos

32
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los potenciales electromagnéticos como un cuadrivector,
A=¢ | A=A, , A2=4, , A3=A4A, ,

donde cada componente cumple una ecuaciéon de onda,

D% Ar J
e AVIAH = o (4.2)

El modelo se desarrollard en tres dimensiones, para lo cual se escoge el conjunto de
velocidades D3Q7 que se describe en la Fig.(4.1). Asi, en cada celda cubica tendremos
un conjunto de siete vectores velocidad: seis de magnitud uno y una de magnitud cero.

Este conjunto de velocidades con sus pesos respectivos cumple las siguientes propiedades

D3Q7
1
wy = —
0 4’
>0 !
Wi =
8
(a) Conjunto de (b) Pesos
vectores  velocidad
D3Q7

F1GURA 4.1: La figura muestra el conjunto de vectores en una celda tridimensional con
sus respectivos pesos D3Q7

[20]:
Siliawi =0, Y Talipw; = 1008, D ; Wilialigliy = 0

Cada ecuacion de onda se implementard exactamente como en el capitulo anterior. Esto
quiere decir que para cada uno de los A* se tendran asociadas dos conjuntos de funciones
de distribucién: un conjunto f! para la ecuacién de onda y un conjunto g!' para el

forzamiento. Las cantidades macroscépicas asociadas son [21]
_ iz T L _ "
A =5000  St=0 ot =2

(eq)

Las funciones de equilibrio fi(eq)” Y 9; ¥ para estos dos conjuntos de distribuciones son

AP [1—4c* (1 —wo)] ,para i=0

fﬁeQ)u — q
! 4¢? APw; + dw; (172 . S“) , para 1 #0

; (4.3)

g = wal” (4.4)
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Observamos que las funciones de equilibro fi(eq)“ difieren de las calculadas en el capitulo
anterior (Ec.(2.15)) en que tienen un nimero cuatro en vez de un tres. Esto se debe a que
el conjunto de velocidades D3Q7 cumple ) . vjavigw; = iéag (en vez de ), viqVipw; =

%5(15), pero todas las demas caracteristicas son iguales a las del modelo anterior.

Hasta el momento se tiene un conjunto de ocho modelos de lattice Boltzmann. Final-
mente, para garantizar que se cumpla la ley de conservacién de la carga, Ec. (4.1), se
agrega un noveno modelo con funciones de distribucién h;. Las cantidades macroscopicas

para este modelo se definen como

p=Suhi  J=3Th

Ahora, para construir la funcién de equilibrio que calcula p sélo se debe recordar que

>, w;i = 1. Por lo tanto, elegimos como funcién de equilibrio
h® = pw;

Adicionalmente, se debe cumplir J = >, Uih;. Del mismo modo que en el Capitulo 2, se
hace uso de las propiedades del conjunto de vectores D3Q7 (Ec.(2.11)) y se agrega un

término adicional,
R = pu; + dw; (17;- : f) . (4.5)

De esta manera hemos completado la definicién del noveno modelo de lattice Boltzmann,

requerido para reproducir la conservacién de la carga.

El procedimiento de simulacién del sistema total es el siguente. Queremos encontrar los
potenciales producidos por una distribucién de corriente J que se conoce en todos los
puntos del espacio y para todos los tiempos. Ademads, se suponen conocidos los valores
iniciales de los potenciales y de la densidad de carga. Las funciones de distribucién
iniciales se toman iguales a las funciones de equilibrio con estos valores iniciales. A
cada paso de tiempo, la densidad de corriente correspondiente se introduce en el dltimo

modelo para que este noveno autémata calcule p. Con estos valores de p y J se alimentan
(eq)

las funciones de equilibrio g, " de los modelos de lattice-Boltmann que calculan los
forzamientos o. Finalmente, estos o alimentan las funciones de equilibrio fi(eq)“ de los
modelos de lattice-Boltzmann que simulan la ecuacién de onda. Este procedimiento se

repite en este orden la cantidad de veces que se requiera para evolcionar el sistema [22].
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4.2. Dipolo Oscilante

Ahora que se tiene un modelo de lattice Boltzmann que reproduce las ecuaciones de
onda con fuente para los potenciales electromagnéticos y la ley de la conservacién de la
carga, vamos a calcular con él los potenciales electromagnéticos generados por un dipolo
oscilante. Para ello definimos una densidad de corriente distribuida espacialmente como
una gaussiana que oscila en direccién x como un oscilador arménico. La densidad de
corriente se coloca en el centro del espacio de simulacién, que consiste en un cubo de
L x L x L celdas (en nuestro ejemplo se utilizard L = 90) con condiciones de frontera

periédicas . En resumen, las caracteristicas de la fuente son
Jo(x,y, 2,t) = Jge(fﬁ[(w745)2+(y745)2+(z745)2]) i <2ﬂ-t) , (46)

donde Jy =1 x 107 es la amplitud de la densidad de corriente, T = 50 pasos de tiempo
es el periodo de oscilacién y ¢ = 2,6 celdas es lo suficientemente angosta como para
suponer que la gaussiana se aproxima a un dipolo oscilante puntual. La razén por la
que se ha trabajado con densidades de corriente gaussianas en todos los modelos es para
evitar cambios abrubtos en las cantidades fisicas que puedan generar inestabilidades

numeéricas.

Potencial Phi

Y Cells X Cells

(a) Potencial Escalar ¢

Potencial
Ax

Y Cell - i

X Cells

(b) Potencial Vector A,

FIGURA 4.2: Potenciales generados dipolo oscilante en eje x, espacio de simulacién de
90x90x90, t=151 pasos de tiempo

!De hecho, la simulacién solo se dejard evolucionar por un tiempo pequefio, antes de que la onda
toque las fronteras, por lo que la condicién de frontera escogida es irrelevante.
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La Fig. 4.2 muestra los potenciales ¢ y A, despues de t = 150 pasos de tiempo. Dado
que la tnica componente de la densidad de corriente diferente de cero es J,, sélo la
componente x del potencial vector es diferente de cero. Con esta densidad de corriente,
la distribucion de p se asemeja a la de un dipolo electrico oscilante, porque la densidad de
corriente J, mueve las cargas hacia arriba y hacia abajo entre los bordes de la gaussiana.
Por ésto, el potencial escalar ¢ se parece al generado por un dipolo eléctrico. En cambio,

el potencial vector A, es simétrico, similar a la distribucién J,.

El cédlculo de los campos eléctricos y magnéticos a partir de los potenciales se realizd

por medio de diferencias finitas centradas usando las Ec. (1.13) y (1.14),

B = VxA4,

&=

|

\
<
-

\

|

Dado que tanto el método de LB como el método de diferencias finitas son de segundo
orden, el proceso total es de segundo orden. Los resultados obtenidos se pueden ver en

la Fig. 4.3.

Componente Ex . ) Componente By
3 3
gt g- .
X Cells ~ XCells
(a) Componente E, campo eléctrico (b) Componente B, campo magnético

FIGURA 4.3: Lineas de igual intensidad para la componente E, del campo electrico (iz-

quierda) y la componente B,, del campo magnetico (derecha) producidos por un dipolo

oscilante en el origen, obtenidos utilizando el modelo de lattice Boltzmann propuesto. El

espacio de simulacién es de 90 x 90 x 90 celdas y el instante que se muestra corresponde
a un 151 pasos de tiempo (aproximadamente 3 peridos de oscilacién).

Ahora que se han obtenido los resultados de la simulacién, es importante realizar una
comparacién con un resultado analitico. El cdlculo de los campos electromagnéticos
para el dipolo oscilante es un resultado altamente conocido, que desarrollamos en el
capitulo uno. De hecho, se dispone de dos resultados tedricos que permiten comparar las

simulaciones. El primero es la solucién tedrica del campo magnético, Ec.(1.32) [3],

= (B0 s (u (1= 1)) (@.7)

4re T c
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Pico 1 | Pico 2 Pico 3 Pico 4 pico 5 Error Total

FDTD | 10.8% | 4.8% 5,8% 3,4 % 3.2% 13.96 %
LBM [212% | 53% [1,1x107°% [1,2x107%% [ 1,1 x107%% | 21,85%

CUADRO 4.1

y el segundo es la envolvente tedrica de esta misma magnitud [1,15],

k2P 1
B= 1+

x k2z2 (48)

donde, k = % es la magnitud del vector de onda, c, la velocidad de la luz en el vacio y
w, la frecuencia angular. En estas expresiones, P es la magnitud del momento dipolar,

calculado como
P=— (4.9)

con X el volumen efectivo del dipolo, que se calcula por ajuste numerico. Para nuestro

caso se us6é X = 0,95.

Magnitud B

\( Ce]ls

Magnitud B

Y Cells

X‘ Cells ”

X Cells

(a) Magnitud campo magnético 3D (b) Lineas  equipotenciales  campo
magnético

FicUrRA 4.4: Campo magnetico B generadas por un dipolo electrico oscilante en la

direccién z, a)intensidad del campo magnético y b)lineas de igual intensidad. El espacio

de simulacion es de 90 x 90 x 90 celdas y el instante que se muestra corresponde a un
151 pasos de tiempo (aproximadamente tres peridos de oscilacién).

Adicionalmente, y tambien con el objetivo de comparar los resultados, se calcularon los
potenciales electromagnéticos para la misma fuente utilizando el método FDTD de Yee,
descrito en el apéndice A3. Los resultados se pueden ver en la Fig. 4.5. Se observa que
las dos simulaciones coinciden muy bien con las soluciones tedricas, y que los errores van
diminuyendo conforme nos alejamos de la fuente, es decir a medida que la distribucién

gaussiana - vista desde lejos - se aproxima mejor a una fuente puntual.

Los errores obtenidos por los dos métodos de simulaciéon para los primeros cinco picos
de la Fig. 4.5 se listan en Tabla 4.1, donde se incluye también el valor de error total

calculado de la misma manera que en la seccién (3.2). Sin embargo, vale la pena resaltar
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F1cUurA 4.5: Amplitud de la intensidad de campo magnetico producido por un dipolo

eléctrico oscilante a lo largo del eje x. La gréfica presenta la solucuén teorica (linea

verde), junto con las obtenidas por el metodod de laticce Boltzmann (linea roja) y el

metodo de diferencas finitas (linea verde) solucién tedrica amplitud campo magnético-
Linea roja .

que los errores dependen del valor ¥ escogido para la solucién analitica, y éste se escogid
para que dicha solucién coincidiera con la simulacion de lattice Boltzmann (de ahi que
se obtengan errores tan pequenos para el LBM). Por su parte, los errores en los primeros
dos picos no son una guia confiable, porque en esos puntos tan cercanos la gasussiana
no se puede considerar como una fuente puntual. Por lo tanto, no es posible comparar
aun los tiempos de simulacién de los dos métodos (1 hora para el modelo de lattice-
Boltzmann y 10 minutos para el FDTD). No obstante lo anterior, lo que si se observa
es que el método de lattice Boltzmann efectivamente reproduce la solucién analitica.
Maés atn, como en el LBM cada celda actiia de manera independiente, puede ser que
al implementar los dos métodos sobre tarjetas graficas esta diferencia de tiempos se
reduzca considerablemente. En resumen, el LBM para potenciales electromagnéticos que
hemos desarrollado funciona, y constituye una alternativa promisoria para la simulacién

temporal de potenciales y campos electromagnéticos.



Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se contruye e implementa un modelo de lattice Boltzmann (LBM) para
simular la evolucién de los potenciales electromagnéticos producidos por cualquier dis-
tribucién de corriente dada. El modelo reproduce en el limite continuo las ecuaciones de
onda con fuente que gobiernan el comportamiento de los potenciales electromagnéticos
en el "gauge”de Lorentz, junto con la ecuacién de conservacion de la carga, que calcula

la densidad de carga para la distribucion de corriente.

El primer paso consistié en modificar un modelo de lattice Botzmann que reproduce
la ecuacién de onda introduciendo el término de fuente como un forzamiento. Como el
forzamiento requerido no es directamente la densidad de corriente, sino su integral tem-
poral, se introduce un segundo modelo de lattice Boltzmann que realiza esta integracién.
El modelo combinado reproduce satisfactoriamente el frente de ondas producido por una
fuente puntual que oscila con frecuencia fija (cuya solucién analitica radial es una funcién
de Bessel). Comparado con un método de diferencias finitas FDTD de segundo orden
explicito (Lax-Wendroff) construido para tal fin, el método de lattice Botzmann resulta
ser mas preciso. Consecuentemente, si se redujera el tamano de grilla del FDTD hasta
que los dos métodos alcanzaran la misma precisién, el LBM resultaria aproximadamente

6.5 veces mas rapido que el FDTD.

El segundo paso consistié en utilizar este primer resultado para construir un sistema
de LBM acoplados que reproduzca la evoluciéon de los potenciales electromagnéticos. La
estrategia consiste en implementar cuatro veces el sistema anterior (uno para el potencial
escalar ¢ y uno para cada una de las tres componentes del potencial vector /_f) Los
cuatro sistemas, de dos LBM cada uno, se acoplan por medio de un noveno modelo de
lattice-Boltzmann que asegura la conservacion de la carga. Este LBM adicional calcula
la densidad de carga que, junto con las tres componentes de la densidad de corriente,

constituyen los términos de fuente que alimentan a los cuatro sistemas anteriores. De
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esta forma, el conjunto de nueve LBM acoplados reproduce en el limite continuo la
ecuacién de conservacion de la carga y las cuatro ecuaciones de onda con fuentes para
los potenciales electromagnéticos, y simula su evolucién para cualquier distribucién de
densidad de corriente deseada. El conjunto reproduce exitosamente los potenciales y los
campos electromagnéticos generados por un dipolo eléctrico oscilante, y sus resultados
coinciden tanto con las expresiones analiticas para el campo magnético como con los
resultados obtenidos por el método FDTD de Yee. El modelo acoplado cumple, por lo

tanto, con el objetivo propuesto.

Comparado con otros procedimientos numéricos, el método propuesto exhibe muchas
potencialidades. En primer lugar, en un modelo de lattice-Boltzmann cada celda tie-
ne dentro de si toda la informacién que necesita para evolucionar, a diferencia de los
métodos FDTD, en los que cada celda debe consultar el estado de las celdas vecinas
para calcular su estado en el siguiente paso de tiempo. Esto los hace mucho maés faciles
de paralelizar sobre tarjetas gréaficas, donde alcanzan aceleraciones de entre dos y tres
ordenes de magnitud. Ademas, la construccién del modelo a partir de los potenciales, en
vez de los campos, tiene la ventaja de asegurar que la ley de Gauss magnética y la ley de
Faraday se cumplen automaéaticamente, sin que haya necesidad de asegurar condiciones
iniciales que cumplan con las leyes de Gauss, como sucedia con el modelo de Lattice
Boltzmann propuesto anteriormente para campos electromagnéticos. Mas atin, los LBM
que reproducen ondas son muy estables y faciles de implementar, al punto de que ya se
han logrado desarrollar sobre coordenadas curvilineas generalizadas, lo que les da una
enorme flexibilidad para modelar sistemas con condiciones de frontera complejas y para
aprovechar simetrias del sistema (por ejemplo, al simular sistemas con simetria axial en
coordenadas cilindricas). Finalmente, son muchos los fenémenos que podrian estudiarse
con el modelo propuesto, entre ellos los campos producidos por una carga acelerada, o
por una descarga eléctrica (como en un interruptor de alto voltaje o en un rayo) o un
circuito de alta conmutacién. Todo ésto hace que el método propuesto en el presente

trabajo sea realmente una alternativa valiosa para desarrollos futuros.

Resumiendo, el modelo de lattice Boltzmann construido en este trabajo logra exito-
samente el objetivo de simular los potenciales electromagnéticos y posibilita muchas
alternativas de desarrollo futuro. Por lo tanto, constituye una alternativa promisoria
para la simulacién numérica del electromagnetismo y un aporte valioso en el desarrollo

de estos métodos de simulacion.
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Apéndice A

A.1. Esquema de Lax-Wendroff para la Ecuacién de Onda
1D

La ecuacién de onda en una dimension es

0u 5 0%u

oz = a2 (A1)

Esta ecuacién diferencial de segundo grado se puede escribir como dos ecuaciones de

primer grado definiendo las variables

ro= c%, (A.2)
ou

s = a, (A3)
En efecto, como

o _ P

ox 0x?’

9 _

ot o2’
podemos reescribir la ecuaciéon de onda como

Os or
Adicionalmente, como

ﬁ B 0%u

ot~ “ozo

@ B 0%u

oxr  Ox0t
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Si las derivadas cruzadas son iguales, concluimos que

or ds
2 A5
ot~ “or (A-5)
Resumiendo, 5 5 5 5
s r r s
D i A6
ot~ ‘0z ot oz (4.6)
La discretizacién de las Ec. (A.6) en diferencias finitas resulta ser
+1
S;L B 8? _ CT?-H B r?—l (A 7)
At Az ’ ’
+1
T;L B T? _ CS?-H B 8?—1 (A 8)
At Az ’ '
que permite calcular el valor de s”*! como
5?“ = si+a(rf—riy) (A.9)
T?H = 1 +ta (8?4_1 — s?_l) , (A.10)

con o = cAt/Ax. Sin embargo, esta forma de las ecuaciones en diferencias finitas es
inestable[6]. Una forma de resolver la inestabilidad es el algoritmo de Lax-Friedrich,
que consiste en reemplazar el primer término del lado derecho de cada ecuaciéon por el
promedio espacial de sus primeros vecinos,

sith o= S (spasia) talra —ria) (A-11)
747}—‘,—1 —

j (rja +rjog) Ha(shy —siq) (A.12)

N =D =

pero este método sigue siendo de primer orden en el tiempo.

o o ©  ntl
Lax—Wendroff =172 j+12
A—ea & n+1/2
. » *
i | J JH+i

FiGurA A.1: Esquema de Lax-Wendroff

El esquema de Lax-Wendroff es un método explicito de segundo orden tanto en el tiempo
como en el espacio que soluciona el problema anterior. El esquema divide cada paso de
tiempo en dos mitades de duracién At/2 (Figura A.1). En la primera mitad del paso se

calculan los valores de los campos en puntos medios de los nodos originales utilizando
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el esquema de Lax-Friedrich,

+1/2 1 o

S?il//2 5 (G +s7) £ 5 0 —r7) (A.13)
+1/2 1 o

r;il//Q = 5 (o +77) £ ) (8741 —587) (A.14)

FEn la segunda mitad, tanto la derivada espacial como la derivada temporal se calculan

por diferencias centradas en el punto j,n 4+ 1/2 y se igualan, para obtener

+1/2 +1/2
s?+1 = s +a (r?+1/2 — 7“;.11//2> , (A.15)
+1 n+1/2 n+1/2
Ty = 1 +ta <3j+1/2 - Sj—1/2) , (A.16)

Reemplazando explicitamente las expresiones (A.13) y (A.14) en (A.15) y (A.16), obte-

nemos

1 1
T‘?—‘rl = T}l + « |:2 (8? + S?+1) + % (T?+1 — T;l) — 5 (S;L + 3‘77'171) — % (T;L — T?l):|

1
Pt =t a [2 (8741 —sf_1) + % (rfy —2r) + r;?_l)} (A.17)
1 « 1 «
siT =5} +a [2 (rj + 7)) + 5 (8541 —57) — 3 (rj +751) = ) (s5 — 3?1)}
1
T;Hl =7l +a [2 (7"?+1 - T?—1) + % (S;'l—i-l —2s7 + 8?_1)] . (A.18)

n+1
J
s™, asi que con sélo asignar las condiciones iniciales del sistemas se puede calcular su
b

Escrito de esta manera, los valores r}”l N dependen directamente de los valores r"

evolucion.

+1

"+ hodemos aproximar u;L como

Finalmente, si conocemos el valor de s;

U?H =uj + Ats] . (A.19)

La Fig(A.2) muestra la evolucién unidimensional de un pulso gaussiano centrado en el
eje x, obtenida por este método. Como era de esperarse, el pulso se divide en dos, uno

que viaja hacia la izquierda y otro, hacia la derecha.
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Ficura A.2: Pulso unidimensional FDTD

A.2. Esquema de Lax-Wendroff para la Ecuacién de Onda
en 2D con Fuente

La ecuacién de onda bidimensional con fuente tiene la forma general

Pu 5 [(0Pu  O%u
o ¢ (G o) =10

ot?
De forma similar al caso unidimensional, se definen tres campos, 7, s y [, como

ou
ou
= c— A.21
l c@y ( )
ou
s = 5 (A.22)

or 0s
ol ds

v la ecucion de onda toma la forma

0s o (Or Ol
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El céalculo de los pasos intermedios con el esquema Lax-Friederichs en la primera mitad

del paso de tiempo para r, [ y s resulta ser

gtz L
z+1/2,] 9
ntij2 1
iy T3
ln+1/2 . 1 (
wj+1/2 T 9
nt1/2 1
Tij-1/2 T 9 (ZZJ +1
nt1/2 17T
Siv1/25 = 9 _(3?+1j + SZj)
nt1/2 17T
Sicvjag = g (St siy)
nt1/2 17T
Sij+l/2 = 3 _(SZJ'H +57)
nt1/2 17
Sijg-1/2 = 3 _(S?j + SZJfl)

?y (151 — ) + f(z 172, Y4125 1)
Qz (T’LW;] —rii1g) % (i i+l 1) + f(T41/2, Y5172, 1)
% (Tzn+1] ) + oy (IF i1 — ,J) + f(@41/2,Y41/2:1)
% (rfvay —rimay) oy (00 = 175 1) + f(T41/2,Y41/2: 1)

Luego, en la segunda mitad del paso de tiempo, los valoresent =n-+1der, [y s vienen

dados por
p
n+1l n n+1/2
rij = Tijtos (Si+1/2,j
n+l n n+1/2
lij - = liy (Sij+1/2
n+l _  n n+1/2
Sij = SigTOa ( Tit1/2,5

n+1/2
- 31‘—1/2,]') (A.26)
—st) (A.27)

n+1/2 n+1/2 n+1/2
rijl//2,j> +ay (lz g+{/2 =l {/2> + f(@,y, 140 /60.28)

FI1cura A.3: Onda en dos dimensiones con forzamiento

La Fig(A.3) Muestra la ondas generadas por una fuente gausianna oscilante en el orige-

nen un dominio de 100 x 100 celdas.

_ 670,75(17100)2+(y7100)2
b
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que oscila con un periodo de T' = 50 cliks. Este es el resultado que servird de comparacion

para el LBM en el capitulo 3.

A.3. Esquema FDTD para la Evolucion de los Campos

Electromagnéticos

La evolucién de los campos electromagnéticos estd regida por dos de las ecuaciones de

Maxwell: la Ley de Faraday

- 0B
VXE=— A.29
y la Ley de Ampere-Maxwell,
. OF .
V x B = MOGOE + wod (A.30)

que escritas en componentes resultan ser

0B, 0E. OE,

T (A.31)
_ 3,52 _ a:Ey _ 3; (A.33)

para la Ley de Faraday, y
MoﬁoaaEtx = a;;z - 8;? (A.34)
Moeoaab;y _ 5£x _ 3@% (A.35)
Moﬁoa;% = a;;y - 6;? (A.36)
(A.37)

para la Ley de Ampere-Maxwell.

El método FDTD de Yee propone el uso de dos mallas: una para el campo magnético
y otra para el campo eléctrico, desplazadas medio tamano de celda la una de la otra,
como se muestra en la Figura(A.4). Similarmente, el campo eléctrico en pasos enteros
de tiempo t + At, mientras que el campo magnético se calcula en tiempos intermedios
t+ %. De esta manera se asegura que las diferencias finitas espaciales son diferencias

centradas de segundo orden.
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FIGURA A.4: Celda de Yee

A continuacién se muestra la discretizacion en diferencias finitas para la evolucién tem-

poral de B, y F,. Las deméas componentes se discretizan de manera anéloga.

B;L'E’j’k |

2,5,k o .
B t+% —By ’tf% E‘;’]Jrlvk |t _E?]Jf |t -
At Ay
i,J,k+1 .9,k
B B A.38
Az (A.38)
i, 0,7 i,Jsk i,j— 1.k
Eé’j’k |t At _E;:,j,k: I BY ‘t+% —BY ’H%
Ho€o At = Ay _
BY* | s —BRFTL| A
+4t t+ A4t
: 2 (A.39)

Ay

A partir de estas ecuaciones, observamos que podemos calcular By’ | frALy Ex”" |ivne
2

como

At At

By |t + 7) = By ]t_% +A7y(E;,J+1, | BB | —
At -
E(EZ/J”““ o —E57F |y (A.40)
Ei,j,k ‘tJrAt: Ei,j,k ‘t +L(Bi,j,k | At —Bi’jil’k ‘ At) B
’ ¢ poepAy 7 e TF t+4¢
At ik o A
s B g =B ) - I (A1)

De esta manera es posible calcular la componente de campo eléctrico E, en el tiempo
t + At si conocemos las componentes B, y B, del campo magnético en el tiempo t + %
y la componente del campo eléctrico E, en el tiempo t. Similarmente, es posible calcular
la componente del campo magnético B, en el tiempo t + % si conocemos los valores

de las componentes de campo eléctrico E, y E. en el tiempo ¢ y el valor del campo
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magnético B, en el tiempo t — %. Sin embargo, esto tltimo implica que para arrancar
la simulacion se hace necesario conocer el valor del campo magnético en el tiempo ¢ — %.

Para solucionar este inconveniente, en la mayoria de los casos basta con suponer que el

campo magnético inicial vale cero [10].

La Fig.(A.5) muestra la intensidad del campo magnético generado por una densidad de
corriente gaussiana en direccién x que oscila como un oscilador arménico. La gaussiana
se coloca en el centro del espacio de simulacion, que consiste en un cubo de 90 x 90 x 90

celdas y condiciones de frontera peridédicas. En resumen, la fuente queda descrita como

1 2 2 2
To(w,y, 2, 1) = Joe<_ﬁ[(x_45) +(y—45)"+(2—45) ]) sin (?t) 7 (A.42)

donde Jy = 0,0001 es la amplitud de la densidad de corriente, T' = 50 es el periodo de
oscilacién y 0 = 2,6 para suponer que la gaussiana es aproxiamadamente puntual. Este

sera el resultado contra el cual se compara la simulacién del LBM de capitulo 4.

FicUurA A.5: Intensidad del campo magnético producida por un dipolo eléctrico osci-
lante, calculada a trevés del metodo FDTD de Yee.
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