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Resumen

Las opciones Repo son préstamos a corto plazo que sirven para satisfacer necesi-
dades inmediatas de liquidez. En este tipo de contratos, el deudor dard un paquete de
acciones como garantia. En cualquier momento, antes de la fecha de vencimiento del
préstamo, dependiendo del valor de las acciones, el poseedor de un Repo podria tener
incentivos para pagar la deuda mas los intereses y terminar el contrato anticipadamen-
te, recuperando sus acciones. Este es el riesgo que modelaremos desde el punto de vista
de las matematicas financieras, utilizando una opcién americana de compra con precio
de ejercicio variable. En primer lugar, haremos la modelacién matemaética del contrato
bajo el modelo de Black-Scholes dependiendo del trato que se les da a los dividendos
que paga la accién, dando como resultado un sistema de ecuaciones diferenciales par-
ciales con condiciones de frontera. A continuacién, proponemos un método numeérico
para la aproximacién de la solucién de estos sistemas de ecuaciones, realizaremos un
andlisis de sensibilidad de los principales parametros involucrados en las operaciones
de este tipo y por dltimo una aplicacién al caso colombiano.
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1. Introduccién

Las operaciones Repo (stock loans) son préstamos a corto plazo entre dos partes, un
inversionista y un prestamista, que le sirven al deudor de este préstamo (el inversionista) para
obtener efectivo (liquidez) entregando como garantia (colateral) acciones de su propiedad al
prestamista. El inversionista recibe el dinero del préstamo solicitado, una tasa de interés y
un plazo para pagar este, a cambio de entregar las acciones como garantia del préstamo.
En Colombia a estas operaciones se le adiciona la condiciéon de pacto de recompra, lo cual
obliga al inversionista a pagar el préstamo mas los intereses en la fecha de finalizacién del
préstamo.

Notese que, si el inversionista pudiera anticipar el pago del préstamo y recuperar sus
acciones, este lo haria si el precio de las acciones sube y es mayor que el valor del préstamo
mas los intereses, obteniendo una ganancia vendiendo las acciones. Por el contrario, si las
acciones caen, el cliente preferird no pagar el préstamo mas los intereses y esperar a que las
acciones suban o a la finalizaciéon del contrato. Aun asi, en la finalizacién del contrato el
cliente podria tomar la decisién de pagar o no el préstamo, en cuyo tultimo caso perderia sus
acciones. En este trabajo queremos analizar el riesgo de anticipacién del pago del préstamo
en cualquier instante entre el desembolso del préstamo y la fecha de finalizacion del mismo,
para esto tenemos que suprimir la condicién de pacto de recompra de las operaciones Repo.

Este riesgo lo vamos a modelar desde el punto de vista de las matematica financieras,
modelandolo como una opciéon americana de compra con precio de ejercicio variable. Los
primeros en hacer esto, fueron Xia y Zou [XZ07] bajo el modelo de Black-Scholes-Merton,
encontrando una solucién analitica suponiendo que la duracion del contrato es infinita. Los
siguientes, fueron Dai y Xu [DX11], quienes modelaron este riesgo dependiendo del trato
que se le da a los dividendos que pagan las acciones dejadas como colateral en un contrato
con duracién finita, sin embargo, la implementacion de sus contratos fue hecha en el modelo
discreto de Cox-Ross-Rubinstein.

Se pretende implementar la modelacién del contrato Repo en un tiempo finito, aplicando
un método numérico continuo, teniendo en cuenta el trato que se le da a los dividendos (suge-
ridos por Dai y Xu [DX11]), encontrando un sistema de ecuaciones diferenciales variacionales
con problemas de frontera, que se solucionara usando los métodos de Cranck-Nicolson y los
algoritmos SOR y SOR proyectada, esta valoraciéon del riesgo se programara y se aplicara al
caso Colombiano con algunas acciones listadas en la Bolsa de Valores de Colombia.

En la seccién 1, se muestra la modelacion matematica de una operacion Repo como una
opcion americana con precio de ejercicio variable, considerando cuatro contratos dependiendo
del manejo que se le da a los dividendos del colateral, en la seccion 2, se expone la metodologia
usada para la valoracién del contrato: el método numérico de Cranck-Nicolson , los algoritmos
SOR y SOR proyectada y el algoritmo para encontrar la frontera de ejercicio, en la seccién
3, se hace la implementacién del método numérico para la valoracion del contrato y la prima
de riesgo de pago anticipado, en la seccién 4 se hace la implementacién al caso colombiano
y en la seccién 5 se presentan las conclusiones.



2. Modelacion matematica de un contrato repo

En esta seccién bajo el modelo de Black-Scholes [BST3], se hace la modelacién matematica
del precio de la accién y el cédlculo de la prima de un contrato repo de forma similar a Xia
& Zhou [XZ07| y Dai & Xu [DX11]. Esta prima se obtiene de la valoracién de una opcién
Americana de compra con precio de ejercicio variable como veremos a continuacién.

Sea T (> 0) el tiempo de vencimiento del préstamo y sea (€2, F,Q) un espacio de proba-
bilidad completo, donde Q, denota la medida de probabilidad neutral al riesgo. Denotando
por {Si}ieor el proceso estocdstico que describe el precio de la accién y asumiendo que
este satisface el modelo de Black-Scholes, entonces, se tiene que el precio del subyacente (o
accién) satisface la siguiente ecuacién diferencial estocéstica

dSt = (7" — 5>Stdt + O'Stth. (1)

Aqui, el proceso {W, };c[o,7] denota un movimiento Browniano, 6 (> 0) la tasa de dividendos
de la accién compuesta continuamente, o(> 0) la volatilidad de la accién y (> 0) la tasa de
interés del mercado compuesta continuamente. La solucién de la ecuacién (1)) estd dada por

1
S; = Spexp ((r -0 — 502>t + O'Wt) , (2)

para cada t € [0,T], donde, Sy denota el precio inicial de la accién.

En el momento inicial (¢ = 0) el cliente solicita un préstamo por un valor L y dara
a cambio un numero de acciones N (nocional) como garantia del préstamo (colateral), a
un valor de Sy por acciéon. Por este préstamo, el cliente debe pagar una tasa de interés ~y
(compuesta continuamente) y una prima de riesgo por accién, denotada por C, que le da
el derecho mas no la obligacién de recuperar sus acciones en cualquier instante de tiempo ¢
pagando el principal, mas los intereses generados hasta la fecha. Por lo tanto, el flujo inicial
del cliente es
L—NSy,— NC. (3)

Un cliente racional recuperaria sus acciones si el valor de estas esta por encima del valor del
préstamo; en caso contrario, el preferiria esperar. Por lo tanto, si denotamos por K = L/N el
valor por unidad de acciéon que pide prestado el cliente, la ganancia del cliente si este decide
recuperar sus acciones seria N.S; — NKe o en caso contrario cero. Esta situacién se puede
modelar como

N(S, — Ke™)*, (4)

donde (z)" = méximo{z,0}.

En cada momento del tiempo, se establece el precio minimo de la accién en el cual es
conveniente pagar el préstamo, esto se conoce como frontera de ejercicio, su existencia, se
garantiza cuando la tasa libre de riesgo es menor que la tasa de interés que cobra el banco
r < 7y, ver Proposicién 2.1 en [DX11], en la préctica, siempre el banco presta a una tasa
mayor que la tasa del mercado.



Por lo tanto, para el calculo de la prima C' se debe valorar una opciéon Americana con
precio de ejercicio variable, como veremos a continuacion.

2.1. Repos sin dividendos

Si el colateral no produce dividendos, 6 = 0 en la ecuacién , cuando el cliente toma
la decisién de pagar el préstamo en un tiempo ¢, es decir, paga la cantidad Ke* por accién
y en consecuencia recupera sus acciones al precio Sy, entonces su beneficio por accién esta
dado por

(S; — Ke™)*, (5)

Luego el precio de la opcién con valor intrinseco dado por la anterior ecuaciéon queda deter-
minado por:
V(t,S;) = sup E [e_T(T_t)(ST — Ke')*| .7-}] (6)
TET[t,T)
Donde {F;}icpr) es la filtracion natural asociada al movimiento Browniano {W:}icior),
E[-|F;] es la esperanza bajo Q condicionada a F; y T[t,T] denota al conjunto de todos
los tiempos de paro con valores en el intervalo [t, T.

Si denotamos por Sy(t) la frontera de ejercicio del contrato, es decir, el minimo valor del
colateral, para cada t € [0, T], que cumple la desigualdad S;(t) > Ke. El problema definido
en @ se puede escribir en forma equivalente como un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales con condiciones iniciales y de frontera, vedse por ejemplo Lu & Putri [LP15]

( 2
%—‘;4—%0282%—1—7”52—?—7“‘/:0, S < S¢(t), t€10,T7,
V(t,0) =0, t e 0,7,
V(T,8) = (S — KeT)*, S >0, -
V(t,S)=8—Ke", S > S¢(t), t €10,T7,
V (£, S5(t)) = Si(t) - Ke,
O (655 =1

\

Entonces el cdlculo de la prima C' se reduce a encontrar:
C = (K+V(0,8y) —So)". (8)

Esta definicién difiere de Grasselli & Gémez [GG12] (ecuacion (3)) en donde no aparece la
funcién (-)*, por la siguiente observacion.

Observacién 2.1. Por lo general K es un porcentaje del valor Sy (70 % en Colombia),
entonces, K — Sy < 0. Si V(0,5) es muy pequeno o cero, el valor de C' seria negativo, lo
cual no tiene ningin sentido siendo el valor de una prima (un precio).



2.2. Repos con dividendos recibidos por el banco

Suponga que el banco se queda con los dividendos generados por la accién hasta el tiempo
de redencién del préstamo, tomando estos dividendos como parte de pago del préstamo, esto
reduce el valor de la prima cobrada al cliente. Entonces, este problema modelado por @ con
0 >0en se puede escribir en forma equivalente como un sistema de ecuaciones diferen-
ciales parciales con condiciones iniciales y de frontera, vedse Lu & Putri [LP15] (ecuacién

(3.3))

oV 1 0%V oV

5—1—50252@4—(7“—6)3%—7“1/20, S<Sf(t), tE[O,T],
V(t,0) =0, t e 0,7,
V(T,S) = (S — Ke'T)*, S >0, ©)
V(t,S) =8 — Ke", S'> Sy(t), t€[0,7T),
Vi (t,S¢(t)) = Sy(t) — Ke,
| LS 0) =1

Al igual que en la anterior seccién C' se calcula por la ecuacion (g).

2.3. Repos con dividendos reinvertidos

En esta seccién vamos a asumir que los dividendos son reinvertidos por el banco en la
compra de mas colateral, hasta el tiempo de redencién del préstamo. Es decir, con el dinero
recibido por dividendos, el banco compra mas acciones; de esta manera, si las acciones suben
el cliente pagara el préstamo y recibird sus acciones originales mas las compradas con los
dividendos, y si no sucede, el valor de pérdida para el banco sera menor, ya que el valor
total del colateral aumenta. Entonces, el beneficio del cliente por recuperar sus acciones en

el tiempo ¢ esta dado por:
(%S, — Ke')™. (10)

Luego el precio de la opcién con valor intrinseco dado por la anterior ecuacion queda deter-
minado por:

V(t,S:) = sup E [e_T(T_t)(e‘StST — Kt | R (11)
TET[t,T)

Este problema se puede simplificar usando la transformacion:

2
S, = %S, = Syexp ((r — %) t+ O'Wt> ) (12)

Por lo tanto, se puede reescribir como:
V(t,5)= sup E [e_T(T_t)(gT — Ke')t| ]:t] : (13)

TET[t,T]

10



Donde R A
VI(t,5:) = V(t,5). (14)

Resolver el problema dado por es equivalente a resolver, vedse Lu & Putri [LP15]
(ecuacién (3.17))

(

OV 1,0V OV

o ta SaSQJrrS V=0, S<8(t), tel0,T],

V(t,0) =0, t €0, 7]

V(T,8) = (S — Ke'T)*, 3>0,

V(t,$) =5 - evt S > 8(t), t 0,7, (15)
V( 3 > — Ket,

1%

t,54(t)) = 1.
\ 05( it ))

Por el valor de C se calcula por la ecuacién .

2.4. Repos con dividendos retornados al cliente durante el tiempo
del contrato

Si se considera el caso en el que los dividendos son entregados al cliente inmediatamente
después del tiempo de redencién del contrato, lo que quiere decir que, el banco recibe los
dividendos y los reinvierte a la tasa libre de riesgo hasta que el cliente decida recuperar sus
acciones. Entonces, el beneficio del cliente por recuperar sus acciones en el tiempo t esta
dado por:

(S; — Ke™*™ + 1, (16)

donde ,
It:/ 5e" =S, du. (17)
0

Dado que el dividendo se paga continuamente, la anterior integral representa el monto que
recibe el cliente en ¢, por dividendos. Luego el precio de la opcién con valor intrinseco dada

por la ecuacién es:
V(t, S I,) = sup E[e"D((S, — Ke™)" + 1) |F]

TET,T)

T (18)
=1L+ sup E le’"(ft) <(ST — K" +/ 5er(t“)5udu) ’]-}] :
t

TeTt,T]
Nétese que V' (t, Sy, I;)—I; es independiente de I;, entonces se puede utilizar la transformacién:

U(t,Sy) =V(t, S, It) — L. (19)

11



Luego para resolver el problema (18) utilizando la transformacién (19) encontramos el si-

guiente sistema de ecuaciones diferenciales parciales, vease Lu & Putri [LP15] (ecuacién
3.23)

4 1 2
Ei‘)(t] 252252 + (r 5)SZ—S—rU+5S_O, S < S¢(t), t 10,17,
Ult, ) t € 10,7,
U(T,S) = (S — Ke )t S >0,
U(t,S)=S—-KeT, S > Sg(t), t €10,77, (20)
U (t, S¢(t) = sf<t> ~ KeT,
oU
| 55 (1:5r) =

Notese que encontrar el valor de la opcién, es decir V(0, .Sy, 0), es equivalente a calcular
U(0, Sp). Por lo tanto, el valor de C' se calcula por la ecuacién .

3. Metodologia

En esta seccién vamos a desarrollar los métodos numéricos que nos aproximaran las
soluciones de los sistemas de ecuaciones diferenciales parciales de la seccién anterior.

3.1. El método de Crank-Nicolson

Vamos a aproximar la solucion de los sistemas de ecuaciones diferenciales parciales encon-
trados en la anterior seccién por el método de Crank-Nicolson. Para esto, se define una malla
uniforme {0, At, 2At, ..., NAt} x {0, AS,2AS, ..., IAS} sobre el rectangulo [0, T] X [0, Smax],
donde At =T/N, AS = Snax/I y Smsx €s un valor suficientemente grande para el precio de
la accién S.

Ahora, tomando la aproximacion para las derivadas que aparecen en la primera ecuacion

de (7)

OV VIV oV VR - VR OV Vi =2

o A 95T a5 0 e~ (asE 0 @

donde V* = V(nAt,iAS), obtenemos la aproximacién de esta ecuacién diferencial parcial

VI Ve ctRAS) (Vi -2V VR | oPR(AS)? (Vi 2 v
1 1 + + +
At 4 (AS)? 4 (AS)?

— _Vr— f 'TL-I-]_ =
2 2AS8 2 2AS8 Vi 2‘/; 0.

N riAS (V;:il — v;g) riAS (V[}f — VJT) r
2

(22)

12



Incluyendo las condiciones de frontera

Vi =0, n=0,1,..., N,
VN = (iAS — KeT)t, i=0,1,...,1,
VP = Smax — Ke™2 n=0,1,...,N.

Reorganizando obtenemos que

donde

con

2

v10%i2(AS)?  wariAS

A? - )
4 4
Br - _vla2i2(AS)2 _ TAt
L 2 2
22 2 -
. 10t (AS)? wariAS
At AY;
"TAs T A

Las ecuaciones en ([24) pueden escribirse en forma matricial como

donde

MV" =

_ATf+1 1 —l—BILJFl

0

0

[1-By —Cp 0
—A? 1-Br —C%
0 —A?  1- By
0 0 0
0 0 0

0 0 0

C?+l
Ayt 14 Byt
0 0
0 0

= ATV (L= BV = CRVE, = ATFVE 4 (L BVt oty

MV" =q,

0 0 0 ]

0 0 0

0 0 0

1-Bp, —Cp, 0
—A7, 1-Bp, —Ci,
0 -4, 1-Bp|
0 0 0 7] _‘/()n+1_
0 0 0 ‘/17L+1
L+B1,  Cfy 0 ||V
A s o] v

(23)
(24)
(25)
(26)
_ V1”
V2n
Vgn
: (27)
Vits
Vits
Vit
A?JernJrl
0
0
| 0

Para solucionar el sistema lineal de ecuacuiones ([26) vamos a utilizar dos métodos iterativos.
La ventaja de los métodos iterativos sobre los métodos directos es que estos se adaptan de
una forma natural a los problemas de valoraciéon de opciones Americanas, como es nuestro

caso.
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3.2. Meétodo SOR

El algoritmo Sucesivo de Sobre Relajacién (SOR)[] es un ejemplo de un método iterativo
para la solucién del sistema , el cual a su vez, es un refinamiento de otro método iterativo
conocido como el metido de Gauss-Seidel, vease [WHD95].

Suponga que la matriz M en el sistema (26 tiene entradas M, entonces la ecuacion
i-ésima del sistema ([26)), se puede escribir como

%

De donde .

v = M (@ = (Mo} + Moy + -+ + Mjp 0} ).

~

. . k s . . <z
Para poder resolver este problema iterativamente, notamos por v;”" la k-ésima iteracién y
L. 0 . ., ., ..
tomando un valor inicial v, obtenemos una aproximacién para la solucién v}* de la siguiente
forma 1
n k—i—l n_ n,k n_ n,k
v’ M” <Qz - <M11U1 + Miyvy™ + -+ My vp” 1>)

k+1 k+1

Como para poder encontrar v;""" " ya se ha encontrado v;”]" " se pueden tomar estos valores
actualizados y reemplazarlos en la anterior ecuacion obteniendoﬂ:

i—1 I-1
1
n,k+1 _ n nk+1 n, nk
v, W q; — E Mz] J E sz fi . (28)
j=1 j=i+1

Este proceso se repite hasta que la medida del error [[V™ 1 — V™*|| sea lo suficientemente
1 : L,
pequefia, entonces se toma a v,” 1 como la mejor aproximaciéon del valor de v}

Ahora, observemos que

nk+1 _  nk n,k+1 n,k

. . . k k+1 k
como la secuencia de iteraciones v,"" converge a v} (ver [B0G]), se puede pensar v;” e v

como un termino de correlacién que se adiciona a v;"" para acercarse al valor exacto de
vy'. Entonces surge la posibilidad que la secuencia converja mas rapidamente, se incluye un
nuevo parametro de aceleracién w, de modo que:

1—1 -1

n,k+1 n, nk+l n_ n,k

v] F 4 —Mn g — > Mo N Mt (29)
=1 j=it+1

Cuando 0 < w < 1, el algoritmo se conoce como sub relajacion, en lugar de sobre relajacion
que se utiliza para los casos en que 1 < w < 2. De esta manera la ecuacién (29) es la que se
conoce como el algoritmo SOR.

'SOR: Successive Over-Relaxation.
2Ecuacion Método Gauss-Seidel.

14



La efectividad de este método esta dado por el radio de convergencia, ya que el niimero
de iteraciones necesarias para reducir un error inicial es inversamente proporcional al radio
de convergencia, a menor radio espectral mayor tasa de convergencia, como en este caso se
depende del parametro w, este se escogera de tal forma que el radio espectral se minimice.

Esta demostrado que existe un valor 6ptimo de w, en el intervalo 1 < w < 2, lo que
conduce a una convergencia mucho mas rapida que para otros valores de w. Este valor
optimo de w depende de la dimension de la matriz M. Hay medios para calcular o estimar el
valor 6ptimo de w pero estos implican tantos calculos que es mas rapido cambiar w en cada
paso de tiempo hasta que se encuentra un valor que minimiza el nimero de iteraciones.

-
i
=1

o
=]
=

60 \

40

20

o

Promedio nimero de iteraciones

0

02

0.4

06

08

1

12

omega (w)

Figura 1: Grafica de w respecto al numero de iteraciones algoritmo SOR con Sy = 50; K = 40;
c=0,5v=0,1;r=0,05;T=1

3.3. Meétodo SOR Proyectada

Haciendo algunas modificaciones al algoritmo SOR, obtenemos el algoritmo SOR proyec-
tada, para esto se define una funcién para nuestro contrato americano con precio de ejercicio
variable como,

£(t,9) = (S — Ke)* (30)
para todo S en un tiempo t, se observa que
V' > " < MV">q (31)

para f* = (fi, f',..., f1) con fI' = f(nAt,iAS), donde se incorporan las condiciones de
frontera libre dadas en las dos ultimas ecuaciones del sistema , asi el algoritmo SOR
proyectada halla v]' como el maximo entre SOR y el valor de f.

Se comienza con la estimacién inicial

Vn,O — (Vn—l7 fn)+

n,0 __

PO = (opt )t

15

) (32)



k+1

Entonces se genera v;”""" usando

i—1 I-1
n,k+1 / n,k w n_ n,k+1 n_ n,k n
Ui — Imax {Uz‘ + W (ql — Z Mijvj — Z Mij'Uj ) 7fi } . (33)

j=1 j=i+1

Este algoritmo, es construido a partir de las posibles inconsistencias que puede ge-
nerar el algoritmo SOR al no tener en cuenta la condiciones S < S¢(t), t € [0,7] y
S > Sy(t), t € [0,T] de las ecuaciones (1) y (4) del sistema (7). Por lo tanto, con el al-
goritmo de SOR proyectada garantizamos la consistencia interna del sistema @, lo que nos
garantiza encontrar una frontera de ejercicio mas precisa y en consecuencia unos valores mas
exactos del contrato.

3.4. Frontera eficiente

La regién de ejercicio (al tiempo t) es el conjunto de valores de S tales que satisfacen:

V(t,S)=S—Ke" (34)

Se busca aproximar la frontera eficiente S;(t) teniendo en cuenta la caracteristica dada
por la igualdad:

T s) = 1 (35)

Existe un valor especial para S tal que:

SiS>8,;(t)=V(tS) =85—KetyAlt,S) =1
SiS<Sit)=V(t,S)=5—-Ke'yAt,S) <1,

donde la letra griega “Delta” es definida por A := g—‘g. Para encontrar la frontera eficiente
para cada uno de los valores de t en la malla:

1. Se aproxima la derivada de V' con respecto a S (A) usando la formula

_Vi= Vi

A
’ AS

, donde AS =85; — S;_1coni=0,...,1 (36)

La cual es una aproximacion por diferencias hacia atras de orden 1.

2. Se busca el primer indice j tal que A; = 1£¢, donde € es una tolerancia dada. Entonces
S¢(t) se encuentra entre S;_; = (j — 1)AS y S; = jAS.
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3. Se calcula A;_5 y A;_; usando las formulas:

Viog—Vig Vg =4V, o+ Vi 5
A 5 = J J A 4 = J J J 37
Jj—2 AS y Jj—1 QAS ( )
Las Cuales son aproximaciones por diferencias hacia atras de orden 2, ver pagina 162

de [N92J.

4. Se encuentran los parametros de la recta, m y b, que pasa por (S;_2, A;_2) y (Sj-1, Aj_1)
los cuales estan dados por:

Aj—l — Aj_Q
e e R N 38
m ijl_Sj72 y j—1 — Moj—1 ( )
A
o R—
S s S50 5 9

Figura 2: Grafico aproximacién de S¢(t) usando diferencias finitas

5. La aproximacién para S¢(t) es aquel valor para el cual la segunda componente del
punto, sobre la recta encontrada en el literal anterior, es 1. Es decir:
1-0b

Sy(t) ~ —. (39)

4. Implementacion del método numérico y analisis del
contrato

En esta seccién comparamos los resultados de la implementacion del método de Crank-
Nicolson y el algoritmo SOR, presentados en la seccién anterior, con los resultados que se
conocen en la literatura que tiene valores comparativos, en este caso con Prager [P10]. A
continuacion se comparan los dos algoritmos iterativos SOR y SOR proyectada, ademas, se
implementa la frontera de ejercicio y se hace un analisis de sensibilidad del valor del contrato
con respecto a algunos parametros.
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4.1. Comparacion con Prager

A continuacién en la Tabla[I] se muestran los resultados de la implementacion del metodo

numérico y una comparacion con Prager [P10] bajo sus parametros de prueba con el algoritmo
SOR donde el pardmetro w es fijado en w = 1,1, (ver Anexo |A|y .

K o v  Prager SOR
10 0,5 0,1 39,49 40,4048

20 29,24 29,3952
30 20,34 20,3695
40 13,59 13,5934
50 8,80  8,8930
10 0,3 0,1 10,34 10,3425
0,4 11,93 11,9335
0,5 13,59 13,5934
0,6 15,26 15,2811
0,7 16,94 16,9734
0,8 18,59 18,6501
10 0,5 0,07 14,27 14,2732

0,1 13,59 13,5934
0,13 12,91 12,9229
0,16 12,25 12,2641
0,19 11,6 11,6179
0,22 10,96 10,9854

Tabla 1: Comparacién con Prager utilizando los parametros: Sy =50, r =5% y T = 1.

En la anterior tabla, podemos observar que el método numérico es comparable con los
resultados obtenidos por Prager, aunque difiere en algunos casos, siendo el caso mas extremo
los valores con K =10, 0 = 0,5y v =0, 1, es decir, Prager: 39,49 y método SOR: 40, 4048.
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Parametros SOR SOR proyectada
K o ~ Valor Tiempo(s) Valor Tiempo(s)
10 0,5 0,1 |40,40484993 1,1 40, 40484993 72,6
20 29, 39521099 1,4 29, 39521099 186, 8
30 20, 36953893 1,6 20, 36953893 3221
40 13, 59343481 2,2 13,59343481 583, 7
50 8,89300244 2,9 8,89300244 1172,2
40 0,3 0,1 |10,34259433 2,1 10, 34259433 532,8

0,4 11,93357325 2,3 11,93357325 658, 1
0,5 13, 59343481 2,3 13, 59343481 743,1
0,6 15,28113609 2,7 15, 28113609 952,4
0,7 16,97340765 2,9 15,93340765 1067, 3
0,8 18, 65010596 3,3 18,65010596  1154,6
40 0,5 0,07 | 14,27326012 2,4 14, 27326012 562, 9
0,1 | 13,59343481 2,3 13,59343481 591, 8

0,13 ] 12,92299333 2,6 12,92299333 592, 2
0,16 | 12,26411801 2,6 12,26411801 673,9
0,19 | 11,61793665 2,5 11,61793665 674, 8
0,22 | 10,98543265 2,4 10, 98543265 628, 4

Tabla 2: Comparacion SOR y SOR proyectada bajo los parametros: w = 1,1, S = 50,
r=5%yT=1.

En la Tabla [2| se relaciona el tiempo y el valor entre los dos algoritmos implementa-
dos SOR y SOR proyectada (ver Anexo [A] [B]y para los parametros dados en Prager
[P10]. Como se observa en la tabla el algoritmo SOR proyectada no genera ningtiin beneficio
computacional al valor del contrato, y toma un tiempo considerablemente mayor para encon-
trar este, a pesar de ser el método escogido por varios autores para la solucion de opciones
americanas, véase [B06] y [W06]. Como el algoritmo SOR no afecta la consistencia en la
valoracion del contrato, se trabajara con éste algoritmo para los calculos siguientes.

4.2. Analisis de los contratos Repo

A continuacién se muestra un ejemplo ilustrativo del calculo de la prima necesaria para
adquirir un préstamo (ver Anexo: , @, y , este ejercicio se hace para los cuatro tipos
de contratos teniendo en cuenta que el valor del préstamo es un porcentaje del colateral en
el tiempo inicial (¢ = 0) que llamaremos «, es decir, K = a.Sj.
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Valor de la prima contrato Repo sin dividendos Valor de la prima contrato Repo dividendos recibidos por el banco
7

8
3 meses 3 meses
& meses 6 meses
7 9 meses 6 9 meses
1 aiio 1 a0
sF
sk
sk
o oot
B b
A Aaf
st
oF
ot
1r T
a 0 .
07 0.756 08 0.85 09 0.95 1 07 0.76 08 0.85 09 0.95 1
o x
Valor de la prima contrato repo dividendos reinvertidos Valor de la prima contrato Repo dividendos entregados
8 9
3 meses ——— 3 meses
6 meses s 6 meses
7 9 meses 9 meses
1 a0 ; 1 a0
sF
sk
sk
ER g
B B Al
sl
sl
Al
s
1 1t
0 . . ) . o . A r . .
07 0.76 08 0.85 09 0.95 1 07 0.78 08 0.85 09 0.95 1

o x

Figura 3: Valor de la prima C' variando «a con Sy = 100, 0 = 0,25, v = 0,12, y 6 = 0,02.

En la Figura [3| se puede observar que hay un conjunto de valores « para los cuales la
prima C' es cero en los cuatro contratos, para los valores positivos de C' se puede notar, que
a mayor tiempo hay un aumento en el valor de la prima, pues si el tiempo aumenta también
aumenta la probabilidad de recuperaciéon de las acciones por parte del cliente (ver figura [5)),
de esta manera se puede encontrar el mayor valor de «, para los cuales C' es cero:

Tiempo o

(meses) | Sin dividendos Recibidos por el banco Reinvertidos Entregados
3 86 % 88 % 86 % 86 %

6 84 % 86 % 84 % 84 %

9 82 % 86 % 82 % 82 %

12 82 % 86 % 82 % 80 %

Tabla 3: Mayores valores de « para los cuales la prima C' es cero.

20



Valor de la prima para los 4 contratos a 3 meses

sin dividendos
45 recibidos por el banco
7| = = —reinvertidos

4 entregados

prima C

Figura 4: Valor de la prima C variando o con T' = 3 meses para los cuatro contratos.

Si la duracion del contrato Repo es por 3 meses, se puede realizar un préstamo entre el
70 % y el 86 % sobre el valor de Sy y el valor de la prima para los cuatro contratos es 0, se
observa que el contrato con dividendos entregados es el mas costoso, pues si el cliente paga el
préstamo, el banco le regresara las acciones, los dividendos y sus intereses generados, después
encontramos los contratos sin dividendos y con dividendos reinvertidos, que son iguales (ver
Ecuacién (12))), pues si el cliente paga el préstamo al cliente se le entregaran las acciones mas
los dividendos si es el caso, y por ultimo encontramos el contrato con dividendos recibidos
por el banco, este tiene menor costo porque el banco se queda con los dividendos como parte
de pago del préstamo.

4.3. Frontera de ejercicio

Una vez aplicado el algoritmo con el método SOR y utilizando el algoritmo de frontera
de ejercicio (ver Anexo|[G)), se encuentra el momento en el cual el cliente deberfa ir al banco
a pagar el préstamo y recuperar sus acciones (Frontera de ejercicio), ya que obtendra un
beneficio, la prima C' le da al cliente el derecho de recuperarlas en cualquier momento. El
conocimiento de esta frontera beneficia mas al cliente, pues el banco ya ha cobrado una prima
que lo cubre de este riesgo.

Frontera de Ejercicio contrato Repo sin dividendos
150

140 b Region de Ejercicio

130 |

£(t)

120

100

Regidn de Continuacién
90

80 |

70 L . L . ' i L . .
o1 0z 03 04 05 06 o7 08 09 1
Tiempo t

Figura 5: Frontera de ejercicio.
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En la figura anterior podemos observar que al encontrar la frontera de ejercicio, dividimos
el espacio precio S vs. tiempo t en dos regiones, la regién de continuacion, en la cual el cliente
no tiene incentivos para recuperar sus acciones y, la region de ejercicio, en esta region el valor
S > Ke', esto quiere decir que en esta regién el cliente podria ir a pagar el préstamo mas
los intereses y asi recuperar sus acciones, dandole un beneficio positivo.

4.4. Analisis de sensibilidad

A continuacién se hace el anélisis de la sensibilidad del valor de la prima C' con respecto a
los parametros 7 y 0 ya que variaciones en estos afectan de manera significativa a la valoracién
del contrato. Para estos analisis se usaron los siguientes parametros: So = K = 10, 0 =0, 2

T=1.

Prima de una Repo sin dividendos vs. gamma
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02 03 04 05 06 07
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01}

08 09
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05}
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03

02

01

06 o7

Prima de un Repo con dividendos recibidos por el banco vs gamma

=0.02
#=0.03

=0.04

06 0.7

08 09
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Sensibilidad de la Prima de una Repo sin dividentos vs. gamma
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Sensibilidad de la Prima de una Repo con dividentos reinvertidos vs. gamma
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0 01 02 03 04 05 06 07

Sensibilidad de la Prima de un Repo con dividendos recibidos por el banco vs gamma
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Prima de una Repo con dividendos entregados vs. gamma Sensihilidad de la Prima de una Repo con dividentos entregados vs. gamma
0

09

08

07

06

05

Prima

04

03

02

0.1

Figura 6: Graficas andlisis de sensibilidad con respecto a ~.

En la Figura [6] se puede ver que el comportamiento del contrato cuando hay cambios en
la tasa de interés cobrada por el banco (7), es similar en los cuatro contratos, si se aumenta
la tasa que cobra el banco por el contrato el valor de la prima cobrada al cliente disminuye.
También se pude observar que en la grafica de la sensibilidad con dividendos reinvertidos
no cambia cuando se varia la tasa de dividendos d; ademads, esta es igual a la gréafica de
la sensibilidad sin dividendos, esto ocurre por la transformacién hecha en (12) para poder
calcular el valor del contrato.

De igual manera, en la siguiente figura se analiza la sensibilidad del valor de la prima
con respecto al pardmetro § (la tasa de dividendos de la accién), y se muestra el valor de la
prima C' variando valores de 7.

Prima contrato Repo con dividendos reinvertidos vs. delta Sensibilidad de la Prima contrato Repo con dividentos reinvertidos vs. delta
06 1

056 0al
Coosaf 02r
El =< 0
£ 052 02

05 04r

06
048 |

08

0.46

0.05 01 0.15 02 0.25 03 0.35 04 0.45 05 o 0.05 01 0.15 02 0.25 03 0.35 04 0.45 05
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Prima contrato Repo con dividendos recibidos por el banco vs delta Sensibilidad de la Prima contrato Repo con dividentos recibidos por el baneo vs delta
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Figura 7: Graficas prima y sensibilidad con respecto a

En la Figura [7] se muestra el resultado para los 3 tipos de contratos que incorporan
dividendos, para el contrato de dividendos reinvertidos, los dividendos no afectan el valor
del contrato (ver seccién, para cuando los dividendos son recibidos por el banco podemos
observar que un aumento en el porcentaje de dividendos disminuira el valor de la prima C
cobrada al cliente, pues el banco se esta quedando con los dividendos como parte de pago
del contrato. Cuando los dividendos son entregados al cliente podemos observar que el valor
de la prima siempre aumenta aunque hay un cambio de tendencia en el precio de C', estos
puntos cambian dependiendo del valor de gamma (), como se muestra en la siguiente tabla,

v 0  Sensibilidad
0,10 0,2 7,1769
0,11 0,2  7,2434
0,12 0,2 73118
0,13 0,18 7,3885

Tabla 4: Maximos grafica de sensibilidad contrato Repo con dividendos entregados vs é.

Estos deltas son el punto exacto donde hay un cambio en la velocidad de crecimiento del
valor de la prima C'. Si el porcentaje de dividendos es mayor que en la tabla [4] disminuye el
porcentaje posible de perdida para el banco, sin embargo, aun el cliente tiene que pagar por
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el derecho de recuperar las acciones y los dividendos con los intereses acumulados hasta un
tiempo t < T

5. Aplicacion al mercado colombiano

Para poder realizar operaciones Repo en Colombia (con pacto de recompra), las acciones
deben cumplir los criterios de riesgo y liquidez establecidos por la Bolsa de Valores de Co-
lombia (BVC). Los criterios de elegibilidad dependen de las garantias, el volumen promedio
diario de negociacion, el porcentaje de frecuencia de marcacién de precio y la dispersion del
volumen, todo esto en el trimestre inmediatamente anterior, las acciones que son elegibles son
las que pertenezcan a los grupos A, By C E] Las acciones que se tomaron para la aplicacién
en el caso colombiano se escogieron con respecto a el informe de riesgos de renta variable de
la BVC con fecha 31 de julio de 2017, de tal manera que todas son elegibles para realizar el
contrato.

A continuacién se presentan las 20 primeras acciones que componen el indice COLCAP,
por orden alfabético, con su valor por accion, volatilidad y porcentaje de dividendos anuales.

Ticker So (1 agosto) Volatilidad Tasa continua de dividendos
BCOLOMBIA 30,860 17,67 % 3,03 %
BOGOTA 68,300 19,73 % 4,47 %
CELSIA 4,720 14,28 % 2,72%
CEMARGOS 11,860 16,13 % 2,00 %
CORFICOLCF 29,120 24,53 % 1,35%
ECOPETROL 1,365 23,65 % 1,67%
EFEB 1,985 14,86 % 4,87%
EXITO 15,340 14,22 % 0,32 %
GRUPOARGOS 21,260 17,08 % 1,45 %
GRUPOSURA 41,740 14,58 % 1,16 %
ISA 13,600 16,18 % 2,84 %
NUTRESA 26,760 12,26 % 1,98 %
PFAV AL 1,320 15,87% 4,36 %
PFAVH 2,680 36,24 % 2,83 %
PFBCOLOM 32,940 17,92 % 2,84 %
PFCEMARGOS 10,640 13,53 % 2,23%
PFDAVVNDA 33,780 15,24 % 2,77T%
PFGRUPOARG 19,500 16,65 % 1,58 %
PFGRUPSURA 40,580 14,74 % 1,20 %

Tabla 5: Acciones que generan dividendos.

3Modelo de riesgo para Repos y TTVs sobre renta variable, fuente: www.bvec.com.co
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En la siguiente tabla se muestra la accion que no entrega dividendos:

Ticker Sy (1 agosto) Volatilidad
CLH 10,800 25,21 %

Tabla 6: Acciones que no generan dividendos.

Para calcular la volatilidad anual de cada una de las acciones se tomaron los precios de
cierre desde 1 de julio de 2016 al 31 de julio del 2017, se calcularon los retornos logaritmicos,
se encontré la desviacién esténdar de estos datos y se multiplico por v/245. Para la tasa de
dividendos anuales se tomo la informacion de los pagos de dividendos para el ano 2017, y se
encontrd su respectiva tasa continua.

En las siguientes Tablas se presenta el andlisis del valor de la prima para diferentes
acciones listadas en la BVC, primero se presenta la acciéon que no genera dividendos.

Accién que no entrega dividendos CLH

900 T

3 meses

6 meses

800 9 meses

1 afo
700 |

valor prima C
N w B oo @
58 & &8 & 3
s 8 38 &8 3

2
=

o2
@

L L L
0.65 07 0.75 08 0.85 09 0.95 1

Tabla 7: Valor de la prima C contrato sin dividendos, v =12%, r =7,5%

Las acciones que se presentan a continuacién estan organizadas seguin su porcentaje de

participacion en el indice COLCAP, observando el valor de la prima por tipo de contrato y
tiempo.
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Tabla 8: Valor de la prima C por contratos, vy = 12%, r=7,5%
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En las tablas anteriores podemos observar que para todas las acciones y con cualquier
politica de dividendos la prima del contrato siempre es cero para un préstamo por el 70 %
del valor del colateral. Esto nos indica que no existe el riesgo de anticipacién de pago del
préstamo en las condiciones actuales en el mercado colombiano. Por otro lado, en las tablas
anteriores podemos observar que se podria aumentar el porcentaje del valor del colateral
prestado al cliente y aun asi no incurrir en el riesgo de anticipacién del pago del préstamo.

También podemos decir que el contrato mas conveniente para el cliente y el prestamista
seria un contrato Repo con dividendos recibidos por el banco, este es el menos riesgoso,
porque el cliente puede recibir un mayor porcentaje de préstamo sobre sus acciones sin cobro
de una prima y el prestamista esta recibiendo los dividendos durante el tiempo del contrato.

6. Conclusiones

En este trabajo se analizé las operaciones Repo sin pacto de recompra en cuatro tipos
de contratos con diferentes tratamientos a los dividendos, analizando el riesgo que asume
el prestamista al permitir que el cliente pueda pagar el préstamo en cualquier momento,
cuando este esté en la region de ejercicio. Al observar los resultados numéricos y graficos
se puede notar que este riesgo no es fundamental, ya que el valor de la prima C' es cero
para la mayor parte de los a’s en el intervalo [0 %, 100 %]. A pesar de esto, creemos que la
modelacion matematica y la implementaciéon numérica del contrato, como se realizé en este
trabajo, nos podria permitir hacer un anélisis a otro tipo de riesgos, como por ejemplo, el
riesgo de no pago por medio del algoritmo de la frontera de ejercicio, los riesgos en el cambio
del mercado, cambios en las condiciones del contrato, entre otros.
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Anexos

A. Algoritmo SOR

function [ x, nIters, errs ] = SORIter( M, q, vO, omega, tol, maxIters )

% SORIter( M, q, vO, omega, tol,maxIters): ejecutar iteracién SOR

hpara resolver M*x = q

% omega es el parametro de sobrerelajacién ( si omega > 1 ) o

% subrelajacién si omega estd en (0, 1)

% el algoritmo corre hasta que || v™(n+l) - v'n || < tol o hasta maxIters.
% Si maxIters no esti definido, se usa maxIters = 1000

err = tol * 2;
nlters = 0;

if (nargin < 6)
maxIters = 1000;
end

errs = zeros( maxIters, 1 );
[m, n] =size( M);

if(m "=n )
error( ’M debe ser cuadrada’ )

end

vViejo = vO;

vNuevo = zeros( m, 1 ); % v {n+1}

D = diag(M); % vector

U = triu( M, 1 ); % triangulo superior de M estrictamente por encima de M

DmasOmegal. = diag(D) + omega * tril(M, -1);
omega_q = omega * (;
T = (1 - omega ) * diag(D) - omega * U;

while( err > tol && nlters < maxIters )

% formula v {n+1} = ( D + omega * L)~ (-1) ( omega * q + ((1 - omega) * D ...

% — omega * U ) * v™{n} )

vNuevo DmasOmegal \ ( T * vViejo + omega_q );

nlters nlters + 1;
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err = norm( vViejo - vNuevo );
errs(nlters) = err;
vViejo(:) = vNuevo;

end

x = vNuevo;
errs = errs( 1 : nlters );
end

B. Algoritmo SOR proyectada

function [x,nIters,errs] = SORproyectada(M,q,v0,omega,tol,maxIters,pago)

% SORproyectada( M, q, vO, pago, tol,maxIters): ejecutar iteracion

%SOR proyectada para resolver M*x = q

% pago es un vector columna con I-1 componentes

% el algoritmo corre hasta que || v~ (n+l) - v’n || < tol o hasta maxIters.
% Si maxIters no est? definido, se usa maxIters = 1000

err = tol * 2;
nlters = 0;

if (nargin < 7)
maxIters = 1000;
end

errs = zeros( maxIters, 1 );

[m, n] =size( M );
if(m "=n )
error( ’M debe ser cuadrada’ )
end
vViejo vO;
vNuevo = zeros( m, 1 ); % v {n+1}
xsor=zeros(m,1);
D = diag(M);

while( err > tol && nIters < maxIters )
for i=1:m
vNuevo(i)=vViejo(i)+(omega/D(i))*(q(i)-M(i,1:i-1)*vNuevo(1l:i-1)
co.= M(i,i:m)*vViejo(i:m));
vNuevo (i)=max (vNuevo (i) ,pago(i));
end
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nlters = nlters + 1;
err = norm( vViejo - vNuevo );
errs(nlters) = err;
vViejo(:) = vNuevo;

end

X

= vNuevo;

errs = errs( 1 : nlters );
end

C. Contrato Repo sin dividendos

function [ precio, VO, S, V, M, SORnIters] = BSCNrepo_nodiv( SO, K, r,
gamma ,T, sigma, dS, dt, omega, SORP )

b
b
b
b
b
b
b
b
b
o
b

Calcular el precio de un opcién Repo sin dividendos usando el método

de Crank-Nicolson

SO = Precio inicial del subyacente (puede ser un vector)

= Strike

Tasa de interés del subyacente

Tasa de interés del presta,o

Fecha de vencimiento

sigma = Volatilidad

dS = Longitud de los subintervalos de la grilla para la variable espacial
dt = Longitud de los subintervalos de la grilla para la variable temporal
omega = parametro para el uso del metodo SOR

K
T
y
T

tol = 107-6; % para la iteracién SOR

minS = 0;

maxS = 4 * K;

I = round( (maxS - minS)/dS );

S = linspace( minS, maxS, I + 1 )’;
N = round( T / dt );

t = linspace( 0, T, N+1);

h

zeros( I+1, N+1);

Funcién de pago para una repo en T
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Pago = max( S - Kxexp(gammaxT), 0 );
% También usada con condicién final
V( :, N+1 ) = Pago;

% Condiciones de frontera para S -> 0 y S -> infinito

Fabajo = 0;
V(1, :) = Fabajo;
Farriba = maxS - Kxexp(gammaxt);

V(I+1, :) = Farriba;

% para la ecuacién tradicional de Black-Scholes,
% los coeficientes son independientes del tiempo:

a=0.5 % sigma"2 * 5.72;
b= r *xS;

c=-r xones( I +1, 1);
nul = dt / dS°2;

nu2 = dt / dS;

% construimos los coefficientes para la induccién hacia atrés
% como combinaciones de los anteriores

A 0.5 * nul * a - 0.25 *x nu2 * b;
B = - nul *xa+ 0.5 % dt * c;
C 0.5 * nul * a + 0.25 * nu2 * b;

A=AC2 :1I,1);
B : ;
C=¢C(2:1I,1);

I
N
—

-
S
—~

% Los reunimos en una matriz de I-1 x I+1

ImasF = spdiags( [ A (1 +B)CJ], [012], I-1, I+1 ); Ymodificar
ImenosF =spdiags( [ -A (1 -B) -C], [ 0127, I-1, I+1 ); Y%modificar
% Construir matriz cuadrada M = (I - G ):

% remover primera columna y dltima fila de I-F

M = ImenosF( : , 2:I ); % resultado es (I-1) x (I-1)

% * Si las condiciones de frontera son de otra forma la construccién

% es mas complicada!

% Vector r que usaremos abajo

rvec = zeros( I -1, 1);
rvec(1) = -Fabajo * A(1);
SORnIters = 0;

% INDUCCION hacia atras
for k = N+1:-1:2
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rvec(I-1) = -Farriba(k)* C(I-1);
% Lado derecho del sistema es q = ImasF * V(:,k) - rvec
ql = ImasF * V(:, k ) - rvec; %%%% RENOMBRO g
% Resolvemos la ecuacidn
% (I -G) *V(2:I, k-1) + rvec = ImasF * V(:, k),
% es decir,
YA M* V(2:I, k-1 ) =gq
%» mediante iteracién SOR con ’adivinanza’ inicial igual
% a V(2:I) de la anterior iteracién
if SORP==
[Vmonho,nIters] = SORproyectada(M,ql, V(2:I, k), omega, tol, 1000,Pago(2:I));
V(2:I, k-1) = Vmonho;
else
[Vmonho, nIters] = SORIter( M, qi1, V(2:I, k), omega, tol, 1000 );
V(2:I, k-1) = max( Vmonho, Pago(2:I) );
end

SORnIters = SORnlIters + nlters;
end
VO = V( :,1);
precio = interpli(S , VO , SO ,’linear’,’extrap’);

end

D. Contrato Repo con dividendos recibido por el ban-
co

function [ precio, VO, S, V, M, SORnIters] = BSCNrepo_divbank( SO, K, r, gamma,
..T, sigma, dS, dt, omega, delta , SORP)

% BSCNrepo( SO, K, r, y ,T, sigma, d, dS, dt, omega )

% Calcular el precio de un opcién Repo sin dividendos usando el método

% de Crank-Nicolson

% SO = Precio inicial del subyacente (puede ser un vector)

% K = Strike

%» r = Tasa de interés del subyacente
% y = Tasa de interés del presta,o

% T = Fecha de vencimiento

% sigma = Volatilidad
% dS = Longitud de los subintervalos de la grilla para la variable espacial
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% dt = Longitud de los subintervalos de la grilla para la variable temporal
% omega = parametro para el uso del metodo SOR

tol = 107-6; % para la iteracién SOR

minS = 0;

maxS = 4 x K,

I = round( (maxS - minS)/dS );

S = linspace( minS, maxS, I + 1 )’;
N = round( T / dt );

t = linspace( 0, T, N+1);

v

zeros( I+1, N+1);

% Funcién de pago para una repo en T
Pago = max( S - Kxexp(gamma*T), O );
/» También usada con condicién final
V( :, N+1 ) = Pago;

% Condiciones de frontera para S -> 0 y S -> infinito

Fabajo = 0;
V(1, :) = Fabajo;
Farriba = maxS - K*exp(gamma*t) ;

V(I+1, :) = Farriba;

% para la ecuacién tradicional de Black-Scholes,
% los coeficientes son independientes del tiempo:

a=0.5%* sigma®2 *x S.72;
b = (r - delta) * S;

c=-rxones( I +1, 1);
nul = dt / d4S°2;
nu2 = dt / dS;

% construimos los coefficientes para la induccién hacia atréas
% como combinaciones de los anteriores

A 0.5 * nul * a - 0.25 *x nu2 * b;
B = - nul *xa+ 0.5 x dt * c;
C 0.5 * nul * a + 0.25 * nu2 * b;

A=AC2 :1I,1);
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B =

B(2:1I,1);
C=C(2: 1)

I, ;
% Los reunimos en una matriz de I-1 x I+1
ImasF = spdiags( [ A (1 +B) CJ], [012], I-1, I+1 ); Ymodificar
ImenosF =spdiags( [ -A (1 -B) -C], [ 01217, I-1, I+1 ); Ymodificar
% Construir matriz cuadrada M = ( I - G ):
% remover primera columna y dltima fila de I-F
M = ImenosF( : , 2:I ); % resultado es (I-1) x (I-1)
% * Si las condiciones de frontera son de otra forma la construccién
% es mas complicada!
% Vector r que usaremos abajo
rvec = zeros( I -1, 1);
rvec(l) = -Fabajo * A(1);
SORnIters = 0;
% INDUCCION hacia atrés
for k = N+1:-1:2
rvec(I-1) = -Farriba(k)* C(I-1);
% Lado derecho del sistema es q = ImasF * V(:,k) - rvec
ql = ImasF * V(:, k ) - rvec; %%%% RENOMBRO q
% Resolvemos la ecuacidn
% (I -G) = V(2:I, k-1) + rvec = ImasF * V(:, k),
% es decir,
b M* V(2:I, k-1 ) =q
% mediante iteracién SOR con ’adivinanza’ inicial igual
% a V(2:I) de la anterior iteracién
if SORP==
[Vmonho,nIters] = SORproyectada(M,ql, V(2:I, k), omega, tol, 1000,Pago(2:I));
V(2:I, k-1) = Vmonho;
else
[Vmonho, nIters] = SORIter( M, qi, V(2:I, k), omega, tol, 1000 );
V(2:I, k-1) = max( Vmonho, Pago(2:I) );
end

SORnIters = SORnIters + nlters;
end
Vo = V( :,1);
precio = interpl(S , VO , SO ,’linear’,’extrap’);

end
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E. Contrato Repo con dividendos entregados al cliente

function [ precio, VO, S, V, M, SORnIters] = BSCNrepo_diven( SO, K, r, gamma,...
..T, sigma, dS, dt, omega, delta , SORP)

% BSCNrepo( SO, K, r, y ,T, sigma, d, dS, dt, omega )

% Calcular el precio de un opcién Repo dividendos entregados al cliente en

% al tiempo de redencion

% SO = Precio inicial del subyacente (puede ser un vector)

% K = Strike

%» r = Tasa de interés del subyacente

% d = Tasa de dividendos del subyacente
% y = Tasa de interés del presta,o

%» T = Fecha de vencimiento

% sigma = Volatilidad

% dS = Longitud de los subintervalos de la grilla para la variable espacial
% dt = Longitud de los subintervalos de la grilla para la variable temporal
/» omega = parametro para el uso del metodo SOR

% SORP = si es igual a 1 usa el algoritmo SORProyectada en caso contrario

% usa SORIter

tol = 107-6; % para la iteracién SOR

minS = O;

maxS = 4 *x K;

I = round( (maxS - minS)/dS );

S = linspace( minS, maxS, I + 1 )’;
N = round( T / dt );

t = linspace( 0, T, N+1);

V = zeros( I+1, N+1);

% Funcién de pago para una repo en T
Pago = max( S - Kxexp(gamma*T), 0 );
% También usada con condicién final
V( :, N+1 ) = Pago;

% Condiciones de frontera para S -> 0 y S -> infinito

Fabajo = 0;
Farriba = maxS - K¥exp(gamma*t);
v(1, :) Fabajo;

V(I+1, :) = Farriba;
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% para la ecuacién tradicional de Black-Scholes,
% los coeficientes son independientes del tiempo:

yA

a=0.5* sigma™2 * 5.72;
b= (r - delta ) * S;
c=-r xones( I +1, 1);

d = delta * dt * S(2:end-1);
nul = dt / dS™2;

nu2 = dt / dS;

% construimos los coefficientes para la induccién hacia atrés
% como combinaciones de los anteriores

A =0.5*%nul x a - 0.25 * nu2 * b;
B = - nul x a+ 0.5 % dt * c;
C=0.5%nul * a+ 0.25 x nu2 * b;
A=AC2 :1I,1);
B=B(2:1I,1);
C=¢c(2:1I,1);

% Los reunimos en una matriz de I-1 x I+1
ImasF = spdiags( [A (1 +B)CJ], [012], I-1, I+1 ); Ymodificar
ImenosF =spdiags( [ -A (1 -B) -C], [ 012], I-1, I+1 ); Ymodificar
% Construir matriz cuadrada M= (I - G ):
% remover primera columna y dltima fila de I-F
M = ImenosF( : , 2:I ); % resultado es (I-1) x (I-1)
% * Si las condiciones de frontera son de otra forma la construccién
% es mas complicada!
% Vector r que usaremos abajo
rvec = zeros( I -1, 1);
rvec(l) = -Fabajo * A(1);
SORnIters = 0;
% INDUCCION hacia atréas
for k = N+1:-1:2
rvec(I-1) = -Farriba(k)* C(I-1);
% Lado derecho del sistema es q = ImasF * V(:,k) - rvec
ql = ImasF * V(:, k ) - rvec + d; %%%% RENOMBRO q
% Resolvemos la ecuacién
% (I -G) *V(2:I, k-1) + rvec = ImasF * V(:, k),
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% es decir,
YA M* V(2:I, k-1 ) =gq
%» mediante iteracién SOR con ’adivinanza’ inicial igual
% a V(2:I) de la anterior iteracién
if SORP==
[Vmonho,nIters] = SORproyectada(M,ql, V(2:I, k), omega, tol, 1000,Pago(2:I));
V(2:I, k-1) = Vmonho;
else
[Vmonho, nIters] = SORIter( M, q1, V(2:I, k), omega, tol, 1000 );
V(2:I, k-1) = max( Vmonho, Pago(2:I) );
end

SORnIters = SORnlIters + nlters;
end
VO = V( :,1);
precio = interpli(S , VO , SO ,’linear’,’extrap’);

end

F. Contrato Repo con dividendos reinvertidos

function [ precio, VO, S, V, M, SORnlIters] = BSCNrepo_divre( SO, K, r, gamma,
..T, sigma, dS, dt, omega, delta , SORP)

% BSCNrepo_divre

% Calcular el precio de un opcién Repo con dividendos reinvertidos

% SO = Precio inicial del subyacente (puede ser un vector)

% K = Strike

/» r = Tasa de interés del subyacente

% delta = Tasa de dividendos del subyacente

% y = Tasa de interés del presta,o

% T = Fecha de vencimiento

% sigma = Volatilidad

% dS = Longitud de los subintervalos de la grilla para la variable espacial

% dt = Longitud de los subintervalos de la grilla para la variable temporal

% omega = pardmetro para el uso del metodo SOR

% SORP = si es igual a 1 usa el algoritmo SORProyectada en caso contrario

% usa SORIter

tol = 107-6; % para la iteracién SOR
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minS = 0;

maxS = 4 x K,

I = round( (maxS - minS)/dS );

S = linspace( minS, maxS, I + 1 )’;
N = round( T / dt );

t = linspace( 0, T, N+1);

v

zeros( I+1, N+1);

% Funcién de pago para una repo en T
Pago = max( S - Kxexp(gammaxT), 0 );
% También usada con condicién final
V( :, N+1 ) = Pago;

% Condiciones de frontera para S -> 0 y S -> infinito

Fabajo = 0;
Farriba = maxS - Kxexp(gamma*t);
V(1, :) = Fabajo;

V(I+1, :) = Farriba;

% para la ecuacién tradicional de Black-Scholes,
% los coeficientes son independientes del tiempo:

T

a=0.5* sigma™2 * S.72;
b= r *xS;

c=-r xones( I+ 1, 1);
nul = dt / 4S°2;

nu2 = dt / dS;

% construimos los coefficientes para la induccién hacia atrés
% como combinaciones de los anteriores

A 0.5 *x nul * a - 0.25 *x nu2 * b;
B = - nul *x a+ 0.5 % dt * c;

C=0.5%nul * a+ 0.25 x nu2 * b;
A (2 :1I,1);
B = 2 I, 1);
C = 2 I, 1);
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% Los reunimos en una matriz de I-1 x I+1
ImasF = spdiags( [A (1 +B) CJ], [012], I-1, I+1 ); Ymodificar
ImenosF =spdiags( [ -A (1 -B) -C], [ 012], I-1, I+1 ); Ymodificar
% Construir matriz cuadrada M = (I - G ):
% remover primera columna y dltima fila de I-F
M = ImenosF( : , 2:I ); % resultado es (I-1) x (I-1)
% * Si las condiciones de frontera son de otra forma la construccién
% es mads complicada!
% Vector r que usaremos abajo
rvec = zeros( I -1, 1);
rvec(1) = -Fabajo * A(1);
SORnIters = 0;
% INDUCCION hacia atras
for k = N+1:-1:2
rvec(I-1) = -Farriba(k)* C(I-1);
% Lado derecho del sistema es q = ImasF * V(:,k) - rvec
ql = ImasF * V(:, k ) - rvec; %%%% RENOMBRO g
% Resolvemos la ecuacién
% (I -G) *V(2:I, k-1) + rvec = ImasF * V(:, k),
% es decir,
YA M* V(2:I, k-1 ) =gq
% mediante iteracién SOR con ’adivinanza’ inicial igual
% a V(2:I) de la anterior iteracién
if SORP==
[Vmonho,nIters] = SORproyectada(M,ql, V(2:I, k), omega, tol, 1000,Pago(2:I));
V(2:I, k-1) = Vmonho;
else
[Vmonho, nIters] = SORIter( M, qi, V(2:I, k), omega, tol, 1000 );
V(2:I, k-1) = max( Vmonho, Pago(2:I) );
end

SORnIters = SORnIters + nlters;
end
Vo = V( :,1);
precio = interpl(S , VO , SO ,’linear’,’extrap’);

end
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G. Algoritmo frontera de ejercicio

function [E,t] = FronteraEjerREPO_nodiv( SO, K, r, gamma ,T, sigma, dS,
... dt, omega,SORP)

% FronteraEjerREPO_nodiv( SO, X, r, y ,T, sigma, dS, dt, omega)
hcalcula la frontera de ejercicio en una secuencia de tiempos ts

% Los parametros coinciden con los de la funcién BSCNrepo_nodiv.m
b

% Salidas:

%» t = linspace( 0 , T-dt , nc-1 ) =dt * ( 0 : nc-1),

%» donde nc es el numero de columnas de V

% E un vector fila de dimension nc - 1 tal que E(k) es

% el valor critico de S para el tiempo k * dt (para k = 0,...,nc-1)
% es decir, el valor S* tal que si S < Sx al tiempo k * dt,

% entonces es optimo ejercer la opcion.

sLlama a la funcion de precio de la opcion americana

[ precio, VO, S, V, M, SORnIters] = BSCNrepo_nodiv( SO, K, r, gamma ,
..T, sigma, dS, dt, omega, SORP );

%Determina filas y columnas de la matriz V
[ Im1 , Nml ] = size( V );

%Determina el primer parametro de salida, el vector de tiempo
t = linspace( 0 , T-dt , Nml-1 );

%Define la tolerancia del metodo
tol = 107-3;

#Crea el vector de precios criticos para ejercer la opcion
E = zeros(1, Nml-1);

J#Recorrido para generar los precios 6ptimos
for k=1:Nmi-1
%Calcula los deltas
Delta = (V(2:end,k)-V(1l:end-1,k))/(dS); % diferencias hacia atras
%Halla el primer delta con valor 1
e = find(1-Delta<=tol,1,’first’);
%Calcula dos puntos sobre X (S_e) y Y (delta_e)
s_e_1=(e-1)*dS;
s_e_2=(e-2)*dS;
% diferencias hacia atras de orden 2
delta_e_1 = (3*V(e-1,k)-4*xV(e-2,k)+V(e-3,k))/(2*dS);
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delta_e_ 2 = (V(e-1,k)-V(e-3,k))/(dS); % diferencias hacia atras de orden 2
%#Calcula la pendiente de la rectas
m=(delta_e_1-delta_e_2)/(s_e_1-s_e_2);
%Halla el punto de corte de la recta
b = delta_e_1 - s_e_1x*m;
%Halla el precio optimo con el punto de corte y pendiente calculados,
E(k) = (1-b)/m;
end
end
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