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Resumen y Abstract IX

Resumen

La presente investigacion abarca la elaboracion, aplicacion y analisis de los resultados de
una secuencia didactica empleada para la ensefianza, la apropiacién de un significado y
la interpretacion de las operaciones basicas: suma, resta, multiplicacion, division y
factorizacion de polinomios de grado dos con coeficientes enteros. Asi como, la resolucién
de problemas algebraicos relacionados con el concepto de area.

Este trabajo se realizé empleando la metodologia de investigacion accion, tomando las
estrategias pedagdégicas con enfoque inductivo y metacognitivo expuestas por Mason,
Burton y Stacey (1982) en su libro Pensar Matematicamente y el uso y comparacion de
diferentes lenguajes: el concreto, apoyado en la “caja de polinomios” de Soto, Mosquera
y Gomez (2005), el pictoérico y el simbdlico algebraico. Esta propuesta se aplicé a un grupo

de estudiantes de grado octavo del Colegio Silveria Espinosa de Rendon.

Palabras clave: Caja de polinomios, secuencia didactica, investigacion accion, resolucion
de problemas, operaciones con polinomios, estadios de desarrollo cognitivo, lenguajes

concreto, pictérico y simbdlico algebraico.
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resolucién de problemas

Abstract

The following research involves the elaboration, application and analysis of the results of a
learning design used for the teaching, the appropriation of a meaning for the basic
operations: addition, subtraction, multiplication, division and factorization of polynomials of
degree two with integer coefficients, as well as the resolution of algebraic problems related
to the concept of area.

This was done using the action research methodology, taking into account pedagogical
strategies such as inductive and metacognitive approach exposed by Mason, Burton and
Stacey (1982) in their book Thinking mathematically and the use and comparison of
different languages: the concrete, supported by "la caja de polinomios" (polynomial box)
Soto, Mosquera and Gémez (2005), the pictorial and the symbolic one. This proposal was

applied to an eighth graders group from the Colegio Silveria Espinosa de Rendon.

Keywords: Polynomial box, didactic sequence, action research, problem solving,
operations with polynomials, stages of cognitive development, concrete, pictorial and

symbolic algebraic languages.
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Introduccidén

En Colombia, el aprendizaje de las matematicas se considera un componente primordial
en la formacion de los ciudadanos que se enfrentaran a las demandas laborales del siglo
XXI. Demandas que requieren un nivel considerable de abstraccion debido a su vertiginoso
avance a nivel tecnolégico, cientifico y cognitivo. Asi mismo, se considera el aprendizaje
de las mateméticas como un componente imprescindible que articula y estructura el
pensamiento del ciudadano, para la toma de decisiones que tienen consecuencias politicas
y sociales. De esta manera, las matematicas hacen parte del conjunto de saberes y
habilidades fundamentales a desarrollar desde los primeros grados de escolaridad hasta
grado undécimo. (MEN, 2017).

Teniendo en cuenta las necesidades de una poblacién diversa, el Ministerio de Educacién
Nacional (MEN) intenta extender los fines de la educacion matematica. Proyecta asi, una
educacién con compromiso social que busca abarcar un panorama mas amplio donde
figura la inclusién de estudiantes con discapacidades fisicas, cognitivas y econémicas
(MEN, 2017). Esto es, una educacibn matematica para la equidad social.
Consecuentemente, el aprendizaje de cualquier rama de las matematicas en la formacion
escolar debera potenciar habilidades que le permitan a cualquier tipo de estudiante

enfrentarse a los desafios laborales y sociales que demanda el siglo XXI.

En el caso de la poblacién colombiana, los estandares basicos de competencias hacen
énfasis en la importancia de desarrollar el pensamiento variacional y los sistemas
algebraicos y analiticos desde los primeros cursos de la educacion basica (MEN, 2017).
Algunos aspectos fundamentales dentro de este marco se relacionan con la nocién de
variable, el manejo del lenguaje algebraico y en particular, las operaciones entre

polinomios de primer y segundo grado con una indeterminada (OPPSI). Estos aspectos
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estan contenidos en el disefio curricular de las instituciones tanto privadas como publicas,

incluyendo de esta manera al Colegio Silveria Espinosa de Rendon.

1.1 Problema de investigacion.

La ensefianza de las OPPSI es una problematica que ha sido abordada por numerosas

investigaciones nacionales e internacionales, cada una desde diferentes enfoques.

Entre los trabajos significativos para el desarrollo y evolucion de esta investigacion se
resaltan las investigaciones de Soto, Mosquera y Gomez (2005), quienes proponen la
ensefianza de operaciones algebraicas a partir de material concreto “La caja de
polinomios” (Soto, Mosquera, & Gémez, 2005). La investigacion realizada por Villarroel
(Villarroel, 2014), quien emplea el material de Soto, Mosquera y Gémez (2005) para la
ensefianza de operaciones algebraicas en grado octavo en un colegio de Medellin; y los
trabajos de Ballen (Ballén, 2012), Tangarife (Tangarife, 2013) , Sandoval (Sandoval, 2010)
y Valderrama (Valderrama, 2015) que trabajan las operaciones algebraicas desde el
enfoque geométrico, haciendo uso ya sea de material concreto o herramientas
tecnoldgicas.

A pesar de las numerosas investigaciones, las experiencias de ensefianza en las aulas del
Colegio Silveria Espinosa de Rend6n permiten evidenciar que hay un porcentaje
significativo de estudiantes que presentan dificultades al trabajar con las OPPSI.
Consecuentemente el desarrollo consciente de las OPPSI solo es asequible para una
poblacion reducida de estudiantes a quienes se les facilita la comprension de lo abstracto
y lo formal. Lo que genera panoramas de desconcierto y frustracion en aquellos

estudiantes que aun no han potencializado su capacidad de generalizacion.

Es conveniente entonces rescatar de las multiples investigaciones de la ensefianza del
algebra, estrategias, dinamicas y métodos que les permitan a diferentes tipos de
estudiantes abordar las OPPSI de tal manera que estas puedan ser interpretadas y cobren

diferentes significados.

Una posible estrategia consiste en guiar al estudiante para que sea el actor principal en su
aprendizaje. Invitarlo a resolver situaciones problema que le permitan ir aprendiendo de su

propia experiencia.



24 Ensefianza de las operaciones entre polinomios de una variable de primer y segundo grado bajo el

enfoque de laresolucion de problemas.

Bajo estas dindmicas, el maestro juega un rol diferente al tradicional, en el que le compete
disenar actividades que orienten al estudiante a cumplir tal fin (Polya, 1973). Dichas
actividades se pueden ligar a métodos ludicos y didacticos que le permitan al estudiante
pasar de manera paulatina de lo concreto a lo abstracto, permitiendo que estructure poco
a poco su pensamiento matematico, para que eventualmente adquiera habilidades que le
permitan solucionar problemas de manera efectiva (Mason, Burton, & Stacey, 1982) (MEN,
2017).

Considerando lo anterior, se ha disefiado una secuencia didactica dirigida a estudiantes
de grado octavo del Colegio Silveria Espinosa de Renddn basada en el uso del material
concreto “La caja de polinomios” (Soto, Mosquera, & Gémez, 2005) y la resoluciéon de
problemas desde un enfoque metacognitivo, como una estrategia para dotar de significado
e interpretar las operaciones entre polinomios de primer y segundo grado con una

indeterminada (suma, resta, multiplicacion, factorizacion y divisién).

A través del material y las estrategias disefiadas en la secuencia, se pretende favorecer la
identificacion de la estrecha relacién que hay entre el algebra y la geometria, dado que
segun Socas et al (1996):

Muchos de nuestros alumnos (incluso universitarios) consideran que las variables
son letras que deben ser sustituidas por numeros obligatoriamente, y no se
detienen a analizar que, en geometria, por ejemplo, las variables representan

puntos, rectas, etc.; en logica, proposiciones; en analisis, funciones (pag. 93).

1.2 Objetivo general

Desarrollar una secuencia didactica dirigida a un grupo de estudiantes de grado octavo del
Colegio Silveria Espinosa de Rendon, para trabajar un significado e interpretacion de las
operaciones entre polinomios de primer y segundo grado con una indeterminada, basada
en la resolucion de problemas y el uso de material concreto como lo es “La caja de

polinomios”.
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1.3 Objetivos especificos

1. Determinar conocimientos previos del grupo de estudiantes con los que se realizara
la investigacion, relacionados con problemas y operaciones que involucren el uso
de polinomios de primer y segundo grado con una indeterminada.

2. ldentificar y revisar los aspectos conceptuales, disciplinares, epistemoldgicos y
didacticos relacionados con la secuencia didactica.

Disefar la secuencia didactica.
Validar la secuencia con un grupo de estudiantes de grado octavo del Colegio
Silveria Espinosa de Rendén.

5. Analizar los resultados y formular sugerencias para trabajos futuros.

1.4 Contexto.

El colegio Silveria Espinosa de Rendoén es un colegio distrital calendario A que cuenta con
dos jornadas escolares. Esta ubicado en el barrio Salazar Gomez de la localidad 16
(Puente Aranda) de la ciudad de Bogotd, que cuenta con 5 Unidades de Planeamiento
Zonal (UPZ). El colegio se encuentra en la UPZ San Rafael que cuenta con 14 barrios
ademas del barrio Salazar Gomez. Es una zona que se caracteriza por su actividad
industrial y comercial. Gran parte de sus habitantes se encuentran ubicados en un estrato
socioecondmico 3, es decir clase media baja.

Aunque la mayoria de los estudiantes vive en zonas aledafas, existe un porcentaje
importante de estudiantes pertenecientes a otras localidades, quienes se desplazan

diariamente para tomar sus clases en este colegio.

Entre las problematicas sociales que afectan a la localidad se encuentran: el expendio y
consumo de estupefacientes, la inseguridad y la mala calidad del aire asociada con las
altas concentraciones de material particulado, que influyen en enfermedades respiratorias

en nifios, jovenes y adultos (Cifuentes, Colorado, Erazo, & Aponte, 2014).

La propuesta se desarroll6 con un grupo de cuatro estudiantes de grado octavo del Colegio
Silveria Espinosa de Renddn, cuyas edades oscilan entre los trece y quince afios y cuyos

niveles socioeconémicos se encuentran ubicados en los estratos 2 'y 3.
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Se escogio el Colegio Silveria Espinosa de Rendon con el animo de favorecer los procesos
de formacién de estudiantes de una institucion publica. Se cont6 con la autorizacion de la
rectora del plantel para trabajar los sdbados de ocho a doce de la mafiana, y se solicité un
grupo de méximo doce estudiantes, del cual se tomaria una muestra de cuatro para llevar
a cabo la investigacion. El coordinador académico de la institucion realiz6 una convocatoria
de estudiantes que estuviesen interesados en mejorar sus habilidades en éalgebra, y se

“inscribieron al curso” veinticinco estudiantes.

Aunque en principio los veinticinco estudiantes asistieron a mas 0 menos seis sesiones,
varios estudiantes fueron renunciando al “curso” por diferentes razones; la principal fue el
hecho de que su asistencia no afectaba de ninguna manera las valoraciones
correspondientes a la clase de algebra (clase titular). Aunque en principio esta era la
intencion, el maestro del colegio no accedié a la propuesta. Por consiguiente, varios
estudiantes sintieron que no habia una buena razén para darle continuidad al proceso.
Otros estudiantes no toleraron la idea de asistir a clase los sabados en una jornada de
cuatro horas. Y algunos desistieron debido a que varias veces se les recordd que el
espacio era netamente académico y no social. De los veinticinco estudiantes perdur6 un
grupo de cuatro estudiantes, que en principio era la poblacion deseada para realizar la
investigacion. De esta manera, el analisis de los resultados de las actividades de la

secuencia girara en torno a estos estudiantes.
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2.1 Marco epistemoldgico

Para hablar de operaciones algebraicas como suma, resta, multiplicacion, division y
factorizacion de polinomios, tenemos obligatoriamente que hacer referencia a dos pilares
fundamentales de la historia de las mateméticas que dieron origen al lgebra y los métodos
incluidos en esta: las ecuaciones, que surgen de la intencién de resolver problemas
concretos o de la vida cotidiana, y la geometria, aplicada directamente a los objetos
concretos con los que se trabajaba para resolver estos problemas.

El empleo del algebra es tan antiguo como las primeras formas de escritura, las ecuaciones
lineales y cuadréticas tienen tanta antigiedad como los textos cuneiformes (Socas,
Camacho, Palarea, & Hernandez, 1996). Las primeras civilizaciones en proponer y resolver
problemas algebraicos fueron los babilonios, hindles y egipcios. La mayoria de los
problemas tenian un objetivo practico, por lo general con un enfoque geométrico, como

determinar el area de un muro, o la secciéon transversal de un rio:

Un antiguo texto indio, uno de los Sulba Sutras escrito por Baudhayana hacia el
siglo IV a.C. cita por primera vez y luego resuelve ecuaciones de segundo grado
de la forma ax? = c y ax? + bx = c. Esto sucedid en el contexto de la construccion
de altares, y esta relacionado con un problema practico en tres dimensiones.
(Rooney, 2011, pag. 123)

Los babilonios y los egipcios recurrieron al empleo de palabras para la solucion de estos

problemas, esto es, un algebra de carécter retérico (Kline, 1990).
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Para algunos autores, los egipcios y babilonios no se interesaron por establecer patrones
en los problemas que presentaran rasgos similares, ni sistematizaron su trabajo en busca
de una generalizacion que les permitiera utilizar el mismo método para la solucion de

situaciones anélogas, en otras palabras, no desarrollaron algoritmos (Rooney, 2011).

Otros autores, sin embargo, sefialan que los babilonios sabian que su procedimiento de
completar cuadrados para la solucién de ecuaciones de segundo grado era general. Los
ejemplos que aparecen en las tablillas babilonias por ejemplo, en la tablilla BM1390, son
bastante elaborados para ser la solucién a un problema particular. Es posible pensar que
detras del método exista una idea sencilla. La forma de trabajar de los babilonios apunta a
una deduccion geométrica de completar cuadrados para la solucibn a ecuaciones

cuadraticas, aungque no existen evidencias directas (Stewart, 2009).

Hacia el afio 300 a.C. Euclides, en su libro I, emplea herramientas geométricas para el
desarrollo de un &lgebra que cobra sentido en la interpretacién de longitudes como
segmentos, areas como rectangulos o cuadrados y volumenes como paralelepipedos, de
esta manera logra solucionar cierto tipo de ecuaciones utilizando la geometria. Estas ideas
serian retomadas y consolidadas por Pappus de Alejandria afiadiendo el concepto de
dimensién. Asi, los problemas de primer grado se relacionan con objetos geométricos de
una dimension (longitudes de segmentos), los problemas de segundo orden con dos
dimensiones (areas) y los problemas de tercer orden, o ecuaciones cubicas, con tres

dimensiones o volimenes (Rooney, 2011).

Es a los griegos a quienes debemos el uso de letras en expresiones matematicas. Segun
Socas et al (1996) “La comunicacion escrita del conocimiento geométrico requeria el uso
de figuras donde los puntos eran sefialados con las letras del alfabeto” (pag. 22). Esta
practica se conserva actualmente, por ejemplo, para nombrar un punto o0 un conjunto de
puntos que forman una figura plana. Aunque en Grecia las letras también representaban
un valor numérico, que pudo ser el inicio del uso de la letra como incégnita, cuando se
empleaban en ecuaciones algebraicas se presentaban ciertas dificultades. Por ejemplo,
aunqgue en geometria todos los puntos son los “mismos”, los niumeros tienen individualidad
definida. (Socas, Camacho, Palarea, & Hernandez, 1996). Por otro lado, los griegos

empleaban la geometria como una herramienta poderosa para la solucion de ecuaciones.
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Sin embargo, cuando se presentaban ecuaciones cuadraticas del tipo x? + bx = a, estas
carecian de sentido, pues el término de la derecha representa longitud y el de la izquierda

areas, esto es, un area no puede ser igual a una longitud (Rooney, 2011).

Casi paralelo al trabajo de Euclides en el siglo 11l a.C, Diofanto, considerado por algunos
como el padre del algebra (O'connor & Robertson, 2017), presenta solucion a problemas
de caracter algebraico en su libro “Aritmética” empleando y determinando cantidades
desconocidas sin recurrir a representaciones geométricas. El tipo de ecuaciones que
estudio reciben el nombre de ecuaciones diofanticas y se dividen en tres categorias, las
que no tienen solucién, las que tienen un numero finito de soluciones, y las que tienen
infinidad de soluciones (Rooney, 2011). Se destaca en Diofanto el empleo de los simbolos
por primera vez en la resolucion de ecuaciones. Esto es, los inicios del desarrollo de un
lenguaje algebraico cuyo uso se extendera hasta comienzos del siglo XVI (Socas,

Camacho, Palarea, & Hernandez, 1996).

En el ocaso de la cultura y civilizacion griega aparece refulgente la alborada de la
civilizacién arabe que conquistaria los territorios que ocuparon con anterioridad los griegos
y los romanos. Conforme expandian su imperio los arabes se adjudicaron
automaticamente el legado intelectual de estas culturas. Para ese entonces el pueblo
arabe gozaba de gobernantes que disfrutaban de todo aquello que implicara conocimiento.
De esta manera y bajo la aprobacion de gobernantes como Al-MA'mUn, gran parte del
conocimiento matematico producido por los griegos fue traducido a la lengua arabe
(Acevedo & Falk, 1997).

Los conocimientos algebraicos de los griegos fueron transformados por los arabes, en una

mezcla de lo aprendido por la cultura griega e hindu:

con el desarrollo del sistema de numeracion indo-arabigo y la adopcién del cero, se
hizo posible algo parecido al algebra moderna. Los matematicos arabes, al juntar
lo mejor de las matematicas griegas e indias y ampliarlas, sentaron las bases de un
auténtico sistema algebraico e incluso nos ofrecieron el término “algebra” (Rooney,
2011, péag. 126)
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Se paso6 asi de un extenso manejo geométrico a un lenguaje que denominariamos hoy en
dia, de caracter méas algebraico (Acevedo & Falk, 1997). Al-Khwarizmi fue uno de los
pioneros en esta tarea, dando un paso hacia la construccién de los primeros algoritmos

para la solucién de problemas cuya estructura fuese similar (Vasco, 1979).

El algebra de Al-Khwarizmi tuvo una connotacion pedagogica y una vez cumplido el
propésito de ensefiar a resolver ecuaciones con su método, pasé a realizar
demostraciones empleando la geometria de Euclides. Las proporciones de Euclides eran
en su totalidad de caracter geométrico y Al-Khwarizmi fue el primero en utilizarlas en
ecuaciones de segundo grado (recordemos que los griegos limitaron el uso de las
representaciones geométricas a ecuaciones que cumplieran las “nociones comunes” de
Euclides). Los métodos empleados que se basaban en sistematizar las situaciones y luego
aplicar una solucién geométrica, fueron adoptados por sus sucesores arabes y finalmente

perfeccionados por Omar Khayyam. (Rooney, 2011).

A pesar de los aportes de Al-Khwarizmi al algebra, nos encontramos aun en un algebra
retorica. Vasco (1979) afirma:

no aparece ni un sélo simbolo matemético en el sentido actual de la palabra. Ni
siquiera los numeros aparecen en los manuscritos mas antiguos del libro escritos
en cifras, sino en palabras. Estamos todavia al nivel del “algebra retorica”, a poca
distancia en cuanto a los problemas propuestos y al estilo literario de los problemas
babilonios y egipcios, como los de las tabletas de Nippur y Senkereh (2400 a.C a
1600 a.C) o los propuestos por el escriba Ahmés hacia 1550 a.C en el llamado
papiro de Rhind. (pags. 11,12)

Vasco percibe los escritos de Al-Khwarizmi como historietas compuestas por problemas,
preguntas de habilidad mental, o acertijos numéricos a los que se busca una solucion mas
o0 menos independiente. En algunos casos con transformaciones innecesarias que solo se
justifican porque, en efecto, permiten llegar a una solucion correcta. El gran aporte o
innovaciéon de Al-Khwarizmi est4, como se menciond anteriormente, en sistematizar y

clasificar los métodos de resolucion de tal manera que permitan solucionar problemas con
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estructuras iguales o similares. Es lo que conocemos actualmente como algoritmo. Vasco
(21979) afirma:

la descripcion de un programa o “al-goritmo” (en honor a su autor o popularizador)
para obtener una soluciéon en un nimero finito de pasos que no dependen de los
nameros particulares que aparezcan en el problema, sino de sus relaciones

mutuas. (pag. 12)

Los arabes hicieron posible la idea de ecuacidén abstracta mezclando magnitudes de

diferentes dimensiones, desligandose de las restricciones que imponia la geometria.

A pesar de la posterior reduccién de la poblacién musulmana en Europa, del oscurantismo
y de la resistencia de los europeos al sistema numérico indo-arébigo, los legados culturales
tanto de los arabes como de los griegos se mantendran, gracias a los “traductores” de

libros de carécter cientifico:

Durante el siglo XII, Gerardo de Cremona, trabajando en Toledo tradujo al latin 87
obras de erudicion griegas y arabes. Estas incluian el Alimagesto de Ptolomeo, los
Elementos de Euclides, y el algebra de Al-Khwarizmi. En Inglaterra Roberto de
Chester tradujo a Al-Khwarizmi en 1145 y Adelardo de Bath tradujo los elementos
de Euclides en 1142. (Rooney, 2011, pag. 130)

Luego de siglos dedicados a recuperar y consolidar las ensefianzas de los babilonios,
egipcios, griegos y arabes, y dejada atras la edad media que no aporté mucho al desarrollo
de las ciencias. Los matematicos europeos del renacimiento comenzaran a realizar
contribuciones para el desarrollo del algebra. Alemania e Italia vendran a ser en el siglo

XVI, los focos de estos nuevos desarrollos (MEN, 2017).

Aunque los aportes geométricos de Euclides proporcionaban métodos efectivos para
justificar las soluciones de problemas particulares del algebra, los mateméticos europeos
estan a punto de dar un paso mas alla, desligadndose de una interpretacion geométrica del
algebra al tratar de resolver ecuaciones de grados mayores a tres, ecuaciones que para el

momento no tenian significado geométrico. Esto hace posible la idea de un algebra
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abstracta desligada del mundo “real” y lo concreto, acercandose cada vez mas a lo

simbolico y lo abstracto, convirtiendo el estudio del algebra en una disciplina:

en matematicas hay dos tipos principales de razonamientos: el simbdlico y el visual.
El razonamiento simbdlico tuvo su origen en la notacién numeral... ... en cuyos
simbolos pueden representarse nimeros abstractos antes que concretos. A partir
de la edad media las matematicas se basaron cada vez mas en el uso de simbolos,
como confirmara una ojeada a cualquier libro de texto moderno de matematicas.
(Stewart, 2009, pag. 25)

Para Ronney (2011), este hecho y el uso del sistema numérico indo-ardbigo, permitieron
la evolucion del algebra “Esto, en combinacion con el sistema numérico indo-arabigo y la
aceptacién del cero, permiti6 que el algebra avanzara alejandose de sus raices de la

geometria practica”.(pag.129).

Los periodos del oscurantismo han quedado atras y el algebra recobra fuerza. Poco a poco,
los nombres de diferentes matematicos que realizan aportes valiosos al algebra resuenan
en Europa: en 1572, Rafael Bombelli presenta diversos problemas geométricos resueltos
algebraicamente. Michael Stifel (hacia 1487-1567) admiti6 el uso de los coeficientes
negativos en las ecuaciones de segundo grado, también introdujo potencias negativas,
aunque no admitia soluciones negativas y sefialaba a los nUmeros negativos como “numeri
absurdi”. Propuso el uso de una Unica letra para denotar una cantidad desconocida, pero
no utilizaba notacion de exponentes. Por ejemplo, una expresion que actualmente la
escribiriamos como c3 era escrita como ccc. John Widmann (1460-1498) fue uno de los
primeros en imprimir operadores aritméticos en sus publicaciones (+ y -), le siguieron otros
como, Christoff Rudolff, Gerolamo Cardano, William Oughtred, René Descartes, Johann
Rahn y Robert Recorde.

Para Cardano, el hecho de que existieran soluciones a ecuaciones de cuarto grado, le
invitaba a preguntarse si seria posible solucionar ecuaciones de quinto grado, sexto grado
o incluso grados mayores. Subitamente los problemas algebraicos dejan de relacionarse
estrictamente a problemas de la vida real y se empieza a concebir el algebra como una

rama de las matematicas que tiene sus propias reglas:
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El &lgebra trata de las propiedades de expresiones simbdlicas por si mismas; trata
de estructura y forma, no solo de nimeros. Esta visidbn mas general del algebra se
desarroll6é cuando los matematicos empezaron a plantear preguntas mas generales
sobre el &lgebra de nivel escolar. En lugar de tratar de resolver ecuaciones
concretas, examinaron la estructura mas profunda del propio proceso de solucion.
(Stewart, 2009, pag. 61)

La publicaciéon del “Ars-Magna” de Cardano, marca un punto importante en el desarrollo
del algebra. Aunque para la época de Cardano aun se justifican procedimientos
algebraicos empleando la geometria (Vasco, 1979), las soluciones a las ecuaciones

cubicas y cuarticas son una realidad.

Los métodos de resolucién para las ecuaciones de tercer y cuarto grado, la aceptacion de
conjuntos numéricos que antes se habian ignorado, como los numeros negativos y
nameros complejos, aparecen en el “Ars-Magna”y son el compendio de los trabajos de
personajes como Scipicio del Ferro, Nicolas Tartaglia y Ludovico Ferrari. Al no ser un logro
propio de Cardano y debido a su gran honestidad, se da inicio a la siguiente tradicién

ejemplar:

la de atribuir lo mas exactamente los resultados previos a sus respectivos autores
y situar con precision las contribuciones propias. Al-Khwarizmi, Leonardo de Pisa,
Luca Pacioli, Scipio del Ferro, Antonio Maria Fio, Nicolas Tartaglia y Ludovico
Ferrari quienes reciben créditos por sus aportes al “arte” del algebra. (Vasco, 1979,

pag. 77)

Rooney (2011) considera el “Ars Magna” como el aporte mas significativo al algebra desde
gue los babilonios descubrieron como resolver ecuaciones cuadraticas completando el

cuadrado:

La edad de oro del algebra en Europa -que empez6 con las publicaciones de
Cardano de la solucion para las ecuaciones de tercer y cuarto grado- abarco la
legitimacion de los numeros negativos y complejos, el desarrollo del sistema de

coordenadas cartesiano, la union del algebra y la geometria en la geometria
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analitica y pasos importantes hacia el desarrollo del célculo integral. (Rooney, 2011,
pag. 134)

Al plantear nuevas dimensiones, por lo menos de manera hipotética, con Cardano se
sientan las bases para la geometria de Riemann y las investigaciones de Einstein del
continuo espacio tiempo en cuatro dimensiones (Rooney, 2011).

Hacia el siglo XVI Francois Viéte propone algo contrario a lo que se habia trabajado hasta
la fecha, donde la geometria era la herramienta mas potente para resolver cuestiones
algebraicas. Viéte propone, en su publicacién “logistica speciosa” o arte del calculo
empleando simbolos, resolver problemas geométricos utilizando el algebra. Los calculos
complejos del algebra de Viéte se vieron remplazados por la “simplicidad” de la notacién
Cartesiana, no obstante, Viete realiza contribuciones valiosas al desarrollo del algebra
entre las que se destacan una notacion consistente al emplear vocales para representar
cantidades desconocidas y consonantes para cantidades conocidas y la primera forma

clara del algebra alejada de la aritmética:

Viete explicaba que el algebra es un método para operar sobre formas generales,
mientras que la aritmética es un método para operar sobre nimeros concretos...
...Asi, el algebra adquiria una vida propia, como las matematicas de expresiones
simbdlicas. Fue el primer paso para liberar al algebra de las ataduras de la

interpretacion aritmética. (Stewart, 2009, pag. 75)

Viéte, desarroll6 el empleo de una notacién algébrica mucho mas util (Acevedo & Falk,
1997), de esta manera designd las variables con letras, dando asi inicio al manejo de
expresiones que desembocarian en el lenguaje algebraico que hoy en dia manejamos.
Para Socas et al (1996):

El periodo simbdlico aparece en el siglo XVIy utiliza ya diferentes simbolos y signos
matematicos. Esta notacion que fue mas o menos estable en tiempos de Isaac
Newton (1642-1727), se mantiene actualmente sin uniformidad total. Este periodo

coincide con la segunda fase anteriormente indicada que, como hemos sefialado,
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est& asociada al nombre de Viete, el cual comenz6 a denotar por letras no solo las
incognitas, sino numeros dados previamente. Asi, la ecuacion
x> — 15x* + 85x3 — 225x2 + 274x = 120
Se escribia como
IQC-15QQ+85C-225Q+274N aequatur 120.

(pag. 41)

El paso final a una notacién algebraica casi moderna se da con Descartes quien refina la
notacion de Viéete, Descartes utiliza letras del principio del abecedarios para denotar
cantidades conocidas (a,b,c) y letras del final del abecedario para las incégnitas (x,y,z).
Descartes utilizé operadores aritméticos para las operaciones aritméticas y super indices
para los exponentes (Rooney, 2011). La notacién moderna, es decir, la que utilizamos
actualmente, con algunas modificaciones, se la debemos a Descartes “Nuestra notacion

moderna es debida a Descartes con ligeras modificaciones posteriores

x3 —6xx+ 13x— 10 x 0"
(Socas, Camacho, Palarea, & Hernandez, 1996, pag. 41).

Ecuaciones de quinto grado no se solucionarian sino hasta dos siglos mas tarde, donde
Joseph Louis Lagrange y Carl Friedrich Gauss serian claves para iluminar esta tarea. Por
un lado, Lagrange en su libro “Reflexiones sobre resolucion algebraica de las ecuaciones”
estudia la simetria de las soluciones de una ecuacion. Mientras que Gauss, demuestra por
primera vez lo que se conoce como el teorema fundamental del &lgebra, el cual implica

gue toda ecuacion de cualquier grado tiene al menos una solucién real o compleja.

Niels Henry Abel (1802-1829) a sus veintidos afios publica “el teorema de Abel”, una de
las primeras aplicaciones de la teoria de grupos en algebra, que demuestra que no hay
férmula general para las ecuaciones de quinto grado, y que por lo tanto, no hay una manera

sistemética de hallar soluciones a ecuaciones de quinto grado o grados superiores.

Evariste Galois (1811-1832) da criterios definitivos para saber si se puede hallar la solucion
de ecuaciones polindmicas utilizando radicales, pero méas valiosos que su andlisis, fueron
los métodos que inventd para estudiar cada tipo de ecuaciones. Asi, abri6 con su

investigacion las puertas para lo que se denomina la teoria de grupos.
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2.1.1 Resaltando en la historia los elementos ludicos- didacticos
a emplear

Como se menciond anteriormente, Euclides lleva el algebra retérica empleada en la
solucion de problemas préacticos, a representaciones de caracter geométrico. Citado en
Kline (1990):

“Los numeros se ven sustituidos por segmentos de recta; el producto de los
nuameros se convierte en el area de un rectdngulo cuyos lados tienen como
longitudes esos dos numeros; el producto de tres numeros es un volumen; la suma
de dos numeros se traduce en la prolongacion de un segmento en una longitud
igual a la del otro, y la resta en recortar de un segmento la longitud de otro”. (pag.
70)

Si se combina esta transformacién de cantidades algebraicas a segmentos, areas y
volumenes, con las siguientes nociones de Euclides “si a cosas iguales se suman cosas
iguales, los totales son iguales”, “si a cosas iguales se restan cosas iguales, los restos son
iguales” se vislumbra un primer aporte en la historia para legitimacién del material que se

emplea en este trabajo, “la caja de polinomios”.

Por otro lado, Euclides afirma que “cosas que encajen la una en la otra son iguales entre
si” y esta idea se puede aprovechar para trabajar multiplicacién y factorizacion de

expresiones algebraicas a partir de una representacién geométrica.

El segundo aporte esta relacionado con las transformaciones que sufren las
representaciones geométricas en manos de los &rabes, transformaciones que se
conservan en el trabajo de Al-Khwarizmi y que seran popularizadas con intenciones
pedagdgicas.

Es importante recordar que los griegos no aceptaban ecuaciones del tipo x2 + bx = c,
debido a que los términos de la izquierda representan areas y el de la derecha longitud
(ecuacion que contradeciria las nociones comunes de Euclides). Thabit ibn Qurrd propone
solucionar este inconveniente homogeneizando la ecuacion mediante la introduccién de

una unidad de medida u que transforma la expresion:
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x?>+bx—c=0;
en

x? + ubx — p*c = 0;

De esta manera en la ecuacion aparece una suma de areas (ver ilustracion 2-1). Estas
ideas fueron retomadas por Soto et al. en 2005, quienes a partir de una construccion
geomeétrica similar a la propuesta por Thabit ibn Qurra y el plano cartesiano, proponen un
material ladico-did4ctico para trabajar operaciones entre polinomios (Soto, Mosquera, &
GoOmez, 2005).En la ilustracién 2-1 se muestra el material empleado por Soto et al (2005)

y la homogenizacion propuesta por Thabit ibn Qurra.

i ' x2 X

X T

llustracion 2-1 (a la izquierda) Homogenizacion del material propuesta por Thabit ibn
Quirrd, (a la derecha) Material propuesto por Soto et al (2005).

Este material y el plano cartesiano constituyen “la caja de polinomios”, insumo vital para el

desarrollo de esta investigacion.

2.2 Marco pedagégico.

2.2.1 Acerca del material concreto en el aprendizaje-ensefianza
del algebra

La docencia se caracteriza por ser una profesion en la que cada maestro, conforme pasa
el tiempo, transforma su forma de ensefiar. Ciertamente los cientos de estudiantes que
pasan por sus vidas juegan un papel importante en las perspectivas y los aspectos:
culturales, emocionales, afectivos, pedagogicos, ludicos, didacticos y también disciplinares

relacionados con la educacion.
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En cuanto al componente disciplinar, todos los docentes impulsados por su vocacion (a
priori 0 a posteriori) intentan motivar y cautivar a sus estudiantes en los aspectos
académicos. No es un mito que los maestros de ciencias exactas tienden a ser
estigmatizados por tener aparentemente un trabajo un poco mas arduo, en cuanto a la
motivacién, comparados con maestros de otras asignaturas. De esta manera y en
particular, los docentes que imparten la catedra de &lgebra, utilizan diferentes recursos y
dindmicas en las aulas, producto de su experiencia o investigacion, para motivar a sus

estudiantes.

Por otro lado, se tiene la tarea de lograr que los estudiantes asignen un significado de las
operaciones y las letras que se trabajan en el algebra. Esto es, lograr niveles de
abstraccion y conceptualizacion propios de la disciplina. Sin embargo, segin Mason et al
(2014):

la investigacion sobre el aprendizaje en el algebra de estudiantes colombianos del
nivel escolar y los resultados de pruebas en las que muchos de ellos participan,
sefiala que una gran mayoria muestra indices muy bajos de comprension

conceptual y de motivacién por el aprendizaje del algebra escolar. (pag. X)

Considerando lo anterior se reflexion6 acerca de la pertinencia del uso de material concreto
en el aula. Ya que este sitla al aprendizaje y la ensefianza del algebra, haciendo referencia
al contexto histérico, en un orden cronolégico que podria ser tomado mas en cuenta
actualmente en las aulas de clase. Vale la pena recordar que fue mediante problemas
concretos y el uso de herramientas como la geometria, que las antiguas civilizaciones se
acercaron por primera vez al algebra.

A través de la geometria se puede dar una idea de lo que sucede al operar con elementos
tan abstractos como lo son las letras en el algebra. Rooney (2011) por ejemplo, considera

que el algebra y la geometria estan completamente ligadas:

Es imposible desligar el 4lgebra simple de la geometria, pues fue en problemas de
geometria de dos y tres dimensiones donde aparecieron por primera vez cuestiones

algebraicas. Al principio, los problemas especificos, practicos de é&lgebra no
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estaban sistematizados ni representados de un modo que hoy reconoceriamos
como tal, pero provocaron su posterior formulacion. (pag.122)
Asi, una ojeada a la historia muestra que algunos docentes sitian a sus estudiantes en el
momento histérico en el que el lenguaje simbdlico y el pensamiento formal ya eran la forma
usual de solucionar tanto operaciones, como problemas algebraicos, ignorando (quizas no
intencionalmente) la importancia del trabajo con el material concreto y visual, tanto en la
experiencia de aprendizaje en el aula, como en la evolucién histérica de argumentos y
férmulas que construyeron la disciplina:
Este caracter algebraico de las matematicas escolares es debido al hecho de que
no se es consciente del potencial que posee el sistema grafico visual y de la
insuficiencia de modelos que enlacen ambos sistemas. Conviene observar que en
ningn momento las generalizaciones tedrico-algebraicas  aparecen
automaticamente de la visualizacién, sino que ésta complementa el entendimiento
de tales generalizaciones. (Socas, Camacho, Palarea, & Hernandez, 1996, pag.
142)
Esto no quiere decir que al tomar un curso de algebra escolar se deba ensefar o aprender
haciendo un uso completamente estricto de todas las herramientas que sirvieron para
construir el algebra a través de la historia, pero si seria conveniente poner a consideracion
la manipulacién de elementos que le permitieron a los antiguos pensadores ir abstrayendo
los conceptos y llevarlos del campo concreto al formal.
Por ejemplo, la ilustracién 2-2, muestra un modelo en el que se observa como se
representaba antiguamente una operacion entre dos binomios de primer grado con una
indeterminada. Al costado derecho en la ilustracion 2-2 se observa la propuesta de Soto et
al. Segun Rooney (2011) en la antigiedad “Algunos problemas se referian a dividir un area
en partes segun distintas proporciones. Es facil ver como un problema de areas puede

llevar a una ecuacion de segundo grado” (pag. 122).

a 1 a 1

a a a? Ja
a 1

2 2 a 1

(a+2)(a+1)=a*+2a+a+2=a*+3a+2

llustracion 2-2 Modelo geométrico babilénico para la multiplicacién de dos binomios
de grado uno, a la izquierda Modelo de Soto et al (2005).
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Los griegos, por ejemplo, tenian clara la importancia del uso de la geometria en el algebra;
segun Socas et al (1996):

Los griegos, aungue se cree que conocian los métodos de los babilonios (métodos
puramente algebraicos) para la resolucién de ecuaciones, desarrollaron métodos
geomeétricos para resolverlas y comprobar diversas propiedades. En el libro Il de
los Elementos de Euclides, hay 14 proposiciones que permiten resolver problemas
algebraicos. Actualmente, nuestra algebra simbdlica los resolveria rapidamente,

pero el valor did4ctico del algebra geométrica es importante. (pag. 42)

De esta manera se identifican dos caracteristicas primordiales en el desarrollo histérico del
algebra, por un lado, se tiene el lenguaje y los simbolos, y por otro, la implementacion de
modelos geométricos que demuestran ser una herramienta apropiada a la hora de abstraer
y comprender estructuras, féormulas y conceptos algebraicos (Socas, Camacho, Palarea,
& Hernandez, 1996).

Anteriormente se habia sefialado la importancia del &lgebra en la formacion de ciudadanos
competentes. Por ejemplo, para Socas et al (1996) es un nucleo esencial para la
comunicacion y expresion matematica, lo que implica que debe ser presentada de una
manera amena y llamativa resaltando su utilidad y facilitando “los procedimientos empiricos
inductivos frente al tradicional formal y deductivo” (Socas, Camacho, Palarea, &
Hernandez, 1996, pag. 9). Las representaciones de operaciones algebraicas mediante
material concreto parecen ser una opcion inicial atractiva y agradable, debido a su valor
lGdico-didactico y motivacional para los estudiantes. Por otro lado, si se enfoca su uso en
el aula de manera adecuada, puede ser empleado, para que, a partir de una serie de
ejemplos particulares, los estudiantes conjeturen o propongan hipétesis relacionadas con

su trabajo en algebra.

Si se tiene en cuenta la manipulacién del material y sus representaciones pictoricas como
modelos que se utilizan para comunicar una idea algebraica (un tipo de lenguaje), los
procesos con la “caja de polinomios” pueden favorecer la abstraccién de los procesos
algebraicos realizados con el lenguaje simbolico propio del algebra. Segun Socas et al

(1996), cuando el estudiante tiene mas puntos de referencia pueden establecer mas
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relaciones. Por otro lado, el trabajar con diferentes lenguajes o modelos favorece los
procesos de los estudiantes en el aula, independientemente del nivel de abstracciéon que
manejen del tema “el hecho de presentar un concepto de formas diversas hace que a éste
se le conozca en mas facetas de las que normalmente se le considera cuando se hace el
aprendizaje con un solo lenguaje” (Socas, Camacho, Palarea, & Hernandez, 1996, pég.
116).

De esta manera, “la caja de polinomios” puede ser un material para trabajar las OPPSI en
la medida en la que mediante la manipulacion de esta se pueden establecer relaciones
entre los procesos de resolucion (con el material), las representaciones pictéricas y el uso

del lenguaje simbdlico algebraico:

Al ser el algebra un lenguaje de comunicacién de ideas abstractas, plantear su
ensefianza-aprendizaje en términos de traduccion de lenguajes: el “habitual”, el de
los “modelos” y el “algebraico”, estimula y favorece el desarrollo de su
conocimiento. (Socas, Camacho, Palarea, & Hernandez, 1996, pag. 116)

Por otra parte, tener en cuenta el momento de desarrollo cognitivo en el que se encuentran
los estudiantes que estan recibiendo una clase de algebra, es una informacion valiosa que
puede favorecer las dinAmicas de la clase de dos maneras: Desarrollando ambientes
propicios para el aprendizaje, sobre todo para aquellos estudiantes que se encuentren por
debajo del nivel cognitivo esperado para su edad y buscando evitar episodios de frustracién
en el aula que pueden desencadenar en desencantos, niveles bajos de atencién e

indisciplina.

2.2.2 Estadios operacionales de Piaget

Si se consideran las edades de los estudiantes que toman un curso de &lgebra escolar
(estudiantes de grado octavo, entre trece y dieciséis afios) los estadios de desarrollo de
Piaget y los trabajos posteriores de Collis citado en Socas et al (1996). Se esperaria en
teoria, que un estudiante que toma un curso de algebra escolar se encontrase en el estadio

de desarrollo de “generalizacién concreta” o “formal temprano”.
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En sintesis, los estadios del desarrollo cognitivo, tal como podrian derivarse de los

trabajos de Piaget y propuestos por Collis (1980), serian los cinco estadios

siguientes:

(0) Preoperatorio (cuatro a seis afos).

(1) Temprano de operaciones concretas (siete a nueve afios).

(2) Final de operaciones concretas (diez a doce afios).

(3) De generalizacién concreta (formal temprano) (trece a quince afos).

(4\ De operaciones formales (dieciséis afios en adelante). (Socas, Camacho,

Palarea, & Hernandez, 1996, pag. 77)

Es importante tener en cuenta las principales caracteristicas de los estadios operacionales,

sobre todo aquellas en las que se pueda encontrar un estudiante promedio que toma un

curso de algebra escolar. Tomando como referencia las edades de los estudiantes con los

gue se trabaja, lo mas probable es que se encuentren en el estadio final de operaciones

concretas o en el estadio de generalizacion concreta (formal temprano). Se toman de

Socas et at (1996) las principales caracteristicas de cada estadio de desarrollo:

Operaciones concretas

v
v

El nifio mejora su capacidad de pensamiento l6gico ante los objetos fisicos.
Es capaz de pensar en objetos fisicamente ausentes que forman parte, de
experiencias pasadas, pero no con hipétesis verbales.

El pensamiento infantil esta limitado a cosas concretas en lugar de ideas.
Adquiere la reversibilidad que le permite invertir mentalmente una accion que
antes solo habia llevado a cabo fisicamente.

La inclusioén l6gica, la clasificacién y ordenamiento de objetos.

La habilidad para conservar ciertas propiedades de los objetos (nimero,
cantidad) a través de los cambios de otras propiedades.

La capacidad de retener mentalmente dos o més variables cuando estudia los
objetos.

Se vuelve mas sociocéntrico, cada vez es mas consciente de la opinion de los

otros. Las operaciones matematicas basicas surgen en este periodo.
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Operaciones formales

v' Habilidad para pensar mas alla de la referencia a experiencias concretas.

v' Capacidad de usar, a nivel l6gico, enunciados verbales y proposiciones en vez
de objetos concretos Unicamente.

v' Habilidad para pensar tedricamente sobre las consecuencias de los cambios
de objetos y sucesos.

v/ Habilidad para razonar acerca de las combinaciones de las variables en un
problema.

v' Capacidad para comprender reglas generales de ejemplos particulares.

v' Capacidad para deducir de proposiciones generales conclusiones particulares.

(Socas, Camacho, Palarea, & Hernandez, 1996, pag. 76)

Aunque para cada estadio de desarrollo existen edades de referencia, se debe tener en
cuenta que las edades son solamente eso, una referencia, y que el tener una edad
especifica no implica estar en un estadio determinado, es mas una condicion subjetiva que
depende también del contexto cultural y social en el que se mueve el estudiante. (Socas,
Camacho, Palarea, & Hernandez, 1996). Por ejemplo, hay estudiantes que hacen
transiciones entre estadios de una manera mas vertiginosa que otros. Asi como también
otros estudiantes a los que les cuesta un poco mas este proceso. Sin embargo,
independientemente de las habilidades de los estudiantes, el orden por el que los
estudiantes atraviesan las etapas de desarrollo no cambia, por lo que antes de trabajar el
algebra en el aula de clase, seria una buena idea identificar en que estadio de desarrollo
se encuentran la mayoria de los estudiantes:
La posibilidad de reconocer los estadios generales del desarrollo intelectual,
representado cada uno de ellos por un modo caracteristico de razonamiento y por
unas tareas especificas de matematicas que los alumnos son capaces de hacer,
constituye una informacion valiosa para los profesores a la hora de disefiar el
material de ensefianza y permite conocer el nivel de realizaciones y respuestas a
cuestiones esperadas de los alumnos. (Socas, Camacho, Palarea, & Hernandez,
1996, pag. 73)
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2.2.3 Dificultades en el aprendizaje del algebra.

Algunas de las dificultades que se presentan en el proceso de enseflanza-aprendizaje del
algebra estan relacionadas con: la interpretacion que los estudiantes le dan a la letra en
las expresiones que trabajan a lo largo de su formacion académica, el estadio de desarrollo
cognitivo en el que se encuentran los estudiantes, la linealidad del curriculo, la
organizacion de los temas trabajados en clase, la actitud y las emociones del estudiante
frente a lo que aprende, entre otras (Socas, Camacho, Palarea, & Hernandez, 1996).

Con el animo de evitar estas dificultades es importante que en el proceso de ensefianza-
aprendizaje, tanto docente como estudiantes, diferencien los tipos de “algebra” que se
trabajan a nivel escolar. La interpretacion que cobren las “letras” o “variables” dependera
del contexto en el que se trabaje. De esta manera en el contexto escolar podemos

diferenciar cuatro “algebras” donde la interpretacion de la “letra” es diferente:

1. Algebra como aritmética generalizada, letra como numero (letra como
generalizadora de un modelo aritmético).

2. Algebra como el estudio de métodos para resolver problemas concretos o
particulares, ecuaciones, letra como incognita (incognita).
Algebra funcional, letra como variable (variable).

Algebra estructural, letra como ente abstracto (indeterminada).

Segun Socas et al (1996) las cuatro interpretaciones del algebra deben ser incluidas en el
curriculo de ensefianza, de tal manera que no se trabaje en una sola interpretacién, ni se
favorezca el aprendizaje en un Unico contexto, al contrario, debe buscarse una manera de

integrarlas y no limitarse a trabajar una sola.

El siguiente diagrama da una idea de la interpretacién del algebra escolar para Socas et al
(1996).
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Algebra

Resolucion de
 Funcional N Ectructural

Letra como Letra como Letra como
incognitas argumentos simbolos
especificas de funciones abstractos

CURRICULO DE ALGEBRA DE LA ESCUELA
OBLIGATORIA

llustracion 2-3 curriculo obligatorio de algebra escolar

Considerando lo anterior la ensefianza del algebra basada en el uso de material concreto,
en este caso, “la caja de polinomios”, puede afectar de manera positiva las dinamicas de
ensefianza-aprendizaje en el aula: por un lado, favorecer a aquellos estudiantes que se
encuentren tanto en los estadios de operaciones concretas finales o tempranas,
favoreciendo la actitud hacia el aprendizaje del algebra y fortaleciendo su confianza y
seguridad en el camino hacia el pensamiento formal al trabajar con OPPSI. Esto teniendo
en cuenta que “a medida que el nifio entra en el periodo de las operaciones formales el
pensamiento operativo concreto continlia en varias areas, para, poco a poco, llegar a ser
integrado en un sistema mas comprensible de operaciones formales” (Socas, Camacho,
Palarea, & Hernandez, 1996, pag. 75) y también que “El camino hacia la sustitucion formal
debe comenzar con pasos seguros en medio de un progreso deliberadamente lento”
(Socas, Camacho, Palarea, & Hernandez, 1996, pag. 26). Por otro lado, los estudiantes
gue se encuentren mas cercanos al estadio de operaciones formales o propiamente en el
estadio, podran apreciar y extender las relaciones que se encuentran entre el algebray la
geometria mediante el uso de la “caja de polinomios” y actividades que les permitan
entrelazar los diferentes modelos que se aborden en el aula (material concreto,
representaciones pictéricas y lenguaje simbolico algebraico). En la medida en la que
ambos tipos de estudiantes se empoderen de su trabajo, se puede cambiar el enfoque
pasivo de la clase tradicional de algebra y convertirlo en una oportunidad dindmica de

aprendizaje.
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El trabajar de esta manera permite que el aprendizaje del &lgebra sea de caracter
incluyente, siendo coherente con la propuesta del MEN (2017) y posibilitando al acceso de
la formacion en algebra para cualquier tipo de estudiante:

La posibilidad de esta formacion ya no est4d dada —como sucedia en la primera
mitad del Siglo XX- por el filtro social ... ... sino que tiene que atender a toda la
poblacion juvenil, independientemente de su preparacion adecuada o deficiente en
las matematicas de la Educacion Béasica Primaria y de su motivacion o

desmotivacion por las mismas. (MEN, 2017, pag. 46)

Depende del docente favorecer los espacios de aprendizaje para todos los estudiantes,
asi como también, encontrar un equilibrio entre el trabajo did4ctico, ludico, autbnomo, las
dindmicas que se trabajan de manera tradicional y el material que se puede encontrar en
los libros de texto. Segun Mason et al (2014) si no se logra este equilibrio se continuaria

ensefiando de una manera simplista y mecéanica:

Infortunadamente, sin partir de unas bases logradas a partir de la investigacion
sobre los componentes conceptuales -y unos procesos de construccién- implicados
en la formacién del pensamiento algebraico por parte de los nifios y estudiantes en
general, los enfoques de trabajo planteados en textos guia contindan promoviendo
(no intencionalmente, con seguridad) un trato simplista, compartimentalizado y

mecanico del algebra escolar. (Mason, Graham, Pimm, & Gowar, 2014, pag. X)

El encontrar el equilibrio entre los elementos mencionados anteriormente, organiza la
manera en la que se trabajan las tematicas en el aula. Y adicionalmente podria alimentar
la curiosidad de los estudiantes que no hayan tenido un buen acercamiento a las
matematicas cambiando su percepcion acerca de ellas, buscando reducir las dificultades
producto de actitudes emocionales y no racionales hacia el algebra.

Esperar que un estudiante que tuvo dificultades en el pasado con la aritmética no presente
dificultades al trabajar con letras y estructuras en algebra seria algo ingenuo, e ignorar las
necesidades de aquellos estudiantes que no se hayan acercado a la formalidad,

demostraria una actitud docente antiética.
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Es necesario que la experiencia, los métodos aprendidos y nuevas dinamicas adquiridas
por los docentes, se mezclen para favorecer los procesos de aprendizaje del estudiante,
siempre partiendo desde su interés para lograr una mayor motivacién y conteniendo
momentaneamente las dinamicas mas formales, empleando herramientas que puedan
flexibilizar la ensefianza de nociones abstractas, alejdndose de las percepciones y

resultados que arrojan los estudios sobre la educacion en el algebra:

Para nadie es desconocido el hecho del sin sentido que se crea para muchos
estudiantes cuando se les presenta el algebra escolar como una nueva materia en
la que se trabaja con letras; tampoco es desconocida la incertidumbre de muchos
profesores ante las dificultades de la ensefianza y la baja motivacion de los
estudiantes por el algebra escolar, mientras manifiestan no tener un enfoque de
enseflanza diferente al que ellos experimentaron como estudiantes. (Mason,
Graham, Pimm, & Gowar, 2014, pag. 47)

Para esto es necesario romper paradigmas como, por ejemplo; el de relegar la utilidad del
material concreto en la ensefianza del algebra por creer que el hecho de reducir los
conceptos, definiciones etc. que se trabajan en algebra al uso de material concreto, le

resten formalidad a la disciplina:

Desgraciadamente, muchos adultos parecen pensar que utilizar algo concreto para
resolver un problema... ... es infantil y que no es aceptable para un adulto, que
debe ser capaz de “pensar en abstracto”. Sin embargo, el uso de una buena
representacion, incluso una muy simple, puede convertir un problema

aparentemente dificil en uno facil. (Mason, Burton, & Stacey, 1982, pag. 47)

Si bien el objetivo es alcanzar la formalidad, el material concreto (orientado de manera
apropiada) puede permitir una transicion mas amena entre lo concreto y lo formal. Las
posibles ambigledades que resulten del uso del material concreto se pueden subsanar
eventualmente y jamés deberdn ser ignoradas. El paso del pensamiento concreto del
estudiante al pensamiento formal debera ser orientado por el docente, responsable de

disefar las actividades y dinamicas para que esto ocurra:
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Una de las teorias iniciales de los estudiantes serd el reconocimiento de la
naturaleza y significado de los simbolos para poder comprender como operar con
ellos y cémo interpretar los resultados. Este conocimiento les permitiria la
transferencia de conocimiento aritmético hasta el &lgebra, aceptando las
diferencias entre ambos. (Socas, Camacho, Palarea, & Hernandez, 1996, pag. 97)

Esta transicion debe hacerse solo cuando se tenga la certeza que el estudiante maneja
habilmente las representaciones concretas, de hecho, si el estudiante se apropia
realmente del material con el que trabaja, es posible que la transicién la realice él mismo
de manera natural, pasando de algo concreto, con significado y familiar, a manipular
objetos abstractos propios de la disciplina. Como lo es la letra y las operaciones en el

algebra escolar.

Teniendo en cuenta lo anterior, se propuso trabajar las OPPSI atravesando diferentes
etapas: partiendo del uso de material concreto, avanzando a la formalidad mediante
representaciones pictéricas, pasando a la manipulacién del lenguaje simbdlico y
reflexionando sobre el trabajo desarrollado, para formular conjeturas y posteriormente
acercarse al manejo habil y consiente de los algoritmos que se trabajan en las OPPSI,
estas etapas de evolucion en la abstraccion de los conceptos no deben ser rigidas, los
estudiantes deberan ir y volver de una representaciéon a otra, tantas veces como lo
consideren necesario. Por ultimo, es importante tener en cuenta que las soluciones
obtenidas mediante el uso del material concreto se deben registrar gréfica y

simbdlicamente, de tal forma que puedan compararse (Mason, Burton, & Stacey, 1982).

2.2.4 Problemay Resolucion de problemas

La propuesta se enmarca en la metodologia de ensefianza basada en la resolucion de
problemas. Este enfoque se tuvo en cuenta para el disefio del material y para la orientacion
docente frente a la interpretacion y el significado y que iba adquiriendo cada una de las
operaciones algebraicas en los estudiantes.

Definir qué es un problema en matematicas no es una tarea sencilla, ya que dependera de
cuestiones subjetivas conexas al resolutor, sin embargo, algunos autores como Hitt (1997)
intentan definir problema. Por ejemplo, Hitt (1997) considera que un problema es una

situacion que el resolutor puede abordar, ya que cuenta con un conocimiento previo que
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es (til para resolverlo, pero no sabe como utilizarlo para determinar de manera instantdnea

una solucion:

Personalmente lo que entiendo por un problema no rutinario es uno donde al leer
el enunciado no viene inmediatamente a la mente un algoritmo predeterminado, o
una idea a desarrollar para resolverlo. Ademas: ... es necesario reinterpretarlo y
seguramente las diferentes representaciones que evoquemos al leer el enunciado

jugaran un papel fundamental en la resolucion. (Hitt, 1997, pag. 193)

Garcia (1998) por ejemplo, toma elementos de tres autores diferentes para definir lo que
es un problema en ciencias. Garret, citado en Garcia (1998), piensa que un problema es
de caracter subjetivo ya que para un resolutor (individuo que intenta resolver el problema)
el problema serd problema “solamente cuando ha sido reconocido como tal, es decir
cuando corresponde a una duda carente de respuesta” Gil. D, citado en Garcia, afirma que
un problema es: “una situacion estimulante para la cual el individuo no tiene respuesta”.
Por ultimo, Contreras afirma que un problema es: “una situacion que no es familiar para el
alumno y presenta la novedad como caracteristica fundamental”.

Si bien, definir problema seria una tarea extensa, afin a una cuestibn mas de caracter
filosofico, teniendo en cuenta a los autores anteriores podemos sefialar que existen

algunas caracteristicas que convertirian a una situacion en matematicas en un problema:

Es una situacion que genera interés en el resolutor.
No se puede solucionar instantaneamente.

3. El resolutor cuenta con las habilidades y capacidades para solucionarlo, pero no
sabe como aplicarlas de manera inmediata.

4. En el proceso de resolucion se estructura y reestructura el pensamiento, en esta

medida, el problema puede generar nuevos problemas.

Mason, Burton y Stacey (1982) consideran que la resolucién de problemas es un elemento
fundamental para la educacion matemética pues a través de esta, no so6lo es posible
encontrar la solucién a un problema particular, sino que al aplicar sosegadamente las
estrategias expuestas en su libro “pensar matematicamente” los estados de meditacion y
concentracion transformaran la forma en el que el resolutor concibe por primera vez el

problema y tendran seguramente un impacto positivo frente a cualquier otro problema que



50 Ensefianza de las operaciones entre polinomios de una variable de primer y segundo grado bajo el
enfoque de laresolucion de problemas.

se quiera abordar a futuro. Esto es lo que Mason, Burton y Stacey (1982), consideran

“pensar matematicamente”, entendido como:

Un proceso mediante el cual podemos aumentar nuestro entendimiento del mundo
gue nos rodea y ampliar nuestras posibilidades de eleccién. Y al ser una forma de
proceder, tiene unas aplicaciones muy amplias, no solo para enfrentarse a

problemas matematicos o cientificos, sino muchos mas generales. (pag.163)

El proceso de resolucion de problemas para Puig (1996) consta de dos etapas: la primera,
consiste en que el resolutor sea consciente de que se esta enfrentando a un problemay
exista el deseo de resolverlo. La segunda encierra la actividad mental que desarrolla el
resolutor conforme soluciona el problema, es decir, el proceso de resolucion, entendido
como: “la actividad mental y manifiesta que desarrolla el resolutor desde el momento en
gue, presentandosele un problema, asume que lo que tiene delante es un problema y

guiere resolverlo, hasta que da por acabada la tarea” (Puig, 1996, pag. 34).

Elementos a emplear de laresolucion de problemas.
Las fases de la resolucion de problemas de Mason, Burton y Stacey (1982) se observan

en la ilustracién 2-4.

Procesos Fases Rétulos Procesos Estados

i PRIMEROS CONTACTOS
Lo que SE

Abordaje Lo que QUIERO
Lo que puede USAR ENTRANDO EN MATERIA

m FERMENTACION

INTENTAR Conjeturar

Ataque PODRIA SER SEGUIR AVANAZANDO

PERO ¢POR QUE? lustificar

Particulizar JATASCADO!

Generalizar INTUICION

MOSTRARSE ESCEPTICO

INTENTAR

PODRIA SER ESTADO CONTEMPLATIVO

PERD ¢POR QUE?

Revisién

llustracion 2-4 Esquema de las fases para la resolucion de problemas

Como se indic6 anteriormente, para la metodologia de la secuenciay el disefio del material

empleado se tuvieron en cuenta algunas estrategias de la resolucion de problemas de
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Mason, Burton y Stacey (1982), estrategias que seran aplicadas a lo largo de la secuencia,

y que se definen a continuacion.

Abordaje

El abordaje es una de las fases mas importantes al intentar resolver un problema, pero es
una de las mas ignoradas; esto se debe a que muchos estudiantes al enfrentarse a un
problema se encuentran ansiosos de hallar una solucion, sin aplicar el menor de los
esfuerzos.

La fase de abordaje empieza en el momento en el que el estudiante es consciente de que
tiene un problema, cuando lo observa por primera vez, y finaliza en el momento en el que

el estudiante empieza a resolverlo.

Tanto el fracaso al no determinar una solucién a un problema, como la frustracién que
genere encontrarse en un punto en que no se sepa qué hacer, son producto de un mal
abordaje. La mayoria de los estudiantes de nivel escolar intentan resolver un problema con
la primera idea que viene a su cabeza, e insistiran en la misma idea de manera tozuda con
la intencion de producir resultados distintos. En caso de que esta idea no conduzca a una
solucion, el estudiante terminara muy probablemente frustrado y eventualmente
abandonara el problema. Como consecuencia, se perderan todos los momentos de
construccion de pensamiento que yacian subyacentes en el problema. Por lo que vale la

pena aprender a empezar de una forma efectiva (Mason, Burton, & Stacey, 1982).

En el caso en el que el problema sea de caracter general se recomienda comenzar con
casos particulares del problema, al comenzar particularizando se obtienen varios

beneficios:

1. Se reduce su complejidad.
El estudiante asume el problema de una manera mas familiar.
3. Al conseguir pequefios logros el estudiante se llena de seguridad y asi podra
enfrentarse con mas tranquilidad al problema en su forma mas general.
Una buena planeacién para el trabajo en la fase de abordaje asegura un buen comienzo

“el trabajo en la fase de abordaje prepara el terreno para un posterior ataque eficaz, y es,
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por tanto, esencial que se le dedique el tiempo conveniente” (Mason, Burton, & Stacey,
1982, pag. 32).

La fase de abordaje dependeréa de la forma en la que se presente el problema, si se trata
de un problema escrito se reducira a leerlo prestando atencién a lo que el problema esta
pidiendo, si el problema nace de una situacion real, ajena o no a las matematicas, la fase

de abordaje se reduce a formular el problema y definir qué es lo que se desea hacer.

Se debe entonces estructurar el trabajo en la fase de abordaje. Mason, Burton y Stacey

(1982) sugieren estructurar esta fase respondiendo las siguientes preguntas:

“; Qué es lo que SE?
¢, Qué es lo que QUIERO?
¢ Qué puedo USAR?” (Mason, Burton, & Stacey, 1982, pag. 40)

¢Qué es lo que sé?

Esta pregunta se puede responder de dos maneras, utilizando la informacion que brinda
el problema (lo qué sé por el problema) y empleando el conocimiento relacionado a la
experiencia (Mason, Burton, & Stacey, 1982), en los dos casos se debe asimilar tanto la
informacion relevante del problema como la relacion que pueda establecerse entre lo que

se sabe por experiencia.

¢ Qué es lo que quiero?

Esta pregunta hace referencia a la labor que tiene que poner en marcha el resolutor ¢ qué
esta pidiendo el problema? Cuando se define qué es lo que se quiere, el resolutor debe
fijar su atencién en lo que desea determinar, si esto es claro, se habra ganado terreno en
la resolucion; escribir lo que se quiere con palabras propias y hacer de esto un habito

resulta verdaderamente practico.

¢, Qué puedo usar?
El uso de material concreto, gréficas, tablas y otras herramientas es extremadamente Util
ya que permiten que el estudiante gane seguridad y confianza a la hora de abordar el

problema. Si bien existen problemas en los que el uso de estas herramientas, a las que
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Mason, Burton y Stacey (1982) denominan elementos fisicos, estd de més, hay problemas

gue disminuyen significativamente su dificultad cuando se abordan mediante su uso.

Es necesario recordar que el uso de los elementos fisicos debe combinarse y
complementarse con el trabajo mental. Es decir, el estudiante puede ir y venir tantas veces
como sea necesario de lo concreto a lo abstracto hasta que la idea que estd trabajando
mediante el material haya quedado clara y sea capaz de establecer relaciones entre los

elementos fisicos y los abstractos.

La fase de atague

Una vez el estudiante tiene claro lo que desea determinar del problema y empieza a hacer
uso de diferentes estrategias para resolverlo, ha entrado en la fase de ataque, “El
razonamiento entra en la fase de ataque, cuando sientes que el problema se ha instalado
dentro de tu mente y ya es tuyo, y se completa cuando bien se abandona o bien se
resuelve” (Mason, Burton, & Stacey, pag. 49).

Cuando el estudiante se encuentre en la fase de ataque se daran diferentes estados
mentales a los que tanto estudiante como docente deberan sacarles provecho, y esta en
el docente estimular al estudiante mediante preguntas, ejemplos, didlogos, etc. para que
produzca estos estados en la medida necesaria, mientras el estudiante adquiere
autonomia y aprende a reconocerlos y sacar provecho de ellos por su cuenta, aqui se

sefialan los mas relevantes para Mason et al (1982):

e Hacer conjeturas: Consiste en poner a prueba diferentes ideas de lo que se cree
es cierto conforme el estudiante se aproxime a la solucién del problema, o desee

llevarlo a un contexto mas general.

e Fermentar: Hace referencia a las pausas que se deben realizar frente a un
problema que parece no tener solucion. Luego de haberlo atacado de diversas
maneras para resolverlo y no tener resultado, es necesario hacer un alto y revisar

con detalle las ideas trabajadas.

e Justificacion y convencimiento: Verificar que lo que se ha realizado hasta el

momento tenga un soporte claro y sea valido, para uno mismo sera el primer paso,
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después sera necesario convencer a un compafiero y por Ultimo se puede

convencer al docente.
Revisién

Hay dos momentos importantes en los que se debe revisar el trabajo realizado, uno,
cuando se cree que se ha encontrado una buena solucién y dos cuando se esta a punto
de renunciar al problema; para Mason, Burton y Stacey (1982) hay tres momentos claves
en la fase de revision: COMPROBRAR, REFLEXIONAR Y GENERALIZAR. Comprobar
gue la solucion es correcta, reflexionar en el trabajo realizado, idea y momentos claves y
generalizar el problema a un contexto mas amplio. Se trata de revisar el trabajo realizado

para comprobarlo o extenderlo.

Al reflexionar sobre los momentos clave como: ideas, conjeturas y discusiones que llevaron
a la solucion de un problema, se gana experiencia. Es decir, el trabajo realizado marca
pautas para abordar otros problemas de manera mas efectiva e incluso, permitira hacer
sugerencias a terceros de como atacar problemas similares. “REFLEXIONAR es,
posiblemente, la actividad méas importante para mejorar el razonamiento matematico.
Contrariamente al topico, <<yo no aprendo de mi experiencia>>, es decir, no aprendo salvo

que reflexione en lo que he hecho” (Mason, Burton, & Stacey, 1982, pag. 51).

Una técnica que permite sacar el maximo beneficio de la fase de revisién es escribir la
solucién del problema como si la fuese a leer una persona que tiene una comprension
menor acerca del problema, esto permite revisar los detalles de la solucion y tener una

compresion mayor del problema preparando el terreno para generalizar.

2.2.5 Investigacion-accion.

Se le atribuye el término investigacion accion (1A) (action research) al socidlogo Kurt Lewin
(1946). El modelo de la IA puede entenderse como una espiral continua de reflexion y
accion, por lo que Lewin propone cuatro fases para el desarrollo de los procesos de la IA:

planificacion, actuacién, observacion y reflexion.
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En el momento en que se identifica la problemética que se da en el aula de clase, se disefia
un plan de accion, se implementa, se observan sus efectos y se reflexiona con los sujetos
participes de la investigacion. La reflexion conduce a una nueva planificacion y el ciclo
continua sucesivamente (Nocedo de Ledn, 2001). La ilustracion 2-5 muestra el proceso de

un ciclo de la espiral de la IA.

~

Actuar

Observar

llustracion 2-5 ciclo de la I-A

La IA se centra en las acciones humanas y las experiencias que viven los sujetos
involucrados en la investigacion, y tiene como objetivo que el investigador identifique las

problematicas que se dan en el aula y adopte una posicion critica frente a las mismas:

La investigacién-accion implica el planteamiento del problema y no tan sélo la
solucion del problema. No parte de contemplar los problemas como hechos
patolégicos. La investigacion-accion busca mejorar y comprender el mundo a través
de cambios y del aprendizaje, de como mejorarlo a partir de los efectos de los
cambios conseguidos. (Nocedo de Ledn, 2001, pag. 88)

Las problematicas y su proceso de evolucién pueden ser explicadas y descritas mediante
el lenguaje cotidiano, ya que se validan a través de la interaccion con los participantes con
quienes debe haber un flujo libre de informacion, siendo esta una investigacion de caracter
interpretativo (Investigacion accion del profesorado, 1988). La IA se basa en la confianza,
el dialogo, el compromiso y colaboracion de las partes relacionadas en el proceso de
investigacion, de modo que en ningln momento se bifurca el espiritu investigativo y el
compromiso docente: “El objetivo es la transformacion de la realidad educativa del profesor
y los estudiantes, elaborando comprensiones sustantivas” (Nocedo de Leon, 2001, pag.

83). Al ser una investigacion abierta, no esta limitada por acciones especificas y tiene
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métodos flexibles como entrevistas informales o estudios de casos (Nocedo de Ledn,
2001).

Teniendo en cuenta las caracteristicas de la IA desde su enfoque interpretativo, los
resultados que aqui se presentan son el producto de un afio de trabajo con el grupo de
estudiantes de grado octavo del Colegio Silveria Espinosa de Renddn, que por ser un
grupo pequefio facilitd una investigacion mas intensiva en el acompafiamiento,
observacion y analisis de los procesos de cada uno de los estudiantes. Por otro lado, dado
gue las sesiones de trabajo se daban cada siete dias era posible realizar una reflexion
deliberada frente a los procesos y resultados, asi como, de las dinamicas empleadas en el

aula y las oportunidades de mejora.

La flexibilidad que ofrece la IA al no necesitar de una capacitaciébn especial para
comprender los resultados, ya que simplemente requiere de las facultades de observacién,
comparacion, contraste y reflexién que posee cualquier individuo, favorecio la planeacién
de las metodologias empleadas y el analisis de los resultados. El enfoque de la I.A se
ajusto al espiritu de esta investigacion ya que no concibe el problema como un elemento
para obtener resultados y presentarlos a un determinado publico. Busca transformar y

mejorar la realidad de los sujetos involucrados en la investigacion.

La idea detras de cada sesion de trabajo se fundamenté en los ciclos de la IA, se planifico
una serie de actividades para cada sesion, se actué realizando el respectivo
acompafamiento a los estudiantes en sus procesos, se observo la evolucion de estos y se
realiz6 un analisis reflexivo conjunto de los procesos de los estudiantes. Con cada
evidencia de evaluacién que se trabajo en las diferentes sesiones (pruebas de entrada,
guias talleres, evaluaciones etc.):
La investigacién-accion implica necesariamente a los participantes en la
autorreflexion sobre su situacion, en cuanto comparferos activos en la
investigacion. Los relatos de los dialogos con los participantes acerca de las
interpretaciones y explicaciones que surgen de la investigacion deben formar parte

de cualquier informe de la investigacion-accioén. (Elliot, 2010, pag. 26)
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Por otro lado, la IA se ajusta a la propuesta pedagogica de resolucién de problemas, ya
gue la secuencia no esta enfocada en resultados sino en procesos, por lo que desde la
metodologia de la investigacion y desde el enfoque pedagdgico se trabajara el aprendizaje
como un proceso que se transforma a través del tiempo, tomando en cuenta las

interacciones que se dan dentro del aula.

La investigacion accion no se limita a someter a prueba determinadas hipétesis 0 a
utilizar datos para llegar a conclusiones... .... la investigacion accidn es un proceso,
gue sigue una evolucion sistematica, y cambia tanto al investigador como las

situaciones en que este actia. (Nocedo de Ledn, 2001, pag. 88)

Por ultimo, se realizaran registros videograficos tanto de entrevistas como de los procesos
individuales y grupales de los estudiantes, sus opiniones y emociones frente al material y

su percepcién frente a la secuencia una vez finalice el curso:
Lo que ocurre se hace inteligible al relacionarlo con los significados subjetivos que
los participantes les adscriben. He ahi por qué en las entrevistas y la observacion
participantes son importantes herramientas de investigacion en un contexto de
investigacion-accion. (Elliot, 2010, pag. 25)

Las dinamicas de la investigacion accion se veran implicitas a lo largo de todo el trabajo,

en los andlisis y reflexiones producto de las evidencias de evaluacion, asi como en las

conclusiones y reflexiones.

2.3 Marco Disciplinar

2.3.1 Definicion de polinomio

Un polinomio con coeficientes reales en la indeterminada x es una suma de la forma
P(x) =ag+ a;x + - +a,_1x" ! + a,x",

gue puede escribirse como:
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en donde n €N, todo a; ER para i =0,1,2..n y a, # 0. El nUmero real a; se llama
coeficiente de x?, el coeficiente principal es a,, y el término independiente es a,. El nimero
natural n es el grado del polinomio P(x) y lo notamos: graP(x).

Los sumandos separados, ag; a,x; a,x? ...; a,x™, se denominan términos del polinomio.
Un polinomio que consta de un solo término se denomina monomio, si consta de dos

términos se denomina binomio, etc.

2.3.2 Suma de polinomios

Dados dos polinomios P(x) y Q(x) se define el polinomio suma R(x) como:

R(x) = P(x) + Q(x);
cuyo coeficiente de x!, se obtiene de sumar los coeficientes de x¢, de P(x) y Q(x).
Especificamente si P(x) = ag + a1x + -+ apx™,y Q(x) = bg + byx + -+ b,,x™, con
n > m entonces:

R(x) = (ag+by) + (a3+b)x + -+ (ay, + b)) X™ + Ay X™ + - + a,x™;

o bien
n
R(x) = Z(ai + b)x!,
i=0

donde param+1<i<n,b; =0.
Se tiene lo siguiente:
i) Notese que si a cualquier polinomio P(x) se le suma el polinomio nulo entonces

P(x)+0=0+P(x) = P(x);
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por lo tanto, se dice que 0 (el polinomio nulo) es el médulo de la suma de polinomios.

i) El opuesto aditivo del polinomio Q(x) = by + byx + ---+ b,,x™, denotado

por—Q(x) es el polinomio:
—Q(x) = =bg — b1x — - =bpy_1 ™ — bypx™;
y satisface que Q(x) + [—Q(x)] = 0.

i) La suma de polinomios es conmutativa:
n
P+ QM) = ) (a;+b)x!
i=0
Si se emplea la conmutatividad de la suma de los nimeros reales:

H@+M@=Z@ﬁmﬂi

P(x)+Q(x)—be +Zax

P(x)+Q(x)—be +Zax — Q) + P(x).

iv) La suma de polinomios es asociativa:
n n
[P(x) + Q(x)]+ R(x) = [Z(al +b)x|+ ) cxt
i=0 i=0
n n n n
= Z[(al + b;) +¢;]xt = Z[ai + (b; + cp)lxt = Z a;x' + Z(bi + c,)x‘]
i=0 i=0 i=0 i=0

=P(x) +[Q(x) + R()].
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2.3.3 Resta de polinomios

Dados dos polinomios P(x) =ag+ a1x+ -+ a,x" y Q(x) = by + byx + -+ b, x™, se
define la resta de P(x)y Q(x) como la suma de P(x) + [—Q(x)],donde —Q(x) es el

opuesto aditivo de Q(x):

P() - Q) = ) (&~ b
i=0

2.3.4 Multiplicacion de polinomios

Dados dos polinomios P(x) = ag +a1x + -+ a,x"y Q(x) =by+bix+ -+ b, x™ se

define su producto como:

P(x) Q(x) = co+ c1x+ -+ Cpymx™™;
donde los coeficientes del producto de los polinomios P(x) y Q(x) forman la secuencia:
Co = agby

C1 = a0b1 + a1b0

Cy = aobz + a1b1 + azbo

Cp = aobp + albp_l + -+ ap_lbl + apbo.

Dado que, en todos los sumandos, los subindices del producto de los coeficientes de los
polinomios P(x) y Q(x) suman p, si uno de ellos es k, entonces el otro debera ser p — k,

es decir:

Cp = Z ay bp—k'
k=0

Podemos escribir el producto de P(x) y Q(x) como:
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n+m

P(x)-Q(x) = z cpxP.
p=0
Quedando
m+n 14
P@-Q® = Y | ) axby i |47
p=0 \ k=0

2.3.5 Algoritmo de la division

Dados dos polinomios P(x) = a9+ a;x + -+ a,x"y Q(x) =byg+bix+ -+ b, x™
cona;, b; € R, Q(x) # 0y graP(x) = graQ(x), existen dos polinomios C(x) (cociente) y

R(x) (residuo o resto) tales que:

P(x) = Q(x)C(x) + R(x),
donde R(x) =00 graR(x) < graQ(x).

La demostracion se puede revisar en Algebra abstracta (Fraleigh, 1982).

2.3.6 La caja de polinomios

La caja de polinomios es una herramienta didactica que permite el desarrollo del algebra
para la ensefianza escolar (Soto, Mosquera, & Gémez, 2005). Estd compuesta por tres
rectangulos basicos, ver llustracion 2-1, y el plano cartesiano (este Gltimo permite trabajar
con el material polinomios con coeficientes enteros). “La operatoria algebraica que se
realiza con esta herramienta consiste esencialmente en armar un rompecabezas,
construyendo rectangulos con la Unica regla de que fichas contiguas coincidan en la
dimensién de sus bordes vecinos” (Soto, Mosquera, & Gomez, 2005, pag. 84). Esta regla

se denominara “regla de los lados adyacentes”.

A continuacion se presentan algunos ejemplos que ilustran brevemente el funcionamiento
de la caja de polinomios para las diferentes operaciones que se tendran en cuenta en este
trabajo. La manera en la que se empleé el material con los estudiantes involucrados en

esta préactica se muestra en los capitulos 3,4y 5.
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Utilizando los rectangulos basicos de Soto, Mosquera y Gomez (llustracion 2-1) es posible
representar polinomios con coeficientes enteros. Si se desea representar un polinomio con
coeficientes positivos por medio de la caja de polinomios se puede utilizar el cuadrante | o

[l del plano cartesiano. En la ilustracion 2-6 se muestra el polinomio 4x? + 3x + 2.

=) 4 |/ — 1)

< >

e V(=)

llustracion 2-6

Y en la ilustracién 2-7 se muestra el polinomio —x? + 3x — 2.

(=) t 1(+)

V(=)

Hi(#) v

llustracion 2-7

Para realizar las operaciones algebraicas es indispensable tener en cuenta las
dimensiones, la ubicacién y el valor algebraico de las fichas que corresponden a las
posiciones de estas en el plano. La ilustracion 2-8 muestra las diferentes posiciones en las
gue se puede ubicar una ficha en el plano cartesiano. El cuadrante define el signo de la
ficha y los ejes definen el signo de sus lados, de esta manera: en las posiciones a), b) e),

y f) la ficha es positiva y sus lados, leyendo primero el horizontal, son +x y +1, +1y +x,



Marco teérico

63

—x Yy —1,—1y —x, respectivamente. Por otro lado, en las posiciones c), d) g), y h) la ficha

es negativa y sus lados, comenzando de nuevo en el horizontal, son —xy +1,-1y +x, x y

—1,+1y —x, respectivamente.

b) a

-

f) -~

h)

v

v

-

A 4

k

v

A 4

llustracion 2-8 Posibles posiciones de una ficha tipo x en el plano cartesiano

Suma: Para determinar p(x) + q(x) se sugiere ubicar el polinomio p(x) en los
cuadrantes Il y Ill mientras que el sumando g(x) se ubica en los cuadrantes 1 y IV.
Una vez ubicadas las fichas se retiran las correspondientes a opuestos aditivos.
La ilustracion 2-9 a) muestra la suma de p(x) + q(x) donde p(x) = —1 + 2x — 3x2
y q(x) = 2x? — 3 — 3x y en la ilustracién 2-9 b) se aprecia el resultado de la suma

una vez se retiran los opuestos aditivos.

a)
- s
2 x2

A
'y
A 4

llustracion 2-9

Estoes (—1 + 2x — 3x2) +(2x? =3 —3x) = —4 — x — x2.
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Resta: La resta p(x) — q(x) se obtiene de manera similar a la suma, las fichas
gque representan al sustraendo se ubican en los cuadrantes | y IV (llustracién 2-10
a) y luego se trasladan a los cuadrantes Il y Il respectivamente (llustracién 2-10
b). finalmente, para obtener el resultado se retiran las fichas correspondientes a
opuestos aditivos quedando: (—1 + 2x — 3x2?) —(2x?> —3 —3x) = 2 + 5x — 5x?

(llustracion 2-10 c).

b)

A ' A
=[]

2
; (]

5

|

v

l- R &
%] =g
W om ]
I

llustracion 2-10

Multiplicacién: Para determinar el producto de dos polinomios de la forma p(x) =
ax + by q(x) = cx + d se construye un rectangulo cuya base puede ser cualquier
factor y su altura el otro. Para construir y completar el rectangulo se debe tener
presente la regla de los lados adyacentes. Si los coeficientes de los polinomios
pertenecen a los numeros naturales la multiplicacion se puede realizar en el
primer cuadrante. Por ejemplo (2x + 1)(x + 2) (llustracién 2-11 a) donde la base
se representa por el primer factor y la altura por el segundo, el producto 2x? +

5x + 2 corresponde al area del rectdngulo que se observa en la ilustracién 2-11.

a) b)

x x2| x%|x
1 x| x 1
p x| x]1 > o X | x |1 ~

llustracion 2-11
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Si los coeficientes de los polinomios pertenecen a los nimeros enteros se utilizan
por lo menos dos cuadrantes. Por ejemplo, (x — 1)(—x + 2) (llustracion 2-12 a);
en este caso la base se representa por el primer factor y la altura por el segundo,

el producto —x?2 + 3x — 2 se muestra en dos pasos en la ilustracion 2-12.

a) b)

r r 3

[= =]~
=
=
¥

llustracion 2-12

Factorizacion: Factorizar un polinomio p(x) a partir de la caja de polinomios
consiste en utilizar las fichas, a modo de rompecabezas, para formar un
rectangulo teniendo en cuenta la regla de los lados adyacentes. La ilustracién 2-

13 muestra el proceso de la factorizaciéon de x? + 2x + 1.

a) b)

A

v
F 3

v

llustracion 2-13

La forma mas sencilla de construir el rectangulo es ubicar en primera instancia,
las fichas tipo x? y tipo 1, estas forman un encuadre como se muestra en la

ilustracion 2-13 a) y posteriormente se rellena este encuadre utilizando las fichas
restantes (llustracion 2-13 b).
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Division: Mediante la caja de polinomios es posible dividir polinomios cuadraticos
ax? + bx + ¢ entre binomios de la forma dx + e. La division consiste en, al igual
gque en la multiplicacion y la factorizacion, formar un rectdngulo cuya base sea el
divisor dx + e. La altura es el cociente y en caso de que queden fichas tipo 1 que
no formen parte del rectangulo, estas corresponden al residuo. Las etapas de la

division de 2x2? — 5x — 1 entre 2x + 1 se representan en la ilustracién 2-14.

a) b) c)
r' 3 S A
2] 22 2| 12
< 1 > < ~Tx 11 >
x| x xZ xZ x
X < >
X | x |1
v v x| x |1
X | x |1
v

llustracion 2-14

Donde el cociente es x — 3 que corresponde a la altura del rectangulo y residuo
es 2.

La “caja de polinomios” puede emplearse para factorizar polinomios de grados mayores
gue dos. Sin embargo, en esta investigacion se trabajé con polinomios de grados menores
0 iguales que dos, buscando establecer una relacion entre las dimensiones de las
representaciones pictéricas del material y el lenguaje algebraico (sobre todo en la
factorizacion y en la multiplicacion). Para mas detalles del uso del material se recomienda

referirse al articulo que tiene por nombre “la caja de polinomios” de Soto, Mosquera y
Gbmez (2005).

2.3.7 Factorizacion de polinomios cuadraticos con coeficientes

enteros

Se entiende por factorizacién de un polinomio la posibilidad de hallar una expresion

equivalente escrita como un producto de dos polinomios de grados menores.
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En esta investigacion se trabajaran polinomios con coeficientes enteros de grado menor o
igual a dos utilizando como recurso concreto “La caja de polinomios”, por esta razon en

este trabajo se usa el siguiente criterio para factorizar.

Teorema
Sea P(x) = ax? + bx + ¢ € Z[x], con a # 0.
P(x) se factoriza en dos polinomios de grado 1 sobre Z si y solo si existen p, q € Z tales
quep-gq=a-cyp+q=>nb.
Demostracion:
i) Si existen p, g € Z tales que:
pq=a-cyp+q=b;
sea

p1 = m.c.d(p,a);

entonces existen enteros p, y g tales que:

p=D1"D2
a=pq,
asi,

P1°P2'4q=P1°491"°C;
como a # 0, entonces p; #0y

P2q=4q1"C.
Dado que

P2'q=4q1"C
luego q;|p.q,

pero como m.c.d(p,q1) = 1, puesto que p; = m.c.d(p, a), entonces g, |q, por lo
que existe un entero q,, tal que

d1°q92 =4
y asi

P2q1°92=4q1"C.
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Ademas
q, # 0 porque a # 0
P24z =G
Se tiene:
aAa=p1°q1 DP=DpP1'P2 q4q=41°q2 C=D2" (>
Entonces:
P(xX)=p1 q1x*+ 1 D2+ 412 )x +Ds " qa;
= (p1x + q2)(q1x + p2 ).
ii) Por otro lado, si P(x) = ax? + bx + c se factoriza en dos polinomios de grado 1

sobre Z, entonces existen enteros

P1,P2,91 Y q, tales que:

ax?+bx+c = (p1x+q)(1x +p; )

Entonces:
a=p1'q
b=pi-p2+aq:q
C=D2"q2

Se definen dos enteros p y q tales que:
P=pP1"P2Yq=4q1"q2;
que cumplen

P q=DP1°P2"91" 92
=127 q2) =a-¢
b=pp2+dq1-q =p+q.
Este teorema se formul6 gracias al trabajo con “la caja de polinomios”, ya que el polinomio

ax? + bx + ¢ se puede representar mediante el material usando |a| fichas tipo x?2, |b| tipo x

y |c| fichas tipo 1. En el caso que se pueda factorizar el polinomio en los enteros se
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obtendria, a partir de los rectangulos basicos (ver figura 2-1) y siguiendo la regla de los
lados adyacentes, un rectangulo que tendria una de las siguientes formas, o sus rotaciones
(a favor o en contra de las manecillas del reloj), ver llustracion 2-6.

|p| fichas tipo x |c|Fichas tipo 1 |c|Fichas tipo 1 |p| fichas tipo x

la| fichas tipo x2 |q| fichas tipo x |q| fichas tipo x |a| fichas tipo x2

llustracion 2-15 posibles configuraciones para la factorizacién

De esta manera, en el rectangulo es posible conocer los valores de py q que permiten la
factorizacion del polinomio en los enteros.
Si a = 0 queda un polinomio de la forma bx + ¢, que se puede factorizar determinando el
maximo comun divisor de b y ¢, cuando b es diferente de cero. En este caso

bx +c=r(tx+s)

Dondereselmed (b,c)ytyssontalesqueb=r-tyc=r-s






3.Capitulo 3

3.1 Metodologia

La metodologia se basé en el modelo de investigacién-accion y el enfoque pedagdgico se
trabajo teniendo en cuenta los estadios de desarrollo de la psicologia evolutiva y el modelo
de ensefianza y aprendizaje basado en la resolucion de problemas, tomando las

estrategias metacognitivas que ofrecen Mason, Burton y Stacey en su libro “Pensar

matematicamente”.

Previo a la “inscripcion” de los estudiantes al curso, se habian programado las actividades

a desarrollar en cada sesion de trabajo, esta programacion se muestra a continuacion en

la tabla 3-1.

Tabla 3-1Programa de trabajo de la secuencia didactica

Plan de trabajo de la secuencia didactica

Sesion 1 v" Prueba de entrada
Sesién 2 v Introduccion a “la caja de polinomios”.
v' Suma de nameros enteros con material
concreto?.
v" Suma de polinomios de primer vy

segundo grado mediante el empleo de

“la caja de polinomios”.

1 Esta actividad se disefié con el animo de subsanar las dificultades que se evidenciaron en los
estudiantes frente al manejo de operaciones con nimeros enteros, luego de analizar los
resultados de la evaluacion de entrada
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Sesion 3 v Resta de polinomios de primer vy
segundo grado mediante el empleo de
“la caja de polinomios”.

Sesion 4 v" Repaso y resignificacion de la Resta de
polinomios de primer y segundo grado
mediante el empleo de “la caja de
polinomios”.

v' Desarrollo de guia de trabajo (pasando
de lo concreto a lo abstracto suma vy

resta de polinomios)

Sesion 5 v Reglas para la construccion de
cuadrados y rectangulos mediante el
empleo de “la caja de polinomios”,
conceptos de éarea y de encuadres

minimos.

Sesion 6 v" Relaciéon del concepto de area y

multiplicacion.

Sesién 7 v" Multiplicacién de polinomios de grado
uno con coeficientes naturales mediante
“la caja de polinomios”.

v" Multiplicacién de polinomios de grado
uno con coeficientes enteros mediante

“la caja de polinomios”.

Sesion 8 v' Desarrollo de ejercicios de
multiplicacién de polinomios de primer
grado en una indeterminada.

v" Yendo mas alla: Desarrollo de ejercicios
de multiplicacion de polinomios con dos
indeterminadas (indeterminadas

diferentes de x).
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Sesién 9
Ala 15

Factorizacion de polinomios de grado
dos con coeficientes enteros mediante
la caja de polinomios, factor comun
Factorizacion de polinomios de grado
dos con coeficientes enteros mediante
“la caja de polinomios”.

Desarrollo de guia de trabajo (pasando
de lo concreto a lo abstracto, factorizar)
Guia de trabajo “Deduccion de unaregla
general que abarque los casos de
factorizacion trabajados en las sesiones

anteriores”

Sesion 16y
17

Division de polinomios con coeficientes
enteros de la forma ax? + bx + ¢ entre
polinomios de la forma bx + ¢ mediante
el uso de “la caja de polinomios”.

Desarrollo de ejercicios de division de
polinomios con coeficientes enteros de
la forma ax? + bx + ¢ entre polinomios

de la forma bx + c.

Sesion 18

Enfoque del material hacia la resolucién
de problemas

Solucion de la prueba de entrada,
utilizando el material y estrategias de la

resolucién de problemas.

Sesiéon 19

Pre- evaluacién; preparacion de los
estudiantes para presentar la Ultima
evidencia de los procesos realizados a
lo largo de la secuencia, utilizando las
estrategias de la resolucion de

problemas.

Sesion 20

Evaluacién final y entrevista.
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En el trabajo se busco favorecer los procesos y habilidades de los estudiantes que
participaron en el “curso”, independientemente de la cantidad inicial de estudiantes
inscritos, por esta razon, siempre se tuvo presente el sentido ético de la educacion de Elliot
(2010) ya que la secuencia no se pens6 como un instrumento cuyo fin fuera simplemente

determinar algunos datos y lograr algunos objetivos:

Este caracter ético reside en la propia actividad educativa que, como toda actividad
“practica” humana a diferencia de la actividad técnico instrumental, encuentra su
valor en su mismo sentido y no como mero instrumento o medio para la obtencion

de objetivos extrinsecos. (Elliot, 2010, pag. 11)

Es decir, se esperaba generar un impacto en la vida de los estudiantes frente a la forma
en la que percibian los elementos del algebra a trabajar. Teniendo en cuenta lo anterior,
se dio inicio a la secuencia con la participacion de los veinticinco estudiantes, siempre

teniendo presente que se haria seguimiento sélo a cuatro de ellos.

Finalmente, se consideran las recomendaciones que realiza el MEN (2017) para realizar
juicios de calidad, a partir de las evidencias obtenidas en un proceso de aprendizaje:

No puede olvidarse que la calidad de los juicios que se emitan sobre el avance en
los niveles de competencia de los estudiantes depende de un amplio nimero de
evidencias de las actuaciones de los estudiantes, obtenidas de diversas fuentes de
informacion y de distintas situaciones que estimulen las producciones orales,

gestuales, pictoricas y escritas. (MEN, 2017, pags. 75,76)

Se recolecté una cantidad importante de evidencias durante toda la secuencia por medio
de: trabajos escritos, entrevistas y videos que mostraron la medida en la que la secuencia

se acercO a cumplir con los objetivos explicitos de la propuesta.

3.2 Construccion de la prueba de entrada.

El disefio y la aplicacion de la prueba de entrada pretendia determinar si los estudiantes
contaban con los conocimientos basicos requeridos para las tematicas a trabajar en la

secuencia (suma, resta, multiplicacion y divisibn de nameros enteros y manejo de las
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férmulas de las areas de algunos poligonos regulares), y si tenian conocimientos propios
de las teméticas empleadas en la secuencia.

Por otra parte, los resultados de la prueba serian un insumo importante para disefiar y
planificar las actividades que se trabajarian con los estudiantes y eventualmente actuar
respecto a las necesidades de aprendizaje que se identificaran utilizando las fases de la
investigacion accion (planificar, actuar, observar y reflexionar). Ademas, fijarian un punto
de partida en el desarrollo de la secuencia y de comparacion con resultados posteriores a
la aplicacion de esta. La comparacion se realizd cualitativamente a partir de una prueba
de salida que retomo las tematicas fundamentales, aquellas empleadas en la secuencia y

algunas con un nivel de profundidad un poco mayor.

La prueba contd con algunos ejercicios, especificamente de operaciones basicas con
polinomios, factorizaciéon y problemas que involucraban conceptos algebraicos, estos
tltimos bastante relacionados con la geometria. La tabla 3-2 indica las competencias que

se pretendian evaluar.

Tabla 3-2 Competencias matematicas implicitas en la evaluacion de entrada

Competencias

Ejercicio | Resuelvo Justifico Construyo Justifico la

s 1a, 1b, | problemas vy | procedimien | expresiones | eleccion de

lc, 2a, | simplifico tos algebraicas | métodos e
2b, 2c, y | célculos algebraicos | equivalentes | instrumento
2d usando utilizando a una | s de calculo

propiedades las expresion en la

y relaciones | relaciones algebraica resolucion

de los |y dada. de
ndameros propiedades problemas.
enteros y de | de las

las relaciones | operaciones
y operaciones

entre ellos.
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Problem | Uso Resuelvo vy | Justifico Generalizo Calculo
as 3,4,5 | representacio | formulo procedimien | procedimien | areas a
y 6 nes problemas tos tos de | través
geométricas usando algebraicos | calculo de
para resolver | modelos utilizando validos para | composicion
y formular geomeétricos | las encontrar el |y
problemas en relaciones area descomposic
las y de regiones | i6n
matematicas y propiedades | planas. de figuras
en otras de las planas.
disciplinas. operaciones

La prueba era abierta y la forma en la que se presentaba la respuesta a cada problema

debia incluir una explicacion dirigida a una persona que tuviese una comprension menor

del tema o que no lo conociera. Esta manera de presentar las soluciones se extenderia al

trabajo realizado en las guias de la secuencia. Segun Mason, Burton y Stacey (1982):

La forma de sacar el maximo partido de la revision es la de redactar tu solucion

como si la fuera a leer otra persona... ... haciendo esto probablemente encontraras

nuevas ideas para mejorar tu resolucion y generalizarla para resolver otros

problemas. (pag. 50)

Asi también lo opina Stacey y Groves (1999):

Cuando el alumnado ha acabado un problema o ha hecho lo que ha podido, se

deberia invitar a revisar el trabajo y a elaborar un informe ordenado y coherente,

escribiendo la solucion con los razonamientos y no solo la respuesta, una forma de

tratar de explicar esto es decirles que cualquier otra persona pueda comprenderlo.
(pag. 20)
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Al final de la prueba se dejé un espacio para que los estudiantes mencionaran qué puntos
de la evaluacion les habian causado mayor dificultad y por qué consideraban que no
podian resolverlos.

3.3 Prueba de entrada, resultados de la prueba y analisis.

La prueba se aplico el 21 de octubre del 2017, a continuacion se presenta cada uno de los
puntos que contenia la prueba y los resultados de cada uno de los tres estudiantes (del
grupo con el que se lleva a cabo la investigacion) que asistieron el dia de la prueba.

Teniendo en cuenta uno de los principios de la investigacion-accion que considera a los

participantes de la investigacion como personas con identidad:

La investigacion accién es una investigacion realizada por determinadas personas
acerca de su propio trabajo, con el fin de mejorar aquello que hacen, incluyendo el
modo en que trabajan con y para otros... ... No considera a las personas como
objetos de investigacién, sino que las alienta a trabajar juntas como sujetos
consientes y como agentes del cambio y la mejora. (Nocedo de Leén, 2001, pag.
89)

Los estudiantes participantes de la investigacion seran llamados de aqui en adelante por
sus nombres propios: Saray, Karen, Cristian y David y se tendra en cuenta también su
edad para hacerse a una idea de los posibles estadios de desarrollo en los que se puedan
encontrar. David no asisti6 el dia de la prueba y por razones de tiempo y programacion en

la secuencia, no le fue posible presentarla.

A continuacion, se presentan los enunciados de cada uno de los puntos de la prueba de
entrada y posteriormente, los procesos de resolucién de cada uno de los estudiantes

comenzando por el trabajo de Cristian.

Prueba de entrada.
1) Resuelvo las siguientes operaciones, describiendo cada uno de los pasos que
utilizo para llegar al resultado final.
a) —(2x%2—4+5x) — (=2 —3x?% + 2x)
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b) (3x —4)(=2+ 7x)
c) (4x2+4+8x)+Bx+1)

2) Factorizo las siguientes expresiones algebraicas, describiendo cada uno de los
pasos que utilizo para llegar al resultado final.
a) x2—7—6x

b) x — 2 + 6x2

3) Realizo un escrito donde le explico detalladamente a un comparfiero como

determinar el area de la siguiente figura, de dos maneras diferentes

=0

b b b c

W

Figura 3-1

4) La figura ilustra la vista superior de una habitacion de forma cuadrada. El area
de la seccidn | esta destinada para el dormitorio, el area Il se ha destinado para

un closet y el area lll para el bafio de la habitacion

Figura 3-2
a) Determino el area de cada una de las secciones y describo paso a paso
como llego al resultado final de cada una.
b) Propongo dos formas diferentes de hallar el &rea conjunta de las secciones
Iy Il, describo con detalle como lo hice.
c) Six=5myy=15m, ¢cual seria el area que ocuparian el dormitorio y el

armario? ¢Qué area ocuparia el bafio?
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5) Se pretende disefiar una baldosa que presenta la siguiente forma geométrica:

Figura 3-3

Se determiné la longitud menor del rectdngulo como una pulgada (1”) y la
longitud del cuadrado mayor es desconocida.

Propongo dos maneras diferentes de hallar el area de la baldosa. Describo el
paso a paso de cémo lo hago. ¢ Cual debe ser el valor de x si el area total de
la baldosa es de 121 pulgadas cuadradas?

6) Se desea disefiar la maqueta de una oficina sobre un sector rectangular. Para

ello, se divide el area del rectangulo como se muestra en la figura:

€ X—>
1 2 3| 4
5 6 7|8
<>
1dm
Figura 3-4

Las areas 1y 2 deben ser iguales entre ellas, asi mismo las areas 3,4,5y 6.
Se decide que el lado de las secciones cuadradas menores serd de un
decimetro (1dm), mientras que no se han determinado los lados de los
cuadrados mayores.

a) Proponga dos maneras diferentes para determinar el &rea de la oficina.

Describa el paso a paso de los procedimientos empleados para tal fin.
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b) Si se desea que el espacio para la maqueta de la oficina ocupe un area
maxima de treinta y dos decimetros cuadrados (32 dm?) ¢ Cual debe ser la
longitud de x?
Prueba |
Cristian.
Edad: 13 afios

Cristian percibe aparentemente la suma de polinomios del numeral 1a) como una
multiplicacién. En el proceso de resolucion muestra que tiene algun conocimiento de la
propiedad distributiva de la multiplicacién con respecto a la suma (propiedad distributiva),
aunque no tiene claro cuando debe aplicarla. Asi, la resta —(2x?—4 + 5x) —
(=2 —3x? + 2x) se transforma en (2x2 —4 + 5x)(—2 — 3x? + 2x), luego de aplicar la

propiedad distributiva obtiene el siguiente resultado.

sy o O T e,
A T B B e A

: . ,) _.4-)(ZJ ’i/"(J o X%

{ Gtz & X
F4gw rox
A 30X 13

llustracion 3-1 evidencia de trabajo de Cristian

—4x? 4+ 12x% — 10x

6x% + 12x% — 10x
—4x? —8x +10x
—14x2 — 30x2 + 30x

En el proceso de resolucion de la operacién se observan dificultades adicionales a las ya
mencionadas. Por ejemplo: dificultades en la suma de nUumeros enteros, suma o

“reduccion” de “términos semejantes” y multiplicacion de monomios.

Cristian resuelve el punto 1b) como se muestra la ilustracién 3-2.



Capitulo 3 81

-6x 18
20K~ AL

) (~12 ¢ 517 <)

lustracién 3-2 evidencia de trabajo de Cristian

Se aprecian varias situaciones interesantes, algunas positivas y otras por mejorar. Positivo:
gue Cristian tiene una idea de la ley distributiva, la ilustra con lineas que van desde los
términos del primer binomio a los términos del segundo y que tiene una idea de cémo los

signos de los coeficientes afectan el producto al aplicar distributiva “ley de signos”.

Por mejorar: los errores que comete al multiplicar dos indeterminadas, dificultades al
multiplicar dos niUmeros naturales (4x)(7x) = 24x, la suma de “términos semejantes” y la
escritura de su respuesta final, que se presenta como un “todo”, es decir, los términos del

polinomio resultante no estan diferenciados unos de otros, ya que su respuesta final es
27x32x.

Cristian no llevo a cabo ningun procedimiento en el punto 1c).

En el punto 2. Cristian refiere no haber visto el tema “No hemos trabajado factorizacion”

siguientes  expresiones
a uno de
llogar al

2) Factorizo las
algebraicas describlendo cad
los pasos que wlilizo  para

resultado IimTl. Vo hetos H JQdO
a) xf=7=0x (\OCJOY \eac O

b) x =2+ 6x°

¢) 2 =25

d) 6xfy + 3xy = 14x — 7

llustracion 3-3 evidencia de trabajo de Cristian

Cristian propone una formula para determinar el area de la figura 3-1 en el problema 3.
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' Cveo R Q) qvee
de 'esa GigUrCr sC
oca OSY

llustracion 3-4 evidencia de trabajo de Cristian

ab-c ,
2

Da la impresion que Cristian entiende que al ser tres longitudes en el rectangulo a,b y c,

“Creo que el &rea de esa figura se saca asi

estas deben estar relacionadas entre si. La forma en la que logra establecer esta relacion
es por medio de una multiplicacién. Es curioso que este producto lo divida en dos, se podria
pensar que lo hace asi ya que la figura 3-1 (el rectAdngulo de mayor area) esta seccionada

en dos partes y esto aparentemente lo interpreta como una division aritmética.

Cristian no realiz6 ninguna operacion en los puntos 4,5y 6. A continuacién explica por qué

no le fue posible resolverlos.

pisy gt Dl f getel ¢

¢ ¥ i sty £ ¥ N,
AL IR
,']; "),',’, /,) (gt RILTE
(W ".'ln\l'".', LeANCy I”A’/.L’5114
/ - 1 r_‘ YRy
ARSI S (), INTATE / .
I\ (1‘(\\1".1 ‘/.“I! .J:’,'.Y/"A
I | (J'.',Vz 7

'{U'J ',_[;_A‘J.Ir_, ,
hie loGue-PY 2

llustracion 3-5 evidencia de trabajo de Cristian

“Se me dificult6 los problemas 3,4,5 y 6 porque realmente no recordé como se sacaba el

area de cada figura. El primer problema sé que quedo mal, pero hice lo que pude”.

Prueba 2
Karen
Edad: 13 anos
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Karen parece entender el efecto del signo negativo sobre los trinomios, por ejemplo, en la
ilustracion 3-6 expresa —(2x? — 4 + 5x) = 2x? + 4 — 5, es interesante observar que Karen
distribuye la multiplicacién de —1 solo para el segundo y tercer término de este sumando,

este es un error comun que cometen los estudiantes en la secundaria y ademas, segun

Socas et al (1996) “El signo " — " sobre todo cuando va colocado delante de un paréntesis
o de una fraccién, genera frecuentes errores. Como —(a+b) =—-a+b —# = —% + %”
(pag. 101).

También omite la indeterminada en el término 5x convirtiéndolo en 5. Sin embargo, no es
semejante a 4 porque no lo reduce con 4 ni con otro “término semejante” al realizar sus
célculos (ver ilustracién 3-6). Mientras que en el segundo sumando —(—2 — 3x?% + 2x) =
3x? + 2 — 2x aplica de manera correcta la propiedad distributiva sin alterar la condicion de

indeterminada para ninguno de los términos.

Llama la atencién que en el segundo sumando si distribuya el —1 de manera correcta. Se
podria pensar que lo hace asi, porque el primer término de este trinomio es —2. Es decir,
es evidente que tiene un signo y que ese signo se debe modificar, mientras que el primer
sumando cuyo primer término es 2x?, no es alterado por el —1 que esta fuera del
paréntesis. Podria suponerse que Karen cree que este término no tiene signo y que por
€s0 no cambia, seria interesante ver qué ocurre si cuando se ensefia esta tematica de
manera convencional en vez de escribir el primer sumando como —(2x? — 4 + 5x) se

escribe como —(+2x2 — 4 + 5x).

Para reducir los “términos semejantes” Karen recurre a ordenar los términos de los
trinomios verticalmente, y aunque como se mencioné anteriormente 5x pasé de ser
indeterminada a ser constante, parece mantener su condicion de indeterminada en la

mente de Karen, como se puede apreciar en la ilustracion 3-6.

..............................................

g yE bU -5 2x? +4 -5
25 4 2 SRS : 3x2 42 —2x

2 : 4 —5—
N TR ; x* +2—-5—-2x

llustracion 3-6 evidencia de trabajo de Karen
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Se entiende que en la suma 2x2 + 3x? = x* Karen asocia el signo de suma como un
operador que funciona sobre los exponentes de la indeterminada en este caso, y mantuvo
el operador resta al final de la operacion, por lo que Karen no vio a 2x2 + 3x2 como una
suma en su escritura vertical, sino que tuvo en cuenta el operador resta de la operacion
original,—(2x? — 4 + 5x) — (—2 — 3x2 + 2x). Esto la llevd a escribir 2x? +3x%2 =x* vy
también en la segunda columna en la que escribe +4 + 2 = 2. Se podria pensar que
independientemente de que el signo menos ya hubiese cumplido su papel en el segundo
trinomio, se mantiene la condicion inicial de resta. Es decir, para Karen la operacion sigue
siendo una resta.

En el ejercicio 1b) Karen reconfigura la multiplicacién para realizarla de manera vertical, es
consciente que el signo de los coeficientes afecta el resultado que se obtiene de la
multiplicacién, aplica “ley de signos”, pero no aplica “ley distributiva”. Asi, en la disposicion
vertical que presenta, multiplica indeterminadas con indeterminadas y constantes con

constantes, esto se observa a continuacion en la ilustraciéon 3-7.

110 (3X-U) (-1 ¥9%)

) et 3x —4
Jx-H Tx — 2
e 21x2 + 8
e 21x=+8

llustracién 3-7 evidencia de trabajo de Karen
Aunque Karen intenta resolver la division, no se vislumbra alguna regularidad en su
respuesta, esta Ultima no es facil de interpretar por lo que se le pregunta a la estudiante

gué gueria realizar en este punto, a lo que contesta.

“yo no sé, pues hice lo que se me ocurrid, por no dejar la hoja en blanco como usted

dijo profe”

esesNNsATVAEREIRSYS RN SRR TN T

u--t-IIF\A
o’ ‘

'.j-l'z. K’_L "‘\' .S Ll 11 x\ 3X Tl -,...-

g e —

: 2
s +195_0 -11% 1412153
97 ¥

llustracion 3-8 evidencia de trabajo de Karen

En el punto 2 Karen refirid6 que el tema no lo habia trabajado en clase, por lo que no podia

resolverlo.
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2) Factorizo las siguientes expresiones
algebraicas describiendo cada uno de
los pasos que utilizo para llegar al
resultado final.

a) x°—7—6x

b) x — 2+ 6x? NQ lo \ne (o3
c) x%—25 UrvSTo

d) 6x’y+3xy—14x -7

llustracion 3-9 evidencia de trabajo de Karen
“no lo hemos visto”

En el punto tres, ver ilustracion 3-10, Karen propone una expresion para hallar el area de
la figura 3-1.

llustracion 3-10 evidencia de trabajo de Karen

. « . . a?b? . .
Karen escribe “se puede hallar el area asi aT seguido de a?c?, al indagarle sobre su

respuesta Karen contesta.
“yo hice lo que se me ocurrié profe... yo no s¢”

Karen, al igual que Cristian, involucra las tres longitudes al intentar determinar el area,

como si intuitivamente supiera que las tres longitudes deben estar relacionadas de alguna
manera.

En el desarrollo del punto 4 se utilizan expresiones incorrectas para el area del cuadrado
y rectangulo, parece ser que Karen estaba interesada en determinar dichas areas segun

las operaciones que realizé ver ilustracion 3-11 y 3-12.
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llustracion 3-11 evidencia de trabajo de Karen
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llustracion 3-12 evidencia de trabajo de Karen

Aunque las férmulas que utiliza Karen son incorrectas, vale la pena analizar varias
particularidades de su respuesta. Aparentemente relaciona el problema del punto tres con
el problema del punto cuatro, porque las indeterminadas involucradas en el punto cuatro
son x y y y Karen utiliza a y b. Mediante el algoritmo que nos muestra, Karen parece tener

idea de “alguna ley de los exponentes para la multiplicaciéon”, pues expresa

a?b? a-a-b-b
como

, Y mediante un “algoritmo” retorico describe cémo solucionar el

problema:
“Primero miro cuanto mide cada uno de los lados de la figura hago la operacion y
descubro cual es el area”.
En la ilustracién 3-13 Karen muestra que puede determinar longitudes desconocidas a
partir de los datos que brinda el problema, pues sabe que el valor de x =5myeldey =

1.5m y determina la distancia restante como 3.5m.
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llustracion 3-13 evidencia de trabajo de Karen

., 2p2 p . js
La expresion az hace pensar que Karen asume que el area de cualquier cuadrilatero se

puede hallar mediante esta expresion y que en el punto tres no dividié entre dos porque la

figura 3-1 estaba seccionada en dos partes.

A continuacién se analizan los procedimientos observados en la ilustracién 3-11

2.35

£6) z . - 15 * 2 7 .
52 .52 = 252m = 50m es el area del dormitorio, ——= 26.22 &rea del armario,

1.52-1,52
2

Es interesante observar que, aunque existen varios errores de tipo algebraico y aritmético,

= 11.2 area bano”

en este caso Karen propone y desarrolla mas procedimientos que en el punto 3, Es posible
gue en este caso Karen haya sentido mas confianza debido a que estaba trabajando con
valores numéricos y no con indeterminadas, lo que seguramente la ubica en un terreno
familiar y le permite proponer una solucion.

Karen no realizé ninguna operacién en los puntos 5y 6. A continuacién explica por qué no

le fue posible resolverlos.
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llustracién 3-14 evidencia de trabajo de Karen
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“En los tres primeros problemas trate de resolverlos, aunque no me acorde muy
bien de como se tenian que hacer las operaciones se me dificulto mucho. En el
segundo punto no respondi nada porque no hemos visto ese tema, tuve dificultades
al hallar el area en los puntos 3,4,5y 6 en el 5y en el 6 no supe cémo resolverlos,
en todos los puntos tuve dificultades, no me acordaba”

Prueba 3
Saray
Edad: 15 afios

En el ejercicio 1 a) Saray distribuye el producto para el segundo trinomio y parece ser que
el —1 que afecta el primer trinomio solo opera para ella en el primer término (como se
menciond anteriormente, un error comun que comete Karen también), una vez que aplica
la ley distributiva recurre a la disposicion vertical de términos para la suma, como muestra

la ilustracion 3-15, posteriormente reduce “términos semejantes”
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llustracion 3-15 evidencia de trabajo de Saray

Para explicar sus procesos Saray escribe:

“Primero organicé los términos, luego reduje términos, 0 sea opero los términos y
ya”

Aunque comete algunos errores al “distribuir” —1 en el primer trinomio, Saray muestra un
mayor manejo al emplear algoritmos para la suma de polinomios que sus comparieros,
esto se evidencia en la forma en la que aplica la propiedad distributiva en el segundo
trinomio y en la forma en la que ubica los términos semejantes en la suma vertical, también

muestra en este ejercicio que suma o “reduce términos semejantes” de manera correcta.
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En el punto 1 b) Saray, al igual que Cristian, ilustra la distribucion del producto con respecto
a la suma mediante lineas, Saray aplica correctamente “ley de signos”, pero realiza la
multiplicacién de algunos términos de manera incorrecta y aunque el producto que obtiene

es incorrecto, suma o “reduce términos semejantes” de manera correcta.
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llustracion 3-16 evidencia de trabajo de Saray

“Bx—4)(—2+7x) = —6x+ 8+ 21x — 28 = 15x — 20 Primero aplico distributiva,
luego los multiplico, después reduje términos y listo”

Causa curiosidad que Saray afirme que primero “aplica distributiva” y luego “los multiplica”,
podria inferirse que para Saray la “distributiva” es decir la distribucion de la multiplicacion
con respecto a la suma es diagramar las lineas que indican que términos se deben
multiplicar, y luego multiplica los términos, siendo la “distributiva” y la multiplicacién de
términos, procesos diferentes para ella.

En la parte 1 c) Saray parece conocer el algoritmo para la divisién y encuentra el primer

término del cociente, pero decide dejar incompleto su procedimiento. Esto se puede ver en
la ilustracion 3-17.

j%C(—nx""lc < -11%) =304 1)
PP . 47%\3%;_ 1
-;.’H 2 7(’2'.. =

llustracion 3-17 evidencia de trabajo de Saray

En el problema 3 Saray propone una férmula para determinar el area de la figura 3-1:
ab

2 1
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Y luego sefiala “no sé como solucionarlo”. Esto se ve en la ilustracion 3-18.
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llustracion 3-18 evidencia de trabajo de Saray

Es curioso ver que en las tres evaluaciones los estudiantes escribieron el area como el

producto de dos o tres longitudes sobre dos. Es posible que la formula de cualquier area

la asocien al area de un triangulo.

En el problema 4 Saray comienza aclarando que no entiende cémo solucionar el problema

“no sé como hacerlo, no sé cémo sacar el area de esas figuras, pues yo creo que

se saca el area del rectangulo y cuadrado”,

luego intenta determinar el area de las figuras asignado valores a los lados de los

rectangulos, como se aprecia en la ilustracion 3-19.
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llustracion 3-19 evidencia de trabajo de Saray

areal=b%-a%4rea2=a?-b%>y drea3=1-1=1%

Al igual que Karen, Saray persiste en el empleo de las letras a y b, a pesar de que las

longitudes en el problema 4 estan representadas por las indeterminadas x y y.

Saray propone una solucion para determinar el area de la baldosa en el problema 5, que

describe en palabras:
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“‘multiplicar la longitud del rectangulo 4 veces, luego multiplicar la longitud del

cuadrado 4 veces luego sumar todo y listo”
Saray parece tener idea de lo que hay que hacer en el problema y tal vez cuando dice
longitud realmente se refiere al area. Olvida claramente el cuadrado que esta en el centro
de la baldosa. Posteriormente propone dividir el area total de la figura entre ocho, porque
para Saray, es el nimero de figuras contenidas en la baldosa, sugiriendo, tal vez, con esta
operacién que los cuadrados y los rectdngulos contenidos en la baldosa tienen la misma
area. De esta manera obtiene un valor de 15,125, y asocia este valor con los lados de la

figura 3-3, es decir, vuelve a confundir lados con areas.

d \dé‘?‘— e ¥ dok%’
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llustracion 3-20 evidencia de trabajo de Saray

“El valor de x debe ser 15.125 pulgadas”

Para el punto seis Saray describe con palabras los procedimientos que le permitiran

solucionar el problema, ver ilustraciones 3-21y 3-22:

“primero multiplicar cuatro por ocho para sacar el area luego le busqué un valor a
1,2,3 y 4 después de eso, asumi que la respuesta correcta era 3 ya que 1=3, 2=3,

3=1,4=1 entonces sumando eso seria 3+3+1+1 igual a 8”
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llustracion 3-21 evidencia de trabajo de Saray
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llustracion 3-22 evidencia de trabajo de Saray

Para Saray, determinar la expresion que representa el area de la maqueta nos es tan

importante como determinar el valor de la incégnita x.

Finalmente, Saray sefiala que tuvo las siguientes dificultades a la hora de resolver la

prueba.

que  problemas
tad y por qué

Describo con detall

presentaron mayor dificul

llustracion 3-23 evidencia de trabajo de Saray

“Divisién de polinomios porque es un tema nuevo para mi y que hasta ahora lo

vimos ayer. Sacar las areas porque no recuerdo muy bien cédmo sacar las areas

de las figuras”
A pesar de los errores que presentd Saray en la prueba, de los tres estudiantes que la
presentaron, es la que demuestra mas conocimientos en torno a las operaciones
algebraicas. Esto puede deberse a varios factores subjetivos o relacionados con su
entorno. Por otra parte, es posible que, al ser mayor que sus compafieros, se encuentre

en un estadio de desarrollo cognitivo superior al de sus comparieros.

Los resultados obtenidos en la prueba de entrada permitirdn orientar las dinamicas

planeadas para que los estudiantes, a través del trabajo en la secuencia, identifiquen y
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corrijan sus dificultades a la hora de trabajar operaciones con expresiones algebraicas.
Permitiran también, a través de la observacion, apreciar la evolucion de los conceptos

algebraicos de los estudiantes a lo largo de toda la secuencia.

Los resultados son interesantes, en la medida en la que existen nociones para la suma,
resta, y multiplicacion, pero a la vez se desconocen los procedimientos para resolver
divisiones, factorizar expresiones algebraicas y resolver problemas de aplicacion; lo que
eventualmente permitira llevar a cabo reflexiones del impacto del trabajo desarrollado a lo
largo de la secuencia, y si el trabajo desarrollado en esta altera los paradigmas adquiridos
en la clase titular (suma, resta y multiplicacion) y establece algunos nuevos (division,

factorizacion y resolucién de problemas).
3.4 Caracteristicas de las guias de trabajo y talleres

Las guias fueron disefiadas para facilitar a los estudiantes dar el paso de lo concreto a lo
abstracto, mediante el registro y la sistematizacion de los procesos y resultados obtenidos

en el trabajo con “la caja de polinomios”.

Se conciben como guias, ya que la mayoria de estas no solo recogia los datos, sino que
mediante preguntas orientadoras buscaban conducir a los estudiantes a formular
conjeturas que les permitieran la obtencién de un algoritmo de resolucién, para cada

operacién trabajada en la secuencia, esto es, resolver los ejercicios sin utilizar las fichas.

La dinamica consistia en tomar una cantidad importante de particularizaciones (ejercicios),
y mediante preguntas orientadoras observar regularidades, patrones, sistematizar
resultados y realizar conjeturas. Estas Ultimas serian producto de comparaciones entre los
hallazgos obtenidos mediante el trabajo con el material concreto “la caja de polinomios” y
el resultado que se obtenia a través del trabajo desarrollado en la guia, como lo exponen

Mason, Burton y Stacey (1982):

El proceso de hacer conjeturas depende de que se sea capaz de reconocer una ley
0 una analogia, o, en otras palabras, de ser capaz de hacer una generalizacion.

Encontrar una ley puede ser en udltimo caso un acto creativo fuera de tu control
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directo, pero, como ocurre con todos los procesos creativos, se puede hacer una
gran cantidad de trabajo basico para favorecer la intuicion. Una sugerencia obvia
es la de hacer muchos ejemplos, puesto que ofrecen mas informacion. (pag. 89)

Se disefi6 este tipo de guias pensando en las dificultades que se pueden presentar cuando
se espera que los estudiantes, por cuenta propia (sin la ayuda del maestro), resuelvan un
problema, determinen regularidades, propongan conjeturas e hipotesis y las comprueben.
Proceso extremadamente valioso, pero que requiere de un grado de autonomia elevado y
un interés de los estudiantes por enfrentarse y resolver el problema; ademas de otras
habilidades autosuficientes con las que estudiantes de esta edad, por lo general, no
cuentan. Las guias buscaban también mantener los niveles de frustracién por debajo del
limite de tolerancia de los estudiantes. De esta manera fueron disefiadas para favorecer
una serie de logros personales, ganar experiencia, autorregulacién y habilidades de
autogestion mediante la practica. Estan apoyadas en modelos particularmente: “la caja de
polinomios” y las representaciones pictéricas. Segun el MEN (2017) “Un modelo puede
entenderse como un sistema figurativo mental, grafico o tridimensional que reproduce o
representa la realidad en forma esquematica para hacerla mas comprensible” (pag. 52). El
uso de estos y la oportuna orientacion del maestro pueden reducir el impacto de la falta de
habilidades de autorregulaciéon y el efecto de los factores externos y emocionales que

dificultan el aprendizaje:

En una situacion problema, la modelacion permite decidir qué variables y relaciones
entre variables son importantes, lo que posibilita establecer modelos matematicos
de distintos niveles de complejidad, a partir de los cuales se pueden hacer
predicciones, utilizar procedimientos numéricos, obtener resultados y verificar qué

tan razonable son éstos respecto a las condiciones iniciales. (MEN, 2017, pag. 56)

Las dindmicas de trabajo fueron casi las mismas durante todas las sesiones. Se
ejemplificaban las reglas de juego de la caja de polinomios para la operacion que se
trabajaba en la sesion. Luego, se entregaba la guia de trabajo, los estudiantes resolvian
todos los ejercicios (particularizaciones) con la caja de polinomios y de manera simultanea
registraban los procesos y los resultados que obtenian mediante dibujos y lenguaje

algebraico en la guia. Por ultimo, sistematizaban los resultados y a partir de preguntas
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orientadoras establecian relaciones entre las respuestas logradas con la caja de
polinomios y los insumos que arrojaban las preguntas orientadoras, estas relaciones
debian ser presentadas como conjeturas propias a partir del trabajo realizado por el
estudiante y sus comparieros. Esta manera de lograr conocimientos algebraicos se conoce

como método inductivo en su forma mas basica:

En la induccién de propiedades matematicas tratariamos primeramente de
encontrar una regularidad entre ciertos objetos mateméticos, de forma que
buscando similaridades entre estos, podemos pasar a un nivel de abstraccion, por
altimo, que nos permita generalizar la regularidad encontrada para particularizar a
casos especificos a modo de comprobacion de la validez de lo conjeturado. Es
importante generalizar expresiones y entender su significado. (Socas, Camacho,
Palarea, & Hernandez, 1996, pag. 152)

De esta manera se buscaba llegar a proponer el algoritmo que les permitia solucionar

cualquier ejercicio similar, sin la necesidad de utilizar el material concreto.

Los ejercicios contenidos en las guias no fueron escogidos al azar, fueron casos
particulares de un problema mas general (proponer algoritmos para resolver OPPSI),
teniendo en cuenta a Mason, Burton y Stacey (1982), las particularizaciones en este caso
consistian “en concentrar la atencion en algunos ejemplos para entender mejor el
significado de la pregunta. Los ejemplos que eliges son especiales, en el sentido de que
son casos particulares de una situacion mas general que se plantea en la pregunta’
(Mason, Burton, & Stacey, 1982, pag. 21).

Por otro lado, en los talleres se trabajaron una serie de ejercicios que dieran cuenta de qué

tan efectivo habia sido el algoritmo propuesto.

De esta manera, se diferencian seis etapas en el trabajo que desarrollaran los estudiantes

en cada sesion:

1. Trabajo con la caja de polinomios (concreto).
Registro pictoérico del trabajo realizado con la caja de polinomios.
3. Registro mediante el lenguaje simbdlico algebraico de las respuestas obtenidas con

la caja de polinomios.
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4. Sistematizacion de las respuestas obtenidas con la caja de polinomios.
5. Conjeturas, formulacion de un algoritmo de resolucion y

6. Resolucion de ejercicios particulares (talleres) para poner a prueba el algoritmo.

Estas seis etapas se veran en cada una de las sesiones de trabajo.
3.5 Introduccidn a la caja de polinomios.

El andlisis de los resultados mostr6 que los estudiantes, con los que se iba a llevar a cabo
la secuencia, tenian algunos vacios conceptuales relacionados con las operaciones
basicas entre nUmeros enteros y sus propiedades. Para cumplir los objetivos del trabajo
fue necesario fortalecer los conceptos relacionados con las operaciones basicas

mencionadas anteriormente.

Se optd por iniciar la secuencia trabajando operaciones con nimeros enteros a partir del
uso parcial de la “caja de polinomios”. Asi, se introducird el material en un contexto mas

familiar para los estudiantes (operaciones aritméticas con enteros).

El material empleado para esta parte de la secuencia constaba del plano cartesiano y
fichas cuadradas que representaban una unidad. Antes de explicar en qué consiste la caja
de polinomios y como se trabajan las OPPSI con ella, se describe el trabajo realizado para
fortalecer las operaciones con numeros enteros en los estudiantes, y los resultados

obtenidos.
Teniendo en cuenta que la caja de polinomios es un material ludico-didactico, se mencioné
durante todas las sesiones de la secuencia que, para poder “jugar’ con el material se

debian tener en cuenta algunas reglas, o ideas basicas, que se sefialan a continuacion.

Reglas o ideas basicas.
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Regla basica I: Notacion de nlmeros enteros
pOSitivos ¥ hegativos
i i
+3 (pOSitivo) o,

—

-2 (hegativo) '

i

‘Regla basica IV: El plano Cartesiano

1} Los ejes dividen el

plano en Cuatro (=) 4 1+) 2) Numeramos los
Cuadrantes Cuadrantes en contra
de las manecillas del

;@ reloj. .
g5

(1)

|

3) [os cuadrantes T

Y 11 50 positivos 4 Los cuadrantes [Ty

1V son negativos

() V(=)

‘Regla basica II: La resta es un Caso particular
de la suma.

En otras palabra$ la résta siempre sé puede
escribir COmO Uha Suma. Veamos unos ejemplos.

v 5-2=05)+(-2)
Q al revés

v (5)+(-2)=5-2

—wgp

TRegla basica 111 g
v 1-1=0
o ) ]

=€
-

Y (D) +(-1)=0

1dea basica V
Podemos representar unidades, mediante cuadrados de lados 1
por 1, asi mismo, cualquier ntimero natural mediante uh conjunto
de cuadrados:

llustracién 3-24 Ideas bésicas para la suma de nUmeros enteros a partir de material
concreto

Luego se llevaron a cabo algunos ejemplos que tenian doble intencionalidad: que los

estudiantes manipularan el material y que se relacionaran con las reglas de juego. Se

muestra continuacién el ejemplo trabajado en clase.

Ejemplo
Resolver (2 —-5) + (-4 +5)

Aplicando la regla basica Il

2-=5+(4+5=[@)+ ()] + (=D + (5)]
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Paso 1: Ubique el primer — t
sumando en |os cuadrantes "[ ] l['l']
II y III (el sumando de la
izquierda se ubica en los
Cuadrantes de la izquierda)
meE) | V(=)

llustracion 3-25 pasos para la suma de nimeros enteros

Las cinco unidades negativas se ubican en el cuadrante Il, ya que las fichas contenidas en
este cuadrante se les asigna el signo negativo, de igual forma las dos unidades positivas
se ubican en el tercer cuadrante. Se hace lo mismo con el segundo sumando en los

cuadrantes | y IV.

Ejemplo II:
TResuelva
(2-5)+(—4+5) == [2+(-5)]+(-4+5)

Paso 12: (UUbigue el primer
sumando en |os cuadrantes
11y 1II (el sumando de la  ||(=) 1(+)
izquierda se ubica en los
cuadrantes de |a izquierda) [ 1] nﬂ
[Lueso (bique el segundo
sumando en |os cuadrantes
1 vy IV (el sumahdo de la 1]
derecha se ubica en los
cuadrantes de |a derecha)

1E3) V(=)

llustracion 3-26 pasos para la suma de nimeros enteros

Las unidades que estan en los cuadrantes Il y lll se cancelan entre si por ser opuestos

aditivos, de manera similar las unidades que estan en los cuadrantes | y IV.

Paso 2: Aplique |a idea basica 11

(=) 1(+)
S\ By

4

) B :'y

HE |\ By
1

HI(+) V(=)

llustracion 3-27 pasos para la suma de niumeros enteros




Capitulo 3 99

Quedando:
(=3)+ (@)
=) ' 1)
1]
A
e V(=)

llustracion 3-28 pasos para la suma de niumeros enteros

Se aplica nuevamente la regla basica lll, esta vez en los cuadrantes Il y I:

Paso 3: Aplique la idea basica I1I

-3)+@)
(=) 1)

n® | o

Hi+) V(=)

llustracion 3-29 pasos para la suma de niumeros enteros

De esta manera se obtiene:

(=) 1(+)
me) | V(=)

llustracion 3-30 pasos para la suma de niumeros enteros

Vale la pena sefalar que durante el trabajo realizado con el material concreto los

estudiantes registraban cada “paso” de dos maneras; mediante representaciones
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pictoricas y mediante lenguaje simbdlico. Al final de cada ejercicio se retomaban los
resultados escritos de manera simbdlica, para que los estudiantes observaran patrones o
regularidades que les permitieran recordar los procesos trabajados de las clases de
matematicas a lo largo de su vida escolar, o proponer, a partir del uso del material,

conjeturas para realizar sumas de nimeros enteros sin ayuda del material.

Retomando
Paso 1
[2+(=5)]+(—4+5)
Paso 2
(=3)+ (1)
Paso 3
-2

llustracion 3-31 representacion aritmética

Luego de la etapa de exploracion se paso al trabajo grupal y los estudiantes se dispusieron
a realizar la primera actividad.

La actividad fue realizada en grupos de cuatro estudiantes, consistia en varios ejercicios
de sumas de enteros que se debian desarrollar con el material. El trabajo desarrollado en
la primera actividad tenia varios fines, entre los que se encontraban: mitigar errores en la
suma de numeros enteros, desarrollar destrezas y agilidad al emplear el material para
realizar céalculos aritméticos y que los estudiantes empezaran a realizar conjeturas al
observar regularidades y patrones en sus resultados. El problema en esta actividad
consistia proponer una conjetura que permitiera sumar dos niumeros enteros de manera

correcta.

A continuacion, se muestran algunos resultados.

=
x5 2 S
ARt /

llustracion 3-32 Resultados guia suma de enteros
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La ilustracion 3-32 y 3-33 muestran las operaciones escritas de manera simbodlica.

{ Resum ,.,;’,\_m:: n e )
[(4) + (=5) + (—4) + (-3)] Dk -y 3]
‘;\'IH(‘H

= (1) + (=7) - /

=-8
llustracion 3-33 Resultados guia
suma de enteros

Este grupo desarrollo a plenitud todos los ejercicios, pero cometié un error en el ejercicio

8, que se aprecia en la ilustracion 3-34.

Umm?z . U—,i)‘*(‘a"HJ‘ [[-/)\S)J
Paso 1 2 als D

T o el
whs ]

oo
oon b \
';71@;;)_ — ‘j . '-‘- B /’ ( Paso 2. (’7!/‘) ﬁ)_ -2 ]

100
T
1]

e L6173

llustracion 3-34 Resultados guia suma de
enteros

Al final de los ejercicios se pidio a los estudiantes que propusieran una conjetura para

sumar numeros enteros sin el uso de las fichas. A continuacién, se muestran las

respuestas de los dos grupos.

- Luega de que realicé las operacienes con las fichas, y verificar
_[*-_Q / que mis soluciones son correctas, intento redactar una idea
que me permita realizar este tipo de operacianes sin utilizar
fas f'CMSF.POr,gm' _se__deju_ol_mumo_signe,
y wonds’esde_putu — e cumon el
iejuéﬁiq des ' ton ol baws mLQ _agne.
—§untg___son__dugno. ergnle) e
o —

_resh

Pongo a prueba mi idea resolviendo .
(~1-7+(@4-3)

| &) (1) F

| ==

f \

llustracion 3-35 Resultados guia suma de enteros

[}

‘porque se deja el mismo signo y cuando esto pasa se suman y el resultado, da con

el mismo signo y cuando son signos diferentes se resta”
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Lo que seguramente quieren decir los estudiantes es: “si tienen el mismo signo se suman

y se deja el mismo signo (el signo no se altera), cuando son signos diferentes se resta”

El grupo dos no comete errores durante los ejercicios con el material concreto, pero si lo

hacen al realizar el dltimo ejercicio.

Luego de que realicé las operaclones con las fichas, y verificar
que mis soluciones son correctas, intento redactar una idea
que me permita realizar este tipo de operaciones sin ytilizar

las fichas: A\ 2 e RA CESEKEy
(e;,,( Q. [j’é},&l E A f\os1 PO
5@7 = w:i::: =2 EU

Pongo a prueba mi idea resolvienda
(—1 -D+A-3)

llustracion 3-36 Resultados guia suma de enteros

“no se tiene en cuenta la ley de signos, pero se realizan las operaciones”

A pesar que la conjetura del grupo dos no es clara y no da informacién detallada de como
se deberian sumar dos numeros enteros, se puede interpretar algo positivo cuando
escriben “no se tiene en cuenta la ley de signos”, esto podria decir que entienden que en
la suma de enteros no se multiplican los signos de los nimeros, que en la experiencia de

ensefianza-aprendizaje de nimeros enteros, tiende a ser un error coman.

Muchos de los estudiantes que se aprenden de memoria la “ley de signos para la
multiplicacién” presentan dificultades al resolver un ejercicio sencillo como: —3 + 5.
Cuando se les indaga por el resultado de la operacién tienden a decir que la respuesta es
—2,y sise les pregunta por qué la respuesta es —2, la mayoria tiende a contestar “porque
menos por mas es menos”. Por eso, a pesar de que la conjetura no es profunda, no se
puede ignorar lo que se interpreta en la idea pues, le asigna cierto potencial al material

para para reducir el error mencionado anteriormente.

El dltimo ejercicio en ambos casos fue realizado sin ayuda de las fichas y empleando la

conjetura propuesta por el grupo.
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La forma plana de presentar la conjetura, para resolver sumas de ndmeros enteros sin el
material por ambos grupos, puede tener varias causas: desinterés o falta de compromiso,
el hecho de trabajar con un gran volumen de estudiantes a los que es muy dificil hacerles
un acompafamiento personalizado y/o el hecho de que la Unica motivacion es el gusto por
aprender. Sera muy interesante observar como los participantes con los que se finaliza la
investigacion evolucionan a lo largo de la secuencia en la elaboracion y redaccion de

conjeturas.

3.6 Suma y resta de polinomios con la “caja de
polinomios”

Antes que los estudiantes manipularan el material, se hizo una clase corta buscando que
los estudiantes entendieran como se forman cada una de las fichas con las que iba a
trabajar.

También, se extendieron algunas de las reglas, o ideas basicas, a expresiones generales.

Por ejemplo, la ilustracion 3-37 muestra como se “generalizé” la idea basica |.

Comencemos v 2-2=0
Recordemos que... v 3-3=0

r“"/' """""""" T Y 4-4=0

| ! _01 B L v 5-5=0 Pp

LV (=0 f Y 6-6=0 (g

- PV 7-7=0 '
Esta idea puede aplicarse a ‘ .
cualquier nlmero, asi: v :

x—x=0 - -

llustracion 3-37 ideas basicas para entender como operar con el material

A continuacién, se muestra la representacion de la letra o indeterminada x. Estas “fichas”,
como le fueron presentadas los estudiantes, fueron disefiadas con colores en los bordes
lo cual cumple un fin méas que estético (se ahondara en el significado de los colores de los
bordes, cuando se trabaje factorizacién y multiplicacion), a cada lado rojo se le asigna el
valor de una unidad, esto se puede observar en la ficha cuadrada 1 y también en la ficha

rectangular x.
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Anteriormente representamos uha uhidad
geométricamente, es posible representar
geométricamente a x también

B — I
1 x

No olvides que x varia

= =]
-
LA

llustracion 3-38 ideas basicas para entender como operar con el material

Se extendio la idea bésica | a la resta de los cuadrados de los nUmeros naturales y luego

se “generalizé”.

Ahora bien, podemos extender esta regla a 10§
Cuadrados de cualquier ntmero.

v 22_22=—0 ¥ T7:P_72=0

v 32_32:[) :

. >
vV #-4=0 v xf-x2=0 0,0}
v 52-52=0 >
v 62-62=0 '
v 72-72=0 1%

llustracion 3-39 ideas basicas para entender como operar con el material

Nuevamente se asocia un valor a los lados de las fichas, en este caso la longitud del
rectangulo es la indeterminada x, representada por el lado azul, y utilizando este lado se

construye una ficha cuadrada también de lados x como se observa en la ilustracion 3-40.

Anteriormente representamos uha uhidad ¥ a x
geométricamente, es posible representar
geométricamente a x2 también

1_ Ix ‘ x
! x

No olvides que x varia

?

LA

llustracion 3-40 ideas basicas para entender como operar con el material
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De esta manera, mediante las fichas se representa geométricamente la unidad, la
indeterminada x y la indeterminada al cuadrado x2. Es importante observar que también
mediante los lados de las fichas se representan longitudes. En este caso, la unidad esta
representada por el lado de color rojo, tanto en la ficha roja (1), como en la ficha verde (x).
Y la longitud x es representada por el lado de color azul en las fichas de color verde (x) y

azul (x?).

Por esto se debe ser cuidadoso cuando se hable de la unidad 1, o de la indeterminada x,
ya que pueden representar el valor de una ficha o el lado de una ficha. Esto ultimo debe
ser interpretado segun la operacion que se trabaje. De la misma manera deberd ser
orientado por el maestro y lo observaremos mas adelante en la multiplicacién, factorizacién
y divisidbn. De momento, en la suma y la resta se trabajara con los valores de las fichas
(1,x,x?%).

Tenemos entonces la representacion
geométrica de 1,x ¥ x*

) R

Con estas fichas y el plano Cartesiaho
podemos realizar operaciones Con polinomios.
Colo tenemos que seguir algunas reglas
sitmilares  a las que implementamos
anteriormente

llustracion 3-41 ideas basicas para entender cémo operar con el material

En las siguientes ilustraciones se muestra un ejemplo trabajado en clase. Es importante
sefialar que antes de resolver los ejemplos, se pedia a los estudiantes que propusieran

una solucién al mismo.

Se ubican los polinomios en los cuadrantes del plano cartesiano, cada término del
polinomio esta representado por un determinado namero de fichas y el signo es designado
por el cuadrante en el que se ubican las fichas. El primer sumando se ubica en los

cuadrantes de la izquierda del eje vertical, cuadrantes Il y .
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Ejemplo: Realizar la siguiente suma
(3x% +2 —3x) + (2x — 4 — 5x%)

- i +
Paso 1: (Jbique el primer =) 1(+)

sumando en |os Cuadrantes
II v 1II (el sumando de la [~
izquierda se ubica en |os I
Cuadrantes de la izquierda) -
H o
|

1i(+) ! V(=)

llustracion 3-42 suma de polinomios mediante el uso del material

El segundo sumando se ubica en los cuadrantes de la derecha del eje vertical, cuadrantes
lyIV.

Ejemplo: Realizar la siguiente suma
(3x2+2—3x) + (2x — 4 — 5x%)

Paso 1: Ubigue el primer =) 1)
sumando en |os cuadrantes

I vy 101 (el sumando de la — I H
izquierda se ubica en |os H
cuadrantes de |a izquierda) =

Luego @bigue el segundo

sumando en 0§ Cuadrantes n o =
a z

1y IV (el sumando de la B
derecha Se ubica en |0§ » "
cuadrantes de la derecha) =] B E %o

) Vi)

llustracion 3-43 suma de polinomios mediante el uso del material

Se cancelan opuestos aditivos en los cuadrantes | y I, asi como en los cuadrantes Il y IV.
Paso IT

(=) + 1(#)

oD
. [ |
B mOO |
HE gHE-

() ' V(=)

llustracion 3-44 suma de polinomios mediante el uso del material
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Se realizan las traducciones del resultado que arroja la caja de polinomios al lenguaje
simbolico algebraico y se organiza el resultado en orden descendente, esto se hace visible
para el estudiante cuando se le pide que escriba la respuesta organizando los términos de
Su respuesta segun el tamafio de las fichas, yendo de mayor a menor tamafio. De esta

manera se organizaban primero las fichas azules y de ultimo las fichas rojas.

Paso 11

Resultado (=) 1 1(+)
—2x% -2 —x

Organizando

|
[\~]
=

v

|
=
~
4
v

[
,jta

1+ | V(=)

llustracion 3-45 suma de polinomios mediante el uso del material

Los siguientes videos muestran los procesos realizados por los estudiantes en esta sesion:

Video 1
https://youtu.be/OM01SMfmgc4
Video 2

https://youtu.be/0Vbg4M82Pc0

El primer video muestra como William organiza los polinomios para realizar una suma de

polinomios y el segundo muestra a una pareja de estudiantes resolviendo la suma

(3 — 4x — 5x2) + (=5 + 2x + 5x2);

mediante el uso del material.

En la ilustracion 3-46 se muestra un registro fotogréfico del trabajo que realizaron los

estudiantes durante esta sesion.


https://youtu.be/OM01SMfmgc4
https://youtu.be/0Vbg4M82Pc0
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llustracion 3-46 registro del trabajo de los estudiantes

En el analisis de los resultados y en los momentos de observacion en el aula se presto
mucha atencion a los errores en los diferentes procesos, con el fin de entender sus
origenes y establecer estrategias de acompafiamiento que permitieran mitigarlos:
El andlisis de errores, como ya hemos indicado, tiene un doble interés: de una parte,
sirve para ayudar a los profesores a conducir mejor la ensefianza-aprendizaje del
algebra, insistiendo en aquellos aspectos en los que los alumnos cometen errores,
y de otra, contribuye a una mejor preparacion de estrategias para la correccién de
los mismos. (Socas, Camacho, Palarea, & Hernandez, 1996, pag. 109)
A lo largo del trabajo de David por ejemplo, se presentaron algunos errores, que por el
momento, se relacionan a dificultades asociadas a la concentracion y la atencién, en la
ilustracién 3-47, se observa el proceso de resolucién para la suma.
(—x? —4x —8) + (4 + 4x2 + 7x)

Cutor e Paso2
Paso 1 | ? ) J(.|:L: 3
Y
,J' b 1 2 1 | i &I 2
1= X X i ¥ A 2
] o Ly -
"F [ D

<J |- % ES R K

] [y | ] y

llustracion 3-47 representacion pictérica de los procesos de David
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En el paso 1 se aprecia que David organiza de manera correcta las fichas en el plano
cartesiano, se equivoca al reducir en la representacion pictorica y también lo hace en la
traduccion al lenguaje algebraico, esto se aprecia en la ilustracion 3-48.

Retomando

7 (A~ Y -2) - la b gfiaf
=352 {1})\'4 )
= ‘ng”ea-q‘)

llustracion 3-48 representacion simbolica de los procesos de David
Luego, en el ejercicio 6

(—2x — 2 —3x%) + (=5 — 4x + 5x?);

comete un error similar, este se aprecia en la ilustracién 3-49.

Paso 1 Paso Z

K1
L)

!
|
]
[ I N
TelUsT

P

111

TOTLE

1
[

BEE)
=
11
|

T | |l
-
EEEEEEEZ B A

|
I
|

[\ Vi (53 | I

llustracion 3-49 representacion pictérica de los procesos de David

David dibuja cinco fichas tipo x2, luego las tacha (corrigiendo su error), y finalmente las
presenta en su respuesta final (cae nuevamente en el error). Sin embargo, cuando escribe
el resultado en el lenguaje algebraico no comete errores. Razén por la cual se mantiene la

hipétesis de que el error que comete David se debe mas a un error de concentracion al
momento de realizar los dibujos.

Rretomando

1 caxer =30 NPT
= (AR R00970) /
= 2x* = bx - )

llustracion 3-50 representacion simbdlica de los procesos de David
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David resuelve de manera correcta el resto de los ejercicios, aunque no propone un

algoritmo para realizar la suma de polinomios sin el uso de las fichas, ilustracién 3-51.

Luego de que realicé las operaciones con las fichas, y verificar

que mis soluciones son correctas, intento redactar una idea

que me permita realizar este tipo de operaciones sin utilizar

las fichas: /f\

%

llustracion 3-51 conjetura para la suma de polinomios de grado dos
Parece extender lo que ha aprendido o reaprendido hasta el momento, pues resuelve
cuatro ejercicios de manera correcta, su procedimiento y forma de operar se muestran en

la ilustracion 3-52.

Pongo a prueba mi idea resolviendo
(}{_ w‘z +§lx)+ (2/44— )/{2 -%) @{_%ﬁ}{‘_pﬂ—yfih-(—}?’x’ +/—l;§—)4 +1W)
= M3 =40 %50 )
= {~2(l7(l +Sbx~12 )

=3y~ (420 10y =34%")

= [(=3uxt bty 1.403%20)

(U5 7+ 1287 + 38 + 5 - 175 € ‘
@3-45) / A =(sx*+10 -b‘>(,+L4gL) -

=L SXE=bx +10%y + By

W

llustracion 3-52 procesos de David para la suma de polinomios

Las siguientes imagenes presentan las propuestas de Saray, Karen y Cristian para realizar
las operaciones sin las fichas.

Cristian no cometio errores a lo largo de los ejercicios, y plantea una conjetura algo
elaborada de como sumar polinomios utilizando el material, pero por alguna razén no

resuelve el tltimo ejercicio de la profundizacion.

Retomando

Luego de que realicé las operaciones con las fichas, y verificar
que mis soluciones son correctas, intento redactar una idea
que me pernita realizay este tipo dg operaciones sin utilizar

ag fichas: LAAONAD 1059 T
ANTION A1 7 A\Te
L ory o

e AL TN (ol

llustracion 3-53 conjetura de Cristian para la suma de polinomios de grado dos
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“Cuando los términos son semejantes y diferente signo se restan, y cuando son
iguales los signos se suman y se agrupan”

Se observa una coherencia entre la conjetura que propone Cristian y la resolucion de los
ejercicios de profundizacion, cuya solucion se aprecia en la ilustracion 3-54. Si se toma
como referencia las ideas de Mason, Burton y Stacey (1982). Cristian con su conjetura se
podria estar acercando al proceso de generalizacion “El proceso de generalizacion
comienza en cuanto intuyes un cierto esquema general subyacente, aunque todavia no

puedes expresarlo claramente” (Mason, Burton, & Stacey, 1982, pag. 21).

(15~17x2+32x)+(24x'12x2—28)
ot it

Safve ST e A
<15y-z+m2>+<—13+“y‘”y2) Nk 20— HN
23415

llustracion 3-54 procesos de Cristian para la suma de polinomios

Karen cometié errores en el proceso de resolucién de dos ejercicios; en la llustracién 3-55

se observa la propuesta de Karen para sumar polinomios sin las fichas.

Retomando
FARAT ¥ AR 4034w A )
LY XEx15 /

/
/
‘

N

Luego de que realicé las operaciones con las fichas, y verificar
gue mis soluciones son correctas, intento redactar una idea

que me permita realizar este upo de operaciones sin utilizar
|as fichas: '

llustracion 3-55 conjetura de Karen para la suma de polinomios

“Primero busco los términos semejantes y los opero”
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(15 — 17x% + 32x) + (24x — 12x* — 28)

T  A—

(8y —4x+12 —2y? —17x%) + (-17x

2 48— 15y —2x +12%)

(-32% = 15x —4x -9y +
=5+ 10 Ky -6 x ¥3 7%

= .:‘,\'L_é X Y20 X7 0% g

llustracion 3-56 procesos de Karen para la suma de polinomios

Saray se equivoco al resolver dos ejercicios de la guia, y comete un error de concentracion
en uno de los ejercicios de profundizacién. Las ilustraciones 3-57 y 3-58 muestran la
propuesta de Saray para la suma de polinomios y el proceso de resolucién para la suma
de polinomios respectivamente.

Retomando

N AR A\ 84 A2

= ,Lé/" 4,'/:‘

9

Luego de que realicé las operaciones con las fichas, y verificar
que mis soluciones son correctas, intento redactar una idea
que me permita realizar este tipo de operaciones sin utilizar
las fichas: RBet e (v ol neely o
Eredon  torninGy,

llustracion 3-57 Conjetura de Saray para la suma de polinomios

“Organizo los polinomios, redujo términos”

Pongo a prueba mi idea resolviendo los siguientes polinomios
(By - 4x+12-2y% = 1728) + (-17 + 8- 15y ~2Zx +12y°)
N —

Bep- X 4 12 297~ B
3= 2% + B4 -p

-Hp =b) + 204 IV 2y

225 4 2\2
~13- T rssz

SV ¢ Cor 1A
ICtsex -15 =342 6 7t 107" -Fp 120,

(15y -2+ 125 + (-13+ 14y - 12)) 34 = 15xy = 4x = 9y%) + (8x° 4 25xy = 2x 4 129%)
- 15—~ A

B2 5 4 2R A
Sl toxeep LA 3 @pr

=1 =6k HOXp + 39

llustracion 3-58 procesos de Saray para la suma de polinomios

Tanto Karen como Saray proponen conjeturas que carecen de profundidad, mostrando
poco interés o importancia a esta parte de la guia, al igual que David, quien no realizé

registros escritos de conjeturas. A pesar de que estos resultados sean poco alentadores,
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se debe tener presente que el aprendizaje es un proceso que se da bajo condiciones
emocionales propicias, los estados emocionales favorables que tengan los estudiantes
hacia el trabajo en el aula, las actitudes positivas hacia los modelos que se empleen y las
diversas motivaciones que se presenten a lo largo de este proceso, tomaran tiempo en
aparecer. Por el momento, y seguramente durante las primeras sesiones, se contara
Unicamente con la disposicion que presentan la mayoria de los estudiantes de esta edad,
guienes tienden a presentar una respuesta rapida y poco detallada cuando se les pide

describir su trabajo:

Esto es lo que suele pasarles a los nifios en la escuela, que quieren acabar cuanto
antes y con las minimas molestias posibles. Apenas se leen los problemas, no
entran de lleno en ellos, y asi no hay ocasién de que se produzcan la menor chispa
de interés. No es de extrafiar, pues, que surjan dificultades. (Mason, Burton, &
Stacey, 1982, pag. 131)

Causa bastante curiosidad la forma en la que Saray organiza los términos para la suma en
los ejercicios de profundizacién, a diferencia de sus compaferos, Saray dispone los
términos de forma vertical para realizar la suma de polinomios, mientras que Karen,
Cristian y David suman los términos de manera horizontal, influenciados posiblemente por
los ejemplos trabajados en clase. De esta manera adoptan un nuevo paradigma para
efectuar una suma de polinomios, mientras Saray parece no modificar el que adquirié en
su clase titular de algebra.

Si se vuelve a la preevaluacion y se piensa en los errores que se cometieron al realizar las
sumas de polinomios, como por ejemplo en el trabajo de Karen, quien suma los exponentes
de las indeterminadas 2x2 + 3x? = x*, es claro que en este punto existia una necesidad
de reducir de alguna forma las constantes (o coeficientes y exponentes). Este error es
bastante comun en los estudiantes que se encuentran en la transicion del pensamiento
aritmético al algebraico, ya que, para un estudiante de la edad de Karen, una operacién
cobra sentido Unicamente cuando esta conduce a un resultado Unico. En la terminologia
de Caollis, citado por Socas et al (1996), se conoce como pensamiento de clausura. Este
pensamiento se da en el estadio temprano de operaciones concretas, donde operaciones
como 3 + 5 tienen sentido para el nifio siempre y cuando la operacion se presente como
un resultado Unico 3 + 5 = 8. Para Matz, citado también por Socas et al (1996) refleja una

situacion derivada de la aritmética, motivada por dar una respuesta bien dada. Otro
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ejemplo, muy comun en las aulas de matematicas, se observaria en la forma en la que los
estudiantes promedio presentan la suma 7a + 10b. Alimentados por su pensamiento de
clausura la mayoria de los estudiantes tienden simplificar esta suma como 7a + 10b =

17ab (Socas, Camacho, Palarea, & Hernandez, 1996)

Se evidencid, y se evidenciara a lo largo de la secuencia, que el material atenta dichos
errores, tanto en los ejercicios que se realizaron con la caja de polinomios. como en los
ejercicios de profundizacion (ver los procesos de los estudiantes en la suma de
polinomios). La razon es simple, al visualizar los términos como objetos concretos (fichas)
para los estudiantes es facil entender por qué no es posible “reducir’ fichas tipo x?con
fichas tipo x, a pesar de que estas se encuentren en el mismo cuadrante. Esto los lleva a

gue solo es posible reducir aquellas fichas que son del mismo tipo.

En el trabajo de aula se utilizaron las palabras fichas semejantes, que inmediatamente
trajeron a la memoria de los estudiantes las palabras términos semejantes (utilizadas por
los estudiantes en sus explicaciones), trabajadas en la clase titular. Cuando los estudiantes
realizaron ejercicios de sumas y restas de polinomios que contenian diferentes
indeterminadas, se les pidié que imaginaran nuevas fichas que llevaban por nombre la

indeterminada trabajada en dichos ejercicios.

Cabe mencionar que se siente el peso de tratar de acompariar en sus procesos de manera
personalizada a veinticinco estudiantes, esta puede ser una de las razones por la que se
filtraron errores en los trabajos de los estudiantes. Que tal vez, con el debido

acompafiamiento, se pudieron haber evitado.

3.7 Resta de polinomios de primer y segundo grado
mediante el empleo de la caja de polinomios.

Durante la sesion 3 se trabajo la resta de polinomios con la caja de polinomios. De la misma
manera que con la suma, se realiz6 un ejemplo buscando relacionar a los estudiantes con
las reglas de juego para la resta de polinomios. En las ilustraciones 3-59 a la 3-64 se
muestra el ejemplo que se trabajé con los estudiantes.

La ubicacion de las fichas sigue las mismas dindmicas que en la suma.
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Ejemplo: Realizar la siguiente resta
(-3x% —4x+2) — (222 +2x - 4)
Paso 1 Ubigue el (=) 1(+#)
minuendo en los n
Cuadrantes I ¥ TIL. n[l |:|
o
]
) V(=)

llustracion 3-59 resta de polinomios mediante el uso del material

Ejemplo: Realizar |a siguiente resta
(-3 —4x+2) - (-2x% + 2x — 4)
Paso 1 [bique el (=) 1(+)
minuendo en los H
cuadrantes I y 111 n [I
Luego Ubique el n[l E=
sustraendo en los [I |:| [ |
Cuadrantes Ty IV.
o
n mHE
a
|
o
() V(=)

llustracion 3-60 resta de polinomios mediante el uso del material

La ilustracion 3-61 muestra lo que sucede cuando el signo menos afecta a un polinomio,
los términos del polinomio que estan contenidos en los cuadrantes | y IV pasan a los
cuadrantes Il y Il respectivamente, de esta manera se puede representar de manera
concreta el efecto que tiene el signo menaos sobre un polinomio.

(-32% —4x 4+ 2) — (-2x% + 2x - 4)
Paso TE: El polinomio que (=) b 1(+)
esta siendo afectado por el n
sigho  tenos pasa  al n
Cuadrante que esta a su El I:l = )
lado Opuesto, asi tenemos n EI h .
[ =
-3x% —4x+2 < >
1,
o :
el
s «EE
ooono
|_!|[+] . |V[-]

llustracion 3-61 resta de polinomios mediante el uso del material

Una vez se trasladan los términos, estos se reescriben (utilizando el lenguaje simbdlico

algebraico) teniendo en cuenta los signos de los cuadrantes en los que quedan contenidos,
en este caso los cuadrantes Il y Ill.



116 Ensefianza de las operaciones entre polinomios de una variable de primer y segundo grado bajo el

enfoque de laresolucion de problemas.

(—3x% —4x+2) - (-2x* +2x-4)

Paso T: EI polinomio que 11(=) 1(#)
esta slendo afectado por el n
|:| [l EN

signo  menos pasa al
Cuadrante que esta a Su
do opuesto, asi tenemos
el
—3x% —4x+2 +2x% —2x +4
'H B
n
101 ]

e V(=)

;ﬂ\w

llustracion 3-62 resta de polinomios mediante el uso del material

Luego, se cancelan opuestos aditivos en los cuadrantes Il y lll y se reducen los términos
gue guedan en el mismo cuadrante, como lo muestran las ilustraciones 3-63 y 3-64.

(—3x% —4x+2)—(-2x*+2x—4)

Paso TI: El polinomio Gue (=) g 1(+)
esta siendo afectado por el
signo  menos pasa al

=
Cuadrante que esta a Su - =
LTTE

lado opuesto, asi tenemos

SEED |

—3x —4x +2 +2x° —2x +4

Paso III: Aplicamos la idea D ]
basica III. - - ’

e 1 V(=)

llustracion 3-63 resta de polinomios mediante el uso del material

Por ultimo, se expresa el resultado utilizando el lenguaje algebraico.

(—3x2—4x+2)—(-2x*+2x-4)

e f P =) 16+
== —x°—6x +6 n D [I
Resultado |:| |:|I:| "
—x*-6x+6 I — 1"

1+ Vi)

llustracion 3-64 resta de polinomios mediante el uso del material

En seguida se analizan las particularidades de los procesos de resolucion de los
estudiantes.

De los cuatro estudiantes, Silvana fue la Gnica que involucré en su proceso de resolucion
las seis etapas de trabajo (resolucion con material concreto, registro pictorico, registro con
lenguaje algebraico simbdlico, sistematizacion de las respuestas obtenidas, formulacion

de un algoritmo de solucion y puesta a prueba del algoritmo). Sin embargo, esto no fue
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suficiente para evitar que se presentaran errores similares a los que se presentan cuando
se trabaja de manera convencional.
Aunque, en la observacion en clase, no se percibieron inconvenientes en la primera etapa,
es decir, cuando se solucionaron ejercicios con el material concreto, en las otras cinco
etapas se presentaron una cantidad considerable de errores, que no pueden ser ignorados.
Se analizan los resultados y luego se pensara en las posibles causas de los errores.
En la ilustracion 3-65 vemos como Karen intenta solucionar la resta:

(—x + 2 — 4x?) — (—4 — 2x — 2x?);

sin embargo, en vez de trasladar los términos del polinomio contenidos en los cuadrantes
'y lll a los cuadrantes | y IV, traslada los términos del polinomio contenido en los
cuadrantes | y IV a los cuadrantes Il y IlI.

___________________________________________________________________________

i
Paso T 1

ﬂ’z%ﬁ : :

L L -

llustracion 3-65 representacion pictérica de los procesos de Karen

Esto se evidencia en el lenguaje algebraico.

Retomando

w1240 (422
2 x=L Al 4L

llustracion 3-66 representacion simbdlica de los procesos de Karen

Lo que Karen realiz6 en el dibujo y con el lenguaje algebraico fue:

—(—x+2—4x%) + (-4 - 2x — 2x?);

un error similar aparece en otro ejercicio de la guia de Karen.

Es preocupante observar que la idea del signo cambiando los términos de cuadrantes

parece no haber sido asimilada correctamente, ni tampoco se pudo extender en el caso en
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el que los dos polinomios estaban afectados por el signo menos. Esto genero varios errores
en el uso del lenguaje simbdlico algebraico, estos errores se muestran en la ilustracion 3-
67.

Retomando

(VA LxALAIRY) - [0y +648] O\
2o~ 1y-2+ 2 ) L abnin?
=48 xZ 42x 4|

\_ J

llustracién 3-67 representacion simbdlica de los procesos de Karen

Es evidente que el material influyé muy poco en la respuesta de Karen, ya que los errores
gue se cometen en este trabajo son similares a los que se cometieron en la evaluacién de
entrada.

Aunque Karen realiza una conjetura para restar dos polinomios sin hacer uso de las fichas,
esta debera ser revisada y reestructurada, pues no hay patrones ni regularidades en las
particularizaciones que realiz6 en su trabajo. Es decir, su conjetura no se soporta en el
trabajo realizado en la guia y no se acerca a explicar como se resuelve una resta de
polinomios.

Luego de que realicé las operaciones con las fichas, y verificar
que mis soluciones son correctas, intento redactar una idea
que me permita realizar este tipo de operaciones sin utilizar
las fichas: D65 40 eMende  fuco orio
f((.\f[_\f Coten :A\)\f cde  6) $iaho " N _Pues
Ny Q(,?ﬁ'\\?oo Ll en a3\ ¥ fm :

< = )
Cel\sio ‘k L\’jnfl o Leulie 2C e 0083

llustracion 3-68 conjetura de Karen para la resta de polinomios

“Pues yo miro primero donde estd ubicado el signo — y pues hay organizo la

operacion y cambio de signo algunas operaciones”

Los resultados de Cristian, David y Saray generan mayor incertidumbre. Infortunadamente
David solo utilizé las fichas para realizar las operaciones en los primeros dos ejercicios,
después continud sin realizar registros pictéricos, lo que invita a pensar que no utilizé el
material. Los resultados son muy pobres tanto en el proceso de resolucion de los ejercicios
bésicos, como en los de profundizacion.
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David también propone una idea para resolver las restas sin ayuda del material. Si se
comparan las ideas de David y las de Cristian no hay diferencia en la redaccion, lo que
indica que copiaron el trabajo el uno del otro, incluyendo los errores. Esto muestra un grado
de desmotivacién y desinterés de los estudiantes, que puede tener varias causas.

Las conjeturas que proponen obviamente no son resultado de un trabajo serio y dedicado.
Pueden ser ideas recicladas de las clases que han tomado con su tutor titular, o el producto

de un solo ejemplo particular, que extendieron a todo su trabajo.

Retomando

Luego de que realicé las operacianes con las fichas, ¥ verificar
que mis soluciones son corractas, Intento redactar una idea

que me permita reslizar este tipo de operaciones sin utilizar
fas fichas; i} 5

llustracion 3-69 conjetura de David para la resta de polinomios

“Pues yo miro el signo, y después cambio los signos porque si hay (-) se cambia
el signo de toda la operacién”
Los ejercicios de profundizacion confirman que efectivamente se ha avanzado poco o nada
en la resta de polinomios, comparado con el trabajo que realizaron los estudiantes en la
preevaluacion.

Pango a prueba miidea ienda los sigul poli

(15 - 1722 + 32x) — 24x — 1227 — 26) ~@+ e LG 1 1753 - (417 LAy - e 128

43+sx™y 8% Py Fbx-re ~lo gty gt
) t‘liyi-z H}ﬁ)-(}:sq-:uﬁ-\- 12§%)
T
.'U:ly‘-r ﬂ+n.)( w

llustracion 3-70 procesos de David para la resta de polinomios

Al igual que David, Cristian omitio los dibujos de sus procesos desde casi el inicio de su
trabajo, sus resultados son similares a los de David, comente varios errores y el trabajo
gue realizé muestra un bajo compromiso. Prueba de ello es que en la idea para resolver la

resta de polinomios aparece la misma respuesta que dio David.
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Retamando

-2 L g b6

=< +2‘x@ b/

Luego de que realics las operaciones con las fichas, y verificar
gue mis scluciones son correctas, intento redactar una idea

llustracion 3-71 conjetura de Cristian para la resta de polinomios

“vo miro el signo, y después cambio los signos porque si hay (-) se cambia el

signo de toda la operacién”
Los errores que se comente Cristian en los ejercicios de profundizacion son casi idénticos

a los de David.

Panga a prueba mi idea resalviendo los siguientes palinomios .
(15y—2 +12y%) — (=13 + 1y - 125%)

(BT 411 w

—(fy = x4 12— 27 .-nxzy(-uﬁ +8-15y = Zx + 12)%)
I 46 ¥ O ~for2+3HE
R AoyR 46x 1Ay-20 |

(15 — 175 + 32x) — (24x — 12x* — Z8)

= -g2-5¢ 1 gx
T3 W43 X

llustracion 3-72 procesos de Cristian para la resta de polinomios

Por su parte Saray tampoco realiza conjeturas.

Retomando
(B 24 2> tef e 16,4
4 &2 - S -6
—&x*_2x

Luego de que realicé las operaciones con las fichas, y verificar
que mis soluriones san correctas, Intento redactar una idea
realizar este tipo d sinutlzar

q P
las fichas;

4

llustraciéon 3-73 conjetura de Saray para la resta de polinomios

Saray abandona la representaciéon mediante los dibujos a partir del cuarto ejercicio de la
guia, e igual que sus compaferos, comete varios errores en sus procesos; algunos de los
ejercicios hacen pensar que Saray entendié que cuando el signo menos antecede a un
polinomio, escrito en paréntesis, cambia solo algunos de los signos de los términos del

polinomio, en particular del segundo y tercer términos (ver ilustracion 3-74).
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Aunque Saray realiza de manera correcta dos de los ejercicios de profundizacién, no se
puede atribuir este “logro” al material y al trabajo de la secuencia, dadas las dindmicas de

trabajo en la guia.

Pongo a prueha miidaa resolvienda los sigulentas polinomias (15y -2+ 12)3) (13 + 14y - 12J'2J

| S —pg peptor 13 -1‘74-%?-‘-\}\
=t 2 g1

(15 — 172 + 32x) — (24x — 122* —28)

NS= 130 2o D&Y + 18
—-Sx* +8x+3.

By = dx+ 12— 27 = 177 — (175 + B = 15y — Zx + 1237)

P LD AT o -8
| TSP 2 - TR ! A
=2t tox oy P)-1oFh 120

llustracion 3-74 procesos de Saray para la resta de polinomios

Los errores que se cometieron a lo largo de esta sesién de trabajo se pueden atribuir a
varias causas: el material no es apto para ensefiar la resta de polinomios, la explicacion
del manejo del material no fue clara, los estudiantes no tenian animos de trabajar y/o que

el acompafiamiento que se hizo al trabajo personal no fue suficiente, entre otros.

Independientemente de la causa, se requiere reforzar la resta de polinomios. Para esto,
en la sesiodn en la que se retome la resta, se trabajara en parejas y se dejara a un lado el
registro grafico, pues los estudiantes se quejaron porque tenian que realizar varios dibujos.

Finalmente se planea hacer un acompafiamiento mas personalizado.

3.8 Repaso y resignificacion de la Resta de polinomios

Con los aspectos identificados por mejorar se dio inicio al trabajo de restructuracién de
ideas, se busco corregir los errores que se presentaron en la guia trabajada en la sesion
tres, esta vez haciendo énfasis en el uso del material concreto y en su traduccién al
lenguaje algebraico (dejando a un lado el registro de los dibujos, por peticion de los

estudiantes).

Se opté esta vez por un taller que constaba de veintitrés ejercicios, sugiriendo que para

resolver los primeros diez ejercicios se empleara la caja de polinomios, y el resto de los
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ejercicios podian ser resueltos utilizando el lenguaje algebraico. Aunque se aclaré que

utilizar o no utilizar la caja de polinomios no era una camisa de fuerza. Esto se debe que

los estudiantes en su proceso de aprendizaje pueden moverse entre lo concreto y lo

abstracto segun sus necesidades y habilidades. Los resultados se pueden ver en las

ilustraciones 3-75y 3-76.

- ¥- -4 Y4 ya

v {~21x? + 320 +121) + (1522 — §2x — 21)

=6 x* =20 x 11c0 ,/

¥ (~15x+5 = 1dx?) + (13x + x2 - 12)

A 9 k-7 /S

Y B Ilx ~ 427 4 (=3 + 322 - 2x)

~xt (A1) 23

YR+ 1)+ (xf +5xh 1)

_ ,A’L—M-/FW{-:A’ '
) ."1 YZx o /

) t}' —4y+1 -2y +4y+3),
= :‘}'1 ‘8‘1" -7

v —(12at +7a~10) - (1 o+ 8a + 25)

-2t - 5110 - -6 =25
=07 ck~i5e . 15 /

v (80 -15b+8) +
LF -5 AT X

=20 Hhaaz

1262 +,10b + 4)
£ et

~3g7E=FTH - Lok

=-12¢2 -3 l//

Y —(10r% 4+ 5r+4) + (,:irr,i'fr +1)

£

llustracion 3-75 procesos de David y Karen para la resta de polinomios

Mientras que Karen y David comenten un solo error en los 23 ejercicios, al parecer de

concentracion, Saray y Cristian comenten 5 errores que se asocian a una especie de

apatia, porque los pasos intermedios para la resta los escriben sobre la hoja de

operaciones.

AN
o {3x?-5x+2) —f2x? +5x+1)

= 0%

£/ p(243x 2+ (-SxeEt+1)

YA = B S A

B b ¥. 2 | /
v/ (—21xf 432+ 120+ (15x? -5 ) ]

L ~g 204 100

107 bF-ay+ D—riayd)

L opt-Bepfrld
mpt-Eepfrd

WY (1203 +7a 4 10) —10a7+8a+25)

Y o M

225 =18/

12y (842 -150+8) +{12b7 + 100+ 4)

GV Gix-cte3) - (TS

3/ et enr e 5D

£ -2k

v (Bl =4+ (3435 -2)

T_si;_ﬁﬂ,—f’Z—— ;‘x_‘ﬂu‘.’i_—_/———— 157 _Kiortasre e ITesreD

T 1403+ sy = (Ry*l-

ol -Bberz 7

£ 4

llustracion 3-76 procesos de Cristian y Saray para la resta de polinomios
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A pesar de los errores, si se compara el trabajo desarrollado en este ultimo taller con los
resultados de la preevaluacién y el taller de la sesion tres, se observa un avance
significativo que puede deberse al compromiso que asumieron esta vez los estudiantes
con su trabajo, al acompafiamiento que en este caso fue mayor, 0 a que no tuvieron que
realizar el registro de los dibujos.

Para este punto se han logrado algunos avances importantes con el material: se ha
disminuido el nimero de errores relacionados a la suma de expresiones con diferentes
signos, los estudiantes reducen los términos de manera correcta, se aprecia que los
estudiantes son capaces de extender las ideas trabajadas con el material concreto a

ejercicios donde se cambia la indeterminada, o se altera el orden del polinomio.
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4.1 Reglas parala construccidon de cuadrados y
rectangulos mediante la caja de polinomios.

El trabajo que se desarroll6 en la sesién cinco tenia un enfoque ludico, la idea era que los
estudiantes “jugaran” con el material. El juego consistia en armar cuadrados o rectangulos

con las fichas siguiendo la regla de los lados adyacentes (ver pagina 62).

En otras palabras, y teniendo en cuenta los colores de los bordes, para poder armar un
cuadrado o rectangulo compuesto de varias fichas, los colores de los bordes de las fichas
vecinas debian coincidir. Para esta sesion se asignaron valores positivos a todas las fichas,
por lo que el uso del plano cartesiano no era necesario.

Por ser un trabajo de caracter exploratorio no se llevd a cabo una guia o taller, se
escogieron algunos polinomios al azar y se les pidi6 a los estudiantes que armaran un
cuadrado o rectangulo con las fichas, teniendo en cuenta la regla que se mencion6 con
anterioridad.

La ilustracién 4-1 muestra la construccion de 2 rectangulos a. y b. y la de un cuadrado c,
que corresponden a los polinomios x?+5x+6, 6x>+8x+2 Yy 4x?+4x+1,

respectivamente.

llustracion 4-1 cuadrados y rectangulos formados con de la caja de polinomios
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Vale la pena sefialar que, aunque las figuras propuestas por los estudiantes son

completamente vélidas, algunas de ellas deberan ser modificadas. La razon es que el

tiempo que les toma armar un cuadrado o rectangulo como el que se muestra en la

ilustracion 4-1 imagen a. es mucho mayor comparado al tiempo que les puede tomar armar

los cuadrados o rectangulos en las imagenes b. y c. El ubicar las fichas de esta manera

puede reducir la sensacion de frustracion que se da cuando no se logra armar una figura

en un determinado tiempo, creando un ambiente favorable para el aprendizaje de los

estudiantes:

Tampoco es facil mantener el pensamiento durante los periodos de frustracion. Es

necesario darse cuenta de que hay un conflicto por resolver, y tener confianza para

aceptar el reto. Un profesor que entienda esto y sea sensible a los intereses de los

alumnos, podrd escoger problemas que puedan provocar su razonamiento.
(Mason, Burton, & Stacey, 1982, pag. 161)

4.1.1 Relacién de los conceptos de area y multiplicacion.

Antes de llegar a la explicacion de la multiplicacion de binomios de grado uno, se hizo una

socializacion de una de las interpretaciones que puede tener la multiplicacién de dos

“numeros naturales”y se extendio esta idea a la multiplicacién de polinomios.

En la ilustracién 4-2 se muestra un ejemplo en el que la multiplicacién de dos “numeros”

(longitudes) representa el area de un rectangulo.

Comencemos.

10Cm

¢Qué representa geomeétricamente la
multiplicacion de dos “hUmeros”?

2Cm

Comencemos.

¢Que representa geometricamente |a
multiplicacién de dos “numeros”?

20cm? 2cm
10Chm

|: "53

S X

Teniendo en cuenta el ejemplo anterior se pidié a los estudiantes que hallaran

llustracion 4-2

los rectangulos y cuadrados que se muestran en la ilustracion 4-3

el area de
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Determine el area de |as siguientes figuras ¥ el area total que ocupa
Jjuntas.
7Cm
7Cm
—
acm 10Ch '
]
2Chm 10Chm

llustracion 4-3

La ilustracion 4-4 muestra las areas para las figuras que se observan en la ilustracion 4-3

Determine el drea de |as siguientes £iguras ¥ el rea total gue
ocupah juntas.

I b %
7Cm
—
2Cm 10Cm '
Ty
. 2cm cm 20cm? '

2cm 10Ch

llustracion 4-4

Estas figuras se juntaron a manera de rompecabezas, formando un rectdngulo mas
grande. La intencion de este ejemplo era mostrar las dos formas en las que se puede hallar
el area de este rectangulo: una, sumando el area de las figuras que lo componen; otra,
multiplicando sus longitudes, lo que nos lleva obviamente al mismo resultado,

independientemente del método utilizado.

7Cm+2Cm

20cm?

Area=14cm? + 4cm?+ 20cm?+ 70cm? 2cHm+10Cm

Area=(7cm + 2cm)(2cm + 10cm)

llustracion 4-5 dos maneras de determinar el &rea de un rectangulo compuesto
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Si juntamos las piezas a mahera de rompecabezas tendriamos...

3

7Cm+2CMm

(7em + 2cm)(2cm + 10cm)
= (9cm)(12cm)
= 108cm?

2Cm 10Chm

<

2CMm+10CMm

llustracion 4-6

Partiendo de esta idea y teniendo en cuenta que las fichas poseen sus propias longitudes
y areas, es posible mostrar que la multiplicacién de binomios de grado uno se puede

representar geométricamente mediante la caja de polinomios.

Como se explicé anteriormente, en la multiplicacion se usaran los lados de las fichas, para
lo cual, los colores de los bordes seran de gran utilidad.
Aqui es importante tener en cuenta que la lectura de las fichas se puede realizar de dos

maneras.

1. Leyendo el valor de la ficha.
2. Leyendo los lados de la ficha.

La interpretacion y uso de las fichas se debe realizar segun el contexto de la operacion
gue se esté trabajando. Por ejemplo, si se piensa en la suma (2x +3)+ (x+ 1) oen la
resta (2x + 3) — (x + 1), se deberéa tener en cuenta el valor que tiene cada ficha escrito en
su interior (lo que vale una ficha), para ubicar los términos del binomio en el cuadrante que
les corresponda. En la ilustracion 4-7 se muestra cémo se efectuaria la suma (2x + 3) +

(x + 1) y su respectivo resultado 3x + 4.

Ejemplo: Realizar I3 siguiente suma (2x +3) + (x + 1)
(=) 1(+) 11(=) | 1(+)
== ==
] [~ =]
o [ | o e/
a | |
o "
Elp
E n
() V) V(=)

llustracion 4-7 suma de dos binomios
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Pero si se piensa en la expresion (2x + 3)(x + 1) cada binomio representa un factor o un
lado de una figura compuesta, en este caso se construyen los factores utilizando los lados
de las fichas, de esta manera se podra representar geométricamente la multiplicacién; las

ilustraciones 4-8 y 4-9 muestran esta situacion.

Ejemplo: Realizar |a siguiente multiplicacion
(2x+3)(x+1)

Paso 1: Tenga en cuenta
que cada factor
representa un lado
(vertical u horizontal) Ya
sea de un cuadrado O un
rectangulo, asi:

(2x+3)

I S S S S
x & x ¥ 141 %1
& >

-

2x+3

llustracion 4-8 multiplicacién de polinomios mediante el uso del material.

Se deben utilizar los dos factores para formar los lados del cuadrado o del rectangulo, en
la ilustracion 4-8 se construyé el horizontal por lo que ahora se debe construir el vertical.

—
X
x+1
* 1)
IL

T — —————
- >

Paso 2 E| otro factor es el
lado restante (vertiCal u
horizontal del Cuadrado o
rectangulo):

2x+3

llustracion 4-9 multiplicacion de polinomios mediante el uso del material.

Nétese que, aunque en este caso el valor del lado azul que es x coincide con el valor de
la ficha que también es x, son los lados de las fichas los que se estan teniendo en cuenta
para representar cada uno de los factores de la multiplicacién. También es posible construir
cualquiera de los dos factores utilizando las fichas tipo x? y fichas de tipo x (esto se debe
tener en cuenta cuando se multipliquen binomios por monomios 0 monomios por
monomios).

Para completar la multiplicacion se rellena el marco formado por los dos factores, a manera

de rompecabezas, teniendo en cuenta la regla de los lados adyacentes. De esta manera
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los factores en la multiplicacién representan los lados de un rectangulo y el producto el
area de este.

Paso 3 Completamos la
figura rellengndola,
tepjendo en Cuenta que
los lados adyaCentes deben
tener las mismas
dimensiones

llustracion 4-10 multiplicacién de polinomios mediante el uso del material.

Como se sefialé en la sesidn cinco, los estudiantes podian en principio organizar las fichas
como quisieran y el resultado del area de la figura compuesta seria el mismo, sin embargo,
se busca que los indices de frustracion se mantengan lo mas bajo posible y que los
estudiantes utilicen el tiempo de la secuencia de manera efectiva, por lo que se requiere
un orden especial en la construccion del rectangulo o el cuadrado, que es precisamente el

gue se observa en la ilustracion 4-10.

A continuacion se muestran algunos rectangulos alternativos que se pueden construir

cuando se multiplica los lados (2x + 3)(x + 1)

v
F 3
A 4

< 2x+3 2x+3

d)
IH|
| |

2x+3 > 2x+3

<

F 3

»
>

llustracién 4-11 algunas de las formas en las que se puede representar la multiplicacion
2x+3)(x+1)

El problema de los rectangulos a), b), c), d) est4, como se mencion6 anteriormente, en el

tiempo que les toma a los estudiantes construirlos. Por otro lado, la lectura de su
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composicién es subjetiva, o bien todos se pueden leer como 2x2 + 5x + 3, o dependiendo
del estudiante, se pueden presentar diversas formas para el producto intermedio, que
serian Utiles para el fin del trabajo, si los lados se escriben de otra manera. A continuacion,

se muestran algunas de las posibles escrituras.

a) l+x+1+x+DEx+D)=x+1+x>+x+x+1+x>+x+x+1=2x>+5x+3
) (x+1+x+2)x+1D)=x?+x+x+1+x2+x+2x+2=2x>+5x+3
) I+x+2+x)x+1D)=x+1+x*+x+2x+2+x2+x=2x>+5x+3

d (c+3+x)(x+1)=x*4+x+3x+3+x>+x=2x>+5x+3

La configuracién que se retoma en la ilustracion 4-12 facilita la construccion de la figura
porque visualmente el valor de la ficha coincide con el de sus lados, asi, se construye el
cuadrado o el rectangulo de manera mas eficiente. Se le debe recordar siempre al
estudiante que tenga en cuenta los lados de las fichas, que son los que construyen la
figura, de no hacerlo asi esta estrategia se puede convertir en un aspecto por mejorar
cuando se multipliquen monomios por monomios y binomios por binomios todos de grado
uno.

Si se escribe el producto intermedio por grupos de fichas semejantes como muestra la
ilustracion 4-12, la configuracion permitira que los estudiantes establezcan relaciones entre
el trabajo con la caja de polinomios y la manera en la que han venido multiplicando
binomios en la clase del maestro titular, relacionando de manera implicita a los estudiantes
con la ley distributiva. Por ultimo, los llevara a proponer una conjetura para la multiplicacién

de dos binomios de grado uno con coeficientes enteros.

@x+3)(x+1) == [2% |[+2x ]| +3x
(2x+3)(x+1) = 5%

llustracion 4-12 configuracion recomendada para la multiplicacion de binomios de grado
uno.
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Para la fecha en la que se trabaj6 por primera vez la multiplicacion, ain se contaba con un
grupo robusto de estudiantes y coincidié con el Gltimo sabado de trabajo, pues los
estudiantes saldrian a vacaciones de fin de afio. Luego de la explicacion, se trabajaron
ejercicios al azar para para familiarizar a los estudiantes con la multiplicacion mediante el

uso de la caja de polinomios.

No se emple6 una guia de trabajo para sistematizar las respuestas de los estudiantes
debido a que se daria una interrupcién a la secuencia de casi dos meses, y se considerd
conveniente retomar las practicas de sistematizacion para el siguiente afio. Asi, los
ejercicios que se trabajaron en esta sesién tuvieron un fin exploratorio.

Las ilustraciones 4-13 y 4-14 muestran la manera en la que David realizé la traduccién del

material concreto al lenguaje simbdélico algebraico

]

(%X 12 i"(x 13)=%) 3% +.>u.q
—ux X+

I
-:az:';.wx‘;x X6
=5XIN 16

l

llustracion 4-14 proceso de David para la multiplicacion de binomios.

Es interesante observar que seguramente David tomando como referencia el ejemplo que
se trabajo en clase, escribe un producto intermedio antes de presentar el producto de los
factores en los dos ejercicios que se muestran en las ilustraciones 4-13 y 4-14.

Por ejemplo, en la ilustraciéon 4-14, donde David determina el producto de los factores

(x + 2)(x + 3) escribe:
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(x+2)(x+3)=3x+x+x+x2+6
= 5x 4+ x% + 6;
La respuesta presenta particularidades interesantes, una de las que llama la atencion es
la forma en la que organiza los términos del producto. Esto muestra que el material esta
reforzando de manera indirecta la idea de la propiedad conmutativa de la suma, pues no
importa el orden en el que se presenten los términos (a pesar de que ya se habian
trabajado en orden descendente). La segunda, que, aunque en ninglin momento se comete
un error en el ejercicio, el producto intermedio no guarda una relacién con los factores en
la forma en que los escribe David. Impidiendo que se sistematicen los resultados en busca

de regularidades o patrones que permitan proponer un algoritmo para la multiplicacion.

Por ser esta la Ultima sesion de trabajo en el afio escolar antes de que los estudiantes se
marcharan, se aproveché la oportunidad para realizar una pequefia entrevista que
permitiera conocer su opinion con respecto al trabajo en el aula. Las entrevistas fueron

registradas en video. Y se realiza su respectiva transcripcion.

Saray
https://youtu.be/gG7is2BBkhqg

“pues la verdad me parece pues muchisimo mejor con ese método, porque es

gue uno graficamente o sea como gue entiende mas si, porque es que digamos

a veces el profesor de algebra decia que teniamos que cambiar los signos en la
resta y eso, pues yo eso a ese man no le entendia. Yo, pero ¢ por qué hay que

cambiar los signos? y _pues claro, con el plano cartesiano y eso _pues es

muchisimo mas facil. Ademas, eso de la multiplicacién y todo es muchisimo mas

facil asi. O sea, uno lo entiende mas, porqgue como que el cerebro de uno se

acostumbra como que ... se acuerda de las fichas y todo eso vy I6gicamente

uno entiende mas”

Karen
https://youtu.be/Q-11Tup|Cpc

“pues... antes de que yo empezara pues a venir a las clases y eso eh era como
gue o sea no entendia nada si, 0 sea algunos temas los cogia, pero otros no, y era

como toda tontay no sabia nada. Pero pues ya que empecé a venir a las clases



https://youtu.be/gG7is2BBkhg
https://youtu.be/Q-I1TupjCpc

Capitulo 4 133

y eso, el método que usa el profe es chévere porque las fichas hacen que uno

entienda bien si, 0 sea, gue uno como que vea eso en la realidad, entonces

eso hace que como gue el cerebro de uno funcione mejor y... pues ya. Y ahora

me va mejor porque entiendo mas cosas; un ejemplo en la multiplicacion, bueno

asi pues eh en varios ejercicios que nos pone el profesor pues ya los entiendo
mejor”.

Se aprecian detalles valiosos de la entrevista con Karen y Saray. Por ejemplo, desde la
parte académica Karen considera que ha ampliado sus conocimientos relacionados con
las operaciones entre polinomios, siente que sabe mas, tiene una apreciacion positiva de
la caja de polinomios y lo considera una excelente herramienta para favorecer su
aprendizaje “las fichas hacen que uno entienda bien”. En sus palabras sefala que el
material ha atenuado la dificultad que le presenta asimilar nociones abstractas y le permite
acercarse a ellas de una manera sencilla y agradable “que como que uno ve eso en la
realidad, entonces eso hace que como que el cerebro de uno funcione mejor”. Por otro
lado, el material ha tenido un impacto positivo en su seguridad y autoestima, ya que antes
de trabajar con la caja de polinomios, cuando se trataba de temas de algebra, Karen se
sentia insegura y confundida acerca de lo que sabia y/o aprendia.

Un estado de confianza y tranquilidad hace posible observar y recordar detalles
gue, en cambio, pasan inadvertidos cuando se esta excitado o deprimido. (Mason,
Burton, & Stacey, 1982, pag. 150)

Saray muestra afinidad con las ideas que expresa Karen, hay una particularidad en las dos
entrevistas y es que las dos sefialan que el material tiene un efecto positivo en su cerebro,
seguramente sefalando que los procesos de aprendizaje son mucho mas sencillos con el

uso del material.
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4.2 Multiplicacion de polinomios

4.2.1 Multiplicacién de polinomios de grado uno con coeficientes
naturales
Luego de las vacaciones de fin de afio, y una vez los estudiantes habian retomado sus
actividades escolares, se solicité nuevamente permiso a rectora de la institucién para
trabajar con el grupo con el que se habia iniciado la investigacién, se hizo la respectiva
convocatoria y Unicamente respondié un grupo de ocho estudiantes, el numero de
estudiantes fluctuaria hasta convertirse en el grupo de cuatro estudiantes con los que se
realizé la investigacion final.
Trabajar con el grupo reducido favorecié los procesos de aprendizaje de los estudiantes
dado que fue posible realizar un acompafiamiento personalizado, los factores de
distraccion se redujeron drasticamente y por ende aumentaron los niveles de
concentracion en todas las actividades. Durante la sesién siete y ocho en un primer
momento se retomo el trabajo desarrollado en la sesidn seis y posteriormente se buscé,
mediante el material concreto, el registro a partir de los dibujos y una guia o taller,
acercarse a un algoritmo para la multiplicacién de binomios de grado uno.
En la guia de trabajo de esta sesion cada ejercicio venia acompafiado, como se muestra
en la ilustracion 4-16, de dos pasos, uno que se denomind resultado parcial (productos
intermedios) y donde se escribia el resultado en “grupos” de la manera que mostro el
ejemplo que se observa en la ilustracion 4-12, y otro que se denominé resultado final
(producto) donde los estudiantes expresaban el resultado simplificado, al final de cada
dibujo se preguntaba por la forma que tenia la figura (cuadrado o un rectangulo). Saber si
se trataba de un cuadrado o rectangulo relacionaria de manera implicita la factorizacién y
la multiplicacién (en el apartado de la factorizacion se profundiza en esta relacion).
También se esperaba que los estudiantes identificaran las caracteristicas de los cuadrados
o cuadrados perfectos.
Antes de presentar el trabajo realizado por los estudiantes, es importante sefialar que no
se ejemplificé la multiplicacion de monomios por monomios y ni la de monomios por
binomios, fue algo que los estudiantes dedujeron por cuenta propia.
En la ilustracion 4-15 se presentan los procesos concretos de los ejercicios 1,2y 4,y en la
ilustracion 4-16 se observa la representacion mediante dibujos y lenguaje algebraico de

los mismos, realizadas por Cristian.
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llustracion 4-16 representacion pictérica y simbdlica de los procesos de Cristian.

N

Cristian presenta sus respuestas en un orden diferente al convencional, pero la forma en
gue las escribe sera de utilidad para generalizar sus procesos. Por ejemplo, en el ejercicio
dos, al multiplicar (x + 4)(2x + 1) obtiene 8x + 1x + 4 + 2x? y lo simplificaa 9x + 4 +
2x2; aunque ambos resultados son correctos, en el momento en el que se retomen tanto
los productos intermedios como el producto al final de la guia, que es donde se utilizan las
particularizaciones para buscar un patron que lleve a una regla general, sera de gran
utilidad organizar sus resultados en forma descendente y para esto se utilizara el orden el
tamano de las fichas (de las mas grandes a las méas pequefias).

Cristian no mostro ningun error en el desarrollo de este trabajo, en la ilustracion 4-17, se

muestran algunos de sus procedimientos:
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llustracion 4-17 representacion pictérica y simbdlica de los procesos de Cristian.
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enfoque de laresolucion de problemas.

Como se observa en la ilustracion 4-17 Cristian logré relacionar muy bien el trabajo que
realizd6 de multiplicacién de binomios por binomios, con la multiplicacion de binomios por
monomios y monomios por binomios. Sus comparfieros también lograron esta relacion.

La tabla que se presenta en la ilustracion 4-18 fue disefiada para recoger los resultados
gue arrojaron las particularizaciones (ejercicios). Como se observa en la tabla, en la
primera columna se le pedia al estudiante escribir el ejercicio que trabajé con caja de
polinomios.

Se comienza con el ejercicio niUmero doce y se avanza de manera descendente. Se puede
apreciar en la tabla que si se sigue este orden; primero se registran los datos de los
productos que arrojaban los monomios por monomios, luego los monomios por binomios
y finalmente los binomios por binomios (la tabla busca sistematizar) y si el estudiante es
un buen observador, es posible que extienda el producto (x)(x) =x2, a otras

multiplicaciones.
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llustracién 4-18 representacion simbdlica de los procesos de Cristian.

En la segunda columna se le pedia al estudiante que realizara la multiplicaciéon de todos
los coeficientes del primer factor por todos los coeficientes del segundo factor y los
escribiera separados por comas (para evitar que los sumara o se confundiera con un
namero base diez), la intencion era simplificar el problema lo mas que se pudiera al tener
gue multiplicar inicamente nimeros naturales de una magnitud pequefia, los estudiantes
estaban sobre terreno familiar y podian operar con tranquilidad para irse acercando a

realizar multiplicaciones sin el material. Segin Mason, Burton y Stacey (1982):

Al enfrentarse con un problema, cualquiera puede empezar probando algunos
ejemplos concretos que lleven el problema a un area de confianza o seguridad, por
asi decirlo. No es conveniente tantear con ejemplos que son en si mismos

abstractos y lejanos. La idea es interpretar el problema por medio de ejemplos que
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sean muy concretos y que inspiren confianza; sin intentar, por el momento, resolver

el problema mismo. (pags. 34-35)

En la tercera columna se registraba el producto intermedio de los polinomios, este
resultado se habia obtenido con las fichas, y la tabla buscaba que el estudiante utilizara
todas sus habilidades de observacion para comparar la columna dos (producto de los
coeficientes, realizado sin la caja de polinomios) y estableciera una relacion con la columna

tres (producto intermedio de los polinomios, realizado con la caja de polinomios).

Las columnas 4,5,6 y 7 buscaban establecer una relacion entre el producto del nimero de
términos del primer factor y el segundo factor, con el nimero de términos que se obtiene
en el producto intermedio, esta regularidad sirve de guia para que el estudiante sepa
cuantos términos debe contener el producto intermedio, de esta manera se buscaba
atenuar errores como los que se cometieron en la preevaluacion (ver ilustracion 3-7). Para
ello era necesario comparar la columna 4 (obtenida mediante el uso del material) y la
columna 7 (obtenida sin la ayuda del material)

Se hace la transcripcién de una fila trabajada por Cristian, para brindar una mejor idea de

SUS procesos:

Tabla 4-1 Procesos de Cristian para la sistematizacion de la multiplicacion de polinomios

# | Ejercicio Producto de Resultado NUmero Ndamero Ndamero Producto Resultado
coeficientes parcial de de de (NTP1) final.
del P1 por términos términos términos (NTP2)
coeficientes del Primer Primer
de P2 resultado polinomio polinomio
parcial (NTP1). (NTP2).
3| (@x+3)3x+1) | 2639 6x2+9x+2x+3 | 4 2 2 4 6x% +11x +3

Una vez que se completaba la tabla se realizaban algunas preguntas orientadoras que le
permitieran al estudiante establecer relaciones entre los contenidos de las columnas. La

ilustracion 4-19 muestra las respuestas de Cristian.

El| Wi G BN =V s 77 o e ] -
b ial, y 8l producta que se abtiene 3l munipticar (TP} por (NTE2)?:, So~ [K=1V.] =

S0 In8 eneEimgnie o o \,ohc.:,b!e;

£Ouk relacion thene el numero de temminos que se obtiens of

&0u¢ relacion tiene el det P1 por Jos el P2 {seg ), con el

llustracion 4-19 Procesos de Cristian para la sistematizacion de la multiplicacién de
polinomios

“¢,Qué relacién tiene el nimero de términos (NT) que se obtiene en el resultado

parcial y el producto que se obtiene al multiplicar (NTP1) por (NTP2) ?:
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R/ son iguales

¢ Qué relacion tiene el producto de los coeficientes del P1 por los coeficientes del
P2 (segunda columna), con el resultado parcial (tercera columna) ?:

R/son los coeficientes de las indeterminadas”

Luego se pedia a los estudiantes extender las ideas obtenidas, producto del trabajo

realizado hasta ahora, a polinomios con mas de dos términos, mediante la siguiente
pregunta:

¢Cuantos términos surgiran de las siguientes multiplicaciones en el resultado
parcial? ¢ Qué coeficientes tendra cada término?

La respuesta de Cristian se aprecia en la ilustracion 4-20.

# Ejercicio H.:;I-[gr: de Produclo de coeficl '- del F1 par coefi de P2
del rg;ul:ad - /
2z++3y +11(x +2) I -
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(2t +3h + 2)(2t+ h+5)

67
42, 'ro:ﬁ,“* 164, 2. 57—
(a+2b + Jc+4d +5)(4a+ 2k + 1) C;
3
6
3

/
Z 4 4,542, ,E,L'ﬁ,:'&_i@ﬂo;a
j/ 72,4, zc:;s,zﬁ-m '

C V(x4 2y){3x+y+3)

B GHCA Ay ¥ ) —:'}O 241 3C
llustracion 4-20 Procesos de Cristian para la sistematizacién de la multiplicacion de
polinomios

Se evidencia que Cristian realiza la multiplicacién de coeficientes en orden, ademas que
determina el nimero de términos del producto intermedio (resultado parcial) a partir de los
términos que tiene cada factor de la multiplicacion.

Por ultimo, se particularizé un poco mas, variando en los factores el orden de los términos
y también cambiando la indeterminada, los resultados fueron satisfactorios y se pueden
apreciar en la ilustracion 4-21.
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llustracion 4-21 Procesos de Cristian para la sistematizacion de la multiplicacion de

polinomios

Un ejemplo de que Cristian ha construido conceptos valiosos relacionados con la

multiplicacién de binomios se aprecia en el ejercicio veinticinco que pide resolver la

multiplicacion (6t + 7)(6 + t). Se puede ver que a pesar del cambio del orden convencional

del segundo factor y la indeterminada, Cristian realiza de manera correcta la multiplicacion.

Los procesos para este ejercicio se observan en la ilustracion 4-21 y se transcriben en la

tabla 4-2:

Tabla 4-2 Procesos de Cristian para la sistematizacion de la multiplicacion de polinomios

Numero de términos | Producto de

Resultado parcial

Resultado Final

# Ejercicio
del resultado parcial | coeficientes del P1 por
coeficientes de P2
25 | (6t+7)(6+1) 4 36,6,42,7 36t +6t2+42+7t | 6t2 +43t+42

Las ideas que se desarrollaron en este trabajo las muestra Karen en el siguiente video.

Karen
https://youtu.be/W-FsdLyvDS4



https://youtu.be/W-FsdLyvDS4

140 Ensefianza de las operaciones entre polinomios de una variable de primer y segundo grado bajo el

enfoque de laresolucion de problemas.

Por ultimo, se sefalan los errores cometidos por los compafieros de Cristian, tres en total

dos de Saray y uno de David. Karen y Cristian no cometieron errores.
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llustracion 4-22 Procesos de David y Saray para la sistematizacion de la multiplicacion

de polinomios.

Se piensa en errores producto de la falta de concentracién, porque Saray y David se

equivocaron en la transcripcion de los dibujos. Pero no del todo en el uso del lenguaje

algebraico y tampoco tuvieron errores en el trabajo con la con la caja de polinomios.

llustracion 4-23 Procesos de David y Saray para la sistematizacién de la multiplicacién

de polinomios

En relacién con la formalizacién del concepto, vale la pena sefialar que los estudiantes en

general presentaron pocos errores y los que se encontraron estan relacionados mas a la

multiplicacién de numeros naturales que a el manejo de las expresiones algebraicas. Lo

gue es muy reconfortante, pues los errores se han venido reduciendo de manera

progresiva.

La multiplicaciéon con enteros negativos se trabaja teniendo en cuenta tanto los signos de

los ejes como los signos de los cuadrantes, en algunos casos para llegar al producto

(resultado final) es necesario realizar dos pasos. El segundo paso es una gran oportunidad

para repasar la resta utilizando el material.
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4.2.2 Multiplicacion de polinomios de grado uno con coeficientes
enteros

Para la multiplicacion de polinomios con coeficientes enteros se hara uso del plano

cartesiano y se tendran en cuenta los signos de ejes y cuadrantes, la ilustracion 4-24

muestra los signos de cada eje y de cada cuadrante:

i 3
El plaho cartesiano. -
Recordemos  que  las  fichas "(') I(+)
contenidas en |os Cuadrantes 1 ¥ I11
las Consideramos Como  positivas
mientras que las que se encuentran
en o5 Cuadrantes 11 ¥ IV las
Cconsideramos negativas
Ahora tendremos en cuenta los ejes.
Fiiense que tenemos una parte del _
eje horizontal positiva ¥ una negativa, == +
Y que una parte del eje Vertical es
POSitiva ¥ uha hegativa.
ni(+) v IV(-)
-

llustracion 4-24 plano cartesiano con sus respectivos ejes y cuadrantes.

La ilustracion 4-25 muestra las diferentes posiciones en las que se puede ubicar una ficha.
El cuadrante define el signo de la ficha y los ejes definen el signo de sus lados, de esta
manera: en la posicion a los lados son +1y +x, debido a que estos lados estan a lo largo
de los ejes positivos x y y,el signo de la ficha es positivo porque se encuentra en el
cuadrante uno que también es positivo. De la misma manera en la posiciéon b. En la
posicion ¢ se tienen lados +1 y —x y el signo de la ficha es negativo —x. En la posicion d
se tienen lados —1 y +x y el signo de la ficha es negativo —x. En la posicion e. Se tienen
lados —1y —x y el signo de la ficha es positivo, x, de la misma manera en la posicion f. En
la posicién g. Se tienen lados —1 y +x y el signo de la ficha es negativo, —x y por ultimo,

en la posicion h. Se tienen lados 1 y —x y el signo de la ficha es negativo, —x.

¥ 3 F
a 0 b CR®) CREET) 1)
- - - - * = r +*
m(+) Yy () mi+) y () mi+) y 1v(-) m(+) y v(-)
e. f. g h.
' , + v
[} 1(+) ) I(+) ) I(+) ) 1(+)
- - L + - * - J +
ni+) y V() ni(+) Yy V() m(+) y V() ni+) y 1v(-)

llustracion 4-25 Posibles posiciones de una ficha tipo x en el plano cartesiano
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Se muestra como ejemplo la multiplicacion de (x + 3)(2x — 2) en las ilustraciones 4-26 a

la 4-28.

Para representar la multiplicaciéon mediante la caja de polinomios se debe tener en cuenta
gue cada factor representa un lado de un rectdngulo. Los factores pueden representar

tanto lados verticales como horizontales. Para este caso se toma (x + 3) como el lado

horizontal y (2x — 2) como el lado vertical.

llustracion 4-26 multiplicacién de polinomios mediante el uso del material.

Una vez configurados los lados se “rellena” la figura con fichas tipo 1, x y x?teniendo en

Ejemplo: realice la siguiente multiplicacion (X+3)(2x-2)

()

-
1 I(+)

mg+)

— e

— ool

M V()

cuenta la regla de los lados adyacentes.

I(-)

()

Ejemplo: realice |a siguiente multiplicacion (x+3)(2x-2)

L
1) (x + 3)(2x — 2)mm2x%—2x+6x 6

Y V()

llustracion 4-27 multiplicacién de polinomios mediante el uso del material.

Finalmente se revisa si existen fichas con signos opuestos y se cancelan entre si. En

este ejemplo se pueden cancelar dos fichas tipo x del cuadrante I, positivas, con dos

fichas tipo x del cuadrante IV, negativas, resultando:
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(-) I(+)
(x+3)2x - 2)mm 2x*-2x+6x—6

== 2x% +4x—6

i(+) V()

llustracion 4-28 multiplicacion de polinomios mediante el uso del material.

Posterior a la multiplicacion se trabajé con los estudiantes una guia muy similar a la de
multiplicacién de polinomios con coeficientes naturales, bajo las mismas dinamicas de

particularizar, sistematizar y generalizar. Los resultados se muestran a continuacion.

Las ilustraciones 4-29 y 4-30 presentan el trabajo de Saray, se observan los dos pasos
gue se realizan con el material y luego se registran los resultados mediante lenguaje

pictérico y simbdlico algebraico.

llustracion 4-29 Procesos de Saray para la multiplicacién de polinomios.

T T TP T T

Ejerciclo 3 L p nmm:ﬂrml i Zx‘ﬁ/
Que figura se formo;_{ ¢ ‘FFF{}’“-"("‘{ ~
TTTITT A LTI ‘
e ] | J;
NG AR a
| B4 BN R
IJ! \%I‘[;{:l"[ﬁ e j
z i
2 S 2B |
[ [ J [ / - u‘
| ] !
]‘ i [ 1 I
1 | !
[T I |
I [
L e ] | Jl i
parctate g =+ AL~ 2A~f
e igura sa forme:_ Lt el o o A =1

llustracion 4-30 Procesos de Saray para la multiplicacion de polinomios.
Rx—1)2x+1)=4x?+2x—2x—1=4x*>—-1
David muestra el proceso de resolucion de la multiplicacion (2x — 3)(2x — 2), como aqui

no hay fichas opuestas tipo x el ejercicio se puede realizar en un paso.
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llustracién 4-31 Procesos de David para la multiplicacion de polinomios.

Ejercicia 6.
(2x=3)(2x=2)
S
Que figura se forme:, rgg;}ungulo P
-
SR .- 74_% |
| N |
——
2| |7 T T T
- < S amEEENGN
¥ ) 7 L~ i - ﬁ—'%—-—
U= L TN - B
11l -
T T
Ala] < {¢ \ N
A=W, e NENNN
| X ENENn
o L O
—_——_%_..___{_,___, |
Resultado parciat :_4y™ $-§ ~uy«b ]
k.
Que figura 26 formas rg;;l;gngvlﬂ . R”"'“"“""""QL:M:“-&——__

llustracion 4-32 Procesos de David para la multiplicacion de polinomios.

(2x —3)(2x —2) = 4x? — 6x —4x + 6 = 4x> — 10x + 6;
La ilustracion 4-33 presenta la sistematizacion de procesos de Saray, la tabla donde se
recopila el trabajo de los estudiantes guarda el mismo esquema que la tabla trabajada en
la multiplicacion de polinomios con coeficientes naturales, la Unica diferencia radica en que

en este caso los coeficientes de los polinomios son enteros.

Hiirern e | Wbmarer e

[3 E]arcicia Fraducia ds coaficienten | Aauitads pancial Wiwtam
! del P4 por cosfclentas do Therninen ] e
el penrttmbe | Paberent =

-” parcink | weisenier ol et

1 | (7m2) yma) My ==, - 6}_?i,£ ?i'i;’__i'_- -
u |t=2y-fleir -tV 2, 2, Aty L
1 [svn 1 {22 ] pZ la "1r
I A R s
-2 r=2) 2] 24/, 6%
lmh¥Yi2x] ¢ -6 A B ST 4 al—
RN TN = ,"F-*"./g/, et —-'6}’_:_25.’-//
IR Y A Mo all B AL ket BEaE
FEESTEERLY, BV M K R . v A v -

foy ag)i2aatl ey, 2oyt oA i A 3 :_?.?;_/_;,1..:
tx=tltaat] Ap,g=-154 A IS Ak A A

F eds b .',a':,f" . L. - -
e -4 1) A g, 228 = 2t b g mm P L o
— : - o altiane o e (P HIEDT.

= w le e e e e fe e

llustracion 4-33 Procesos de Saray para la sistematizacion de la multiplicaciéon de
polinomios.

De esta manera, el trabajo realizado en estas sesiones extiende y refuerza los conceptos

desarrollados anteriormente. Durante este trabajo se recordo y se reforzé la relacion entre
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el producto del niumero de términos de cada factor de la multiplicacion con el nimero de
términos que se obtiene en el producto intermedio. La ilustracion 4-34 muestra este

proceso.
[oultiplicaciones en of resultado parCIArGu — _
[ N [ Producta dv Zosficiantes del P por ‘enaficienies de P
[} Ejercicio “ mm‘
wuuuludn —_ g

Y
-144,=0, *2. sl
= —x-2) / -2, M3, ! P o
(—2z + +3y x 'EZ__ /:-l' _fﬁ_‘rﬂ__;/ 5/ J‘:__'C_: 1/‘ _i_'_,‘ ) ' "2,_ ﬁ,"'"‘-. >
2 ’ ’

L |
(2t—3h + 2)(21 + h -5}
°fr9‘-|,~ F 16~ 20, =2,
3 |, =20, =6, \2- r‘(ﬁ p
(4:—2)/)(3:-)'-—5) U

2b—-1ct A - G)da—2Zh [§] |
.
: . L.__.&_,,t_.—— s ' O =3 = s VRS
G=x)Gr + 4y -5
5 L_,_————-—-’“" -

»

(a +

llustracion 4-34 Procesos de Saray para la sistematizacion de la multiplicacién de
polinomios.

Para cerrar el trabajo en esta guia, se extendio el concepto trabajado a la multiplicacién de
polinomios con coeficientes enteros e indeterminadas diferentes de x, se trabajaron mas

ejercicios en con el fin de reforzar las ideas planteadas por los estudiantes, esto se puede

observar en la Ultima tabla de la guia.

\
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\ an{-sE 4 1) 27 e, = 23 rd /-.b g - i/ -l e S I//
. Ex=f51-3) g7 ey, =6, =104 W& e Al V4 v/l'l VG~ 4 ) /
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llustracion 4-35 Procesos de Saray para la sistematizacion de la multiplicacién de
polinomios.

En el proceso de sistematizacion Saray descubre o redescubre un algoritmo para la

multiplicacién, esto es muy interesante porque presenta la multiplicacion en forma
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horizontal y si se presta atencion a los procesos de multiplicacion de Saray en la evaluacion
de entrada, la forma en la que llevaba a cabo la multiplicacién y el paso intermedio de esta,
era de manera vertical. El siguiente video muestra el momento exacto en el que descubre
o redescubre el algoritmo.
Saray
https://youtu.be/NVBoTH12bwY

Es motivante observar que Saray solo se equivoca en un ejercicio de los veinticinco

planteados en la guia de trabajo y que se trata de un error de concentracion y/o atencion,
pues su procedimiento en la columna anterior fue correcto. Ademas, los estudiantes no
cometieron ningun error relevante al trabajar con el material concreto, ni en la
representacion de este mediante dibujos. Cristian cometié algunos errores en la
formalizacion del concepto relacionados con la multiplicacién de enteros, eventualmente

se realizé la respectiva retroalimentacion.

Luego del trabajo con la guia, se pidié a los estudiantes que propusieran una forma de
realizar la multiplicacion sin las fichas. La idea que propone Saray, muy similar a la de sus
comparieros, se muestra en la ilustracion 4-36.

: ;Eicx
C‘C\X‘P\‘QSA

po Here.

o a0

przrEraoEREREREEME R

(il H

llustracion 4-36 algoritmo para la multiplicacion propuesto por Saray.

Saray propone el siguiente algoritmo para la multiplicacion:

“Primer tomas cada coeficiente del polinomio 1 y luego lo multiplicas por cada
coeficiente del polinomio 2
(p+2)3 + 2p)
Después te fijas qué letra tiene cada coeficiente y simplemente las multiplicas
=3p+2p*+6+4p


https://youtu.be/NVBoTH12bwY
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Ya para terminar examinas los términos y juntas los semejantes
=2p®>+7p +6”
Luego se les pidié poner a prueba este algoritmo con algunos ejercicios de

profundizacion, la ilustracion 4-37 muestra los procedimientos de Saray:

llustracion 4-37 Procesos de Saray para la multiplicacién de polinomios.

Para cerrar el trabajo de estas sesiones, se realiz6 un taller de multiplicacién con

indeterminadas diferentes de x y coeficientes enteros. Parte de los procesos de Saray se

presentan en la ilustracién 4-38.

L~ Nombres:_Sciucst Crliidh v Wx+NBE+T

Realice las siguientes multiplicaciones de 1 /
polinomics, utilice la propiedad distributiva que = 122 44l 04 HA
dedujo  del trabsjo de las guias de

"multiplicacién” realice los procedimientos en -
una hoja adjunta, A U v [@By+11(3y-11)

i~

T Qe et S
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= E‘DP:L +eiip / 4 (=13 + 9m)(Tm +8) /

I o = i

v {25 + 80)10q)
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= j_goc!z‘.a-SOOq / ¥ (Za+ b{—b+3a)
¥ [100f— 1)(~25c) - G et - bl
- ZSUO{L 428‘{: ¥ {2t —a)(—a+20) )
=
et el y o

v {=15v+70)(2v = 5)
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o<,
-2’ 4&&_‘\{ ¥ 2>

llustracion 4-38 Procesos de Saray para la multiplicacion de polinomios.

¥ (30a — 25)(40a + 30} - /
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Saray y David no presentaron dificultades ni cometieron errores en el desarrollo de la guia,
las dificultades que presentan Karen y Cristian se asocian con las tablas de multiplicar y el
producto de indeterminadas, estas se muestran en la ilustracion 4-39.

v i-a)-a+2n -2, 1,471 v (4l +5b)(3—9b) u,uafa’s,%’

. L,J_q:,.*@x /{"Bb ='-‘i‘3\3'“—36m_¢m y '\’}/b

i 3
Y =5 +4x) (-3x + 7o) }{;;'i‘l,‘%-g V(=50 + 4x)(=3x + 76) — TS5y 35\J2-"“fa‘£f‘
% T
e XA

llustracién 4-39 Procesos de Cristian para la multiplicacion de polinomios.

Algunos de los procesos en los talleres fueron registrados en video, a continuacion, se
presenta un enlace
David
https://youtu.be/yliDPp1Jgh8



https://youtu.be/yIiDPp1Jqh8

5.Capitulo 5

5.1 Factorizacion.

El trabajo de factorizacion se llevd a cabo durante varias sesiones, pues conectaba todos
los temas trabajados en la secuencia hasta el momento.
A lo largo de todas las sesiones se realizaron varias particularizaciones con el fin de llegar
a unaregla que recogiera todos los “casos de factorizacion”que involucran a los polinomios
de grado dos. Para esto se trabajaron en principio binomios, buscando que los estudiantes
dedujeran el factor comun de dos términos y que eventualmente extendieran esta idea
para factorizar polinomios de grados dos.
Antes de trabajar con los estudiantes la teoria y las reglas de juego, se retomod la
multiplicacién para dar un significado geométrico a la factorizacion y relacionar estas dos
operaciones.
A manera de ejercicio, y para recordar lo trabajado en sesiones anteriores David colaboré
resolviendo la multiplicacién que se muestra en la ilustracion 5-1 mediante el uso de
lenguaje algebraico y el algoritmo desarrollado en sesiones anteriores.
David
https://youtu.be/SLx1ZSkDUjg

Factorizacion y sighificado geométrico.

TRecordemos Gque al multiplicar dos factores lineales, Cada uno de
los Factores representa geométriCamente un lado de una figura
Ya sea de uh Cuadrado o uh rectangulo. Y la multiplicacion de
estos facCtores representa el area de la fisura obtehida. A
continuacion un ejemplo.

2x+3)(x+1) == 2x% +2x +3x +3
== 2x*+5x+3

2x+3)(x+1)

llustracién 5-1 multiplicacién de binomios lineales mediante el uso del material.


https://youtu.be/SLxIZSkDUjg
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Recordando que los factores en la multiplicacion representan los lados de un rectangulo y
el producto el area del rectangulo obtenido, factorizar es entonces un proceso inverso a la
multiplicacién. Es decir, esta vez los estudiantes tienen un polinomio de grado dos (un
area) que se puede representar mediante la caja de polinomios, y con este material se

debe armar un rectdngulo y determinar sus lados.

Factorizar es entonces unh proceso inverso a la multiplicacion, es
decir dado el polinomio que representa el area de un rectangulo,
se busca determinar |0s lados de este rectangulo.

Dos casos; trinomios ¥y binomios.

‘Para poder desarrollar la factorizacCion utilizando el material
didactico, dividiremos nuestros ejercicios en dos casos, los que
soh trinomios (tres términos) Y [0S que soh binomios (dos
términos), comenzaremos con [0S binomios.

Binomios.

{Jtilizaremos |as fichas para formar el rectangulo o el cuadrado
que sea mas “eficiente” comenzando Ya sea con las fichas que
representan la uhidad (1) Y 1as que representan a las x2.

llustracion 5-2 Idea béasica detras de la factorizacion con la caja de polinomios.
La factorizacion de los binomios buscaba que las expresiones factorizadas fuesen tal que
por los menos uno de los dos factores fuese irreducible, a esto en las fichas se le denominé
el rectdngulo o cuadrado mas eficiente. Se recomendé a los estudiantes siempre comenzar

organizando los cuadrados, ya fuesen tipo x? o tipo 1

Ejemplo: Factorizar la siguiente expresion —5x% + 10x
. .. e
rimer opcion.

Paso 1: (Jtilice 1(-) primer op t 1(+)

las x* para
formar los
posibles

rectangulos ©
ubicandolos —
en el

Cuadrante

correspondien

te segun su
signo.

ni(+) \ v(-)

llustracién 5-3 factorizacion de polinomios mediante la caja de polinomios.

El siguiente paso era completar el rectangulo con las fichas tipo x, entonces se
presentaban varias opciones dependiendo de los coeficientes de los binomios, de esta
manera, tanto en los ejemplos como en los ejercicios, se buscaron binomios que tuvieran
solo dos divisores comunes 1 y otro divisor diferente a 1 (particularizaciones necesarias
para sistematizar los resultados de manera efectiva), ya que si se escogian por ejemplo un
binomio como 8x + 8, habria cuatro formas de presentar el rectadngulo por tener 8 y 8 cuatro

divisores comunes, la ilustracion 5-4 muestra las posibles configuraciones.
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b)

llustracion 5-4 posibles encuadres para la factorizacion de 8x + 8.

Se busca entonces, que los estudiantes determinen al armar la figura el factor o lado que
contenga el méximo comun divisor de los dos términos del binomio.

Continuando con el ejemplo

Segunda opcion. +

1(-) + I(+) Paso 2: Utilice las
fichas restantes
para  formar el
rectangulo.

—5x% + 10x == (x)(—5x + 10),

m(+) v v(-)

llustracién 5-5 factorizaciéon de polinomios mediante la caja de polinomios.

Sin embargo, el primer factor no contiene el maximo comun divisor entre los términos del

binomio, de esta manera se debe reconfigurar la figura buscando que sea mas eficiente:

Segunda opcion. = .
“(_) A I(+) PaSD 2. (Jtilice las
fichas restantes
para formar el
rectangulo.

—5x? + 10x == (—5x)(x — 2)

>+

n(+) y Iv(-)

llustracion 5-6 factorizacion de polinomios mediante la caja de polinomios.

El trabajo de los estudiantes en la factorizacion de binomios se muestra a continuacion, se
toma como referencia a Karen:
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6x% 4 2x; 9x + 6x%; —6x + 4x?;

llustracion 5-7 procesos de Karen para la factorizacién de polinomios.

La trasncripcion pictérica se muestra en la ilustracién 5-8.
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llustracion 5-8 procesos de Karen para la factorizacién de polinomios.

Karen y sus comparfieros no cometieron errores a lo largo del trabajo, a excepcién de
Cristian que cometi6é un error en una multiplicacion a lo largo de todo su trabajo, no se
presentaron errores en las operaciones con el material concreto, ni en las representaciones

pictoricas. Se realizé entonces la sistematizacion del trabajo de los estudiantes mediante

la tabla que se muestra en la ilustracién 5-9.
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llustracion 5-9 sistematizacion de los procesos de Karen para la factorizacion de

polinomios.

La segunda columna recoge todos los ejercicios que se trabajaron a lo largo de la guia, lo

gue quiere decir que las factorizaciones que aparecen en esta columna son producto del

trabajo realizado con la caja de polinomios. Nuevamente se consideré conveniente que los

estudiantes trabajaran primero con los coeficientes de los binomios y luego relacionarlos

con las indeterminadas, es asi como en la columna tres se pide determinar el maximo

comun divisor (MCD) de los coeficientes del binomio, en la columna cuatro se pide

identificar la indeterminada que tenian en comun los términos del binomio, la columna cinco

arroja el producto del MCD de los coeficientes y la indeterminada comun a los términos del

polinomio, a este resultado se le denomind el maximo comun divisor de los términos del

binomio (MCDB), que seria el primer factor; luego mediante division se obtiene el segundo

factor:

llustracion 5-10 procesos de Karen para la factorizacién de polinomios

6x* L | 2x
EXvEE T2
| o

Zx




154 Ensefianza de las operaciones entre polinomios de una variable de primer y segundo grado bajo el

enfoque de laresolucion de problemas.

Se escribe la multiplicaciéon de los factores contenidos en la quinta y sexta columnas y por
ultimo se comparan las columnas dos y siete, la columna dos obtenida mediante la caja de
polinomios y la columna siete obtenida con el trabajo mediante la tabla.

Se reescribe una fila del trabajo de Karen, y se retoma su idea de como factorizar un

binomio.
Tabla 5-1 Sistematizacion de la factorizacion

Binomio Factorizacion | Maximo Indeterminada | Producto  del | Binomio Producto del
comaun comun de | MCD por la | dividido entre | MCDB por el
divisor entre | menor IC=méaximo el (MCDB)= | CB
los exponente a | comun divisor | Cociente del
coeficientes | los términos | del binomio | binomio (CB)
del binomio del  binomio | (MCDB)

(1)
—6x + 4x? (2x)(2x—3) 2 x 2x (2x—-13) (2x)(2x —3)

A la pregunta ¢ Como factorizaria un binomio sin las fichas? Karen escribe lo siguiente:
“se saca el MCD de los coeficientes del binomio, luego el menor exponente del binomio y
obtenemos un lado, luego se divide el binomio por el lado que ya obtuvimos y de ahi sale
el otro lado”

La idea que propone Karen fue elaborada a la par con sus compafieros en una discusion
grupal. Es de destacar que no solo propusieron un algoritmo retérico que permite
determinar la factorizacién de un binomio sin ayuda de la caja de polinomios, sino que en
el algoritmo se le asigna un significado geométrico a cada factor. Por ejemplo, el factor
comun es considerado como una lado horizontal o vertical (de un rectangulo o cuadrado)
y el otro factor es el lado faltante.

En la siguiente sesién se empezd a trabajar con trinomios haciendo énfasis en la idea de
los encuadres minimos, la explicacién que se llevo a cabo en la clase se muestra en las

ilustraciones 5-11 a la 5-15.

Trinomios.

Encuadre minimo .
Para los trinomios la forma @
mas efectiva de formar el
cuadrado o el rectangulo, es 43
delimitar un encuadre minimo

con las fichas que

representan a x* ¥ la unidad '
1.

ElI siguiente ejemplo

ilustra el enfoque de| -
encuadre minimo.

llustracion 5-11 ldea de los encuadres minimos.
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Aunque para factorizar un trinomio es posible “armar” el rectangulo de diferentes maneras,
por ejemplo, para el trinomio 2x2 + 4x + 2 existen diferentes configuraciones, como se

muestra en la ilustracién5-12.

llustraciéon 5-12 posibles configuraciones para la factorizacion de 2x? + 4x + 2

La idea de los encuadres minimos ofrece ventajas para los estudiantes al trabajar la
factorizacion, por ejemplo; les permite hallar con mayor celeridad el rectangulo que se
forman con los términos del trinomio y relaciona los rectangulos obtenidos con la
multiplicacién. Se muestra en la ilustracion 5-13, seis de los posibles encuadres minimos

que se pueden formar para el trinomio 2x? + 4x + 2.

Ejemplo: Factorizar |a siguiente expresion 2x% + 4x + 2

Primer encuadre. Tercer egcuadre. Quinto epcuadre.

Paso 1: Utilice 1 o ) o 1)

las x* y las

unidades  (2) : : E
para formar _ Loo- e : LI
los posibles

encuadres,

ubicandolos ) V) () M V() () M V()
en el Gegundo encuadre. Cuarto encuadre. GCexto encuadre.
Cuadrante - +

correspondien "' i - "0 e ™ E
te segun su o

signo. - R . S | +

n+) M V() () l V() () y ()

llustracion 5-13 factorizacion de polinomios mediante el uso de la caja de polinomios.

Una vez se tienen los posibles encuadres, se intenta completar el rectangulo o cuadrado
con las fichas tipo x que brinda el trinomio, sin que sobre o falte ningun tipo de ficha. En
este caso, cuatro de ellas.

Tal y como se observa en la ilustracion 5-14, no todos los encuadres funcionan, por lo que

los estudiantes deberan ir jugando y explorando, para determinar qué encuadre conviene
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mas para cada trinomio. Saray, por ejemplo, al tratar de factorizar —2x? + 4x — 2, sefiala

gue este procedimiento es como un juego.

Karen y Saray

https://www.youtube.com/watch?v=VolbkwOuO70

“Karen: y ahi ya no sé qué hacer, porque me qued6 mal

Saray: Es que empieza a jugar con las fichas puedes pasar esta para acd, asi,
€s0 es como jugar Tetris, algo asi

Karen: Uy Saray es re-inteligente”

Retomando el ejemplo

2
Paso 2: Rellene el 2x" +4x +2
encuadre minimo Tercer enCuadre. Ouinto encuadre.
coh las fichas i) 1t4)

restantes.

m(+) ¥ () m(+) M ()
Cuarto encuadre. Cexto enCuadre.

11+)

mi+) i)

() ()

llustracion 5-14 factorizacién de polinomios mediante el uso de la caja de polinomios.

Cabe sefalar que el tercer encuadre también era una opcién y que para este trinomio hay
ocho encuadres que permiten determinar la factorizacién. Basta con rotar el rectangulo
gue aparece en el tercer cuadrante a favor o en contra de las manecillas del reloj para
identificar cuatro de los posibles encuadres que pueden utilizarse. Los otros cuatro se dan
si se rota la figura 180° respecto al eje vertical u horizontal y se rota nuevamente a favor o

en contra de las manecillas del reloj.

Para hallar la factorizacién se determinan los lados de la figura, teniendo en cuenta los
signos de los ejes del plano cartesiano. En la ilustracion 5-15 se tiene (2x + 2)(x + 1) para

el tercer encuadre de la ilustracion 5-13. Y para el sexto encuadre de la ilustracién 5-13


https://www.youtube.com/watch?v=Vo1bkw0uO7o
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(x + 1)(2x + 2), expresiones equivalentes y que a la vez refuerzan de manera implicita la

ley conmutativa para la multiplicacién de binomios.

Paso 3: Determine 105 5,2 4 4 2 == (2x+2)(x+1) mm
lados del rectanguio . tax+ @x+2)(x+1) B (x + 1)(2x +2)
+ +
() 1(+) n(-) I(+)
2x+2
x+1
- + = +*
2x+2 x+1
1i(+) y V(-) 1i(+) y vV(-)

llustracion 5-15 factorizacién de polinomios mediante el uso de la caja de polinomios.

En el caso en el que el trinomio tenga términos negativos se hace uso de los cuadrantes Il
y/o IV. En las ilustraciones 5-16 a la 5-18 se observa un ejemplo de factorizacion donde se
hace uso del cuadrante IV para factorizar la expresion x? — 1, conocida como diferencia
de cuadrados. En este caso se debe escribir el binomio como un trinomio, esto es x2 — 1 =

x> +0x—1

Ejemplo: Factorizar la siguiente expresion x% +0x—1=x*—-1

™ + o
Paso 1. Utilice ™

- (- i

s 2y las O DU )
unidades ()
para formar ,/
los  posibles
encuadres, - : o
ubicandolos
en el
Cuadrante
correspondien
te segun su M) y () () y V()
Signo.

llustracién 5-16 factorizacion de polinomios mediante el uso de la caja de polinomios.

Determinado el encuadre minimo se rellena con fichas opuestas tipo x

'Paso 2: xz +0x—1

Rellene el ke *

encuadre n(-) 1 I(+) (=) b I(+)
minimo con

fichas

opuestas
tipo X - +- .

i(+) y () () y ()

llustracion 5-17 factorizacion de polinomios mediante el uso de la caja de polinomios.
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Asi, x? — 1 queda representado mediante la caja de polinomios como x? + x — x — 1. Por

ultimo, se determinan los lados del cuadrado.

‘Paso 3: Determine |os
lados de |a figura.
1(-) 1(+) 1(-) 1(+)

x+1

x+1

() () () y ()

X 4+0x—-1 =mE+1)(x—1)

llustracion 5-18 factorizacion de polinomios mediante el uso de la caja de polinomios.

Una vez se realizé la explicacion de la factorizacion de trinomios, se comenzé a trabajar,
como de costumbre, con una cantidad importante de particularizaciones.

Se dio inicio al trabajo con una serie de once ejercicios que contenian tanto binomios como
trinomios. Este trabajo fue de caracter exploratorio en el caso de los trinomios, y de

refuerzo para el caso de los binomios.

Se toma como referencia el trabajo de Cristian, quien al igual que sus compafieros, no
cometi6 ningun error en el desarrollo de los ejercicios o particularizaciones. Las
ilustraciones 5-19 y 5-20 muestran el trabajo concreto, la transcripcion a dibujos y lenguaje

algebraico.

llustracion 5-19 Procesos de factorizacion de Cristian mediante el uso de la caja de
polinomios.
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llustracion 5-20 Procesos de factorizacion de Cristian mediante el uso de la caja de
polinomios.

“Ejercicio 2

4x +4x? + 1 = (2x + 1)(2x + 1) Cuadrado
Ejercicio 3

—4x + 4x? = (x — 1)(4x) Rectangulo
Ejercicio 5

4x% 4+ 6 — 10x = (2x — 3)(2x — 2) Rectangulo
Ejercicio 6

—3x%2 — 1+ 4x = (3x — 1)(1 — x) Rectangulo”

Es interesante observar que cuando solo se trata de manejar el material y transcribir los
dibujos, Cristian tiende a no equivocarse. También es importante recordar que esta es la
primera vez que los estudiantes trabajan factorizacion, el material parece hasta el momento

ser una buena herramienta para la ensefianza de este tema en particular.

El siguiente trabajo consistia en utilizar lo cosechado del taller de factorizacién y la guia de
factor comun, para que los estudiantes propusieran un algoritmo para la factorizaciéon de
polinomios de grado dos. Para lograr esto, se utilizaron dos guias que contenian en total
treinta y cinco particularizaciones y dos tablas para organizar, comparar y sistematizar las
respuestas obtenidas con la caja de polinomios.

Se analiza parte del trabajo de David de la primera guia que se muestra en las ilustraciones
5-21y 5-22.
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En la ilustracion 5-21 se observa el trabajo realizado con la caja de polinomios, el ejercicio
6 requiere de dos pasos y el ejercicio 10. Solamente de uno. En la ilustracién 5-22 David

transcribe su trabajo mediante dibujos y lenguaje algebraico.

llustracion 5-21 Procesos de factorizacion de David mediante el uso de la caja de

polinomios.
Pasoll jcio 10.
Ejercicio 6 o ! ! T 1 I,",r’j‘ J, ]’ i ;’[ '7[7! ) s 3 - 10x 43
Paso| s [ v{; ‘J_ }I l & ] A "J"[“Y r :‘._.___- £ (8% 5 ) |
EEEET S EEE INNEEEN N NN | %
A 0] [T 1] .JITI_J_. -
T 1111 11T | 1 Jal JA 15 | e o A
SR REE | HENRED N i U =]
S B T 1]
] i ] [ fi].c) 2] |t 11 | .
I S OV | L T o LU [N (S
21 ey T T P mEE T
| O VI i 50 - Ay Lyl
b ,,UJ..L 2 P I i AL -
ENTEEN INEEEE 1T ] =TT
e NENNNENENERNREE 7 L M
s LLLLLL L L L] Que figura se formo;__Widr b Qe figura se formo:_{a2¢
“FTTTTTTTIT T tason (=20 4) [ 27X ) [/ ilery By 7 /
IH-} - .{- ’[Ir ] - r—rl' tv.}_.!,_x F. au-u‘-(-’)\'x l-\)('wuq) Fictorizacién de 3x* — 10x +3 = ("’J’U\\(-'Xis
llustracion 5-22 Procesos de factorizacion de David mediante el uso de la caja de
polinomios.

David realiza un excelente trabajo a lo largo de toda la guia y el proceso de las cinco
etapas, en un pequefio descuido dibuja en el paso dos el paso | pero no comete ningun
error de importancia. Se utilizaron diferentes tipos de particularizaciones, por ejemplo, en
los ejercicios tres y cuatro se recurrié a trinomios cuyo coeficiente principal era negativo y
no estan escritos en un orden particular (ascendente o descendente).

El hecho de que los estudiantes puedan factorizar estas expresiones sin “ordenarlas”
desde el principio, muestra la versatilidad del material y probablemente implanta la idea

que eXpreSioneS como
6—2x2—x y —2x’—x+6

son iguales.
En esta sesion de ejercicios Cristian y Saray cometen algunos errores, la frecuencia con

la que aparecen errores se da en mayor medida en la etapa en la que tienen que transcribir
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sus respuestas al lenguaje algebraico y en algunos casos al ubicar las fichas en el tablero.
Cristian y Saray manifiestan, que no se trata de falta de comprension, sino que son

descuidos relacionados a su concentracion:

“Profesor: ¢A qué creen que se deben los errores que se estan cometiendo, no
estan entendiendo O...?
Cristian: no profe, si yo entiendo re bien, es que me da pereza escribir, pero ya.

Saray: si profe, yo entiendo, es solo que a veces me desconcentro.”

Las ilustraciones 5-23 y 5-24 muestran los errores cometidos por Cristian y por Saray

Ejercicio 3. Ejerciclo 8
6-2x'-x
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11 L ]
: ‘ T
AN
N .
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[ B G EE ¢ O O I N =
- ‘ SN ,}_ i Jl L
SEE RN
EHEN T |:|\
e s
" : ﬁ Paso Il ‘
Paso S— ; i = ‘
| [ 11 | ‘ _q_: Lj' '
T | |
mEEE s in
T[] = r_l i
h |
x> i g
| | * 1~k [7THH H
I ..IJ_ S F 72 A I I J 1,,; _~ 1 % i
0 i ol I
ot 2 e A 4’14 e i
Que figura 5o forme: Paf‘—fe}n(), e Que flgu um‘ﬁé}b'—to_
lequ‘ﬂ (-—Z 46\ Lados: a‘ﬂ*’?)( 2)( x‘ ‘\‘J
Facwﬂnclon de 6 z,:_, _K;L- ) I :Zié) Factorizaclén dé p2xi=3~5x= él ;}22 ‘ng- % !_/

llustracion 5-23 errores en los procesos de factorizacion.

< o Pasoll : : — =
Factorizacion do x = 1+ zx’w /'//) i — T :j::“_‘?__;
Ejercicio 3 o e — | ! I | \
Paso | 7 i O O
- —H n :
B I - i€ i T (S
1 *t‘v i = AN
- R N |
— v) 2 f T T
2B i ] ] I
-K muE by jﬂ S ,‘7 7
- T | 1 LT ]
[ I A |1 Que figura se formo: a-le i‘\é’~31O. y
e o E2H 43 [ =2) Z
L i . de6-2r1-x = tLK_»Huj' Y

llustracion 5-24 errores en los procesos de factorizacion.
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El trabajo que se ha desarrollado hasta este punto muestra situaciones muy interesantes
relacionadas a los errores que comenten los estudiantes cuando trabajan con el material.
Se observa que se comenten pocos errores al trabajar con la caja de polinomios, y los
errores que se cometen estan relacionados con la ubicacion de las fichas en los
cuadrantes, que se propagan a la representaciéon mediante dibujos y por supuesto, a la
transcripcion al lenguaje simbdlico algebraico. Esto tiende a dificultar la sistematizacion de

los resultados obtenidos y eventualmente la formulacién de los algoritmos.

Es posible que los errores que se cometen al ubicar las fichas en el tablero estén
relacionados con el disefio del plano cartesiano impreso, porque, aunque en los ejemplos
gue se desarrollaron en clase los planos tenian diferenciados, mediante colores, los ejes
positivos y negativos, asi como los cuadrantes positivos y negativos, las impresiones al ser
en blanco y negro no tenian un impacto visual en los estudiantes. Se cree entonces que,
si al material impreso se le asighara un color para ejes y cuadrantes negativos y otro para

ejes y cuadrantes positivos, el porcentaje de errores podria decrecer.

Por dltimo, las transcripciones al lenguaje algebraico requieren especial atencién por parte
del docente, sobre todo cuando se organizan los datos para la sistematizacion en la tabla,
si bien es complicado hacerle seguimiento a todos los estudiantes cuando se encuentren
en este proceso, se recomienda que los estudiantes comparen su trabajo con un par, de
esta manera los estudiantes aprecian el trabajo de sus comparieros y pueden identificar

algunos errores basados en la comparacion.

Continuando con el analisis del trabajo de David, en las ilustraciones 5-25 y 5-26 se

muestra la sistematizacion de su trabajo.
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llustracion 5-25 Sistematizacion de los procesos de David para la factorizacién de

polinomios.
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llustracion 5-26 Sistematizacion de los procesos de David para la factorizacién de

polinomios.
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Se realiza la transcripcion de dos filas de las tablas que recogen el trabajo de David, estos
dos ejercicios fueron mostrados en su representacion concreta y mediante dibujos en las
ilustraciones 5-21 y 5-22.

Vale la pena sefialar que, ni en esta guia ni en la siguiente se pidié al estudiante formular
un algoritmo para la factorizacion, en su lugar, se pidi6 que en el trabajo final de
factorizacion se establecieran criterios que definieran cuando un polinomio de grado dos
es o0 no factorizable.

Tabla 5-2 Sistematizacion de los procesos de David para la factorizacién de polinomios.

# Polinomio Factorizacion Expresion a b c
extendido reducida y
ordenada
6 —4x?+2x—2x+1 | (-2x+1)2x+1) | —4x>+0x+1 | —4| O 1
10 3x2 —x—9x + 3 (-3x+1D(—x+3) | 3x2—10x+3 | 3 |-10| 3

p+q=>b @@ =(@)() |p q ax’ +(p+q)x+c

ax’* +px+qx+c
p+q=0 (P)(q) = —4 -2 2 —4x% +2x —2x + 1
p+q=-10 | (p)(q@) =9 -9 -1 3x2 —x—9x + 3

En seguida, se explica la intencién de cada columna. En la segunda columna se pedia a
los estudiantes que escribieran el polinomio extendido, esto lo facilitaba el trabajo realizado
con la caja de polinomios una vez se habia logrado formar el cuadrado o el rectangulo.
Cada grupo de fichas contenido en el rectangulo es un término del polinomio y el signo de
cada término depende del cuadrante en el que el grupo este contenido. La tercera columna,
también obtenida mediante la caja de polinomios, recoge la factorizacion, que no son mas
gue los lados del cuadrado o rectdngulo. Si se presta atencidn al trabajo realizado por
David, se observa que la factorizacion tanto del ejercicio seis y diez presentan una escritura
particular (ver tabla 5-2), esto puede deberse a la forma en la que David armé el rectangulo
(en el gjercicio 10, ver ilustraciones 5-21 y 5-22) y la manera en la que organiza los términos

dentro de cada factor. Las columnas cuatro, cinco y seis empiezan a recolectar y
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sistematizar la informacion que se tiene del polinomio, para lograr la factorizacién sin ayuda

de la caja de polinomios.

La séptima y octava columnas establecen relaciones entre los coeficientes del trinomio y
dos nimeros nuevos que seran representados por las letras p y g y que seran clave para
la factorizacion de polinomios de la forma ax? + bx + ¢, (con a, b y c enteros) sin la ayuda
del material. Estos dos nimeros, como ya se mostro en el marco disciplinar, cumplen dos
condiciones establecidas en las columnas siete y ocho de la tabla 5-2, deben ser tales que
p+q=>by () (q) = (a)(c). Cuando se factoriza teniendo en cuenta el encuadre minimo,
los nimeros p y g son arrojados por el trabajo realizado con la caja de polinomios, y son
los coeficientes de los términos representados en el cuadrado o rectangulo por las fichas
tipo x. Por ejemplo, en el trinomio —3x2? + x + 4, los numeros que satisfacen las
condiciones p+q =1y (p)(q) =—-12sonp =-3y q =4, pyq son indistintos, es decir,
en cualquier caso se pudo haber escrito p = 4 y g = —3. La ilustracion 5-27 muestra que
los numeros p y g corresponden a los coeficientes de las fichas tipo x contenidas en los
cuadrantes | y Il (esto se puede ver de forma general en la ilustracion 2-6).

—3x+4

ni(+) IvV(-)

llustracion 5-27 Los niUmeros p y q siempre estan contenidos en la configuracion que se
logra en la caja de polinomios.

Aunque se esperaba que los estudiantes reconocieran a p y q dentro del cuadrado o
rectdngulo que armaban utilizando la caja de polinomios, en la practica se dio solo hasta
la dltima guia de trabajo de factorizacion, en los trabajos anteriores la forma en la que
determinaron los valores de p y q fue mediante tanteo, lo que se consider6 como una

oportunidad para que repasaran las tablas de multiplicar y la suma con nimeros enteros.
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En la Ultima columna se pide escribir el polinomio extendido en la forma ax? + px + gx + c,
recordando que este se obtiene mediante el trabajo desarrollado en las columnas 4 a 11,
es decir, sin ayuda de la caja de polinomios. Luego, se pide comparar el polinomio obtenido
en la columna doce con el polinomio extendido brindado por la caja de polinomios en la

columna dos, los cuales deben coincidir.

Tabla 5-3 Sistematizacién de los procesos de David para la factorizacion de polinomios

ax’+px+qx+c Factorizacion por factor comdn
—4x2 —2x+2x+1 | (20)2x+ 1D+ D)Rx+1)=R2x+1)(-2x+1)
3x2 —x—9x+3 (1x)(Bx—1) + (-3)(3x—1) = 3x — 1)(1x — 3)

La tabla 5-3 retoma lo trabajado en la tabla 5-2 en su primera columna y en la segunda
columna los estudiantes utilizan el algoritmo que construyeron en la guia de factor comdn
para llevar a cabo la factorizacion del trinomio, tomando el factor comin de los dos
primeros términos y el factor comun de los términos tres y cuatro. Esto arroja una expresion
equivalente como muestra la tabla 5-3, cuyos sumandos tienen un nuevo factor comun. De

esta manera se logra la factorizacion del trinomio.

Los estudiantes utilizaron como recurso un color diferente para facilitar la identificacion del
factor comun de la expresion que se determinaba en la segunda columna de la tabla 5-3.
Para finalizar el trabajo se comparaba la factorizacién obtenida con la caja de polinomios
(columna 3) y la lograda mediante el trabajo realizado en las columnas dela4 alallyen

la columna 2 de la tabla 5-3.

El trabajo de la siguiente guia (guia tres) de esta sesién tiene una estructura similar a la
guia de factorizacion de polinomios de grado dos, en ella se mezclan trinomios y binomios,
se empleard como un repaso del trabajo desarrollado en la guia de factor comun y la de
factorizacion de polinomios de grado dos, ademas busca establecer una relacién entre la
factorizacion de estos dos tipos de expresiones. Para esta guia se trabajaron quince
particularizaciones, se toma como referencia el trabajo de Saray, el cual se muestra a

continuacion en las ilustraciones 5-28 y 5-29.
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llustracion 5-28 procesos de Saray para la factorizacion de polinomios.

Earclalo 3, Paso Il P3 ’ Ejercicio 10.
Jot 04 " T i 122 + 4x
Pasol e s : £ P 1 O - i 3
(nd f=lcH T [ 11 T i
| i\ i il
B | ! b ] | 1 [
B WO - o3 Y //
1 Y O R 5 RN TR BV 0 2 i
|/ !"""'- 4 y AN A7V /?‘ ” : 'u'_/ 12 L I
P W V8 B T B 28 - B S A e ? 3 K
| 1k . S ] l 1 . 3
" T Zi 5 A A O ]
EsuEe |
‘ s S STy
s s 5 i '
- j l"-‘ Quo figura 30 forme:f<_C t’d o] s / - : e : I\ IA -
Paso ll K Lados;_[~¢]-*=4- =/ | Qmﬁgms.fomz;&ﬁ’éJc‘}l\.AUd A
s : i .[ 1[ 1 FicioriEaibn g AR S -("["‘“H 1) Lados:_{ 2x | (X 41) 7
: 1T ;”— B & Factorizacién de 2 + dx = _{2.Y 1),

llustracion 5-29 procesos de Saray para la factorizacion de polinomios.

A esta sesion de trabajo asistieron Unicamente Saray y Karen, por lo que no se puede

llevar registro del trabajo de David y de Cristian.

Teniendo en cuenta que se buscaba establecer relaciones entre la factorizacion de
trinomios y binomios, la ilustracion 5-29 muestra la factorizacion de un trinomio en el
ejercicio 3 y un binomio en el ejercicio 10. La organizacion y sistematizacion del trabajo de

Saray se muestra en las ilustraciones 5-30 y 5-31.
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llustracion 5-30 Sistematizacion de los procesos de Saray para la factorizacion de
polinomios.
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llustracion 5-31 Sistematizacién de los procesos de Saray para la factorizacion de

polinomios.
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Se realiza la transcripcion de los ejercicios tres y diez y se analizan los procesos llevados
a cabo por Saray

Tabla 5-4 Sistematizacion de los procesos de Saray para la factorizacién de polinomios.

# Polinomio Factorizacion Expresion a|b| c
extendido reducida y
ordenada

3 4x2 — 4x + 4x — 4 (—4+40)(x+ 1) 4x? — 4 410 | —4

10 2x% + 4x 2x)(x + 2) 2x% + 4x 2140
ptq=>b ®)(q) = (a)(c) P q ax’* +(p+q)x+c
ax’? +px+qx+c
p+q=0 (»)(q) = —16 4 —4 4x% +4x —4x — 4
pt+tq=4 (»)(@) =0 4 0 2x2+4x+0x+0

Las tablas que se trabajaron en esta guia son exactamente iguales a las que se trabajaron
en la guia de factorizacion de trinomios, por lo que el fin de cada columna ya mencioné
anteriormente. De esta manera se centrara la atencion en los procesos de resolucién que
presentd Saray.

Es interesante la forma en la que Saray organizé las fichas en el ejercicio tres. El orden
gue eligié Saray para formar, en este caso el rectangulo, la lleva a factorizar una diferencia
de cuadrados de una manera diferente a la convencional, pero completamente valida (ver
ilustraciones 5-30 y 5-31 y tablas 5-4 y 5-5 ejercicio 3).

En el ejercicio diez utiliza el mismo algoritmo para factorizar un trinomio y descubre al final
gue debido a que el valor de q y ¢ son cero, la factorizacién solo se lleva a cabo con los
coeficientes a y p, es decir ha evidenciado que 2x? + 4x es equivalente a 2x? + 4x + 0, un
trinomio de segundo grado con término independiente igual a cero. Esto se observa en las
tablas 5-4 y 5-5.
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Tabla 5-5 Sistematizacién de los procesos de Saray para la factorizacién de polinomios.

ax?+px+qx+c Factorizacion por factor comdn
4x% +4x — 4x — 4 Ax)x+1D)+(-)x+1)=Ulx—-4)(x+1)
2x2% + 4x (2x)(x + 2)

El trabajo de Saray fue estupendo, realiz6 todos los procesos de manera correcta y se nota

una mejora en comparacion a su trabajo de la guia anterior.

Para la dltima sesion de trabajo, a la que no pudieron asistir ni Saray ni Karen por una
situacion familiar (que infortunadamente se extendera por varias sesiones), Cristian y
David establecieron, a partir de varias particularizaciones, un criterio que les permitié definir
cuando era posible factorizar un polinomio de segundo grado. En otras palabras, se
apropiaron de la idea que estaba implicita en todo el trabajo desarrollado en las guias
anteriores. Se toman partes del trabajo de David y partes del trabajo de Cristian para el
respectivo analisis.

Las tablas que se observan en las ilustraciones 5-32 y 5-33 muestran el trabajo completo
desarrollado por David.
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llustracion 5-32 Sistematizacion de los procesos de David para la factorizacion de
polinomios.
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llustracion 5-33 Sistematizacion de los procesos de David para la factorizacién de
polinomios.

Se transcriben las dos primeras filas de la tabla que se muestra en la ilustracion 5-32 y se

transcribe la respuesta que da David a la pregunta:

¢, Qué condiciones se deben dar para que un trinomio sea factorizable en enteros?,
explique su hip6tesis de manera detallada, como si le estuviese explicando a un

compafiero que no vino a esta sesién de trabajo, utilice ejemplos si es necesario.

Aunque el esquema de la tabla es muy similar a las trabajadas anteriormente para la
factorizacion, existen algunas diferencias sutiles pero importantes. Por ejemplo, en este
caso se propusieron trinomios que son irreducibles en los enteros, la columna dos indaga
si el trinomio era factorizable, este trabajo se desarrollaba con la caja de polinomios
formando el cuadrado o rectangulo. Las columnas de las tres a la doce se completaban,
como en las guias anteriores, con los datos que daba el ejercicio propuesto en la columna
uno, es decir, sin la caja de polinomios. Al final se respondia la pregunta que se sefialé
anteriormente y por ultimo, ponian a prueba una conjetura que nacié producto del trabajo

en esta guia realizando algunos ejercicios particulares.

Tabla 5-6 Sistematizacién de los procesos de David para la factorizacion de polinomios.

Trinomio de laforma | ¢Factorizable a b c |b=p+gq escrito como una
ax?+ bx +c en los enteros? suma
—1+4x? + 3x Si 4| 3 | -1 D+®
3 +2x%+ 6x no 2 6 3 B3+
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P q P-q a-c ¢Factorizable en los | Factorizacion
enteros?

-1 4 —4 —4 Si (4x — D(x + 1)

3 3 9 6 1 T e —

Una vez los estudiantes completaron la tabla, su trabajo consistié en buscar regularidades
gue les permitieran establecer cuando era posible factorizar un polinomio de segundo
grado. Para Mason, Burton y Stacey (1982) los procesos que se han desarrollado en las
guias de esta sesibn (y en las anteriores) de particularizar, aleatoriamente,
sistematicamente, habilmente y conjeturar, procesos que llevan a la generalizacion, hacen

parte de la esencia del pensamiento matematico:

Intentar dar sentido a un modelo subyacente se llama generalizar. Significa
observar que hay ciertos aspectos comunes a distintos casos particulares, e
ignorar, en cambio otros aspectos. Una vez formulada la generalizacion se
convierte en una conjetura que debe ser investigada para ver si se confirma o no.
(Mason, Burton, & Stacey, 1982, pag. 35)

A partir de su trabajo David formula la siguiente conjetura.

“un trinomio es factorizable en los enteros cuando p-q y a- c sus resultados

soniguales (p-q=a-c)yquep+q=>b".

La conjetura propuesta por David muestra una evolucién importante en la forma de
proponer conjeturas y también una redaccién de ideas més descriptiva y concisa. Es
gratificante observar que los estudiantes a partir del trabajo que han desarrollado a lo largo
de la secuencia han propuesto un criterio para factorizar polinomios de segundo grado de
la forma ax? + bx + ¢, con a,b y ¢ € z. Esto se considera un gran logro en el proceso de
aprendizaje de los estudiantes, no solo porque se formularon conjeturas y se hayan
desarrollado procedimientos de manera correcta, sino que, al haber llegado a este punto,
los estudiantes han abierto la posibilidad de explorar el lado mas fascinante de las
matematicas, el de determinar conjeturas y proponer “leyes”, esto los ha llenado de

seguridad y motivacion, jse han empoderado de su trabajo!
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Uno de los aspectos de las matematicas mas agradables y que mas satisfaccion
da es la gran cantidad de leyes que se pueden encontrar en cualquiera de sus
ramas. La esperanza de encontrar una regularidad en los resultados de una
investigacion matematica es un sentimiento que crece segun uno se va enfrentando
al pensamiento matematico, y que predispone a descubrir y reconocer leyes.
(Mason, Burton, & Stacey, 1982, pag. 90)

En las ilustraciones 5-34 y 5-35 se toma como ejemplo el trabajo de Cristian para mostrar

cdmo comprueba con ciertos casos particulares su conjetura.

En la ilustracion 5-34 se observa el procedimiento que lleva a cabo Cristian, para factorizar
la expresion 3a? + 4 + 8a, primero determina si es posible factorizarla, es decir determina
un pyun g talesque p-gq=a-c=12y p+q =b =8, que en este caso se pueden
determinar. Cristian los establece como p = 6 y q = 2, asi reescribe 3a? + 4 + 8a como

3a% + 6a + 2a + 4 y lo factoriza por factor comin como (3a + 2)(1a + 2).
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llustracion 5-34 Aplicacion del criterio de factorizacion propuesto por David y Cristian.

Por otro lado, en la ilustracion 5-35, Cristian establece que no es posible factorizar

3 + 4b? + 14b, seiala:

“no es factorizable porque no cumple la hipétesis planteada”
En otras palabras, no es posible hallar dos nimeros enteros, py g talesquep-g=a-c =

12yp+q=>h=14
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llustracion 5-35 Aplicacién del criterio de factorizacion propuesto por David y Cristian.

5.2 Divisién de polinomios

Durante la sesién de division se realizé una explicacién de como trabajar la operacion con
el material y los estudiantes desarrollaron un trabajo que consistia en resolver ocho

particularizaciones con el material, con el lenguaje pictérico y simbdlico. A esta sesion no

asistieron Karen ni Saray.

Las ilustraciones 5-36 y 5-37 muestran un significado geométrico para la division de

ndmeros enteros, que se extenderia para la division con la caja de polinomios.

Division.

Hasta ahora hemos visto que tanto la multiplicacion y la
Factorizacion teniah representaciones geométricas. ES posible
tambiéh interpretar geométricamente |3 divisidn de la siguiente

mahera.
Suponga que se tiene un rectangulo del que se conoce un lado ¥

Su drea, COmo muestran |as Figuras.

Gin unidades.

7Cm

l

llustracion 5-36 representacion geométrica de la divisién de dos nUmeros enteros.

v
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Gi dividimos el “drea” entre el lado conocido, seriamos Capaces de
encontrar e| lado restante, esto SighifiCa que el cociente de
nuestra divisidn seria el lado restante de| rectangulo.

T

7

|

Divisor
7 P

Dividendo\
70
-70

10 —— cociente

llustracion 5-37 representacion geométrica de la division de dos numeros enteros.

Una vez se mostro la idea detras de la divisibn con niumeros naturales, que son familiares

para los estudiantes, se procedio a explicar la division con la caja de polinomios.

Esto quiere decir, dada el area del Cuadrado o rectangulo ¥y uno
de sus lados, huestro trabajo se reduce a determinar el lado
restante. [,0s siguientes ejemplos ilustran la division haciendo uso

de |3 Caja de polinomios.

iComencemos! o

-

4

L R}

llustraciéon 5-38

La clave en la division radica en que una vez se conocen los términos del dividendo se
deben organizar de manera tal, que uno de los lados obligatoriamente sea el divisor. Para
lograr esto en el menor tiempo posible, es recomendable comenzar ubicando siempre las

fichas cuadradas.

Ejemplo: realizar |a siguiente
division. 1(-) I(+)
(—4+3x2—x)+ (3x—4)

“Aseglrate de que
% cuahdo ubiques e|
I dividendo, uno de |os
1%

lados corresponda al
divisor”

n(+) y Iv(-)

llustracion 5-39 representacion geométrica de la division mediante la caja de polinomios
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Una vez se ha conseguido la figura se completa el rectdngulo rellenado, en este caso,

con fichas opuestas tipo x.

Ejemplo: realizar la siguiente +
division. (-) I(+)
(—4+3x7 —x) = (3x— 4)

“Aseglrate de que
g Cuahdo ubiques el
dividendo, uno de los

lados Correspohda al
' divisor”

"CDMFIEEE mos la
figura anadiendo
ihversos aditives”

1n(+) ¥ V()

llustracion 5-40 representacion geométrica de la divisibn mediante la caja de polinomios

Por ultimo, se escriben el divisor, el cociente y el residuo en el esquema visual

tradicionalmente usado para la divisién.

“esto quiere decir...”

= 3x2—-x—4 | 3x—4

b - § x+1

Residuo —— 0

llustracion 5-41 representacion geométrica de la divisibn mediante la caja de polinomios

Las ilustraciones 5-43 a la 5-46 muestran un ejemplo de una division que no es exacta:

Ejemplo: realizar la siguiente +
divisién. 11(-) L+ I(+)
(5x +4x% —2) + (=3 + 4x)

“Aseglrate de que
g cuando ubiques el

dividendo, uno de |os

lados corresponda al
' divisor™

m(+) v IV(-)

llustracion 5-42 representacion geométrica de la division mediante la caja de polinomios



Capitulo 4 177

Ejemplo: realizar |a siguiente .
division. n(-) I(+)
(5x +4x% —2) + (3 + 4x)
“AsegUrate de que
g Cuahdo ubiques e| -
O dividendo, uno de los
lados correspohda al
' divisor”
1 - ¢ B

7T 34+4x —>

“Commo ho pudimos
completar el divisor (uno
g de |os 1ados) Conh [as fichas
del dividendo, ahadimos
una unidad negativa y su
t inverso aditivo, para
1] tahtener [a expresion,

Ccompletando asi, uno de |||(+) v |V(-)
10§ lados de| rectangulo” -

llustracion 5-43 representacion geométrica de la divisibn mediante la caja de polinomios

“Luego completamos
el rectangulo
ponlendo las fichas
faltantes para
completar el
rectangulo y sus
respecCtivos inversos
aditivos "

:Qra

Residuo — 4

ni(+) v(-)

llustracion 5-44 representacion geométrica de la divisibn mediante la caja de polinomios

“esto quiere decCir...”

a 4x% +5x—2! 4x -3

-

' x+2

lp | Residuo —— 4

llustracion 5-45 representacion geomeétrica de la divisibn mediante la caja de polinomios

Se analiza el trabajo de Cristian y David, quienes durante esta sesion realizaron un trabajo
conjunto, en las imagenes se muestra la transcripcién en dibujos de la division de los

gjercicios (—5x + 6x2 —4) + (3x —4) y (=2 + 5x + 2x?) + (2x — 3), respectivamente.
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N L& v R I = =
©) Er by st 3x -4 bx' ~sx -4 | 3x-L ’
4//
/, 2% 14 /,"
Pos /7
(VR / 5
/ afafa [~ [ -
[ ARSRnn : T LF
AN EL alo ol "" ,1“\‘ "‘\L"»
1 1 z \ a 2 L V4 2 - - 2Lx+4
x Z D
2 2 M x| g x 2 alalrlal 2 | A
A B o] gl B gl P 3x-4
3% -4 3%~y

llustracion 5-46 Procesos de David y Cristian para la division de polinomios.

- 2
@ =2 esxdene,d 1y
’ Al 1 5 |
7 Jasl 2w =3
Pose ' 1 B ARE 2% ¥5X-D »
b Lll 1 M’J"
pOso 1 m Alala]l x | « | ‘ x4y p/.
A a] = * ! ) ’
| Alrla] A Aty
]j Ar Ao A / residuve- A 4Q.
1 1 2 2 4
X b Y xix |y “« /
21X -3 21 =3

llustracion 5-47 Procesos de David y Cristian para la division de polinomios.

El trabajo desarrollado durante estas sesiones se diferencia un poco de las dinamicas que
se venian trabajando en las guias. Si bien se emplea el material como de costumbre, no
se disefi6 una guia para registrar los resultados obtenidos y tampoco se solicité determinar
un algoritmo. En cambio, se realiz6 un acompafiamiento en el desarrollo de cada ejercicio
y se tratd de relacionar lo trabajado en esta sesion con todo el trabajo desarrollado a lo
largo de la secuencia y los métodos empleados por su profesor titular. De esta manera se
hizo una aproximacion al algoritmo de division.

En la ilustracion 5-48 se observa el trabajo en el algoritmo de la division. Para el ejercicio
(—5x + 6x%2 —4) =~ (3x — 4)

X~ Z{jﬂ(i X -ﬁl\) = 6?‘\1 +3x¢

| ?
6)(2-6)( "‘4 [-"}—Zs..:ﬁ:f"’ 1 [0 } _.gr -FX

64 48%__ | 2x/
0t¥a
7

ity =4 [ ¥

Ol p

llustracion 5-48
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De la transcripcion a dibujos se puede decir que los estudiantes asimilaron muy bien las
reglas de la caja de polinomios para la divisién y que desarrollan con facilidad divisiones
exactas de polinomios y con residuo, con ayuda del material. Por otro lado, el algoritmo de
la division parece haber sido asimilado también. Hay algo interesante y es ver como los
estudiantes utilizan la multiplicacion para verificar que la division se desarrollé de manera

correcta, de esta manera establecen una relacion entre la divisién y la multiplicacion.

Los siguientes links conducen a videos que muestran la evolucion de los procesos de
Cristian y David en la divisién, desde que trabajaron con las fichas, hasta que lograron

trabajar con el lenguaje simbdlico.

Resolucién de divisiones con la caja de polinomios
https://youtu.be/kZ61torBPHoO

Acercandose al algoritmo de division |
https://youtu.be/VPYk4ul 9-0

Acercandose al algoritmo de division Il
https://youtu.be/51FfivHrgM8



https://youtu.be/kZ6ItorBPHo
https://youtu.be/VPYk4uI_9-0
https://youtu.be/5IFfivHrgM8




6.Capitulo 6

6.1 Enfoque del material a la resolucion de problemas de
aplicacion

Durante el trabajo desarrollado en estas sesiones se utilizaron los conocimientos
adquiridos a lo largo de la secuencia para resolver problemas de aplicacion. Se utilizé la
evaluacion de entrada (modificada ligeramente) con dos fines; el primero, aprovechar los
problemas de aplicacion que contenia esta evaluacién y el segundo, comparar los
resultados que se obtuvieran en esta “nueva evaluacion”, con los resultados arrojados al

principio de la secuencia por la evaluacion de entrada.

En este apartado se analizan los resultados obtenidos por los estudiantes y se comparan
con el trabajo desarrollado en la prueba de entrada. Cabe sefialar que, aunque hasta este
punto se empiezan a abordar problemas de aplicacion, los estudiantes estuvieron
resolviendo problemas propios de la disciplina, como proponer algoritmos para resolver
sumas, restas, multiplicaciones, factorizaciones y divisiones algebraicas, desde el principio

de la secuencia.

El trabajo en esta sesién comenz6 con la resolucién de la evaluacion de entrada. El analisis
de los resultados se hara por partes, es decir, se analizan los puntos uno y dos
solucionados por Karen, tres y cuatro resueltos por Saray, cinco y seis por Cristian, y cinco
b y seis b por David. Y se realiza una apreciacion completa de los trabajos de los

estudiantes al terminar este seguimiento particular.

La evaluacién estaba compuesta en sus dos primeros puntos por ejercicios de suma, resta,

multiplicacion, division y factorizacion.
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6.2 Evaluacion de entrada (correccion)

Parte | de la evaluacion (puntos 1y 2)
1) Resuelvo las siguientes operaciones, describiendo cada uno de los pasos que
utilizo para llegar al resultado final.
a) —(2x% — 4+ 5x) — (—2 — 3x?% + 2x)
b) Bx —4)(—2 + 7x)(—12x2+ 5—11x) + (3x + 1)
¢) (—12x2+5—-11x) = 3x + 1)

2) Factorizo las siguientes expresiones algebraicas, describiendo cada uno de los
pasos que utilizo para llegar al resultado final.
a) x> —7 —6x
b) x—2+ 6x?
c) x2-25
d) 6x%y+3xy—14x—7

La ilustracion 6-1 muestra el trabajo desarrollado por Karen.

.',l'.:‘ﬂf '(2?‘1--\.‘ T:i] ’{‘7 '7.\:'5-1-‘) "‘-_ '_.-".‘xi T 3;‘(" - x-3 ."~.'. _" Yy o—tr— __//__ //__//_——‘ _1.
L .S -. " H 3 : Priee 1) J"? H
!'-l?(" 14 - j‘ling“ "1") O R T P 8 | . P=5 375 g
Losp+ R R RUESY f
e R A et all )
L=V~ ) H oty = ) ’//)_’- [i* X7
(J ? 7.:(9/ O ~——
\‘\i}——l&“] i‘}j( 5 1 __,_ E‘_f'-; j ,, 1(1 =4 e.“l
C)‘ [2' \A— 1(") 18* H _(’_ﬁ +.E|__‘_;J/=H}!‘ / 3%1
VTR s = I ETRT (12x41)
b — // — 7/ i
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xlm:‘ -6x (,:Hq:-t'; s / L -4
a B ¢ 1 :?:- ; / ”‘, ‘_;]
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llustracion 6-1 procesos de Karen en la correccion de la evaluacion de entrada.

Karen no comete errores en sus procesos, sin embargo, no resuelve la division y el ejercicio
2 d) lo deja incompleto. Desafortunadamente Karen no asistié a la sesion en la que se
trabajo division de polinomios, por lo que no contaba con las herramientas suficientes para
solucionar este ejercicio. Sin embargo, es curioso observar que en esta evaluacion decidié
no resolver la division, mientras que en la evaluacion de entrada si lo intenté (ver ilustracion

3-8), se cree que por responsabilidad moral no se comprometié a llevar a cabo procesos
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gue no conocia y que estaba segura de que este punto no influiria en los resultados (nota)
obtenidos en su evaluacion. Para la factorizacion en el punto 2d realiza procedimientos
correctos, pero no finaliza; no se atribuye esta particularidad en sus procesos a una falta

de conocimiento, tal vez sea, un descuido en la escritura de sus procesos.

Parte Il de la evaluacién (puntos 3y 4)

3) En el siguiente espacio en blanco realizo un escrito donde le explico
detalladamente a un compafiero como determinar el area de la siguiente figura,

de dos maneras diferentes.

B—=

=

e e c =

Figura 6-1

4) La figura ilustra la vista superior de una habitacion de forma cuadrada. El area
de la seccidn | esta destinada para el dormitorio, el area Il se ha destinado para
un closet y el area lll para el bafio de la habitacién

II I

Figura 6-2
3) Determino el area de cada una de las secciones y describo paso a paso como llego
al resultado final de cada una.
4) Propongo dos formas diferentes de hallar el area conjunta de las secciones | y Il,
describo con detalle cémo lo hice.
5) Six =5myy = 1.5m, ¢cudl seria el &rea que ocuparian el dormitorio y el armario?
¢, Qué area ocuparia el bafio?
Saray por su parte realiza un muy buen trabajo en los problemas tres y cuatro, incluso en

el problema tres propone dos formas de determinar el area de la figura y en el problema
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cuatro propone y utiliza la forma més elaborada para determinar una solucion numerica al

problema.
—— M t;_-tr}rl T
ﬂrfn ot b ’ Y A I wf-':tii/
:)12- o L / hi_("l-’}f_-Pj_ («l—ﬁ.
E:'A"rif\.bhfn.cl, 'b O hxer) “(7[]"‘?)1 }xa_ q,..j(
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llustracidn 6-2 procesos de Saray en la correccion de la evaluacion de entrada

Si se compara el trabajo que se observa en la ilustracion 6-2 con el que presenté en la
evaluacion de entrada, se aprecia una evolucién soprendente en los proceso de resoluciéon
de problemas y la aplicacion de los algoritmos. Se observa que los estudiantes, en
particular Saray, han trascendido a resolver problemas con indeterminadas diferentes a x,

incluso problemas que involucran dos incégnitas.

Parte Ill de la evaluacién (puntos 5y 6)
5) Se pretende disefiar una baldosa que presenta la siguiente forma

geomeétrica:

Figura 6-3

Se determiné la longitud menor del rectangulo como una pulgada (1”) y la
longitud del cuadrado mayor es desconocida.
a) Propongo dos maneras diferentes de hallar el area de la baldosa.

Describo el paso a paso de como lo hago.
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b) Cual debe ser el valor de x si el area total de la baldosa es de 121
pulgadas cuadradas.
6) Se desea disefiar la magueta de una oficina sobre un sector rectangular. Para ello, se

divide el &rea del rectdngulo como se muestra en la figura:

«—r—>
1 2 3|4
5 6 718
<«
1dm
Figura 6-4

Las areas 1y 2 deben ser iguales entre ellas, asi mismo las areas 3, 4,5y 6. Se decide
que el lado de las secciones cuadradas menores sera de un decimetro (1dm), mientras
gue no se han determinado los lados de los cuadrados mayores.
a) Proponga dos maneras diferentes para determinar el area de la oficina. Describa el
paso a paso de los procedimientos empleados para tal fin.
b) Sise desea que el espacio para la maqueta de la oficina ocupe un area maxima de
treinta y dos decimetros cuadrados (32 dm?) ¢ Cuél debe ser la longitud de x?

Del trabajo de Saray se pasa al trabajo de Cristian, quien propone dos formas de
determinar el area en los dos problemas; una multiplicando los lados de la figura y otra

sumando las &reas individuales que componen la figura.
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llustracién 6-3 procesos de Cristian en la correccion de la evaluacion de entrada

Cristian comete un error en la igualdad.

() - (%) = (x?), (4) = 4x?;
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(x) - (1) = (1x), (4) = (4x);

Este problema de escritura en las igualdades se presenta con frecuencia en las aulas de
matematicas, al trabajar la igualdad de manera horizontal. Aunque se entiende la intencién
de Cristian, es claro que se debe trabajar en la rigurosidad que implica el escribir una
igualdad.

Sin embargo, se aprecia que Cristian tiene un buen manejo de sus procesos y el significado
de estos. Para determinar el &rea, en el punto cinco propone la multiplicacion de los lados

externos de la figura y también la suma de cada una de las areas, como muestra la
ilustracion 6-3 donde escribe

“sumamos porque hay que poner el area completa de la baldosa”

Es decir, una vez determiné cada una de las areas que componen la baldosa las suma
para determinar el &rea total.

Aunque no hacia parte del trabajo de la secuencia ensefiar a los estudiantes a resolver
ecuaciones de segundo grado, se intent6 utilizar la factorizacion para determinar las raices
del polinomio,en otras palabras, resolver las ecuaciones de segundo grado que se

presentaban en los problemas cinco y seis y darle la solucion al problema. David realiza
este procedimiento de manera correcta

1
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llustracion 6-4 procesos de David en la correccion de la evaluacion de entrada
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Del analisis particular de los procesos desarrollados por cada estudiante en su trabajo se
puede decir que: David desarroll6 de manera correcta todos y cada uno de los puntos
planteados en la evalucion de entrada. Tanto Karen como Saray no resolvieron los puntos
1.c) (Divisién de polinomios), el punto 2.d), el ejercicio 6 y tampoco resolvieron las
ecuaciones cuadraticas de los puntos 5.b) y 6.b). Es importante recordar que Saray y Karen
no estuvieron presentes en varias sesiones (por razones de fuerza mayor), incluyendo la
sesion en la que se trabajé divisién, lo que seguramente influyé en el desempefio

presentado en este trabajo. Por altimo, Cristian no resuelve el punto 2.c).

Fueron pocos los errores que cometieron los estudiantes al realizar nuevamente la
evaluacién de entrada. Basicamente estuvieron asociados a dos situaciones en particular

gue se muestran en seguida.
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llustracion 6-5 procesos de los estudiantes en la correccién de la evaluacién de entrada

Los errores en a) y b) estan asociados a la igualdad, errores similares a los que cometié

Cristian.

Saray y Cristian comenten errores en la resta de polinomios d) y c), la escritura vertical de
la resta evidencia que el material no rompié el paradigma que se habia impuesto por el
docente titular de algebra. Para cerrar el trabajo se realiz6 una retroalimentacion enfocada

en los errores cometidos.

6.3 Preevaluacion (preparacion para presentar la prueba
de salida)

El siguiente trabajo consistié en solucionar una preevaluacion, la intencion de este trabajo

era que en el proceso de resolucion los estudiantes aclararan dudas relacionadas a
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cualquier tema que les hubiese presentado dificultad a lo largo de la secuencia. Y se
prepararan para presentar la evaluacion de salida.

La preevaluacién contenia ejercicios similares a los trabajados en clase y problemas
algebraico-geométricos tomados de las preguntas que libera el ICFES de las pruebas

saber noveno.

Nuevamente estan ausentes Saray y Karen, se lleva a cabo la sesion de trabajo con la

presencia de David y Cristian

Preevaluacion
Punto |
1) Resuelvo las siguientes operaciones
a) —(—3x%2—4x+5)+ (—2—3x%—2x)
b) (—5x+ 7)(—4 + 6x)
c) (4x?2+4+8x)+(2x+1)

La ilustracién 6-6 muestra los procesos realizados por Cristian en el ejercicio, se observa
cémo Cristian desarrolla de manera correcta los ejercicios a) b) y ¢) de la preevaluacién,
gue involucran resta de polinomios, multiplicacion y divisién, respetivamente. Comienza

por la division y finaliza con la multiplicacién, desarrollando cada paso con precision

1) Resuehvo las siguizntes cperaciones i
o 7 2%
a) ={=3x®—4x+5)+ (-2 — 327 —x) 3,(2 L4gv-f -7 ¥ :
B} (=5 + 7)(=4+ 6x) H
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llustracion 6-6 procesos de Cristian en el desarrollo de la preevaluacion.
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El trabajo desarrollado en la anterior sesion y la retroalimentacion tuvieron un impacto
positivo en Cristian, por un lado, se observa que desarrollé completa la division y por otro,
la resta la realiz6 de manera horizontal. Los dos procesos en este caso fueron

desarrollados correctamente.

2) Factorizo las siguientes expresiones algebraicas describiendo cada uno de los
pasos que utilizo para llegar al resultado final.
a) 4x%—16
b) 13x + 6 + 6x2
c) —4+x?+3x

La ilustracion 6-7 contiene los procesos que desarrolla David, quien también tiene éxito en

sus procesos de resolucion y determina las factorizaciones correctas de cada expresion.

2) Factorize las siguientes expresiones a 4 13 T
algebraicas describiendo cada uno de {31{ ¥ '1 A6 {2 ;{L? y (e
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llustracion 6-7 procesos de David en el desarrollo de la preevaluacion.

Es muy interesante ver como se expresa la factorizacion de la diferencia de cuadrados que
aparece en el ejercicio 2.a. porque no la factoriza de forma convencional al utilizar el

algoritmo de factor comun (esto ya se habia visto en los procesos de otros compafieros).
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David escoge la factorizacibn que en este caso considera mas conveniente para la
expresion, pero no solo eso, sino que también propone una alternativa para factorizar la
expresion.

"4x2 — 16 = 4x? + 8x — 8x — 16 = (1x + 2)(4x — 8)
Solucion alternativa
4x% — 16 = (1x2 — 4)(4)"
Los estudiantes han cambiado el papel introvertido que demostraron en la preevaluacién
a un papel mas propositivo y asertivo en este punto de la secuencia, el hecho de que el
estudiante proponga una manera diferente de factorizar demuestra seguridad frente a este

tema.

Puntos 3y 4

3) Observa las figuras dibujadas sobre la cuadricula.

Figura 1.
Figura 2. Figura 3.
Figura 6-5

El area de la figura 2 es igual a:
A. el &rea de la figura 1 mas el area de la figura 3.
B. dos veces el &rea de la figura 1.
C. tres veces el &rea de la figura 3.
D. el area de la figura 1 menos el area de la figura 3.

Explica tu razonamiento.

4) Un rectangulo se divide en cuatro regiones como lo muestra la siguiente
figura.
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1 2
3 4
Figura 6-6

¢, Cuél(es) de los siguientes procedimientos permite(n) calcular el

area de la regiébn sombreada?

I. Sumar las areas de las regiones 1,2y 3

[I. Hallar el area del rectangulo y restar el area de la regiéon 4

[ll. Sumar las &reas de las regiones 2, 3y 4

A. | solamente.

B. Il solamente.

C. ly Il solamente.

D. I 'y lll solamente.

Explica tu razonamiento.

En los problemas tres y cuatro se podria utilizar el razonamiento empleado con la caja de
polinomios para la factorizacion (suma y restas de areas). Se pude ver como Cristian
responde de manera correcta el problema 3, en el problema cuatro le falla un poco la

redaccion, pero, aunque su idea no esté muy bien redactada, es correcta.

Un rectangulo se divide en cuatro regiones

T como lo muestra la siguiente figura.
opserva las  figuras  dibujadas sobre Ia

cuadricula.

f :nir__‘_ |rgus, 1 1] 1 ]

B

et i iCudles) de los siguientes procedimientos
— 1 "' 3 permite(n) calcular el drea de la regién
l i ' 1 sombreada?
[ R I % J |, Sumar las dreas delas regiones 1,2y 3
El drea de lafigura 2 es igual a: \I. Hallar el &rea del rectanguio y restar el drea
! dela regién 4
}( el Area de 1a figura 1 mas el drea de

figura 3, I, Sumar las areas de las regiones 2, 3y 4
B. dos veces el drea de la figura 1.

G, tres veces el drea de fa figura 3. A. I solamente.
D. Iel rérea dae la figura 1 menos ¢l érea de B Il solaments.
a figura 3.
I te.
Explica tu razonamiento. & ¥ Il solamente.
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llustracion 6-8 procesos de Cristian en el desarrollo de la preevaluacion.

Punto tres
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Explica tu razonamiento.

“Si juntamos la figura 1 con la figura 3 como resultado nos va a dar el area de la

figura”
Punto cuatro

Explica tu razonamiento.

“Si hallamos el area 1,2 y3 y el area del rectangulo le restamos la region 4 nos da

el area sombreada”

Lo que Cristian quiere decir es que, si se halla el area 1,2 y 3 se determina el area

sombreada. Y también se puede hallar el &rea sombreada si al area del rectangulo se le

resta la region 4.

Punto 5.

5) Observa la figura que se muestra a continuacion.

L.

1L

2cm

T

cm

Figura 6-7

(4cmx2cm) +

(4cmx5cm)-

III. (4cmx3cm)-

_(4 cm x 3 cm)
2

_(4 cm x 3 cm)
2

—(4 cm x 3 cm)
2

¢, Cudl o cuéles de los siguientes procedimientos permite(n) hallar el

area del trapecio sombreado?

A. | solamente.

B. I 'y Il solamente.
C. Il y Il solamente.
D. lll solamente.

Explica tu razonamiento.



Capitulo 5 193

En el problema cinco David describe cédmo determinar el area de la figura de dos formas,
al elegir la opcidn correcta, mas interesante aun es que sin que el problema lo pida decide
determinar un valor para el area en cada caso. Es decir, comprueba que su solucion sea

correcta. La ilustraciéon 6-9 muestra el razonamiento de David.

Observa la figura que se muesira
conbhuacidn, Po'r ‘i‘i’w s Quidvnes o /

X

I (4mx3m)-[(i£“_§.§£13:| eni it f rreeu
sacaunde ol cven dol racfengulb (&)

&Cudl o cudles de los siguientes
procedimientos permite{n) hallar el area del u;\ de')PUPJ e' Y EG de' ikmguk’( ¢ )

trapecio sombreade? i [}Ejp(.}f'x $UMALngy Uy ey el
Al solamente. u:’e(.t l;')[—uf et L{QPQC[L {14 ,/O
T 1y 1l salamenta. Fomb en hetlor el wren de ‘e
L (4mx2m)+[g4cm:3cm{l ;»::lv:::a::nta {‘tgum ro) y rayiurle &f
. 1] L
- |(demx3em) ExprI:an:razonamlento. L('U‘Mj“ioua) ‘j =T e deve
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llustracién 6-9 procesos de David en el desarrollo de la preevaluacion.

Punto cinco

Explica tu razonamiento:

“Porque si dividimos la figura nos va a quedar mas sencillo hallar el area, sacando
el area del rectangulo (8) y después el area del triangulo (6) y después sumamos,
y es el area total del trapecio (14). O también hallar el de la figura (20) y restarle el

triangulo (6) y eso nos da solo el area del trapecio (14)”

Como se puede apreciar en sus procesos, David tiene claro lo que representan las
expresiones numéricas que aparecen en las opciones de respuesta del punto cinco y las
describe en palabras. Los nimeros en negrita (sin unidades) representan las areas que
obtiene en el proceso de resolucién. En la llustracién 6-9, aunque no muy definido, se
aprecia un segmento de recta, paralelo al lado de la figura que mide 4cm, que utiliza para

construir el rectdngulo que menciona en su razonamiento.

Aunque desde la formalidad, David comete un error al trabajar el area sin unidades, realiza
los calculos de manera correcta. Por otro lado, es casi natural que no asocie una unidad
de medida para el area, ya que durante la secuencia no se hizo énfasis el trabajo de

sistema de unidades, no porque no fuera importante, sino porque las unidades no tienen
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enfoque de laresolucion de problemas.

lugar cuando se trabaja con indeterminadas en el algebra. El punto seis no se considerd
en el trabajo de los estudiantes, esta relacionado con una secuencia numérica y fue viciado

por el docente, por lo tanto, no le aporta a la investigacion.

Punto 7

7) Enuna pared cuadrada de 16 m? de area se dibujo el disefio que se presenta en la

figura.
4m !
F1m+
.
Tm
1
4im
Figura 6-8
¢, Cual es el area de la superficie pintada de negro en la pared?
A. 2 m?
B. 4 m?
C.8m?
D. 12 m?

Explica tu razonamiento.

En el problema siete se hace més evidente como, en este caso, David extiende lo que ha
aprendido en la secuencia y lo emplea en un problema que utiliza valores numéricos para
representar tanto lados como areas.

En una pared cuadrada de 16 m® da drea so Explica tu razonamianta.
dibuld ef disefa qua sa presania en la figura. dudime, o vem en Wovuolos | L)
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llustracién 6-10 procesos de David en el desarrollo de la preevaluacion.
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La ilustracion 6-10 muestra el razonamiento de David, se observa como utiliza el dibujo
para determinar los lados que le permiten resolver el problema y escribe el area (sin
unidades) de cada figura en su interior.

Punto siete

Explica tu razonamiento:

“Dividimos la figura en triangulos (4) y les sacamos el area (8) después los cuatro
cuadrados de las esquinas se suman con el area de los tridngulos (12), después
hallamos el area total de la figura (16) y le restamos la suma de los triAngulos y los
cuadrados de las esquinas (12) y esto nos dara (4) que es el area de la figura

sombreada”

Si bien se presentan algunos errores de redaccion y de formalidad en el lenguaje, se
entiende lo que David desea trasmitir con sus palabras y se evidencia un razonamiento

gue lo conduce a determinar el valor correcto del area.

6.4 Prueba de salida o evaluacion final

La evaluacion final la realizaron los cuatro estudiantes, afortunadamente se contd con la
presencia de Saray y Karen para hacer el cierre de la secuencia, la evaluacion la
presentaron en parejas y la transcripcion de los procesos y las respuestas, de manera

individual.

Cabe sefialar que la evaluacién de salida era una evidencia mas de trabajo, por lo que
independientemente de los resultados que esta arrojase no opacarian el trabajo
desarrollado por los estudiantes a lo largo de la secuencia. Algunos investigadores opinan
gue la evaluacion no debe proporcionar solamente resultados, los procesos y progresos
gue realizaron los estudiantes frente a los problemas que abordaron a lo largo de la

secuencia, son igualmente valiosos:

Si se pretende una evaluacion formal de los alumnos o realizar un informe, quiza

sea mejor tratar aspectos como grado de progreso hacia una solucion, calidad de
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la explicacion, aplicacion de una determinada estrategia, en su caso, abordaje de
una ampliacién del problema original, etc. (Stacey & Groves, 1999, pag. 20)

Por otro lado, Mason, Burton y Stacey (1982):

Es lamentable que el éxito se mida normalmente con razon del objetivo alcanzado,
con lo que el no alcanzarlo es visto como un fracaso... ... y las observaciones
anteriores parecen indicar que nuestra omnipresente blsqueda de confianza y
soporte se resquebraja y cae precisamente por la naturaleza de nuestros objetivos.
Exigir que se dé la respuesta, y lo que es peor, de forma mas elegante y rapida que

cualquier otro, es pedir a la larga el fracaso. (pag. 153)

En seguida se realiza el andlisis de los procesos y los resultados de la evaluacion de salida,
siendo esta la Ultima de una cantidad importante de evidencias recolectadas a lo largo de

la secuencia, que recogen el trabajo desarrollado por los estudiantes.

Problema 1: Observa la figura que se muestra a continuacion.
p——-—x+y—

X

|

Figura 6-9

Determina la expresion algebraica que representa el area del trapecio de dos
maneras diferentes. Expresa tu respuesta factorizada.

Las ilustraciones 6-11 a la 6-14 muestran los procedimientos de David y Karen
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llustracién 6-11 Procesos de Karen y David en la evaluacion final o de salida.
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llustracién 6-12 Procesos de Karen y David en la evaluacién final o de salida.

David y Karen determinaron las areas de dos maneras

e+ () +[ELED)

] Forma 1.

(x+y)(3Bx) — [W] Forma?2.

Luego, en las ilustraciones 6-13 y 6-14 explican cada uno de sus procedimientos,

simplificando al final sus resultados:
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llustracién 6-13 Procesos de Karen y David en la evaluacién final o de salida.
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“explicacion: En la forma 1 dividimos las figuras en dos partes y sacamos el area

(2x) (x+Y)]

de un rectangulo (x + y) - x y después el area del triangulo [ y los

sumamos

2x2+2xy
2

(x‘*‘}’)(x)‘*‘zx(x%y): x? +xy + =x%+xy+x%+xy=2x%+2xy”
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llustracion 6-14 Procesos de Karen y David en la evaluacién final o de salida.

En la forma 2 hallamos el area total de la figura (x + y)(3x) y restamos el area de

un triangulo [(2");—"“’)]

(x +y)(3x) = 3x% + 3xy

2x(x+y)
2

ny , 3x% + 3xy + (—x? — xy) = 2x%2 + 2xy”

David y Karen realizan un muy buen trabajo, desde que determinan los lados restantes en
la figura 1 del problema 1 (ilustracién 6-11) hasta que presentan su respuesta final. Si se
observa con cuidado en la ilustracion 6-11, al lado izquierdo se observa como David y

Karen determinan el lado del triangulo blanco. Vale la pena sefial que se comete un error

2x%+2xy
2

. T ., + . .z
al realizar la multiplicacion 2x (%) = este se observa en la ilustracion 6-13.

Retroalimentacion relacionada a este error se realizé al finalizar la secuencia.
Una vez determinan los lados del rectangulo que aparece en el problema 1, proponen dos
férmulas para determinar el area de la parte sombreada del rectangulo. Esto se puede

apreciar en la explicacién que realizan de sus procedimientos.

Los procesos que realizan para determinar las dos areas muestran el nivel que estan

manejando al realizar las operaciones de suma, resta, multiplicacion y division. Vale la
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pena sefalar que este es un problema que involucra dos indeterminadas (que tiene un
nivel de dificultad un poco mas elevado). Pero esto no es impedimento para que Karen 'y
David demuestren y apliquen lo que han aprendido a lo largo de la secuencia.

Por otro lado, las ilustraciones 6-15 y 6-16 muestran los procesos de Saray y Cristian.
Saray y Cristian también proponen dos formas de determinar las areas de la parte
sombreada, la ilustracién 6-15 muestra la forma en la que determinan los lados restantes

del rectangulo y las ecuaciones que proponen para determinar el &rea sombreada.

F—x+y— | ppcbdoNiy  7-

7] T FepMeL1

(XA%)- (\)%Ezm_tm‘q /

i 3x 4«;1(\\ V2

L (X ) (’5-&) ,§2x] !5(‘\)] /

X 1 9 -

llustracion 6-15 Procesos de Saray y Cristian en la evaluacion final o de salida.

Forma 1.

2 .
e+ +[ELED)

(x+y)(3Bx) - [W] Forma?2.

La ilustracion 6-16 muestra la explicacién de Saray y Cristian para la solucion del

problema uno.
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llustracion 6-16 Procesos de Saray y Cristian en la evaluacion final o de salida.
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“Explicacion:

en la forma 1 dividimos la figura en 2 partes nos va a salir un rectangulo y 1 triangulo

y si les sacamos el area a las dos figuras y los sumamos nos da el &rea de la figura

sombreada

Forma 2: Si sacamos el &rea de toda la figura y le restamos el triAngulo nos da el

area de la figura sombreada”
Saray Yy Cristian no se molestan en simplificar las expresiones que proponen para hallar el
area de la region sombreada, pero esto no debe opacar el hecho de que las dos
expresiones algebraicas que presentan son completamente validas, ni mucho menos la
explicacién que realizan de sus procedimientos.

Problema 2: La figura muestra los tres primeros pasos de una secuencia de

construccion de cuadrados:

P 3
Paso 1 Paso 2 “a

—-a —

—a-

Figura 6-10

Determina la expresion algebraica que representa el area de la regién en blanco de
la figura que aparece en el paso 3.

Las ilustraciones 6-17 y 6-18 muestran los procesos de David y Karen

Paso 3
[y ¢ 2

— 30,573

llustracion 6-17 Procesos de Karen y David en la evaluacion final o de salida.
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llustracion 6-18 Procesos de Karen y David en la evaluacién final o de salida.
“(3a+3)(3a+3)
9a? + 9a + 9a + 9 sacamos el area del cuadrado
9a? + 18a + 9
a x a = a* Después sacamos el area de cada cuadrado y la sumamos
(a+D@+1)=a*+1la+la+1=a*+2a+1
(a+2)(a+2)=a’+2a+2a+4=a’+4a+4

(9a% + 18a +9) — (3a% + 6a + 5) = 6a* + 12a + 4 el area de los

cuadrados, les restamos el area de todos los cuadrados”

Las ilustraciones 6-19 y 6-20 muestran las respuestas de Saray y Cristian, se observa en

la ilustracion 6-19 como determinaron los lados de los rectangulos blancos para

determinar el area total en blanco.

peedea 2l ] f' i A /
{mu2) et ‘(m’wa i .,kﬁiﬂ'i;“aw Gar 2V ]

(q\ <""H” ("F—Vf'/dr L J v ‘i | ‘ ! NN
A L +5ar 2] 4] /(Jn )
B 2 preanal L/ L L ik

| iy (W*G‘Hﬁﬂ * ly\z“q 4.%* [6:\‘ H@ +¢%)

1
- i
FiiTl i

llustracion 6-19 Procesos de Saray y Cristian en la evaluacion final o de salida.
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“Problema 2
(a+2)2a+1)=2a’+a+4a+2=2a*+5a+2
()(a+1)=a’+a
Ay =2a*+5a+2)+(@*+a)=3a?+6a+2
A, =3a® + 6a + 2
A= (3a’+6a+2)+ (3a*+6a+2) = (6a*+12a+4)"

En la ilustracibn 6-20 se muestra la explicaciébn de las operaciones realizadas para

determinar el area en blanco.
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llustracion 6-20 Procesos de Saray y Cristian en la evaluacién final o de salida.

“Primero dividimos la figura blanca a 2 figuras, un rectangulo y un cuadrado y al
cuadrado les sacamos el area” a las figuras. después las sumamos. Y eso da el
area de una figura blanca, luego la sumamos a la otra figura blanca y eso nos da el

area total de la figura blanca”

Es interesante observar que cada pareja decidioé determinar el area que se solicitaba en el
problema 3 de maneras diferentes, Karen y David determinaron el area del cuadrado de
lado 3a + 3 y le restaron las &reas de los cuadrados negros, mientras que Saray y Cristian
determinaron el area de las regiones blancas (cuatro rectangulos blancos) y al final las
sumaron. Los dos procedimientos son completamente validos, las operaciones intermedias
fueron desarrolladas satisfactoriamente y conducen a las dos parejas a la misma expresion
algebraica, que en este caso toma, como empieza a ser costumbre, un significado
geomeétrico.

Problema 3: En una pared cuadrada se dibujo el disefio que se presenta en la

figura.
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Py

Figura 6-11

Determina la expresion algebraica que representa el &rea en negro de la pared.

Las ilustraciones 6-21 y 6-22 muestran los procesos de David y Karen
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llustracidn 6-22 Procesos de Karen y David en la evaluacion final o de salida.
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“Hallamos el area del cuadrado r x r = r? Después hallamos el area de los cuatro

cuadrados = 4s? después hallamos el area de los triangulos

T — 25\ (T
(=)@ _—= — 45
2 2 2
(r?) — (4s? + r? — 2sr) y al area de todo le restamos 4 triangulos y los cuatro
cuadrados

2 _
r Zer4 2y2 ,

=71 —2sr

—45% — 12 4+ 2517 = —452% + 2s1”

El problema tres muestras que David y Karen se han apropiado completamente de los

procesos de resolucién de las operaciones algébricas que se trabajaron a lo largo de la

secuencia y que adicional a esto, son capaces de emplearlas para resolver un problema
de aplicacion relacionado con areas de manera efectiva.

Las ilustraciones 6-23 y 6-24 muestran los procesos de Saray y Cristian.
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llustracion 6-23 Procesos de Saray y Cristian en la evaluacion final o de salida.

“Problema 3.

Areatotal = r2, A, = 4s%, Ay =

Bh R
?, B—R—Zs,h—z

J[R=29®)] [R2—25R] , 4-(R2—2SR) 4R®—8SR
2 - 2 2 - 2 - 2
= R? — 2SR,
= (R%2 — 452) — (R? — 2SR)
= R? —4S? — R? + 2SR

= —452% + 2SR’
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En la ilustracién 6-24 Saray y Cristian explican su proceder
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llustracion 6-24 Procesos de Saray Yy Cristian en la evaluacion final o de salida.

“Dividimos la figura en cuadrados y triangulos, les hallamos las areas, luego
dividimos la figura en cuadrados y tridngulos, les hallamos las areas, y luego
hallamos el area de la figura completa y le restamos las esquinas que serian los

cuadrados y los triangulos”

Los procesos de resolucién que emplean Saray y Cristian demuestran que, al igual que
sus comparieros, también se estan apropiados del algebra que se trabajé a lo largo de la
secuencia y que son capaces de aplicarla a problemas en contextos geométricos.

Para cerrar el analisis de la prueba de salida, se mencionan algunas particularidades de

los resultados de los estudiantes:

Es indispensable que los estudiantes aprendan a diferenciar y utilizar el lenguaje
matematico de la forma correcta, pues se repiten en varios de los trabajos afirmaciones

como:

“hallar el area de la figura (20) y restarle el triangulo (6) y eso nos da solo el area
del trapecio (14)”y

“luego hallamos el area de la figura completa y le restamos las esquinas que serian

los cuadrados y los triangulos”
Donde se aprecia que una figura geométrica para los estudiantes es sinénimo de area.
En todos los problemas se trabajaron indeterminadas diferentes de x, esto no fue un

impedimento para que los estudiantes desarrollaran los procesos de manera correcta, por

lo que el trabajo de la secuencia, como se ha venido mencionando, fue extendido por los
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estudiantes a contextos mas amplios. Teniendo en cuenta los resultados que se
observaron a la largo de la esta, podria decirse que se aprovecho bastante el enfoque de
la resolucién de problemas, en la medida que cada éxito alcanzado por los estudiantes
hizo crecer en ellos su actitud positiva frente a el trabajo desarrollado en esta:

La practica en la resolucién de problemas sélo es util si contribuye a ir construyendo
una especie de almacén de éxitos, de donde saldran en el futuro las buenas ideas

y las actitudes positivas. (Mason, Burton, & Stacey, 1982, pag. 127)

Por ultimo, cuando se comparan los procesos llevados a cabo por cada pareja de
estudiantes se observa que mientras David y Karen se sienten mas cémodos realizando y
explicando sus procedimientos con una combinacién entre el leguaje retorico y el
algebraico, Cristian y Saray utilizan netamente el lenguaje algebraico. Siendo los dos

métodos para este nivel de escolaridad, completamente apropiados.

6.5 Entrevista

Como se mencion6 anteriormente, el trabajo se cerraria con una pequefia entrevista, la
intencion era registrar las percepciones de los estudiantes frente al trabajo desarrollado,
sSu experiencia y sentir frente a la secuencia. La entrevista quedo registrada en video, se

muestra a continuacion el link y su respetiva transcripcion.

https://www.youtube.com/watch?v=1fwKi-nBUgo

Profesor: Estamos aca con los cuatro estudiantes del Silveria Espinosa de
Rendon, que vinieron a trabajar durante algunos sabados, varios sabados, en las
teméaticas de algebra.

Entonces se presentan y vamos a hacer unas preguntas.

David: mi nombre es David y tengo quince afios.

Karen: mi nombre es Karen Silvana

Cristian: Cristian Camilo

Saray: Saray


https://www.youtube.com/watch?v=1fwKi-nBUgo
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Profesor: Bueno de uno a diez Karen ¢ cuanto sabias de operaciones de algebra
antes de comenzar a trabajar los sabados?

Karen: yo creo que uno.

Cristian: yo tres

Saray: yo por ahi un seis

David: como un dos

Profesor: Ahora, después del trabajo ustedes consideran que son capaces de
resolver ejercicios que involucran operaciones algebraicas como: suma, resta,
multiplicacién factorizacion y division,

Todos: Sl

David: ahora si estamos en el nivel diez

Profesor: ¢(Cdmo se sintieron resolviendo los problemas que involucraban los
conceptos algebraicos?... por egjemplo, una vez presentamos una evaluacion de
entrada, David no estuvo, pero Cristian tuvo la oportunidad de volver presentar la
evaluacion, esa evaluacion tenia problemas, la evaluacién de hoy tenia problemas
y la evaluacién que hicimos hace ocho dias también, ¢ Cémo se sintieron Cristian y
David que estuvieron presentes (en todas las evaluaciones) y como se sintieron
ahorita ustedes dos que asistieron hoy (Saray y Karen, que no asistieron a algunas
sesiones por situaciones familiares)

Cristian: bien profe pues porque ya la pude resolver sin ningln problema

David: eh, pues al comienzo teniamos mucha dificultad para desarrollar los
ejercicios, pero ya no, ya era muy facil hacerlo, ya lo sabemos hacer muy bien.
Profesor: ¢Hoy cémo se sintieron ustedes? Karen y Saray que no venian hace
tiempo, pero arrancaron hoy trabajando (resolviendo la evaluacién)

Karen: Pues al principio pienso que éramos como muy... 0 sea nos quedabamos
mucho tiempo pensando en un solo ejercicio y pues no podiamos hacer nada, o
sea no lo podiamos solucionar. En cambio, pues yo que hace harto no venimos y
€s0, 0 sea pues ya es como mas fécil la capacidad para entender cada ejercicio,
pues ya tenemos ya tenemos algunas bases

Saray: Pues bien, pues al principio me senti perdida porque no habia venido, pero
bien.

Profesor: ¢qué les gustd de lo que trabajamos en la clase? ¢qué mejorarian? y

¢ qué propondrian para mejorar?
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David: pues yo pienso que no hay nada que mejorar porque pues todo lo que
hicimos estuvo muy bien, o sea nada estuvo mal, entonces las clases fueron muy
dindmicas y el profesor nos explicaba muy bien todos los temas, cuando no
entendiamos pues no pasaba al siguiente tema hasta que todos entendiéramos,
entonces pues pienso que todo estuvo bien, o sea no hubo cosas malas (aspectos
por mejorar)

Saray, Cristian: Estamos de acuerdo con David.

Karen: no pues a mi también me gustod, pues yo digo que uno de los temas que
mas me gusté fue lo de la factorizacion. Porgue la verdad fue un tema que la verdad
lo necesitabamos mucho, y pues que como que uno escucha ese nombre y pues
uno como que se atrofia, pero pues es facil si.

Profesor: ¢,qué opinan del material y la metodologia con la que trabajamos?
David: pues que es una buena estrategia de aprendizaje, pues porque es una
manera nueva de que nosotros aprendamos, es una manera muy dinamica y no
estar siempre como con lo tradicional, sino que el profesor se encargé de innovar
estudiando ese método de las fichas, para que nos facilitara mas a nosotros el
aprendizaje.

Saray: pues a mi me parece muy bueno, o sea uno entiende més viendo las cosas
asi graficamente y eso, ahora yo cuando estoy en clase o en alguna evaluacion (en
la clase titular) tengo que hacer algun ejercicio todo como que lo asimilo (asocio) a
las fichas, entonces me queda muy facil.

Cristian: Pues estuvo muy bueno ese material porque es una forma diferente pues
de entender las cosas, pues nada, me ayudo reharto eso.

Karen: pues yo pienso que estuvo mejor porque el profesor que a nosotros nos
dictaba 4&lgebra (titular) nos mostraba la cosas como alguna manera mas
complicada, en cambio pues con las fichas es mas facil entender. Las fichas nos
ayudan a entenderlo mejor.

Profesor: Uno de los problemas que tuvimos cubriendo los temas de la secuencia
estaba relacionado con el tiempo, avanzabamos lento porque nos veiamos cada
ocho o quince dias ¢ustedes creen que, si se aplicara con mayor frecuencia el
método por ejemplo tres veces a la semana, aprenderian méas rapido o aprenderian

mas?
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David: pues si y pues lo de que a veces por los festivos y todo eso pues no nos
podiamos ver, pero pues si lo estudiaramos mas seguido pues también seria mejor
porque aprenderiamos mas del profesor y pues creo que tendria mas cosas para
ensefarnos.

Profesor: a pesar de estas dificultades con el tiempo, porque a veces pasaban casi
dos o tres semanas que no nos veiamos ¢td piensas que se te olvidaba lo que
trabajdbamos?

David: No pues porgue el profesor si no entendiamos muy bien el tema, pues nos
hacia mucho énfasis en eso, pues porque el profesor se aseguraba que siempre
que saliéramos de acé tuviéramos el tema bien claro.

Saray: no a mi no se me olvidaba, pero pues si me gustaria que fuera mas seguido
Profesor: ¢.creen que el material evitaba que se les olvidara?

Todos: si obvio, claro

Saray: claro porgue uno llegaba y seguiamos trabajando con las fichas o sea todo
era una continuacioén de los que estabamos viendo

Cristian: no pues a mi no se me olvidaba nada porque pues yo me acordaba mas
gue todo cuando trabajabamos con las fichas, pues yo me acordaba de eso
Karen: Pues profe yo pienso que no, porque un ejemplo lo que decia Cristian,
cuando trabajabamos con las fichas... porque si usted nos ponia a hacer un
ejercicio o algo asi, ya nos ibamos acordando de cada ficha como iba cuadrada en
gué cuadrante y todo eso si, entonces pues eso nos ayudaba a facilitar todo eso.
Profesor: ¢ustedes les recomendarian a los profesores de matematicas que
utilizaran este método? ¢y por qué?

David: Si lo recomendaria y se los daria a conocer, pues si ho lo conocen, pues
porque es un método mas practico y mas dinamico para aprender y no estar
siempre con lo mismo sino que es algo nuevo, es algo diferente, las clases son mas
divertidas con todas esas fichas y a uno se le facilita mas con graficos es mas facil
con figuras y todo eso

Saray: iCLARO QUE LO RECOMENDARIA! Profe yo lo recomendaria porque es
super préactico digamos para todas las personas que se les dificulta el &lgebra, es
super facil y como que el cerebro entiende mas como si se le muestra graficamente.
Cristian: yo también lo recomendaria pues porque los profesores cominmente
como lo ensefian. 0 sea, no es que lo ensefien mal, sino que a uno se le van

olvidando las cosas, pero como que con las fichas uno recuerda mas el tema.
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Karen: yo también pienso lo mismo porque... yo si lo recomendaria porque profe
porque, por ejemplo, explicaban algo un tema y eso, o sea uno lo podia tener en el
cuaderno, pero muchos de los pasos que hay que seguir para solucionarlo son
como... o0 sea, es mejor tenerlo con las fichas pues uno ya se acuerda de que un
ejemplo hay que eliminar fichas...

Profesor: ¢De cuanto creen ustedes que dependen ahora de las fichas, después
de haber hecho la ultima evaluacién? ¢Creen que dependen mucho de ellas o
dieron un paso en el gue ya no tuvieron que utilizarlas? ¢ las utilizaron hoy?
David: No, pues al comienzo si teniamos que utilizar las fichas, pero pues ya hoy,
no (evaluacién), la clase pasada (preevaluacion) tampoco las utilizamos, pues
hemos venido varias clases ya sin usar las fichas y pues ya hoy en la evaluacién
final, no tuvimos que utilizar las fichas

Saray, Silvana y Cristian: estamos de acuerdo con David

Profesor: ¢De uno a diez cuanto creen que han aprendido con el método?

David; DIEZ

Saray: diez

Cristian: diez

Karen: diez también

Profesor: ¢ Como se podria aprender mas, como creen que podriamos hacer para
gue el aprendizaje aumentara con este método?

David: pues podriamos... 0 sea seguir viendo las clases.

Profesor: ¢les gustaria que el curso siguiera a pesar de que es los sdbados?
David: Si, o sea que el curso siguiera.

Cristian; yo vendria los sdbados festivos, yo vendria todos los dias

David: o sea, es un aprendizaje que necesitamos mucho, cotidianamente en el
colegio lo necesitamos diariamente, pues porque, 0 sea, los profesores entre
semana nos explican, pero muy por encima en cambio usted si hasta que todos no
lo tengamos claro como que no pasa al siguiente tema...

Saray: ademas el hecho de que seamos tan pocos hace que se enfoque bien en
cada estudiante, entonces digamos si yo no entendia, venia'y me explicaba, asi los

demas ya hubieran entendido.
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Karen: el hecho de que seamos tan pocos estudiantes hace que usted tenga el
tiempo para poder explicarnos a todos... yo creo que seria bueno, un dia entre
semana y de pronto el sdbado

David: necesitamos mas tiempo, porque la frecuencia no es tan importante porque
nosotros duramos quince dias sin vernos y pues la frecuencia no importa, lo que
importa es si nosotros continuamos haciendo esto, lo importante es el tiempo que
le dediquemos a esto, o sea la frecuencia con lo que o hagamos no lo hagamos no
tiene nada que ver, pues porque si hosotros los queremos hacer en la casa ahi se
va a ver la frecuencia

Saray: si lo pudiéramos seguir practicando, un ejemplo, hasta que saliéramos
después de bachillerato, pues porque nos ayuda para todo, pues porque los
profesores pueden explicar en general, pero en muchas ocasiones uno no entiende
los temas, en cambio, aqui es mucho mas sencillo pues entender eso

Profesor ¢ Cémo harian para no olvidar lo aprendido?

David: seguirlo trabajando, o sea, ahi si va la frecuencia

Cristian: seguirlo trabajando en casa

David: se trata de constancia, si se tenemos alguna duda pues le preguntamos a
usted

Profesor; bueno muchas gracias muchachos

Cristian: ah gracias a usted profe

David: Gracias profe

Saray: y Silvana: jgracias!

El trabajo desarrollado en la secuencia parece haber favorecido los procesos de
aprendizaje de los estudiantes y también permiti6 que los estudiantes asignaran un
significado a las operaciones algebraicas que se desarrollaron. Adicionalmente, se
atrevieron a realizar conjeturas y formular hipétesis que les permitieron trabajar

eventualmente sin la caja de polinomios.






7.Conclusiones y recomendaciones

7.1 conclusiones

La “caja de polinomios” permitid resolver el problema de investigacion que motivo la
realizacion de este trabajo. La experiencia con el material, el enfoque desde la resolucion
de problemas, los procesos metacognitivos y la documentacion que se realiz6 para
“formalizar” los métodos empleados para la enseianza de las OPPSI, complementaron la
solucion al problema y desembocaron en el paradigma que arroja la investigacion

presentada en este documento.

Si bien este paradigma también debera ser modificado y repensado para favorecer en
mayor medida la ensefianza-aprendizaje del algebra, las observaciones que se haran en
primera instancia estan relacionadas con los aspectos positivos que se encuentran
explicitos e implicitos como resultado de este trabajo (conclusiones), mientras que aquello
gue pueda enriquecer otras dimensiones de la investigacidbn serd mencionado mas

adelante (recomendaciones):

1. Como se sefalo en el capitulo dos, si se tiene en cuenta el desarrollo histérico del
algebra es posible identificar dos caracteristicas principales en su construccion: el
uso del lenguaje simbdlico desde su estructura formal; y el uso de los modelos que
permiti6 a lo largo de la historia dotar de significado y comprender ciertas
estructuras algebraicas. Un proceso que busque favorecer la ensefianza-
aprendizaje del &lgebra, en particular de las OPPSI, debera incluir diferentes
actividades que permitan establecer una relacion entre estas dos caracteristicas
principales.

2. Los modelos o lenguajes empleados a lo largo de la secuencia (concreto, pictorico

y simbdlico), favorecieron los conceptos e ideas relacionadas con las OPPSI. El
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hecho de comunicar los procesos de resolucion de tres formas diferentes les
permitié a los estudiantes comparar y establecer relaciones entre unas y otras. Por
otra parte, tener tres modelos de referencia por los que podian moverse
indistintamente, favorecié sus procesos de pensamiento, independientemente del
estadio de desarrollo cognitivo en el que se encontraran. De esta manera, la
secuencia se adaptoé a los ritmos de trabajo de cada estudiante facilitando la
abstraccion de los conceptos y asignando una interpretacion y un significado, tanto
a las indeterminadas como a las operaciones algebraicas.

El enfoque desde la resolucion de problemas de la secuencia permitié que los
estudiantes se ejercitaran con cada una de las particularizaciones trabajadas, en
los tres lenguajes, teniendo en mente un horizonte claro (proponer los respectivos
algoritmos que les permitieran trabajar sin el material). Los casos particulares
prepararon el terreno para las conjeturas y su posterior verificacion. Esto permitio
la transicion del lenguaje concreto al algebraico, siendo estos los primeros pasos

para formalismos en un nivel mas avanzado.

La formulaciéon de conjeturas permitid la transformacion de los procesos de
aprendizaje de los estudiantes, porque una vez formuladas se pusieron a prueba a
partir de ejemplos particulares, se reflexion6 sobre ellas y fueron analizados desde
una posicion critica por parte de cada estudiante, pares y docente. Lo que dio paso
a su respectiva verificacion y posterior transformacién. Por otro lado, si se desea
gue las conjeturas sean cada vez mas elaboradas y profundas, las dinamicas que
se establezcan en el aula deben estar disefiadas para que los estudiantes alcancen
pequefios logros que favorezcan sus estados emocionales, favoreciendo un
ambiente de seguridad y confianza en el que se les anime a hacer conjeturas cada

vez mas atrevidas.

Debido a su estructura ludica, el uso de la “caja de polinomios” llevé a los
estudiantes a tener una actitud positiva frente al algebra, disminuy6 la carencia de
sentido que aparece cuando los estudiantes empiezan a manipular expresiones
gue contienen letras, asi como las dificultades generadas por los procedimientos
formales cuando los procesos de abstraccion no se han asimilado y redujo también

los estados emocionales irracionales y arbitrarios que se desencadenan hacia la
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misma. Si se piensa en que el objetivo de la clase es favorecer una actitud positiva
hacia el &lgebra, y no el brindar una serie de respuestas concretas a diversos
problemas, emplear las dindmicas de la secuencia pueden ser una opcion que
permitiria crear una atmosfera de confianza para fortalecer los procesos de

ensefianza-aprendizaje del algebra.

6. Si bien “la caja de polinomios” es una excelente herramienta para presentar a los
estudiantes las OPPSI, es en la factorizacién donde se presenta su mayor potencial
y se evidencia con mayor claridad su enfoque ludico. El brindarle al estudiante una
serie de fichas y pedirle que arme un rectangulo a modo de rompecabezas, asi
como el disponer y reorganizar estas fichas de multiples maneras para lograr el

objetivo, sumerge al estudiante en un juego matematico que no le es indiferente.

6. Las dindmicas implementadas en la secuencia permitieron, en primera instancia,
asignarle a la factorizacién de polinomios de grado dos en una indeterminada un
significado geométrico. Posteriormente en se determiné un método a partir de las
particularizaciones desarrolladas en las guias, que permiti6 a los estudiantes
factorizar sin las fichas empleando un algoritmo Unico, Concibiendo la factorizacién

como un proceso general y no como casos aislados que no se relacionan entre si.
7. La implementacién de la caja de polinomios permite trabajar de manera general e

implicita propiedades de los nimeros enteros entre las que se encuentran:

El opuesto aditivo.
La propiedad conmutativa de la suma.

v
v
v La propiedad asociativa de la suma.

v El elemento neutro.

Y de manera explicita propiedades de la multiplicacion como:

v' La propiedad conmutativa.

v La propiedad distributiva de la multiplicacion respecto a la suma.

8. Las dindmicas establecidas en la secuencia bajo el enfoque de la resolucion de

problemas, acompafiadas del uso de la caja de polinomios, permitieron a los
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estudiantes acercarse a resolver con un lenguaje simbdlico algebraico problemas
de aplicacién de una manera completamente natural, demostrando una evolucién
importante en comparacion con los resultados que se presentaron en la prueba de
entrada. Se evidencia en el trabajo de los estudiantes una interpretacion del
concepto de &rea, mayor que la que tenian al inicio en la secuencia, asi como
habilidades para resolver problemas que relacionan la geometria con el algebra,
mostrando avances significativos en la siguiente competencia especifica de MEN:
“calcular areas de poligonos regulares mediante composicién de figuras o
propiedades de la misma” (MEN, 2017).

9. Las dinamicas de la secuencia favorecieron los aspectos memoristicos de los
estudiantes. Por un lado, la caja de polinomios al ser un material concreto y visual
permitié que los estudiantes recordaran con facilidad su funcionamiento; y por otro,
los logros alcanzados en las diferentes actividades realizadas en la secuencia los
llev6 a que evocaran las sensaciones de éxito cosechadas a lo largo de esta,
favoreciendo las acciones y momentos clave para la resolucién de nuevos
problemas. El hecho de que los procesos de aprendizaje no se vieran seriamente
alterados, aun cuando trascurrian largos intervalos de tiempo sin que los
estudiantes asistieran a una sesion de clase, es evidencia de que las dinamicas de
trabajo tuvieron un impacto positivo en la memoria y procesos de aprendizaje de

los estudiantes.

7.2 Recomendaciones

Independientemente de las dinamicas que se trabajen en el aula es necesario tener
siempre presente que la ensefianza-aprendizaje del algebra, se transforman con la
practica. En ningln caso se da como el producto de una sola actividad, ni tampoco surge

de manera espontanea.

Por esta razén, es importante contar con un amplio abanico de recursos que se empleen
con sentido critico, mejorarlos y potenciarlos a través de la experiencia para favorecer cada
vez mas los procesos cognitivos y emocionales de los estudiantes hasta llevarlos a

convertirse en seres autbnomos y conscientes de su aprendizaje.
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De esta manera los resultados destacables de este trabajo no son mas que una
oportunidad para favorecer dichos procesos. En la medida en la que se potencien las
practicas aqui contenidas y se tengan en cuenta los aspectos por mejorar, surgirdn ideas
gue ampliaran el abanico de recursos para la ensefianza-aprendizaje del algebra.

1. Es necesario tener en cuenta que la “caja de polinomios” es un material ludico que
en ningln momento remplaza los formalismos que se trabajan en las operaciones
con polinomios. Su uso tiene fines motivacionales e incluyentes que permiten una
transicibn mas amena al manejo del lenguaje simbdlico. Y sirve como introduccién
al trabajo con polinomios que involucren, por ejemplo, grados mayores a dos,
coeficientes racionales, irracionales y reales, asi como resignificar las operaciones

a su definicion formal.

2. El pensamiento algebraico puede ser alimentado desde edades tempranas,
respetando desde luego el estadio de desarrollo cognitivo en el que se encuentre
el estudiante. Una manera de ir introduciendo a los estudiantes de grados menores
(cuarto, quinto) al uso de la “caja de polinomios” es empleando su equivalente en
aritmética “los bloques aritméticos multibase”. Realizar multiplicaciones de
nameros naturales y nimeros decimales con este material, puede favorecer el
potencial de “la caja de polinomios” en grados superiores de dos maneras:
trabajando relaciones concretas entre la aritmética y la geometria se prepara el
terreno para establecer relaciones entre el algebra y la geometria, y estableciendo
dos lenguajes que conducen al mismo resultado, el concreto y el simbdlico, se
favorecen los estadios de desarrollo cognitivo y las relaciones entre los lenguajes

aritmético, algebraico y pictdérico.

3. El conocimiento de: la matematica pura, de los contextos del algebra escolar, del
conocimiento informal que tengan los estudiantes de la disciplina, los estadios de
desarrollo cognitivo de los estudiantes y el uso de estrategias ludicas, didacticas y
pedagdgicas son insumos necesarios para la construccion de procesos soélidos
desde el primer contacto de los estudiantes con el algebra, se recomienda

entonces:
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a)

b)

Tener un cuidado especial con el uso del lenguaje y el significado de las
letras en las “algebras” que se desarrollan en el contexto escolar, algebra
como aritmética generalizada (letra como generalizadora del modelo
aritmético), algebra como herramienta para la solucion de ecuaciones (letra
como incognita), algebra como estructura (letra como indeterminada) y
algebra funcional (letra como variable funcional) (Socas, Camacho, Palarea,
& Hernandez, 1996).

Determinar mediante pruebas de entrada las nociones que tienen los
estudiantes de los temas que se abordaran en la clase. Realizar un analisis
a fondo de los resultados que arroje la prueba puede ser util de dos
maneras; se pueden diagnosticar dificultades relacionadas con la aritmética
para evitar que se extiendan al algebra, y por otro lado, determinar los
mecanismos informales que emplean los estudiantes para obtener
respuestas a diferentes problemas. Estos Ultimos deben ser puestos
aprueba en clase para identificar sus fortalezas y limitaciones, con el fin de
llevar paulatinamente a los estudiantes a identificar los beneficios que
ofrecen los métodos formales frente a los métodos informales.

Hacer uso de diferentes lenguaje o modelos para la comprension de las
tematicas que requieren de un pensamiento formal. Esto permite que todos
los estudiantes, independientemente del estadio de desarrollo cognitivo en
el que se encuentren, se acerquen de manera mas asertiva al formalismo

de las estructuras algebraicas.

4. Serecomienda que las primeras expresiones algebraicas que maneje el estudiante

(en grado sexto) estén en el contexto del “algebra como aritmética generalizada”
(Socas, Camacho, Palarea, & Hernandez, 1996) el uso de formulas de fisica, area
o “demostraciones” de propiedades de los niumeros enteros como (a + b) + ¢ =
a+ (b +c) mediante casos particulares, puede favorecer la transicion de la
aritmética al “algebra generalizada” y posteriormente a los otros “tipos de algebra”.
Las formulas de fisica pueden ser presentadas mediante experimentos llamativos

enmarcando este trabajo en un ambito interdisciplinar.
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5. Teniendo en cuenta que los aspectos por mejorar que se presentaron al trabajar
con la caja de polinomios estan relacionados con la ubicacion de las fichas en los
cuadrantes, y a la lectura de los lados de la figura segun el eje en el que estén
ubicados. Vale la pena revisar el disefio del plano cartesiano impreso, ya que al ser
en blanco y negro puede no tener el mismo impacto visual en los estudiantes que
el que tendria un plano que le asigne un respectivo color a los ejes y cuadrantes
negativos, y otro color a los ejes y cuadrantes positivos. Utilizando esta sencilla
estrategia es posible que el porcentaje de errores decrezca y asi mismo la
propagacion de estos a la representacién pictorica y por supuesto a la transcripcion
al lenguaje algebraico, favoreciendo la sistematizacion de los resultados obtenidos
y eventualmente la formulacién de los algoritmos.

6. Las transcripciones al lenguaje algebraico requieren especial atencion por parte del
docente, sobre todo cuando se organizan los datos para su sistematizacion. Para
este fin, se recomienda que los estudiantes revisen su trabajo con sus pares, de
esta manera los estudiantes pueden identificar errores basados en la comparacion
y se propician momentos de autorreflexion y reflexion colaborativa para el

aprendizaje.

7. La operacion con la que los estudiantes tuvieron mayores dificultades, incluso con
el uso del material, fue la resta. El hecho de tener que trasladar las fichas de un
cuadrante a otro parece requerir mayor atencion por parte del estudiante. Por lo
gue se recomienda que los procesos que se desarrollan en esta operacion sean
deliberadamente lentos. Estos procesos pueden ser revisados por pares y de ser
necesario por el docente para evitar confusiones y sacar el maximo provecho al
material. Una serie de particularizaciones que vaya en aumento tanto en cantidad

como en dificultad puede favorecer la compresion de los procesos de la resta.

8. La construccion del material puede guardar diferentes proporciones en relacién con
cada estudiante, es decir se pueden construir diferentes “paquetes” de fichas cada
uno con medidas diferentes para fortalecer la idea de indeterminada. Esta pequefia
variante en el material puede causar interrogantes interesantes en los estudiantes,
como, por ejemplo: ¢Por qué mis fichas son mas pequefias que las de mi
compariero? A lo que se puede contra preguntar ¢el tamafio de las fichas influye

en los resultados finales? Por otro lado, el material tal y como sefialan Soto,
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Mosquera y Gomez (Soto, Mosquera, & Gémez, 2005) se puede trabajar en dos

indeterminadas x?2,y? y xy tal y como muestra la ilustracion 188.

llustracion 7-1 la caja de polinomios para dos indeterminadas

Este material puede ser utilizado con los estudiantes que presenten dificultades al
tratar de extender el trabajo desarrollado con polinomios de una indeterminada a
ejercicios o problemas con dos indeterminadas.

Teniendo en cuenta que el mayor potencial ludico de la caja de polinomios se
encuentra en la factorizacion Actividades con enfoque “competitivo” donde se
‘recompense” aquellos estudiantes que con ciertas fichas armen determinado
rectangulo en el menor tiempo posible, primero contra sus pares y luego en una
competencia contra reloj. O competencias en las que el estudiante determine si,
dada una expresion algebraica, y utilizando su equivalente en fichas con la caja de
polinomios, es posible construir un rectangulo, pueden utilizarse como excusa para
formular conjeturas relacionadas con los criterios de factorizacion y/o la deduccién

del “encuadre minimo”.



A.Anexo: Autorizacion de Padres de familia

para la divulgacion de resultados

(® MINEDUCACION € a%ﬁ;%ﬂﬂg

DOCUMENTO DE AUTORIZACION DE USO DE IMAGEN SOBRE FOTOGRAF[AS Y ‘F‘IJA‘CIONlES
AUDIOVISUALES (VIDEOS) PARA USO PUBLICO

(Para gue los estudiantes que aparecen en el video, lo entrequen al docente)

Atendiendo al ejercicio de la Patria Potestad, establecido en el Codigo Civil Colombiano en su articulo 288, el articulo

24 del Decreto 2820 de 1974 y la Ley de Infancia y Adolescencia, el

colegio solicita la autorizacion escrita del padre/madre
de familia o acudiente del (la) estudiante , identificado(a) con tarjeta de
identidad ndmero , alumno de la Institucion
Educativa para que aparezca ante la cAmara, en una videograbacién con

fines pedagdgicos que se realizara en las instalaciones del colegio mencionado.
El propésito del video es evidenciar el desarrollo de la Experiencia Significativa con uso pedagdgico de las Tecnologias
de la Informacion y las Comunicaciones - TIC denominada

en la ensefianza/aprendizaje de

, el cual sera aportado como soporte a la postulacién en la convocatoria

ICT Training for Colombian Teachers 2016 que adelanta el Ministerio de Educacion Nacional y quedard como
documentacion de la propuesta; asi mismo el video sera objeto de evaluacion como parte de los requisitos de la
convocatoria y podré ser publicado en las plataformas del Portal Educativo Colombia Aprende y Redmaestros, asi como
podra ser utilizado con fines demostrativos ante otros docentes. Sus fines son netamente pedagdgicos, sin lucro y en

ningiin momento sera utilizado para objetivos distintos.

Autorizo,

Nombre del padre/madre de familia o acudiente Cédula de ciudadania
Nombre del estudiante Tarjeta de Identidad
Fecha:___ / /

Calle 43 No. 57 - 14 Centro Administrativo Nacional, CAN, Bogoté, D.C.
PBX: +57 (1) 222 2800 - Fax 222 4953
www.mineducacion.gov.co - atencionalciudadano@mineducacion.gov.co
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B.Anexo: Guias y material empleado en la

secuencia

Teniendo en cuenta que el material empleado es demasiado extenso como para incluirse

en este trabajo, se decidi6 presentarlo a través del siguiente enlace.

https://www.dropbox.com/sh/1ys35e4ifo3wbo5/AAAYURM|Tb4N4L41NGPpoglQa?dI=0

En este enlace se pueden obtener: las guias, los talleres y las evaluaciones empleadas
durante toda la secuencia didactica.


https://www.dropbox.com/sh/1ys35e4ifo3wbo5/AAAyuRMjTb4N4L41NGPpoglQa?dl=0
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