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INRODUCCIÓN 

Con el presente trabajo se pretende hacer una presentación de los temas relacionados con la 
integral doble ,1a integral triple , la integral de linea, la integral de superficie y sus aplicaciones en 
una forma clara y sencilla 

Estos conceptos están ilustrados con una variedad de ejercicios totalmente desarrollados para poder 
que el lector entienda con gran facilidad los conceptos tratados y pueda aplicarlos para solucionar 
problemas prácticos en sus respectivas áreas 



Antes de empezar a tratar las integrales múltiples , recordaremos la definición de J f(x) dx , siendo 
a 

f(x) una función continua en el intervalo cerrado [a,b] y para ello miraremos algunos conceptos 
previos. 

Partición de un intervalo cerrado [a,b\ 

Una partición de un intervalo cerrado [a, b] ,es un subconjunto finito de puntos de [a,b] ,que 
contiene los puntos a y b con algunas características , por ejemplo los conjuntos siguientes 
{0,1 >,{0,1/2,1 >,{0,1/4,2/4,3/4,1 >, {0,1/5,2/5,3/5,4/5,1 },{0,1/4,3/4,1} son todas particiones 
del intervalo cerrado [0,1 ] ,pero {0,3/4,2/4,1} no es una partición del intervalo [0,1 ], es decir 
,diremos que P={jco,jci,jc2, .. Jc„}es partición de mi intervalo cerrado [a,6] si 
a " xo < x-[ < X2 < ... < x„ " b y que la partición divide a [a,b~\ en un número finito de intervalos 

,conlongitudes Axi,Ax2,A*3,".Ax„ (fig 1) 

AX2 llk , áXác AXa 
a I 1— I 3 i b ^ - i b 

*0 *L «2 *Í Xi X^ x̂  

figura 1 

Definición de f f(x) dx,siendo f(x) una función continua en un intervalo 
a 

cerrado [a,b\ 

El propòsito es calcular el àrea de la región encerrada por las curvas y=f(x) > 0 , x-=a , x—b y el eje 
x(fig2) 

y para ello consideremos una partición P-{jco,*i,Jt2,.. Je„} de [a,¿] y tomaremos la longitud de 
cada intervalo igual, es decir, Ax* = -¿=2-, k-1,2 ...,n y calcularemos el àrea del rectángulo n 
Ak = f{tk)Axk para h -= ( fig 3) y formamos , que es la suma de las áreas de 

cada rectángulo,el cual va a ser una aproximación del àrea A. 
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Xx-l Xi 
figura 3 

Para obtener el área A ^haremos muchas más particiones ,de tal forma que los rectángulos queden K 
bien pequeños de base ,y esto se logra haciendo tender n a infinito,es decir, Area =lim 
b b 
| f(x) dx, siendo t* cualquier punto en y esta expresión es la que define la j fípc)cbc ,si el 
a a 
limite existe,en otras palabras , 

» b 
Area =Hm £/(/*)Ax k « ¡f(x)dc si fíx) >0 

Ejemplo 1 . Calcular el área de la región limitada por y=2x+l, x=0, x=»3 y el eje x (fig 4) 

f i g u r a 4 

Solución. Sea P={xo,jci,jc2, ..-*„} una partición de [0,3] con ,Xo = 0, Xi = J-
3*3 „ 4*3 *2 2*3 ,*3 -, X4 ,...,^-1 = (k - 1)4, x¿ = asi si tit-xt-i entonces 

Area-jim^)Axt.hmEAi(^ -fesE(2 * *(*- 1)+ 1)1 i™ £(!(*- 1)+ 1)1 
* - l A-l * - l 

- f e s ¿ ( ^ - 4 + - 4 + o - S s í C C ^ • - ¿ i Aj-i ¿-i *-i 
=lim¡ 4 y ¿ - 4 V l + ¡ V l ; =lim¡"4 * - 4 * «+ 2 * « ;=9-0+3=12 luego «-•<»•, „2 ' -2 I " I rl-^a-. „1 2 -2 " ° n b-1 * J 

« 3 
Area =lim = J (2x + 1) dx =12. 

*"*" o 
4 

Ejemplo 2. calcular j 10 dx (Area encerrada por las curvas y = 10 , x—1, x=4 y el eje x) 



Soludón.SeaP-{x0,*i,*2, ••-*«} una partición de [-1,4] con 4 1 ) j-J- >Xo—1, Xi—1+|-, 
1 + X 3 — x v — 1 + 1 + ( k - 1)|-, Xjt—1 + y asi si tomamos 

t*-x* entonces J 10 dx - f o t fj{h)txk-hm f j { - 1 + - H m ¿ 10 * - h m ^ ¿ l 
k-1 b-\ fe-1 b-1 

«lim * n «50 luego »-OS " ° 

« 4 
Area -Hm Yfitk)Áxk - J 10dx~ 50. 

-t 
b 

Ejemplo Calcular J x2 dx (Area encerrada por las curvas f(x>-x2, x - a , x -b y el eje x) 
a 

Solucion: Se particiona el intervalo [a, A] en n subintervalos de igual longitud hxk «= k — 
1,2, n y asi 
Jto a 
xi - a + ájci - a + (^=2-) 
x2 - a + 2A*1 - a + 2 C-fcsi ; 

x* - a + a + k ( ~ ) 

x„ « a + nAxi - a + ) - A 

Si tomamos « xk « a -t- £( -ta. > y como f(x) x2 entonces /{t^—fip + ~ v > 

- f « + > >2-*2 + ^ P 1 + y asi 
« 

» fes í w * * * - fes ^ t í « 2
+ w 

fesR-+ _ 

L _ 

fen|(A-dya2 + (A-o ) 2 } + ( 4 + 4 + 7 ) ~ ^ + ^ y ^ 2 « + í t T " m 

( A - a ) [ a 2 + o 6 - a 2 + 4 - i f + + ^ + - 4 hiego 

} X 2 d e - 4 - 4 
<j 

b 
Así como la definición de J / (x) fue motivada para hallar el area de una región, la integral doble 

a 
, la motivaremos , hallando el volumen del sólido S limitado por las gráficas de las superficies z-f 
(x, .y)>0, x-a, x-b; y»c, y-d, z«0 y su tratamiento es muy similar 

Sea /(jc,_y) una función continua en Q- [a, A] x [c,d] 
y Py - {x0ixi,X2 ,•*»} una partición de [a,A] y P2 - {yo,yu ,ym} una partición de [c,d]. 
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Una partición de Q , es un subconjunto de la forma P=Pi XP2 
"{(xi:^íj)/xi e Pi,y/ e P 2 , 0<i<n, 0<j<m} y descompone a Q en nm rectángulos que no se solapan 
MJ- {(x,y)/ x^<x<x,, y^x<y<yj} (fig5). 

y sea (tj,Sj) un punto cualquiera en Rij y formemos f(t,Sj) Ax, Ayj el volumen del prisma (fig 6) 

f i g u r a j 

^ a s i L £ f(t, ,Sj) Ax¡ Ayj es el volumen aproximado y si hacemos bien pequeños los prismas , 
J-1 ¡-1 

haciendo tender n a infinito y m a infinito obtenemos el volumen exacto , es decir, 

>1 i-l 
y si este limite existe ,representa el valor de la integral doble ,es decir, 

V(s) - hmhm± ± flfc ,Sj ) Ax, Ayj = \\Ax,y)dxdy 
>1 M Q 

Las propiedades de las integrales dobles son muy análogas a las de una variable,es decir,si a ,p e R 
y si f(x,y) , g(x,y) son continuas en una región Q cerrada y acotada en el plano entonces 

1. fJ(aftx,y) ± Pg(x,y))dKdy - a ¡¡J{x,y)dxdy ± p ¡¡ g(x,y)dxdy 
Q Q Q 
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2. Si f(x,y) > g(jyO en Q entonces JjJ{x,y)dxdy > \\&x,y)dxdy 
Q Q 

3.Si Q se descompone en Q\,Qz,Qz, ...<2„,que no se solapen entonces 

JJAx,y)dxdy - JJAx,y)dxdy + JJ/(jc,y)dxdy + JJAx,y)dxdy + .... + J J f & y ) d x d y 
Q Q\ Qi Qi Qn 

Ejemplo 1. Calcular el volumen del sólido limitado por las superficies 
flx,y)-105 f(x,y>=0 , x-3, x - 6 , y-4, y y=6 (fig 7) 

y 

f i g u r a 7 

Solución. Sea Pi—{xo,*i»*2>.. jc*} una partición de [3,6] con AXi—^jr*'^- ,1< / <n, xo=3 , 

Xi-3+1, *2=3 + X3-3+1^-,X4 - 3+ - 3 + ( i - 1)4, 

Xi = 3 + ¿g-,...JC„ - 3 + ^ - 6 y P 2 - {yo^i, ,^m>una partición de 

[4,6] co« A = | - \<j < m, y0 - 4 , y , - 4 + 1 , - 4 + , y 3 - 4 + ^ , 

y4 - 4 + ^ , . . . , ^ , - 4 + 0 - 1 ) 1 , yj = 4+ 2¡L,....ym - 4 + ^ - 6 y 

íea (ti.Sj) •= ( 3 + -f- , 4 + } = (Jt¡,_y/), pero puede ser cualquiera punto en Rij y asi 

± ± % t t j j ) A x ¡ A y j ~ £ ¿ 1 0 . i . 1 - ¿ 1 = 60 
>*1 ¿=1 y-1 i-1 ./-l 1-1 m m 
ya que V 1 - ^(J + 1) - j »=m+l-l=m ,aplicando la propiedad telescópica de las sumas finitas . 

>i >i a 
En forma análoga ^ 1 =• n luego 

V<") " f e fe £ E ^ > ** A» -Km bn £ ¿ £.-Bm üm 60 -60-JJ10 ̂  = 
>•1 í-l >-1 J-l Q 

1 0 ( 6 - 3 ) 6 - 4 ) 

Ejemplo 2.Calcular si Q=((jc,jv) /O < jc < 3, 0 < 3> , 
Q 
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A*,y) - < 
1 si O < x < 3 O < < 1 
2 si O < x < 3 1 < y < 2 ( % 8 ) 
3 si O < x < 3 2 < jy < 3 

f i g u r a $ 

flx,y) es una función seccionalmentecontinua en Q ,luego es integrable en Q y 

\\Ax,y)dxdy - \\Ax,y)dxdy+ ¡¡Ax,y)cbcdy + \\Ax,y)dxdy - \\\dxdy + \\2dxdy + \\lc(xdy 
Q Q\ Qi Q-i Qi Qi Q-3 

-1 .3 - 1+2-3 • 1 +3.3 • 1 =3+6+9 -18 si Qi - {(x,y)/0 < x < 3,0 < y < 1> 

,Q2 - {(x,_y)/0 < x < 3,1 < y < 2> ,Q3 - {(x,y)f0 < x < 3 , 2 < _ y < 3 > . Recuerde que una 
función seccionalmente continua en un intevalo cerrado es integrable 

Ejemplo 3.Calcular \\(y + 2x)dxdy si Q-[l ,3] x [3,5] 
Q 

Solución Sea Pi-{Xo,Xi,X2,..jc«} una partición de [1,2] con Ax¿=-^i - -i i < n ,x o =-1 
x2 - 1 + J-, x3-1+4-,x4 - 1 + 4,...,Xi_i = 1 + (i- 1 ) | , x , - l + i , . . . .x„-l + i - 2 y 

P2 - {yo,.Vi, ,>•«> una partición de [3,5] con Áyj-^--^ \<j < m, y 0-3 , yi=3+|-, 

-sea (tiSj) = (x¡,yj) — ¡.1 + i ,3 + £ } pero puede ser cualquiera punto en Rij y 

fi{t,Sj) - / ? ; 1 + * ,3 + t } - 3 + f + 2(1 + ± > 3 + l + 2+ l - ( 5 + M. + A) y 

£ £ flfc ,s7 ) Ax, Ayj - E E ( 5 + # + ¿ " 4 • + 4 • 
y-1 j-1 j-X ¿-1 /-I 

- i • £ + 0»+ 1)) = i • l ( 5 n m + ^ ü +m(n+l)) -
>1 

• -|-(5mn+n(m+l)+m(n+l) ) y asi w n 
JíS, fes £ £ flfc ) * * 4 » - ^ s , + "(w + 1) + + 1)) 4- . £ - ( 5 + 1 + 1)2-14 luego 

J-1 i-1 
JJ(y+2x)¿fcrfy«=14 
0 

Ahora tomemos Jf/)-(*i-iO'y) 1 + ,3 + ^ } otro punto en Ry y mostremos que el resultado 
no varia 
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f(M,)=/Ú + ¿L , 3 + f }=3 + f + 2(1 + ¿=L ) - 3 +I + 2 + 4 - H 5 + 1 + I - I ) Y 

m n m n 
£ Z M ) Ax, A_y, = + I - + 1 " • 
>1 ¡=i >i ¡=i 

« . . « 

I • # + i • ( ^ } - 2 • # + 1) - 2 }= 

1 . I- (*5nm + + m{n + 1) - 2m}-^(5mn+n(m+1 >+m(m + l)-2m) y asi 

» ! n 
fe" fes E E f f t >s./ ) Ax, Ay, - fon H m ( ¿ ( 5 m « + «(/n + 1) + + 1) - 2/w) >-2(5+1+1-0)-14 y j- i ¡-i 
asi 

\\(y+2x)dxdy = \A. 
Q 

b 
Asi como J f(x) dx puede representar una àrea si f(x) > 0 , un espacio si f(x) representa velocidad 

a 
o una masa , si f(x) representa una densidad , asi también la integral doble puede representar un 
volumen ,una masa etc. 

Afrontemos ahora con formalidad el problema de evaluar la ^f(x,y)dxdy , si f(x,y) es una función 
Q 

continua en Q y para ello consideremos los siguientes tipos de regiones. 

1. Q un rectángulo de la forma Q - [a, è] x [c,d] 

2- Q = {(*,.y)/ a<x<b,g{x)<y< h(x)} 

3- Q - '{(x,y)/ c < y <d\ q(y) <x< /(y)} 
Caso 1 

l . S i f ( x , y ) es una función continua en Q=[<3,6] x [c,d] entonces 

b f d \ d f b 
J J f ( x , y ) x d y = } ; \f(x,y)dy )dx = J ; \f(x,y) dx \dy. 

Para calcular J j \f(x,y)dy )dx, primero se calcula ^f(x,y)dy considerando a x como constante 
a c c 

d b 
y asi se obtiene que ^f(x,y)dy =A(x) (Es una función en x) y luego se calcula [ A(x)dx . 

C . a 
d : b \ b 

En forma anàloga para calcular J j \f(x,y) dx )dy, se calcula primero j/(x,>>) dx considerando 
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a y como constante, para obtener J / fox) m B(y) y luego se calcula jB(y)dy. 
a e 

Ejemplo 1 .Calcular | | (4 -x2-y)dxdy s iQ-[0 , l ]x [0,2] 
Q 

1 2 2 1 
Solución (4 - x2 - y)dxdy - | | (4 - *2 - y)dydx-¡ J (4-jc2 - y)cbcáy. 

Q 0 0 0 0 
1 2 1 1 

a. | | (4 - x2 - y)dydx-\ (4y - x2y - ¿ ) ¿ - 2 x 2 - 2 )dx 
^ o o o o 

- f í 6 - 2x2 )dx~[6x - ) - 6 - 1-1$-. ¡' ' - 3 3 3 

b.) | (4 - x2 - y)dxdy —j (4x - -y ~ yx)ody - j (4 - \-y)dy*\ —y )dy -
0 0 o o o 

yasi 
1 2 2 1 

||(4-*2-.y>fcrfv~| - f . 
Q 0 0 0 0 

Ejemplo 2.Calcular J | ^ d x d y si Q-[1 ,2] x [0,3] 
Q 

2 3 3 2 
Solución ^e^dxdy = | | ex+> dydx<~\ J e*^ dxdy. 

Q 1 0 0 1 

2 3 2 2 a. | | e 1^ - f (e**»)ldx - |(e*+3 -zx)dx -(e*+3 -e*)f - ( e 5 - e 2 ) - (e4 - e 
l o i i 

e5 - e 4 - e 2 +61 

3 2 3 3 
A. | | e** dxdy - | ( e ^ ) H ' - | ( e 2 ^ - e^)dy-(e2^ - e 1^}¡ =(e5 - e4 ) - (e 

0 1 o o 
e5 -e 4 - e 2 +eJ. 

luego | | - e 5 -e 4 - e 2 +eJ. 
Q 

Ejemplo 3.Calcular JJ [ f ][y] dxdy si Q-[0,4] x [0,2] (fig 9) 
¡2 
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< 0 , 2 ) 

< 0 , ±ì 

( 2 , 4 ) 

0. J.- O 
il* à 

0.« = 0 X. 1* = 0 

figura 9 

<4 , 2 ] 

( 4 , X ) 

( 2 , O) •> 

O si O < | < 1 O < * < 2 

Solución [ f ].—< 

M = < 

1 < Y < 2 2 < jc < 4 1 si 

2 si 2 < 4 < 3 4 < x < 6 

0 si O <y < 1 
1 si 1 <y < 2 
2 si 2 < _y < 3 

luegoJJ[y — JJO • Qdxdy-'r jj 1 • Odxdy-+ JJO • \dxdy + JJ1 . 1 dxdy ~ \\dxdy 

24 Q
 2 2 ' Q 2 23 e" 124 

» J \dxdy - J (*)4
2 ¿y =J 2¿fy -(2y)? =4-2 -2 . 

12 1 1 

Caso 2.Cuando la región de integración es de la forma 

Q - a<x<b, g(x)<y< h(x)} fig 10 

y í = M * ) 

figuralo 

4 A(x) A(x) 
La integral J J / ^ j y ) * ^ - j j flx,y)dydx y ésta se calcula integrando J j{x,y)dy considerando a 

Q « g(x) g(x) 
x como una constante y luego integrando el resultado con respecto a x entre a y b. 

Ejemplo 1. Calcular |J(je2 + y2 + 1) áxdy si Q es la región limitada por el gráfico de y«2-2x , x=0 , 
Q 

9 



y-o . ( f ig i i ) 

figura 11 

y = 2 - 2 * 

11. •) 

1 2 - 2 x 

Solución . JJ(x2 + y2 + 1 )dxdy - J | (x2+y2 + 1 )dydx -
0 0 1 

J ( x2y + ¿ + y f 2xdx-J; x2(2 - 2x) + 
0 ' 0 0" 1 •J 0 

1 (2-2*)3 
+ (2 - 2x) )dx 

" j i 2 x 2 - 2x3 + ( 8 - 2 4 x ^ ^ - 8 x 3 \ + 2 _ + l ( k 2 - lQx + }¿fc J1 6 

Ejemplo 2. Calcular JJ jcefoc<c?v si Q es la región limitada por el gráfico de las curvas x+y=4 ,y los 
G 

ejes coordenados (fig 12) 

(O, 4 ) 

(4 , O) 
figura 12 

4 4-x 
Solución . jjxdxdy -=| J xdydx 

o o 
32 
3 " 

jemplo 3. Calcular jjxy cbcdy si Q es la región limitada por el gráfico de las curvas y=*x2,y=8-x2 

Q 
fig 13 
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figura 13 

2 8 - x 2 

Solución .JJjcy dxdy = J [ xdydx — 0. 
Q -2 

Ejemplo 4. Calcular |J(jc + y) dxdy si Q es la región limitada por el gráfico de las curvas y-|x| , 
Q 

y-4 fig 14 
I 

( - 4 , 4 ) (4,4) 

figura 14 

4 y 0 4 4 4 
Solución •{}(•* + y) àxdy « J J (x + y)dxdy 128 

3 J \(x + y)dydx+ \\(x+y)dydx. 
Q o-y -4 -x 0 x 

Ejemplo 5. Calcular jj_y dxdy si Q es la región limitada por el gráfico de las curvas y2 - 4-x, 
Q 

y2 - 4-4x (figl5) 

11 



figira 13 

Solución. jjydxdy 
Q 

1 1 J¡Fx 4 JK=x 

ydydx + j J ydydx+j j ydydx^0. 

Ejemplo 6. Calcular | | | c o s ( j c + y) | dxdy (| | )Valor absoluto. 
Q 

Q-[0 ,*]x[0 ,*] (fig 16) 

\ 

¡ S i l \ 

' \ 

• i V.- - ' -v', : •• ÍV . :: 

w i p i í 

\ 

I f l M I 

¡ g i l « 

figura 16 x+r»i rr 
t 

(Jt, *) 

x+ j= 3 lt/2 

COSJC < 
COSX SI 

-cosx si 

eos* si 

o <x < f 
JL < x < ^ 
2 2 

3* < * < J>* 
2 - ~ 2 

|cos(jc+y)| 

cos(jc+y) si 0 < 

-cos(x + _y) si 

cos(r+y) si -y-

< x+y < 2 

f < *+y < ^ 
x+y < 

1 2 



T f * 3 K * 2 
asi |J|cos(x + y) | dxdy - J J cos(jt+y) dydx + 1 J - cos(jw-y) dydx + J J - cos(*+y) • 

Q o o 
X X 

| cos(x+y) dydx-2it. 
f*-* 

Ejemplo 7. Calcular JJ|(x - >>)| dxdy Q- [ -1 ,1 ] x [0,2] (fig 17) 
Q 

(-1, 2) í l , 2) 

f i g w a 1? 

X — V si X V 
Solución . |(x->)¡ - ! luego 

0 2 1 i 12 
jj\(x-y)\dxdy- ¡ - x) dydx+¡¡(x-y) dydx+¡ ¡(y-x) dydx-f 
Q - 1 0 0 0 0 x 

Caso 3 . 0 - {{x,y)l c <y <d, q(y)<x< /(y)} (fig 18 ). 

figura 18 

En éste caso la integral se calcula asi: 
d l(y) Ky) 

jj/(x,y)xdy - j J J{x,y)dxdy y ésta se calcula integrando J f(x,y)dx considerando a y como 
Q c q(y) q(y) 

constante y luego integrando el resultado con respecto a y entre c y d. 

Ejemplo 1. Calcular f J J9~y2 dxdy si Q ~{(x,y)/ x2+y2 < 9} (fig 19) 
e 

1 3 



figura 19 

3 . . , 3 

J í - [- ) ?dy- 2 j (9 - y2 )dy =2 i 9y - ¿ } -
2[(27 - -y- ) - (—27 + -y- )] = 72 

Ejemplo 2. Calcular JJ(jc + y) dxdy si Q es la región limitada por el gráfico del a curvas 
e 

y=x,x-t-y=2,x~0(fig20) 

y 

i l 
figura 21 

21-y 
Solución. + dxdy = J J (jc + _y) dxdy + J J (x-t-yjdxdy « ± 

Q 00 1 0 

Ejemplo 3. Calcular JJx dxdy si Q es la región limitada por el gráfico de las curvas y»2-
Q 

fig 21 

14 



figura 19 

i j? 2 Ĵ y 
Solución, ^xdxdy** J J x dxdy-i- J J xdxdy = 0. 

Q 0-jy \-J2Py 

En algunas oportunidades se puede calcular la integral j j f ( x , y p c d y por el caso 2 ó por el caso 3 . 
Q 

pero en otras se puede calcular solamente por uno de los dos casos como se ilustrará con los 
ejemplos siguientes: 

Ejemplo 1 . Calcular JJjc dxdy si Q es la región limitada por el gráfico de las curvas y - 0 , x+y-2 
Q 

y-x fig 22 

figura 2 2 

Solución. 
Para hallar el punto (1,1) iguale x+y-2 con y-x y asi i * 

dxdy = J | x dydx + j j xdydx - J J x dxdy - 1. 
o o 

2 2-i \2-y 

1 0 0 y 

Ejemplo 2 . Calcular jjy dxdy si Q es la región limitada por el gráfico de las curvas y2 - 4x, 
Q 

y-2x-4 fig 23 

15 



r f . 4 x 

S mi 
Mm; ZfgW 

MÉM 
te 
» 

Solución. Los puntos (4,4) , (1,-2) se hallan igualando las curvas ;despeje x de y=2x-4 y 
reemplácelo en y2 - 4x y solucione esta ecuación de segundo grado en y y asi y 4 ,y«-2. 

1 4 M 4 *T 
f \ y d x d y * - \ J y¿fydx+ ¡ ¡ ydydx - j J ydxdy - 9. 
Q O-Ai 1 21-4 - 2 ¿ 

4 

Ejemplo 3 . Calcular JJ dxdy si Q es la región limitada por el gráfico de las curvas x—2 ,y—2 ,y=x 
Q 

,y-0 fig 24 

<2, 2» 

figura 24 

0 2 2 2 2 y 
Solución. }| dxdy - 11 dydx + jjdydx = J | dxdy - 6. 

Q -2 0 0 x 0-2 

Ejemplo 4 . Calcular | | 3xdxdy si Q es la región limitada por el gráfico de las curvas y=x2,y-4 fig 
Q 

25 

16 



(2, 4) 

figura 25 

A J? 2 4 
Solución. | | 3yjstxdy - | f 3xdxdy = J J 3xdydx - 0. 

Q o-jp -2X2 

Ejemplo 5 . Calcular J j dxdy si Q es la región limitada por el gráfico de las curvas y-x2
5y-2x+3 

Q 
fig 26 

C-i, i ) 

C3, S) 

f i g u r a 26 

Solución. Para hallar los puntos de intersección (-1,1).,(3,9) iguale las curvas y 
i jy s j? 

\\ dxdy ~\\x2 dxdyJ dxdy-f ¡ J dxdy = f-. 
o-jy i t i 

2 

Ejemplo 6 . Calcular JJjc2 dxdy si Q es la región limitada por el gráfico de las 
Q 

curvasx-y2^—2y2+3 fig27 

17 



U , i ) 

(1, -1) 

figura 27 

1 3-2>¿ i JX 3 J W 
"Solución. \\x2dxdy-[ J x2dxdy ~ ¡ ¡ x2 dydx + J J x2dydx - m. 

Q "I y* 0-JX 

Ejemplo 6 . Calcular JJ dxdy si Q es la región limitada por el gráfico de las curvas y - x , y-x-4 
Q 

,y-0 ,y=»2 fig 27a 
* 

y=2 

(2, B) i*? •) 
figura 27 a 

24+y 2x 4 2 € 2 
Solución. ^dxdy°\ J dxdy - j ¡ dydx + j jdyribc-t f J dydx - 8 

Q 0 y 0 0 2 0 41-4 

Ejemplo 7 . Calcular jj-xy dxdy si Q es la región limitada por el gráfico de las curvas x2 +(y-2)2=4 
<2 

> y=4 , y"—-fig 2 8 

1 8 



(2, 0) 

f i g u r a 28 

x 

4 4 2 2-J4-X2 2 4 4 

Solución, ^xydxdy = j J xydydx + j J xy dydx + J J xydydx - f j xydxdy = 3 2 . 

Ejemplo 8 . Calcular |J sin(y3 ) dydx si Q es la región limitada por el gráfico de las curvas y-y/x , 
Q 

x«=0,y=2 fig30 

<0, 2) ¥» 2 
(4, 2) 

figura 30 

4 2 
Solución. |Jsin(y3 ) dydx =J J sin(y3)¿/yrfx: (Difícil de solucionar)« 

Q Ojz 
2 y2 2 2 8 
J }s in(y 2 )dxdy~ J s in (y 3 ) ( j c )^^i J 3y 2 s in(> 3 ) í^ i | sinu¿¿^=|(l - cos8) 
0 0 o o o 

Ejemplo 9 . Calcular JJ e^ dydx si Q es la región limitada por el gráfico de las curvas y= , y=2 
Q 

,x=0,fig31 
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figura 31 

4 2 22y 2 
Solución. | | e^ dydx*»| | e^ dydx (Difícil de solucionar)«} J e^dxdy - | é^lydy - eA - 1. 

e o¿ oo o 

Ejemplo 10 . Calcular JJjycos^x5 ) dydx , si Q es la región limitada por el gráfico de las curvas 
Q 

x - J y , y =0 , x—2 , fig32 

figura 32 

4 2 
Solución. ||jvcos(jc5 ) dydx-| | _ycos(x5 )dxdy (Difícil)-

Q o J¡> 
2x2 2 

| J.ycos(x5 )dydx-J ^ cos(x5 ) d x - - ^ . 
0 0 o 

Ejemplo 12 . Calcular | | dxdy si Q es la región limitada por el gráfico de las curvas y-x3 -4x y el 
Q 

eje x fig 33 

2 0 



Solución, y-x3 -4x=x(x-2)(x+2) ,entonces los puntos de intersección de la curva con el eje x son 
(-2,0),(0,0), (2,0), luego 

0 ¡rMx 2 0 
jj dxdy = J| dxdy + JJ dxdy = f J dydx+J J dydx= 8 El otro caso es difícil, pues hay que de 
Q Qi Qi -2 ° ox3_4X 

y—x3 -4x despejar x 

Ejercicios. 

AMostrar que 

2 4 2 1 
l.J J xe^dydx - l e 1 6 - 1 . 2. J } - e - 1. 

0 r2 0 1 1 x 
1 2 

2 

3. | | cosx2dxdy = -i sin4 
0 2y 

1 1 
5.J l e -

Oj» 
2 8-x2 4 U? 8 J&? 

6.J } Sydydx — 256 = | f 3 y ¿ f e r f v + J J 3y¿ferfy 
- 2 T 2 

2 3-y 1 2x 3 3-x c 1 ¿J* 3 J-A 
7. j J - J j 3xdydx+\ \ 3xdydx - 12. 

0 ¿ 0 0 1 0 
2 

1 x 2 2-i 1 2-y 
8. J J 3dydx + J J 3dydx - J J 3 d x d y - 3 . 

0 0 1 0 0 y 
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l i J 3 T " 1 3-2y 
9.. J J xe^dydx-t | J x&dydx = J J x&dxdy = ~e-\5 

0 0 1 0 0 jp 
1 X2 1 1 

10. JJl<> — JC2 >| = J | (x2-y)dydx+ J J (y-x2)dydx = si Q= [-1,1] x [-1,-1] 
e -i -i -i x2 

1 1 -y \2-y 1 2 2 2->> 2 
11. \\[x+y]dxdy~ J J Odxdy+\ J 1 dxdy+\ J 2 dxdy + J J 1 dxdy+j J 2 dxdy 

Q 0 0 O 1-^ 0 2-y 1 0 1 2-y 
2 2 

| 3 dxdy-6 si Q= [0,2] x [0,2] y [x + / j - parte entera de x+y 
1 3-y 

12. J| dxdy = nab si Q es la región limitada por el gráfico de + ¿ = 1. 
G 

Integrales triples. 

Las Integrales triples se definen de manera análoga a las Integrales dobles .El cambio de orden de 
integración en una integral triple es más complicado . 

La integral JJ/fey) dxdy se calculó sobre una región cerrada y acotada del plano xy. En forma 
G 

análoga la integral triple JJ^f{x,y,z)dzdydx se calcula sobre una región S ,sólida , cerrada y 
s 

acotada del espacio R3 

Si fix,y,z) es una función definida en S, entonces la integral triple de f(x,yrz) sobre S se define por : 

m n p 
f f f f {x ,y , z ) dzdydx=\im lim lim V V V/(jc, ) Az¿ A*, ty, siempre y cuando este limite 
J J J oo jp—»00 »y 5 j-1 í-1 /t-1 
exista 
Al igual que en las integrales dobles ,el cálculo de integrales triples ,usando la definición es 
compleja y por ello buscaremos mecanismos más prácticos 

Propiedades. 

1.1}} (a f(x,y,z) ± p g(x,y¿))dzdydx>= 
s 

a | |{ f(x,y,z) dzdydx ± p | | | g(x,y,z)dzdydx. a,p e 7?. 
s s 

2. Si f(x,y,z) >g(x,y,z) en S entonces }}} f(x,y,z) dzdydx > }}} g(x,y¿yizdydx. 
s s 

3. }}| f(x,y,z) ¿ f e ^ « I}} f(x,y,z) dzdydx + fJJ f(x,y,z) dzdydx + .... + JJJ f(x,y,z) 
S S1 

si S-USj (no se solapan) 
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TIPOS D E REGIONES 

1. Integración sobre un paralelipipedo. 

Si f(x,y,z) es continua en S-[a,£] x [e,¿fj x [m,n] Ja integral triple 

f(x,y,z) dzdydx se puede calcular asi : 
s 

b d n d b n 
JIJ fix,y,z) dzdydx - j J J f(x,y,z) dzdxdy - j | J f(x,y,z) dzdxdy o en cualquier orden dxdydz 

S a c m c a tn 
dxdzdy dydzdx dydzdx con el necesario ajuste en los limites de integración. 

4 d n 
La integral | j J f(x,y,z) dzdxdy se calcula, primero integrando 

a c m 
n 
J f(x,y,z) dz^nanteniendo fijos a x y a y. El resultado se integra respecto a y manteniendo fijo a x 
m ,y finalmente se integra con respecto a x. En forma análoga se calculan las otras 5 integrales. 

Ejemplo 1 .Calcular jJJ x y V dzdydx si S—[—1,3] x [1,4] x [0,2]. 
s 

Solución .Usaremos dos de ls 6 posibilidades para el cálculo de la integral. 
4 3 2 4 3 2 4 3 

i. ||J xy3z2 dzdydx - J J J xy3z2 dzdxdy «J J (xy 3 ^ ; dxdy-J J | xy3dxdy-
s 1 - 1 0 i - i ' 0 1 - 1 

4 2 3 4 2 „ 4 2 
\ 3 ii. J | | xy3z2 dzdydx - f J j xy3z2 dxdzdy-J j[y3z2~ '} dkdy-j J y3z2 ( ~ - -i ¡dzdy 

S 10-1 1 0 ' 10 
4 2 4 

4f J y V í f e ^ - 4 J i > 3 4 f d y f - f . | ( 2 5 6 - l)-680. 

1 0 i ' ' 0 1 

2. Integrales triples sobre regiones más generales. 

a. S -{(x,y,z) / a < x < b , q(x) < y < h(x) , g(x,y) < z < k(x,y)} entonces 

b k(x) kixy) 
f / J f { W ) dzdydx =¡ ¡ ¡ ^ W ) dzdydx. 
S a ?(*) g(xj>) 

Ejemplo 1 .Calcular j j j (2x + 3y) dzdydx si S está limitado por el gráfico de las superficies 
s 

2x+3y+z - 6 , z - 0 , x - 0 ,y - 0 fig 35 

2 3 



/. Proyectando el sòlido en el plano xy fig 36 ,se tiene que 

(0, 

(3 , B) 

figura 36 

J\\(2x + ìy)dzdydx~\\ 

3 

'6~2x-3y 
J (2x + dz 

3 T 

3 T 6-2x-3j> 
dydx - J | } (2x + 3>>) dzdydx= 18 

0 0 0 2-2* 
3 T 

j J {(bc+ìy^t^dydx-l \ (2x + ìy)(6-2x-ìy)dycbc=\ J ( 12x-4x2-12xy+18y-9y2)dydx 
0 0 0 0 0 0 

ii. Proyectando el sòlido en el plano yz fig 37 ,se tiene que 
z 

(0, t ) 

(2, • ) 
figura 37 

2 4 



\\\(2x+?>y)dzdydx=\\ 

~6-3y-z 
2 

J (2x+3^)dx 
« i 6-3y- i 63 2 

dydz~\ \ j (2x+3/)dxdydz= 18. 
00 o 

Ejemplo 2 .Calcular JJJ (z + 1) dzdydx si S está limitado por el gráfico de la superficie 
s 

x2+y2-tz2 - a2 fig 38 

x2 + y2 • -2 -2 
+ z ¿a 

figura 38 

/. Proyectando el sólido en el plano xy fig 39 ,se tiene que 

Y 

x2 +12 s a2 

(-a, (a, 

figura 39 

o J2Q? a Ja'-x2-^ 
¡¡I (z+1) dzdydx** j j J (z+1) dzdydx= } j J (z+ 1) dzdxdy 

tí. Proyectando el sólido en el plano yz fig 40 ,se tiene que 

30 



z 

figura 40 

JJJ(2+ l)dzdydx= j J J (z+l)dxdydz 

- J J J (z+ 1) dxdzdy= j-xa3 

Ejemplo 3 .Calcular JJj" (x+y+z) dzdxdy si S esta limitado por el gráfico de las superficies z+y 
s 

=6 , x - 4 , y = 0 , z = 0 , x = 0 fig41 
z 

figura 41 

Solución . i . Proyectando el sólido en el plano xy fíg 42 ,se tiene que 
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(4, 0) 
figura42 

4 6 6-y 6 4 6-y 
JJJ (x+y+z) dz dx dy =J J J (x+y+z) ¿fcdydx=J f J (x+y+z) dz dx dy-144 
S 0 0 0 0 0 0 

ti. Proyectando el sólido en el plano yz fig 43 ,se tiene que 
2 

(6, 0) 

figura 43 

6 6-z 4 6 6-y 4 
JJJ (x+y+z) dz dx dy «=J J J (x+y+z) dx dy dz «=J J J (x+y+z) dx dz dy -144 

5 0 0 0 0 0 0 

iii. Proyectando el sólido en el plano xz ,se tiene que 
4 6 6-z 6 4 6-z 

JJJ (x+y+z) dz dx dy = f f J (x+y+z) dy dz dx =J J J (x+y+z) dy dx dz = 144. 
£ 0 0 0 0 0 0 

Ejemplo 3 .Calcular JJJ (x+z) ¿fe dx dy si el sólido S esta limitado por el gráfico de las 

superficies x2+y2 - 4, z =0 , z - 5 fig 45 
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figura 45 

Solución. 

i . Proyectando el sólido S en el plano xy fig 46 ,se tiene que 

v 

i ^ * + 

figura 46 

2 J^P 5 2 J^P 5 

J J J ( ^ z ) f i f e d x d y - J } J ( j w - z ) A d y d x - J J J (jm-z) dx dy - 0 
s -Ja-*1 0 -2 o 

«.Proyectando el sólido S en el plano yz fig 47 ,se tiene que : 

z 

(-S, 5> (í, 5) 

(-2, 
figura 4? 

2 8 



5 2 J ^ P 2 5 J ^ P 
|J| (x+z) ¿fe dx dy = | | J (x+z)¿Étdy dz = | | | (JH-Z) dx dz dy - O 

Ejemplo 4 .Calcular | | | ¿fe dx dy si el sólido S está limitado por el gráfico de las superficies 
s 

x2+y2 =z, z=9 fig 49 
z 

figura 49 

Solución. 

i . Proyectando el sólido S en el plano xy fig 50 ,se tiene que: 
y 

figura 50 

3 9 3 9 

Jll ífe dx dy = | I | ¿fe dy dx = | | J ( k d x d y - f n . 

//.Proyectando el sólido S en el plano yz fig 51 ,se tiene que : 

34 



z 

9 j z ^ P 3 9 J r p 

JJjífedxdy =} J J ¿ f e d y d z - J | J á r d z d y - ^ - f f . 
S O - 3 y> 

Ejemplo 5 .Calcular JJJ x2dz dx dy si el sólido S esta limitado por el gráfico de las superficies 
s 

x 2 + y 2 = 3 6 5 y+z-9 , z =0. 
Solución. 

i . Proyectando el sólido S en el plano xy fig 53 ,se tiene que: 

y 

6 </36~x¿ 9-y 6 J ^ p 9-y 

JJ¡x2dz dx dy « J j J x2 dzdydx - J J J x2 dzdxdy »2916*;. 
s -6 ? 0 -6 0 

//.Proyectando el sólido S en el plano yz fig 54 ,se tiene que : 
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< - « , I S ) 

( «, 3) 

J J / x ^ d x d y - l í T + T T 

figura 54 

-Jìf^P 3 -6 
x2 ö&f dy dz =29I6ff 

U.Proyectando el sòHdo S en el plano xz fíg 55 ,se tiene que : 

15) 

<-6, 3> 

(S, 15) 

<6, 3) 

figura 53 

j p < * d x d y . } ] T x ^ d x d z + J / 7 

3 

Ejemplo 6 .Calcular / / / x efe dx dy si el sòlido 

z - 0 , 2 - x , y fig56 
S està limitado por el gràfico de las superficies 
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z 

figura 

Sohiciòn. 

i . Proyectando el sòlido S en el plano xy fig 57 ,se tiene que: 

y 

- X 

figura 57 

4 x 2 A-y2 x 
| | | x fife dx dy = | | J* dzdydx == J | |*dzdxdy = iM. 

S 0 0 -2 0 0 

//.Proyectando el sòlido S en el plano yz fig 58 ,se tiene que : 
z 

4 J$=i 
| | | x ¿fe dx dy = | | 
s o 

///.Proyectando el sòlido 

x (*, ti 

=4 -x 

(-2, 0) I <2, 0) 
figura 58 

4-y* 2 A-y2 A-y2 

| x£&dydz = | | | x<&dzdy= ^ 

S en el plano xz fig 59 ,se tiene que : 
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figura 59 

(4,4) 

< 4 , O) 

4 x &=x 4 4 J t t 
[ f fx¿ fedxdy —J J J x ¿ f y d z d x - J j } x ^ y d x d z - 4096 

0 0 -JS=X 0 Z-V2PS 105 

Ejemplo 7 .Calcular Jjj z dz dx dy á el sòlido S està limitado por el gràfico de las superficies 

z - 0,2 - 5 y - 9,y - x2 fig 60 

Solución. 
f i g u r a ( I 

i . Proyectando el sólido S en el plano xy fig 61,se tiene que: 
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figura 19 

3 9 5 9 JS> 5 
JJJz dz dx dy=J J Jzdzdydx-J" J Jzdzdxdy-450 
S -3 x2 0 O ~jy O 

//'.Proyectando el sólido S en el plano xz fig 62 ,se tiene que : 

z = 5 

figura 62 

5 3 9 3 5 9 
JJjzífedxdy =»J | J zdyáxáz = | f | z dz dx >= 450 

S 0 -3 -3 0 x3 

m.Proyectando el sólido S en el plano yz fig 63,se tiene que : 

figura 63 

5 9 J? 9 5 «¿P 
JJJzífedxdy - J | | ztfedydz —J J J" zcécdzdy= 450 
S 0 0 -jy 0 0 ~jy 
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Ejemplo 8 .Calcular JJJ y dz dx dy si el sólido S esta limitado por el gráfico de las superficies 
s 

z*=x2+ y+l x - 0, y « 0, 2x + y - 2 

Solución. 

figura 66 

3J2-4)H-8 2-J - 2-f 2 1 2 2 4— 2 2 A l 2 
15 0 0 0 0 J,2+1 g ^ p 0 1 o 

Ejemplo 9 .Calcular |JJ x2 dz dx dy si S es el sólido limitado por las superficies 

3z « x2 + .y2,*2 + j?2 + z2 =» 4 (interior a 3z =» x2 + y2 ) fig 67 

i . Proyectando el sólido S en el plano xy fig 65 ,se tiene que; 
Y 

2x + y = 2 

(1/ ») 
figura 65 

1 2~2x x2+j¿+1 2 x2+y2+l 
JJ Jy ¿fe dx dy = f J J jy dzdydx - j j J y d z d x d y 
-S" 0 0 0 0 0 0 

«.Proyectando el sólido S en el plano yz fig 66 ,se tiene que : 

(O, 
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figura 61 
Solución. 

i . Proyectemos el sólido S en el plano xy .Hallemos la curva de intersección de las superficies 
3z=x2+y2 , x2+y2+Z2-4.Como x2+y2+z2-4 entonces 3z+z2-4 ,luego z2 •+ 3z - 4 - 0 =(z+4)(z-l) 
,es decir,z«—4 ,2-1,entonces x2+y2 — 3z = 3.1 - 3 es la curva de intersección en z=l ,asi la 
proyeccióm en el plano xy es {(x,y)/x2+y2 < 3} y 

J3 J^P JA-¿-y1 

Jll x2 ¿fe dx dy = | | | X2 dzdydx -
S ~Ji ( x W j R 

/'/.Proyectando el sólido S en el plano yz fig 68,se tiene que : 

z 

I
2

 + S 2 - 4 

figura 6B 

2 S^1 jA-ŷ-z* 1 
| J}x 2 í fedxdy- | | | x2dxdydz +1 J | x2dxdydz 

¿.Considere el ejemplo anterior y considere S el sólido exterior fig 69 
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figura 69 

i . Proyectando el sòlido S en el plano xy fig 70 se tiene 

Y 

figura It 

}}}x 2 í fedxdy=} ¡ J X2 dzdydx ¡ J J x2 dzdydx 

J3 J * J Z ^ P 2 JÄ^P j4-x2-y2 

+ J J J x2dzdydxt\ \ } x2dzdydx+) J } x2 dzdydx 
-ji - J ^ p - t f z p z p -ss s=P -jzpzp J3-JÄIP -fiipzp 

//.Proyectando el sólido S en el plano yz fig 71 ,se tiene que 
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figura 71 

A l -J^P J3 l JW-Z2 J3 Pn ^-y1 

I j ¡ x2 dxdzdy+ J J f x2 dxdzdy+\ f | ¿dxdzdyr 

-SS J^P J4-¿-y* 2 fc? J ^ - y 2 

J J J x2dxdzdy+ j j J x2dxdzdy. 

Ejercicios. 

Mostrar que : 

1 2 3 1 2 3 1 / P x 5 a 
l . | | J d z d y d x = 6 . 2. | | ¡(x + y + z)dxdydz- 14. 3. | f ¡dzdydx-lan 

0 0 0 0 0 1 0 o 

1 2-z2 4-z 
4. JJj í fedxdy-J | J dxdydz-f si S está limitado por las superficies y«=2-z2, y z 2 , x+z-4 , 

s - 1 p o 
x-0 

3 2 9-x3 

5. IJI dz dx dy« | | | dzdydx «=144 si S está limitado por las superficies y^9-x2 z-0 , y - -1 
S - 3 - 1 0 

3 JSZ? 
6. III dz dx dy-1 | | dzdydx si S está limitado por las superficies x2+y2+z2«25 ,z> 4. 

2 6 4-x 3 

7. III dz dx dy» | | | dzdydx « -32 si S está limitado por las superficies z«4-x2, y=»0 ,y-6 , z«0. 
ST - 2 0 4 
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1 2-y2 4 
8. [ [ [ dz dx dy= [ J [ dxdzdy = ~ si S está limitado por las superficies z=y2 ,z=2-y2 ,x=4 , x=0 

-i / o 

Matriz Jacobiana. 

Sea (p un campo vectorial ,q> \ R" R" con q>{x) = (<p¡(x),(p2(x),...,(p„(x)) , donde q>k : R" -* R 
se llama función componente y a 

M(¡p = 

dVl 9»! 
9*2 9x„ 

d»2 d»2 9«>2 
9xj 9*2 dx„ 

d<pn dy» dq>„ 

se llama matriz jacobiana ; al det( M<p)=|Mp| = d(.<P 1, <í>7 .-. Dn) 
9(i[_ x2 ,...,*„) 

= J,¡, se llama el jacobiano 

Ejemplo 1.<¡¡>(m,v) = (x(u,v),y(u,v)) = ( u + v , u - v ) = (<pi(w,v), q>2{u,y)) entonces 
dx dx d<í> i d(p ¡ 

1 1 du 9v du 9v 1 1 
dy d<j> 2 9Í>2 1 - 1 du 9v du 9v 1 - 1 

Ejemplo 2. Si cp(x,y,z) = (xy,xz,y) ~(u(x,y,z),v(x,y,z),yv(x,y,z)) entonces 

-

9u du 9u 9x dy 92 
9v 9v 9v 9x 9z 
9w 9w 9w 
dx 9y 9z 

y x 0 
z 0 x 
0 1 0 

Una propiedad útil del jacobiano es 

= É M . y de aqui = . = 1 entonces 
d(r,s) d(xy) d(r,s) 3 H 9(«,v) 9(«,v) 

l=J(¡p 1 • J (p 

Teorema del cambio de variable 

Sea q> inyectiva ,con derivadas parciales continuas en A e R" Jq> y q> \ R" R", f : R" R 
con f acotada y continua en cp(A) c= Rn entonces f°<p es integrable en A y 
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J / - \(f°<!>W*\ 
vW A 

La demostración está fuera del alcance de este texto 

En dos dimensiones se tiene que : 

q> : R2 -* R2,f: R2 ^ R y 
J f - }} fl;x,y)dxdy-[J ̂ <p(u,v))\J9\dudv 

V(A) V(A) A 

donde <¡p(u,v) -(*(«, v),y(u, v)) = (x,y) y hay que hallar q>(u, v), A ,f°q> ,JV fig 72 

f l q w a 72 

y en tres dimensiones (p : R3 -*• R3, f : R3 -*• R y 

} f - JJ fTx,y,z)dzdxdy -JJ f((p(u,v,w))[Iv\dudvdw <p(A) A 

donde <p(u,v,w) = v , m>),y{u, v, W),z{u, v, w)) = (x,y,z) y hay que hallar <p(u,v), A ,fotp 

En general la integral J f es difícil de resolver, pero haciendo un cambio de variable apropiado , 
VÍA) 

la integral J(/° <p)\J<P\ es más fácil de solucionar .No hay una forma general para hacer el cambio de 
A 

variable, en algunas oportunidades depende de la región <p(A) y en otras del integrando f. 
Con los ejemplos siguientes se pretende dar claridad a la aplicación de este teorema y su porqué 
,cómo hallar q>(u,v), A ,f°q> ,JV. 

Ejemplo 1 . Calcular la integral JJ (x - y)10 (x + y)20 dxdy con <p(yl)=>{(jc,y) !\k\ + |y| < 9}.fig 73 
VÍA) 
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Solución. 
Sea u-=x+y, v = x-y entonces u+v =»2x entonces x = y u-v = 2y entonces y = | - y asi 
q>(n,v)-(x(u,v),y(u,v)) - (x,y) = ( f - f } . 
Como u=x+y entonces u =9 y u—9 y para v - x-y entonces v =9 y v—9 luego A 

[-9,9] x [-9,9] 
' ' 1/2 1/2 

1 /2 - 1 / 2 
v T = dfr-y) y 9 

9x 9x 
du 9 v 
dy dy 
du 9 v 
1 0 , ; 

4 + 2 

i - " I y %(« ,v ) ) 

( j . v̂  _ f i£. -i- .H. •+• ü. — i ; 
^ 9 9 < 2 2 ' ' . 9 9 9 9 

•-,20 
2 2 2 0 9« 

v 1 0 u 2 0 ^ 

JJ (x- .y ) 1 0 (x + jy)20dxdy = j J (x- .y) 1 0 (x + .y)20 dydx + f J" ( x - ^ ) 1 0 (x + >;)20 dydx 

,p{A) - 9 - 9 - x 0 x - 9 

9 9 9 9 | J V 1 0 U 2 0 ¡ - l | dudv= 1 | J V 1 0 U 2 0 dudv - 2289122546861674989771899392854 
- 9 - 9 - 9 - 9 

Ejemplo 2 . Calcular la integral Jj x dxdy con <p(A) = {(x,jy) /|x| + |y| < 9}. fig 74 

Sea u=x+y entonces u - 9 y u—9 y v = x-y entonces v =»9 y v=-9 ,com en el ejemplo anterior 

, luego 
A- [ -9 ,9 ] x [-9,9] J , - - { y f(<p(«,v)) =J(f + f , f - f ) -

0 9+x 9 9-x 9 9 9 9 

| | xdxdy = | | x d y d x + | J x d y d x - J f ( s s . ) | - ± | dudv= j | J (üt t . ) dudv-0 
^ ( . d ) - 9 - 9 - x 0 x - 9 - 9 - 9 - 9 - 9 
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Ejemplo 3 . Calcular la integral | | y dxdy con <p(Á) la región limitada por el gráfico de las curvas 
9(4) 

x+y-9 ,x-0 , y - 0 fig 75 

figura 75 

Solución . Seau=x+y ,v=x-y ,luego x = +-£-, y --v j 2 ' 2 ' * 2 2 ' v 2 ' -vr\-> J \ 2 ' 2 ' 2 2 ' 2 
Como u-x+y entonces u=9 .Como u-x+y 5v-x-y ,para x-0 se tiene que u=y y v—y entonces 
u—v y para y-0 ,u-x , v= x,entonces u-v ,luego A es la región limitada por u-v ,u—v y u-9 ,asi 
que 9 9-x 9 u 
| | y dxdy - | | y dydx= j j J ( j e t ) dvdu= JfL. 

o o 

Ejemplo 4 . Calcular la integral | | (x + y) dxdy con q>(A) la región limitada por el gráfico de las 
vW 

curvas x+y -10 x+y-4 , x =0 , y=0 fig 76. 

Solución . Sea u-x+y ,v=x-y ,luego x = y = | - - y , J, 
- u. -y(f + | , f - f ) - + ^ 

Como u—x+y entonces u-10,u—4 .Como u-x+y ,v-x-y ,para x—0 se tiene que u—y y v—-y 
entonces u—v y para y-0 , u—x, v= x , entonces u=v, luego A es la región limitada 
por u-v , u—v y u=10 , u-4,asi que 

4 10-x 
| | (x + y) dxdy = | | (x + y ) d y d x + | | (x + y) dydx- - I | | m dvdu- 312. 

<p(A) 0 4-x 

10 10-x 

i J 
4 0 

10 u 

SÍ 
4 —u 
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Ejemplo 5 . Calcular la integral JJ (x - .y)3 dxdy con (p(Á) la región limitada por el gráfico de las 
<p(A) 

curvas x=y y=x-5 ,y «=4 , y-6 , fig 77 

figura 11 

Solución . Sea u-x+y ,v=y entonces u=5 ,u= 0,v=4 ,v - 6 , f(q>(u, v))=/(« + v, v)=u + v - v=»u3 

T = 
9 3(u.v) 

9* dx 1 1 9a dv 1 1 
dy 0 1 du dv 0 1 

1 y asi 

6 x 9 6 11 6 
j | ( x - . y ) 3 d x d y - J J (x-_y)3dydx+J J (x->>)3dydx + J J (x-j;)3dydx 
<p(A) 4 4 6 4 9 i - 5 

5 6 
J J u3 • 1 dvdu 
0 4 

625 
2 

Ejemplo 6 . Calcular la integral JJ dxdy con q>(Á) la región limitada por el gráfico de las curvas 
vW 

x-y,y=5x ¡y - x , xy-2 ,xy =4 en el primer cuadrante . fig 78 

figura 78 

Solución . Sea u - xy ,v « entonces y - vx Juego u — x(vx) - x2 v,es decir ,x Como 
y = VX«= = J Ü . J V . 

T = 
9 d(u,v) 

dx dx 
du dv 
dy dy 
du dv 

Ì X v - 3 / 2 u l / 2 2 
2̂5 2,/? 

4v 4v 2v ' 
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du du 
3(u,v) T dx = y X 

9(x?) dv dv -y i 
dx 9y X2 X 

* £ - 2£ = 2v X + X 

Como u - xy entonces u=» 2 ,u = 4 y v ~ £ se tiene que v - 1 , v - 5 y asi 
4 5 

JJ dxdy-J J -L dvdu- In 5. 
V(4) 2 1 

Ejercicios. 

1. Calcular JJ xy dxdy Q limitada por xy = 2 , xy =4 , xy3 «= 2, xy3 = 6 , primer cuadrante. 
v(4) 

2. Calcular JJ (* + y)A0 dxdy si Q es la región limitada por los gráficos de las curvas x+y = 1 ,x+y 
vW 

- 4,x-0,y-0. 
3. Calcular JJ (x - y)sen(x + y) dxdy si Q es la región limitada por los gráficos de las curvas x+y 

¥Á) 
- 3?r ,x+y - ff ,x-y - n,x- y « 
4. Calcular JJ ( ^ F ^ + ¿ ) d x d y si Q es el triángulo de vértices 

vW (0,0),(4,0) (4,2) (v -x-2y,u - y/2) 
1 1-x 

5. Calcular J J e^dydx . 
0 o 

1 2-2y r r ö.Calcular J I e d x d y . 
o o 

Coordenadas Polares. 

Recordemos algunos aspectos fundamentales fig 79 

figura 79 

de la fig 79 cos0 - f , sin6» •= f entonces x«r cosO , y =rsiné> y x2+y2 = r2 (cos20 + sin2 ff) -
r2 luego r - Jx*+y¿ , £ - - tantf , <p(r,6) = (x,y) - (rcos0,rsin0) y 
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afrjQ 
d(r,8) 

dx_ 
dr 

to-ar 

dx_ 
de 
dy_ 
ee 

cos0 -rsmd 
send reos 0 

Pasar un punto de coordenadas polares a cartesianas y viceversa. 

Para pasar puntos de coordenadas polares a coordenadas cartesianas se utiliza x =r eos 0 , y 
=rsin0. 
1. Pasar el punto (1, j- } a coordenadas cartesianas. 
r = 1 , x =r eos 0 = 1 . eos y - y - , y =rsin0 = 1. sin ^ = ~~ y asi el punto en coordenadas 
polares (1, } 
corresponde en coordenadas cartesianas al punto ( -y-, -y-
2. Pasar el punto (1, y - ) a coordenadas cartesianas x =r eos 0 , y =rsin0. 
r = 1 , x =r eos 0 = 1 . eos ^ = ---- , y =rsin0 = 1. sin ~ = y asi el punto en coordenadas 
polares (1, ^ ) 
corresponde en coordenadas cartesianas al punto i - y - , y - ? 
3. Pasar el punto (1, y- } a coordenadas cartesianas. 
r = 1 , x =r eos 0 = 1 . eos = , y =rsin0 = 1. sin = - y - y asi el punto en coordenadas 
polares (1, y - ) corresponde en coordenadas cartesianas al punto i - - y 5 ~ y - ?• 

Pasar un punto de coordenadas cartesianas a polares. 

1. Pasar el punto ¡ y - , - - y ? en coordenadas cartesianas a coordenadas polares . 

r = Jx¿-+y¿ = l{ -=J-} + i — £ ) = 1 ,tan0 = ^J. 1 , entonces 6 = 2n - f = 7n/4 
T 

asi el punto en coordenadas cartesianas i y - , _ y - corresponde en coordenadas polares al 
punto (1,7TT/4). 
2. Pasar el punto { - y - , y - ? en coordenadas cartesianas a coordenadas polares . 

p r j — r-̂ -
r = Jx¿-+y¿ = í [ - } + ( } = 1 ,tan0 = = - 1 , entonces 0 = n - f = 3x/4 

asi el punto en coordenadas cartesianas [ - y - , y - >, corresponde en coordenadas polares 
al punto (l,3ff/4). 
3. Pasar el punto i _ y - 5

_ - y i en coordenadas cartesianas a coordenadas polares . 
r? r~2 ' \ 2 — & 

r = Jx¿ +y¿ = / ( - y - } + i - y - } = 1 ,tan0 = = 1, entonces 0 = n + f = 5x/4 
~ T 

asi el punto en coordenadas cartesianas i - - y , — y ), corresponde en coordenadas polares 
al punto (1,5TT/4). 

1.Pasar la ecuación x2+y2 = 4 a coordenadas polares. 
x2+y2 = (rcos0)2 + (rsin0)2 = r2 = 4 entonces r = 2. 
2.Pasar la ecuación x+y = 6 a coordenadas polares. 
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x-+y = reos 6 + rsinfl = r(cos0 + sin0) - 6 entonces r = cosg+úag • 
Si r - — — entonces 6 « reos d + rsin0 = x+y. cosÉH-sme 
3.Pasar la ecuación x2+y2 = 4x a coordenadas polares. 
x2+y2 = (rcos0)2 + (rsin0)2 => r2 — 4rcos0 ,entonces r-4cos0 . 
Si r-4cos0 , r2 -> 4rcos0 entonces x2+y2 = 4x. 
4 .Pasar la ecuación ix2 + y2)2 = x2 - y2 a coordenadas polares. 
ix2+y2)2 - rA =* r2 cos20 - r2 sin20 entonces r2 «= eos 26. 

Si r2 = eos 26 entonces r4 = r2 eos 26 - r2 cos20 - r2 sin20 luego i x2 + y2}2 = x2 - y2. 

1. Calcular Jj e*2^ dxdy ; cp(A) = {(pe,y)/ x2+y2 < 4> fig 80 
<e(A) 

y 

Solución. 

T - K X Y ) 
9 Wñ 

x =r eos 6 ,y«rs in0 , (p(r,6) - (x,y) - (rcos05rsin<?) 0 < r < 2, 0<6 <2n 
17 f f eos6 -rsinfl 
& send reos 6 

2 .A1? ' 2*2 
(f e * 2 ^ dxdy = J J e * 2 ^ dydx = J j e^ rdrdtf = neA - n. 

<P(A) -2 o o 

2. Calcular Jj x dxdy ; (p(Á) es la región limitada por los gráficos de las curvas y = x ,x *= 0 
VÍA) 

x +y = 4 primer cuadrante fig 81 

51 



figura 81 

Solución. Como y = x entonces x2+x2 = 4 Juego 2x2 •= 4 y asi x - ± J2~ = y 

x=r cosó> ,y=rsin0 , <p(r,9) = (jc,.y) - (rcos0,rsin0) 0 < r < 2, n/4 < 6 < n/2 
cosd -rsind 
send reos 6 

T = Wfi) 

dx dx 
dr de 
dy dy 
dr dd 

ji Ja1? */2 2 
JJ xdxdy = J | x d y d x - J J (rcos0)rdrd0 = } -

q>(A) 0 x x/AO ' 

3. Calcular JJ (jc2 +y2)2 dxdy ; (p(Á) es la región limitada por la grafica de la curva 
9(4) 

(JC2 + y2 ) = 2x fig 82 

Solución . (JC2 + y2) - 2x equivale a r = 2cos0 -n/2 < 9 < n/2 y asi 
2 J2x-x'2 x/2 2cos6 

J J (*2 + y2)2 dxdy — J J (JC2 + y2)2 dydx» J J (r2)2rdrd0 — f n 
9(4) o -J&I? -*/2 0 

4. Calcular JJ y dxdy ; <p(Á) es la región limitada por la grafica de las curvas 
9(4) 

(JC2 -ty2) = 2y,x2 + (y- l )2 = 1 fig 83 
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1 iWw3 * 2an6 2x 1 
Solución. JJ y dxdy - 1 ¡ y dydx ~ | | (rsin0)rdrd0 « J J (1 + r sàn0)rdrd0 - % 

v(A) -i i - j ^ p 0 o oo 

3. Calcular | | dxdy ; q>(A) es la región limitada por la grafica de la curva (x2+y2}2 — x2-y2 fìg 
<c(A) 

84 

r = C o s 2 5 

£ ignea 84 

La ecuación (x2+y2 ) 2 — x2-y2 en polares es r4 - r2í cos20 - sin20}, es decir, r2 — eos 20 
que es positiva para -n/A <6< s/4 , 3*/4 <8< 5n/4 

Jt/4 JcZsZB 5K/4 «/cos2S 
| | dxdy- | f /-drd0+ | | -

-ir/4 0 3*/4 0 
*/4 ^cSs» 5JC/4 VcoTZS ^cóCT 
| | r drdfl + | | «ÍWI9 + | | rdrdS-1. 

3*M 0 7*/4 0 

5. Calcular | | y dxdy ; <p(4) es la región limitada por la grafica de la curva (x2+y2 }2 — 2xy fig 
<PÍ¿) 

85 
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Solución 
La ecuación de la curva en polares es r2 - sin 26 y alcanza el máximo valor cuando 29*=x/2 ,es 
decir,fr-x/4 fig85 

| | jydxdy = | | (rsin<9)rdrd0 + ( | (rmid)rdrdd. 
<p(A) 0 0 x 0 

6. Calcular | | xdxdy ; <p(A) es la región limitada por la grafica de las curvas x+y—4 ,x+y=l x=0 , 
9(4) 

y-O.fig 87 

4 

k eos 0 + send k 

1 

cose +- semß 

figura 87 

Solución . Las ecuciónes de las curvas x-t-y-4 , x+y=l en coordenadas polares es 
c o s 0 + s m S ' ^ cosS+s inS 

. 4 
tf/2 cose-t-sme 

1 

| | jedxdy = | | (rsinö)r drdö 
9(4) 0 1 

7. Calcular | | Jtdxdy ; cp(A) es el cuadrado de lado 1 fig 88 
9(A) 
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10. Calcular JJ y dxdy ,q>(Á) es la región limitada por el gràfico r**l+cos0 fig 91 
<P(,A) 

f iguras i 

vW 

2x 1+cosS 

Solución . |J y dxdy «=J J (rsmd)r dr d8 = 0 
o o 

11. Calcular JJ dxdy ,(p(Á) es la región limitada por el gràfico interior a r = 1 y exterior a r 

i 
vW 

1+cosS 
fig 92 

figura 92 

jt/2 1 
Solución . JJ dxdy - J J r dr d0 < . - 2 + i-JT 

T 1 
<p(A) -x/2 L I+COSÖ 

Cambios de variables en integrales triples. 

Coordenadas cilindricas. Las coordenadas cilindricas son una generalización de las coordenadas 
polares 

e o s , s i n e n t o n c e s x =r eos8 , y=»rsinf? , z = z 

<p(r,8,z) = (x,y,z) =- [ rcos8,rsind ,z ) y 
dx dx dx 
dr de dz 
dy dy dy 
dr 30 dz 
dz dz 
dr d6 

dz_ 
dz 

eos 8 -rsinf? 0 
sinö rcosö 0 

0 0 1 

Para pasar de coordenadas cilindricas a coordenadas cartesianas se utiliza x - r eos 8 , y -rsin 8 , 
z = z y para pasar de coordenadas cartesianas a coordenadas cilindricas se utiliza r "Jx 2 +y2 
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z = z , tan0 - con mucho cuidado 

Ejemplo 1 . Pasar el punto (3,jr/2,5) en coordenadas cilindricas a coordenadas cartesianas, 
x - r cosí? =3 cosff/2 - 0 , y =rsin0 - 3 sinff/2 - 3, z - 5 asi el punto es (0,3,5) 

Ejemplo 2 . Pasar el punto (7,2s73,-4) en coordenadas cilindricas a coordenadas cartesianas, 
x =r eos6 =7 cos2?r/3 7 * y *" ~ 7 / 2 > y =rsin0 - 7sin2ff/3 = 7/572, z - -4 asi el punto es 
f-1 2* - 4 i 

2 ' 2 ' 

Ejemplo 3 . Pasar el punto (1,1,2) en coordenadas cilindricas a coordenadas cartesianas, 
x =r eos 6 = 1 cosí , y-rsinfl «= ls inl , z = 1 asi el punto es (eos 1,sin 1,1). 

Ejemplo 4 . Pasar el punto 5n/A,2) en coordenadas cilindricas a coordenadas cartesianas. 
x» r cosfl cos5ff/4 = - - l ,y=rs in0 = y2sin5jr/4 = / I • - -1 , z=as i 
el punto es (-1,-1,2). 

Ejemplo 5 . Pasar el punto (-1,0,1) en coordenadas cartesianas a coordenadas cilindricas, 
r ~Jx2+y2 = ^(-1)2 + (O)2 - 1 , tand = £ - -jjL - 0 , entonces 0 = JT asi el punto es ( l , s , 1) 

Ejemplo 6 . Pasar el punto (1,-1,3) en coordenadas cartesianas a coordenadas cilindricas. 
T ^ J x ' + y 2 = J ( l ) 2 \ (-1)2 - , tantf - £ - - - 1 , entonces 6 - -sr/4 o 
2;r - ni A = In/A asi el punto es (>/2,7jr/4,3 }. 

Ejemplo 7 . Pasar el punto (1,0,0) en coordenadas cartesianas a coordenadas cilindricas, 
r =Jx¿+y¿ - J(l)2 + (O)2 - 1 , tan0 = £ = | = 0 , entonces 0 = 0 asi el punto es (1,0,0). 

Ejemplo 8 . Pasar el punto (-1,0,0) en coordenadas cartesianas a coordenadas cilindricas, 
r =Jx¿ +y¿ - V(-l)2 + (O)2 = 1 , tañe = £ _ JL = o , entonces 6 = n asi el punto es (1,*,0). 

Ejemplo 9 . Pasar el punto (0,-3,-3) en coordenadas cartesianas a coordenadas cilindricas, 
r =Jx¿ = J(0)2 + (-3)2 = 3 , sin0 - f - = - 1 , entonces 0 - 3»/2 asi el punto es 
(3,3*/2,-3). 

Ejemplo 10 . Pasar el punto (-1,1,2) en coordenadas cartesianas a coordenadas cilindricas, 
r =>Jx¿+y2 - J(-iy2 + (l)2 = , tand = ¿ = -L = - 1 , entonces 0 = 3^/4 asi el punto es 

Ejemplo 11 . Pasar el pimto (-1,-1,4) en coordenadas cartesianas a coordenadas cilindricas. 
T - J j p + y * = ^( - l ) 2 + (-1)2 = h , tan0 = £ - R L = 1 1 entonces 6 - w/4 +TT = 5TI/4 
asi el punto es ;

i N/2,57í/4,4 } 

Ejemplo . La ecuación z =x2+y2 en coordenadas cilindricas es z — r2 , pues , z =x2+y2 

=(rcos0)2+(rsin0)2 = r 2 

Ejemplo La ecuación x+y+z = 0 en coordenadas cilindricas es reos6 + rsind z = 0 
Ejemplo La ecuación JC2 + y2 =6y en coordenadas cilindricas es r = 6sin0 , pues 
x2 + y2 = r2 =6rsin0 = 6y y asi r = 6sin0 
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Ejemplo La ecuación r - 6cos0 en coordenadas cartesianas es x2 + y ¿ =6x , pues si r =6cosé> 
entonces multiplicando por r ambos lados de la ecuación se tiene r2 = 6r cosd , es decir, x2 + y2 

- 6 x 
Ejemplo La ecuación r - 4 en coordenadas cartesianas esx2 + y2 =16 ,pues si r — 4 entonces 
multiplicando por r ambos lados de la ecuación se tiene r2 = 16 ,es decir, x2 + y2 - 1 6 
Ejemplo La ecuación r2 + z2 =16 en coordenadas cartesianas es x2 + y2 +z2=16 

Coordenadas esféricas 

rcosp 

\rseafl» = L 

r / 
figura »4 

V/ 

V 
e 

:setn» 

De la fíg 94 se deduce que : 

eos q> = f entonces z = rcos<p , sinq> = -f = entonces L =rsin<p , cosd = j- entonces x • 

rcos0 sin <p sin0=|- entonces y=Lsin0 =rsin<psin0 luego 
q>) = (rcosd sinq>, r sin0 sinq>,rcos(p) y t~Jx¿ + y¿+z2 , tand = \ , eos<p = f 

J\¡/ = 

dx dx dx 
dr de dtp 
dy dy J>L 
dr de dtp 
dz dz dz 
dr de dtp 

cos0sin<p -rsin0sin<p rcos0cos<¡¡> 
sin0sin<¡p rco80sin^) rsin0cos<p 

eos <p 0 -rsin<p 

•-r2sing!>. 

Ejemplo 1 . Pasar el punto (1,0,0) en coordenadas cartesianas a coordenadas esféricas 

t=Jx'¿+y¿ + z¿ = J(\)'¿ + (O)2 + (O)2 = 1 , tan0 = £ luego 0 = 0 fig, cos<p = f = ¿ = 0 , 
entonces (p = n/2 asi el punto en coordenadas esféricas es (1,0,TT/2). 
Ejemplo 2 . Pasar el punto (0,0,1) en coordenadas cartesianas a coordenadas esféricas 

r =v /x2+y2 + z2 = J(0) ¿ + (0)2 + ( l )2 = 1 , tan6 = £ luego 0 = 0 , cos<p = f = | = 1 , 
entonces <p = 0 asi el punto en coordenadas esféricas es (1,0,0) 

Ejemplo 3 . Pasar el punto (0,1,0) en coordenadas cartesianas a coordenadas esféricas 

T - J x ¿ + y ¿ + z¿ = J(0)'¿ + ( l)2 + (O)2 = 1, tañé? = £ luego 0 - */2 , cos<p = £ = 0 , 
entonces q> = jt/2 asi el punto en coordenadas esféricas es (l,?r/2,?r/2). 
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Ejemplo 4 . Pasar el punto (0,0,-1) en coordenadas cartesianas a coordenadas esféricas 

r -Jx¿+y¿ + z¿ - J(0)'¿ + (0)2 + (-1)2 = 1 , tan0 = f luego 0 = 0 , eosq> = f = - - 1 , 
entonces <p x asi el punto en coordenadas esféricas es (1,0, n). 

Ejemplo 5 . Pasar el punto ( 1 , e n coordenadas cartesianas a coordenadas esféricas 

r =Jx¿+y¿+z¿ = ^(l)2 + (l)2 + ( J1 ) 2 - 2 , tan0 = f = | = 1 luego 6 = n/4 , 
cos<p =* f = -y-, entonces cp = n/4 , asi el punto en coordenadas esféricas es (2,n/4,x/4). 

Ejemplo 6 . Pasar el punto ( -1 , -1 , J í ) en coordenadas cartesianas a coordenadas esféricas 

r=Jx2+y¿ + z2 - ^ ( - l ) 2 + (-1)2 •+ (y/2 y = 2,tand - f - f i - 1 luego 0 - ff/4 - 5«r/4 
, eos<p = f = -y-, entonces 9 - JI/4 , asi el punto en coordenadas esféricas es (2,5ff/4,ff/4). 

Ahora mostraremos con ejemplos como es el cambio de variable cuando se aplican coordenadas 
cilindricas y coordenadas esféricas 

Ejemplol. Calcular JJ| x2 dzdydx , donde q>(Á) = {(x,y,z) / x2+y2+z2 < 9} fig 95 
<f(A) 

Z 

3 J ^ P J ^ - y 1 2* 3 J ^ P 
Solución. JIJ x2 dzdydx = | J J x2 dzdydx = J J J (rcos0)2 r dzdrdtf 

<pW o 0 
2x 3 jt 

= J I J (reos6sin<p)2 r2sin<p áq>árdd ** ^-n. 
000 

Ejemplo2. Calcular jjj z2 dzdydx , q>(Á) es el sólido limitado por el gráfico de las superficies 
<p(4) 

x2+y2 = 4 , z =2 , z= -2 fig 96 
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z 

Solución . Si z = 2 entonces r = 2/cos<p. Si z =-2 entonces r — 2/cos<p . Si x2+y2 = 4 entonces 
(rcos0sin<p)2 + (rsin0sin<p)2 - r2sin2<p - 4 luego r = 2/sin<p. 

2 «/4-x2 2 2n 2 2 
JJJ z2 dzdydx - } J J z2 dzdydx = J J J z2 r dzd rd0 -^ í= 
VW 0 0 -2 
2* ff/4 2/cos?> 3W/4 2/sinqp 

J (rcos<p)2 r2sin<p drdq>dd + J | | (rcos<p)2 r2sin<j!> dr <5?<p d¡9 + 

0 0 0 0 x/4 0 

2x x -2/cosip (reos<p)2r2 sinq>drdq>dd 
0 3*/4 0 

Ejemplo3. Calcular JJJ dzdydx , donde <p(-4) = {(x,y,z) / x2+y2+z2 < 9 ;z < 0} fig97 
<t>W 

z 

3 0 2x 3 0 
Solución. JJJ dzdydx = J J J dzdydx = J J J rdzdrdtf-18jr 

vW -3 -fiipip o o 

2« 3 jt 
- J J J r2sinq? AípdrdB = 18jt 

0 0 x¡2 

Ejemplo4. Calcular JJJ dzdydx , donde <p(A) = {(x5y,z) / x2+y2+z2 < 9 ,x < O , y < 0,z > 0> 
vW 
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O O fe-^-y2 3x12 3 
Solución. JJJ dzdydx-J J J dzdydx- J J J rdzdrd0= \ n 

V(A) 0 1 0 0 

3x12 3 xl2 
| | J r2sing> áqxJrdd = -|jr. 
X o o 

Ejemplo 5. Calcular JJJ dzdydx , donde cp(A) = /x2+y2+z2 < 9 ;jc < 0 , y > 0,} 
vW 

o Js-x'-y* 
Solución. Jll dzdydx = | | | dzdydx 

•W o 
x 3 K 3 n 

= J J J r dzdrdfl =9tt= J J J r2sin<p dcpdrdd = 9n 
xV 0 k/2 O O 

Ejemplo 6. Calcular JJJ z dzdydx , q>(Á) es el sólido limitado por el gráfico de las superficies 
vW 

x2+y2 = z , z - 4 ,figl00 

z =4 

^ r 2 

x " fxgvrallO 

Solución .La curva de intersección de las dos superficies es x2+y2 = 4. (p — ¿rrtan 1/2 

z = 4 ,entonces r^4/cosq? , y z=x2+y2 , r=cos(p /(smq>)2 , luego 
2 J4-X2 4 2x 2 4 

JJJ dzdydx — J J J dzdydx = J J J r dzdrdfl = 8TT = 

2x arctan 1/2 4/eos«) ir/2 cos®i/(smij))¿ 

J J r2 sinipdrdpdlí •+ J J J r2sm<pdrd(pdd. 
0 0 0 o arctan 1/2 0 

Ejemplo 6. Calcular JJJ dzdydx , donde <p(A) - {(jcj;,z) /x2+y2+(z-l)2 < 1} fig 101 
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f igura 111 fililí m & ü **+ < z " 1 ) 2 * 1 

Solución . Six2+y2+(z-l)2 = 1 entonces z - 1 ± Jl -x¿-y2 . 

1 J^P 2x i i + J Ü ? 
JJJ dzdydx = J J J dzdydx = J | J rdzdrdtf = 
9<A) i 0 0 

2x x/2 2 eos (p 2x x 1 
= | J J r2sin<p drd<pdd = = J J Jr2sin(¡? drdtpdd 

0 0 0 0 0 0 

Ejemplo 7. Calcular JJJ (jc2 + y 2 } ~ 5 dzdydx , donde cp(A) = {(x,y,z) / l<x 2+y 2+z 2 < 4> 
<p(A) 

l JÜP - J t t ? 

Solución. JJJ (x2 + y 2 ) 2 dzdydx» J J J (x2 +y2)"5dzdydx+ 

1 JEP Ja^P - i | | J (x2+y2}~?dzdydx+ J J J (x2 +y2)~5dzdydx+ 

1 J A ^ P t 1 fil? fi^p 

I I | (x2 + y 2 }~2dzdydx+ J J J (x2 + y 2 dzdydx+ 
-i-jai? -JA=P^P 
2 J£P jAr-x'W ^ 2x 1 -&P 2x 1 

\ J J (Jt 2 +y 2 }-2dzdydx- J J J dzdrd6+\ j J dzdrdd+ 
x-Ja^P -JA^P o O o o 
2x 2 Ja1? 2* X 2 
J | J ázdrdd" | J J rúzdrdd = n3 

o i -J£P 0 0 1 

Ejemplo 9. Calcular JJJ (x2 + y 2 }"? dzdydx , donde <p(A) está limitado por x2+y2+z2 - 16 y 
9<A) 

x2+y2 = 4 fuera de éste 
-2 J ^ P Je-x¿-P 

JJJ c*2 + y2 dzdydx = J J J (x2 + y 2 Hdzdydx 

5 7 



2 -JA~P JlZ-x^y1 2 J^P <A(r-x1-? 
+J | | (JC2+_y2/"2dzdydx+ J J | (x2 + y2 )~idzdydx+ 
-2 -vCT^r -2 ^ 

4 ^16-x3 J x e - P - y 2 2* 1 

J J ¡ (x2 + y2 2dzdydx - 1 } J dzctrdQ 

2k 5*/6 4 
| J | - - | * 7 

-3/3+4« 
Í ' J 3 Í 2W3 f O */6 2/smip 

Ejemplo 1 0 . Calcular | | | dzdydx , < ¡ P ( 4 ) es el sólido limitado por el gráfico de la superficie 
<p(A) 

4 + 4 -1 fig105 

a » c 

X2 y2 z2 

—+ —+— ¿1 a* b2 c* 

figura US 

x/<z = rcos0sin<p , y/b -Tsmdsmqi ,z/c-rcos<p luego 
q>(r,9,q>) - sin <p, brsinQ sin <p, crcos<p) Jv «= -aber2 sin <p y asi 

a (btá)Ja¿-x¿ cfi-PJtP^pJb1 12nx 
IIJ dzdydx = | | | dzdydx-11 jaber2 sin(pd<pd$dr-±nabc. 

(-bh)JP^P -cJ\-PlP-Plb¿ 0 0 0 

Ejemplo 11. Calcular | | | dzdydx , (p(A) es el sólido limitado por el gráfico de las superficies 
<t>(A) 

x2 -+y2 - 1 , x2+y2 4 , z = -2 , z - 2 • 
Solución. 

2jt 2 2 2x arctan2/3 3/cos? 
IJI dzdydx» J 11 rdzdrdQ-15n-¡ | | r2sm<pdrdq>d$+ 
<p(A) 0 1 - 2 0 0 0 
2x 3*/4 3/siníp 2» k -2/cosp 

| r2sm<pdr£fy>£®+ | | | r2 smq>drd<pd8 -
0 arctan2/3 0 0 3*/4 0 

2»r arctanl/33/cosgi 2jt Tr-arctanl/3 l/amp 2* * -2/cos 

| r2sinqoífrí/<p¿íi9+| | | r2 saupdrdcpdd + | | | r2 skupdrdcpdd \ 
\ . o 0 0 0 arctanl/3 0 0 jr-arctanl/2 0 

2h arctaa2/3 3/coscp 2* 3*/4 2/sm«> 2* >r-airctanl/2-2/cos<p 

r2sm<pdrdq>d$-t¡ | | r2smq>drd(pdd+ | | | r2 wvq>drdq>d8. 
0 arctanl/3 Mtsmtp 0 arctan2/3 l/sin? 0 3*74 1/cos<p 
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Ejemplo 11. Calcular JJJ xyz dzdydx , q>(A) es el sólido limitado por el gráfico de las superficies 
9 W 

xy = 1 , xy =4 , xz = 1 , xz - 9 ,yz =4 , yz « 9 primer ociante . 

Solución .u = x y , v - x z , w = yz , luego 1 < « < 4 , 1 < v < 9 , 4 < w < 9 

uvw — x2y2z2 entonces xyz =Jñvw. 
du du du 

0 dx dy dz y X 0 

v > -
dv 
dx 

dv 
¡h> 

dv 
dz = z 0 X 

dv> 9w 9w 0 z y dx 3y dz y 
4 99 

JJJ xyz dzdydx —J J J \dwdvdu = 60. 
tp(A) 1 1 4 

Ejemplo 12. Calcular JJJ dzdydx , (p(Á) es el sólido limitado por el gráfico de las superficies 
9(4) 

x + y + z 0, x + y-z ** 0, x-y-z = 0, 2x-z = 1. 
Solución ,u=x + y + z, v - x + jy - z, w = x-y-z, entonces u = 0 , v - 0 , w - 0 y 2x-z =1 ,se 
transforma en 
u-YMi- y ( w - v ) = 1 (ya que u+w =2x , u-v =2z luego z«= y esto implica que u+v+2w-2 
y asi 

2 2-*K¥> 
JJJ dzdydx - J J J \dwdvdu = ± 

<p(A) 0 0 0 

Ejercicios . 

Colocar limites en la integral JJJ z dzdydx sin cambio de variable ,en cilindricas y en esféricas 
V(A) 1 .<p{Á) limitado por las gráficas de las superficies z2 = ^ (x2 + y2) , z = h > 0 

K. 

2. <p(A) limitado por las gráficas de las superficies z ~-yjx2 + y2 , z — -1 . 
3.(p(A) limitado por las gráficas de las superficies z =j4-x2 - y2 , z = 0 , jc2 -+y2 = 1 
4.<p(A) limitado por las gráficas de las superficies z ~*4-Jx2 + y2 , z - 1. 
5.(p(Á) limitado por las gráficas de las superficies x2 •+ y2 - 4, z — 0, x2 y2 = z 

Aplicaciones, 

l. Area entre curvas. 
b 

Recordemos que si f(x)-g(x) > 0 , entonces j (/(•*) - g(x))dx ^representa el área encerrada por y 
a 

=í(x) , y - g(x) x = a , x - b y el eje x fig 110 
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r - f (x) 

\ 

figura 11* y= g (x) 

b bfix) 
pero J(/(JC) - g(x))dx = j j dydx = jjdydx asi el area de la región Q "jjdydx 

a "8U) Q Q 

1. Hallar el àrea limitada por el gràfico de y2 •= 1 - x, 2y - x + 2 fig 111 

Los puntos de intersección de las curcas es (0,1) y (-8,-3) luego 

0 (*+2)/2 1 1 1 - ^ 
A{Q) - \\dydx = \ \ dydx+ j J dydx= j j d x d y = f -

Q o -VT=3f -3 2y-2 

2. Hallar el àrea limitada por los gráficos de y2 = 2x - 2 , x+y =5. fig 112 
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Y 

x+ r - s 

A [ 

V 

X 

;v> - x 
m m N . 

W <> r * 2 * - a n 

f i gura 112 

Los puntos de intersección son (3,2) y (9,-4) , despeje y de x+y =5 y reemplácelo en y2 = 2x-2. 
2 5-y 3 /S=2 9 5-i 

A{Q) - \\dydx = J I dxdy = J J dydx + J J dydx= 18 
Q -4 ¿A 1 3 

2 

3. Hallar el àrea limitada por los gráficos de y2 - x2 = 1 , x = ±2 .fig 113 

Y 
l 

1 

x » 2 

/ \ 
Los puntos de intersección son (2,± J 5 ) , ( -2,± J 5 } , luego 

2 Jx*+\ 1 2 -1 -wP̂ T 
- = J J dydx — { J dxdy+ j } dxdy 

e - 2 - i -2 -2 

- 1 2 JS-JOtt ,/S 2 
+ J J dxdy+ | J dxdy + J J dxdy. 

JFZ 1 ~2 1 ¿^T 

Ejemplo 4 . Hallar el area limitada por el gráfico de \x\ •+ [y| < 4. fig 114 
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Sea u=x+y entonces u=4 y u—4 y v = x-y entonces v =9 y v=-4 , x = f +-f- , y = , 

luego 
A =[-4,4] x [ -4 ,4] , J^ = -1 y % ( M , V ) ) = / ( F + | , F - F ) = 1 entonces 

JJ dxdy = J } dydx+J" J dydx = J J | dudv= | J J dudv =32 
«1(4) -4 -4-x 0 x-4 

0 4+Í 4 4 4 4 4 
•J J K | d u d v = ¿ J J 
_4 -4 -4 -4 

Ejemplo 5 . Hallar el area limitada por los gráficos de x2+y2 = 4 , x2+y2 = 4x (común ) fig 115 
Jt/3 

figura 115 

r=4cosd 

t = 2 
_ w / 3 \ 5 71/3 

Los puntos de intersección son (1,^/3 } y (1 , - /3") , que se obtienen igualando las curvas 
De x2+y2 = 4 se tiene que y =± ¿4 - x2 , y que x =± J4 - y2. x2+y2 = 4x equivale a (JC - 2)2+y2 

»4 y De aqui x = 2 ± J4~ y2 y y = ± J4x - x2 luego 

& fi1? 1 jAx-x2 2 >¡4̂ ? 
A(Q) = ¡jdycbc = J } dxdy =J { d y d x + J J dydx = - 2 v ^ + 

e - j ì ì - j ^ P 
JT/3 2 >r/24cosS 5*/34cose /' Jt/3 2 JT/24COS6 

= | | rdrd0 + J } rdrdtf + } } rdrdfl —2,/J + } * -2( J Jrdrd0 + J J rdrdd 
-xl3 0 kíí 0 3k/2 0 V. 0 0 i/3 0 

Ejemplo 5 . Hallar el area limitada por los gráficos de x2+y2 = 4 , x2+y2 = 4x (interior a x2+y2 = 4 
y exterior a x2+y2 = 4x ) fig 116 
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7T/3 

figura 11* 

r = 2 

2 jAx-x2 2 -jA-x2 A jAx-x2 

A(Q) - \\dydx - | J dydx+J } dydx+ j j dydx= ±x + 2/5"= 
e 1 - vCT 2 

j f dxdy+J } dxdy + J f dxdy = -f-jr + 
-SS fil? -2 2-Ja=P J3 2-JA=? 

jt/3 4costì w/34costì 2tt 4costì 
= } j rdrdf? = } } rdrd0 + j } rdrd<9 - }?r + 2/5" 
-JT/3 2 " " " - " 

K/34COS0 
J J 
0 2 

2* 4cos6 
í J 

5s/3 2 

Ejemplo 5 . Hallar el area limitada por los gráficos de x2+y2 - 4 , x2+y2 = 4x (interior a x2+y2 = 4 y 
exterior a x2+y2 = 4x ) fig 117 

ni 3 

f i gura 116 

0 JA-x2 

r = 4 c o s 0 

i Ja=P 
MQ) = \\dydx = } } dydx+J } dydx+ } } dydx=jf f + 2v

/? 
e o j ^ p o 

jt/2 2 3*/2 2 5*/3 2 
- J f rdrd0 + } Jrdrd0 + } J rdrdfl - j j r + 2J5 . 

s/34cosS */2 0 3>r/24cos0 

Ejemplo 6 . Hallar el area limitada por el gráfico de x2/a2 •+ y2Ib2 = 1 fig 118 
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figura 118 

Solución . x-arcos0 y=brsin0 ,<p(r,d) = (xty) - (arcosd,brsinQ) 

T - KxS) 
J<P d(rfi) 

dx_ 
dr d6 
dy dy 
dr de 

* tJP=P 

acosd -ar sin 8 
bsend rb cos 6 

2* 1 

— abr. 

A(Q) - \\dydx - J } dydx- J Jabrdrdfl = nab. 
Q "^-¿^i? 0 0 

Ejemplo .Hallar el área encerrada por el gráfico de x+2y -2 , y-x - 1 , 2x+y - 7 fig 119 

7 
<2,3> 

<4,-l> 
figura 119 

Solución . Los puntos de intersección son (2,3) , (0,1), (4,-1) que se obtienen igualando las curvas 
luego 

21+x 4 7-2x 
A(Q) - J | d y d x « | ¡ dydx+J f dydx = 6 

2 
2 hi 

2 

Ejemplo .Mostrar que el área encerrada por el gráfico de x2+y2 - x , x2+y2 - y viene dado por fig 
120 

f i g u r a 120 
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o cose k/4 cose 
Area(A)-JJdydx - ¡¡rdrdd - J J rdrdfl + J J rdrdtf = 1 * + 1 . 

Q Qi -k!2 0 0 sme 
nl4 sine n¡2 eos S 

Area(B) - JJ dydx - JJ rdrdd - J J rdrdfl + J J rdidtf - J JT - ± 
Q Q¡ 0 0 jt/4 0 

k sine T/2 sine 
.Area(C) - J Jdydx - JJ rdrdd - J J rdrdé» + J J rdrdfl - ±n + j . 

e (2i jt/2 0 JT/4 cose 

Ejemplo .Mostrar que el àrea encerrada por el gràfico de r - cos0 y r = l-cos0 viene dado por 
figl21 

ff/3 cose 
Axea(A) ^¡¡dydx = ¡¡rdrdd = J J rdrdfl — jff + v'I 

g ¡2, -xí3 l-cose 
*/3 l-cose jt/2 eos 8 

Area(B) - J Jdydx = JJ rdrdd - 2( J J rdrdfl + J J rdrdtf) - -fen - JJ. 
Q Ql 0 0 */3 0 

jt/2 l-cose 3k/2 l-cose 
Area(C)-JJrfyrfr - jj rdrdd - J J rdrdfl+ J J rdrd<9 + 

Q Qi x/3 cose jt/2 0 
5*/2 l-cose 
J J rdrdfl - i - j T - l + l / J . 

3?r/2 cose 

Ejemplo .Mostrar que el àrea encerrada por el gràfico de r - 1 + sin0 viene dado por fig 122 
y 

r =1 + sen© 

figura 122 
2jt 1+sine 

Area "¡¡dydx - ¡¡rdrdd = J J rdrdfl - \n 
Q Qi o o 

Ejemplo .Mostrar que el àrea encerrada por el gràfico de r2 = sin20 viene dado por fig 122 
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