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INRODUCCION

Con el presente trabajo se pretende hacer una presentacion de los temas relacionados con la
integral doble ,la integral triple , la integral de linea , la integral de superficie y sus aplicaciones en
una forma clara y sencilla

Estos conceptos estan 1lustrados con una variedad de ejercicios totalmente desarrollados para poder
que el lector entienda con gran facilidad los conceptos tratados y pueda aplicarlos para solucionar
problemas practicos en sus respectivas areas



Antes de empezar a tratar las integrales miltiples , recordaremos la definicion de _[ f(x) dx , siendo

a
f{ix) una funcidn continua en el intervalo cerrado [a,b] y para ello miraremos algunos conceptos
Pprevios.

Particion de un intervalo cerrado [a,5].

Una particion de un intervalo cerrado [a,5] ,es un subconjunto finito de puntos de [a,b] ,que
contiene los puntos a y b con algunas caracteristicas , por ejemplo los conjuntos siguientes
{0,1},40,1/2,1},{0,1/4,2/4,3/4,1},{0,1/5,2/5,3/5, 4/5 1},{0,1/4,3/4,1} son todas particiones
del intervalo cerrado [0,1] ,pero {0,3/4,2/4,1} no es una particion del intervalo [0, 1], es decir
,diremos que P={x¢,x1,x2,...x, }es particion de un intervalo cerrado [a,b] si

a=xy < X1 < X3 < .. <X, = by que la particion divide a [a,5] en un nimero finito de intervalos
(x0,x1 ], (20,20, [x2, 23], ...[%,-1,%, ] ,con longitudes Axy, Ax>,Ax3,...Ax, (figl)
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Definicion de jf(x) dx ,siendo f(x) una funcion continua en un intervalo
cerrado [a,5].

El propdsito es calcular el area de la region encerrada por las curvas y=f{x) > 0 , x=a , x=b y el ¢je
x (fig 2)

figura 2

y para ello consideremos una particion P-{xg X1,X%2,..%,} de [a,b] y tomaremos la longitud de
cada intervalo igual , es decir, Ax; = 22 k=12 ..n Y calcularemos el area del rectangulo

Ar = flt)Ax, para 1 = x,_, (fig 3) y formamos » (x)axi , que es la suma de las areas de

cada rectangulo,el cual va a ser una aproximacion del area A



figura 3

Para obtener el drea A haremos muchas mas particiones ,de tal forma que los rectangulos queden
bien pequerios de base ,y esto se logra haciendo tender n a infinito,es decir , Area =lim » /17, )Ax;=
b b

J' f(x) dx , siendo t; cualquier punto en |x¢-1,Xx¢ | y esta expresion es la que define la _[ Sx)dx siel

a a
limite existe,en otras palabras ,

. b
Area =lim Y flt)Axy = [flx)dx 51 f(x)>0
Ejemplo 1. Calcular el area de la region limitada por y=2x+1, x=0, x=3 y el eje x (fig 4)

¥=2x+1 =

A

fiqura 4

Solucion. Sea P={x¢,x1,X2,..X,} una particion de [0,3] con axy=%x=% Xo = 0,X; = 2
2% 3 323
xz = = , x3 ==

S, Xg= M3 xp = (k- 1), Xg = <=.....v asl si ty=xX;- entonces
Areaslim 3" te)Ax, =lim Y A2 (k- N2 =lim P2 * 2k - 1)+ D2 =bm N (EG-1)+ 1)
=1 k=1 k=1 .

n < n n
= ok _ 6 S o BNl 6 him 3N 63k _ NV 6 LN
ImY(HE - 2+ g =mmz> (5= - 2 +1) im 20y SE -3 5+ ]

= k=1 =1 =1 k=1

—lim: By f_ 18 39 mlimi 18 x Z50 _ 18wy 3 g m0-043=
lim! H’Z—:'k ”2§1+"§1; limi 18« =3 18 xn+ 2 * n j=m9-0+3=12 luego

. 3
Area -lgnm D T )oKy = _[ (2x+1) dx=12.
k=1 0

4
Ejemplo 2. calcular _[ 10dx  (Area encerrada por las curvas y = 10 , x=-1, x=4 y el gje Xx)



Solucion. Sea P={x0,%1,X2, .. Xx} una particion de {-1,4] con Axw-4_':l) -—2— Xo=—1, Xy=-1+ 3,

Kol t Sz Xgmelt L Xem—1 o+ 22 xpm-1+ (- 1) 2, xk-—l + 2=, ...y asi si tomamos
ty=x, entonces j 10dx =lim Zf(rk)An =lim Zf(— + 2% )2 =lim ZIO * 2 =lim 32 Zl
-hm-- * n=50 luego

Area =lim Z/(r,)Ax,, - j 10 dx = 50.

-1
b

Ejemplo Calcular sz dx (Area encerrada por las curvas f{x)=x?, x=a , x=b y el eje x)

Solucion: Se particiona el intervalo [a,b] en n subintervalos de igual longitud Ax; = 22, k =
1,2,...n yasi

Xo=a

X)=a+Axg =g+ e’

X =at+2ix = a+2{ &2

Xp = a+Koxi = a+ki{Z=;

Xe=a+nhAx; =a+nita;=p

Sitomamos 5 =x; = a+k{ &2 ; ycomof{x) = x*> entonces f(ty)=fia+ ki =t
” - 5 2ak(b—a

m{a+ k{5 hmg? 4 2 4 T yagi

n

(2t = B S fU)Ax; = bim &2 3 g2 4+ 24500 | Ky

jXax = MZﬂtk) - Mu—,.—Z-,a et e

lim {22 a1+ e e —":'-') K+ ii2 ™) g |m

= =1 =1

§ 2 .
(¢-ay’ _____+ _5__*___:; \—,(b 0)02 (52) 2+ -

lim{ (b-a)a® + (b~ a)*Zni 2l i+ E3010 ; 3

2 ) L 3
(b—a)[az+ab—az+£3——%+ =t D — an-—+£"3:-+"fl--‘;--—%luego

b
2 dem £ - &
_fx de . -

a

b
Asi como la definicion de j' f(x) fue motivada para hallar el area de una regién , la integral doble

» l]a motivaremos , hallando el volumen del sélido S limitado por las graficas de las superficies z = f
*y)>0, x=a, x=b;, y=c, y=d, z=0 y su tratamiento es muy similar

Sea f(x,y) una funcién continua en Q = [a,b] x [c,d]
y P1 = {Xo,X1,X2 X,} unaparticionde [a,b] y P2 = {yo,y1,......¥m} una particion de [e,d] .



Una particién de Q , es un subconjunto de la forma P=P; xP;
={(x;,X;)/X; € P1,y; € P2, 0<i<n , 0<j<m} y descompone a Q en nm rectangulos que no se solapan
Rij = {(x,y)/ %1 <x<x, y1 <y<y} (fig3).

b 4
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figura 3

y sea (4, $;) un punto cualquiera en Ry y formemos f{(#,5,) Ax; Ay; el volumen del prisma (fig 6)
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figuraé
m n
asi t; ,8; ) Ax, Ay; es el volumen aproximado y si hacemos bien pequefios los prismas ,
% J
J=1 =1

haciendo tender n a infinito y m a infinito obtenemos el volumen exacto , es decir,
V(s) = lim lim 7‘ V flt; ,s; ) Ax; Ay,

W00 N}-+C0

_/-1 1-1
y s1 este limite existe ,representa el valor de la integral doble .es decir,

V(s) - hmhmz 3 ) Ax, Ay, = [[/lx, y)cbsdy
Q

=1

Las propiedades de las integrales dobles son muy analogas a las de una variable,es decir,sia, f € R
y st f{x,y) , g(x.y) son continuas en una region Q cerrada y acotada en el plano entonces

1 [[(aftx,y)  Bex.y))deddy = a [[flx,y)cbecdy + B [[ g, )by
e Q Q



2.8 fix,y) > g(x,y) en Q entonces ” Ax,y)dxdy > H gx,y)dxdy
Q Q

3.51 Q se descompone en Qy,Q2, 03, ...0x, que no se solapen entonces

[[Ax,y)disdy = [[ fox,y)cdxddy + [[ fix )by + ([, y)cbsdy + ... + [[ Fox,y)ebscly
Q & &2 23 ©n

Ejemplo 1. Calcular el volumen del sdlido limitado por las superficies
fx,y)=10, fix,y)=0 , x=3, x=6 , y=4,y y=6 (fig 7)

¥

2 |’[t(x,y)-m

Solucion.Sea P1={xq,x1,X2,..X,} una particion de [3,6] con Axm= & m3 1< i < pn, xo=3,

Xim3+ 2, xom3 + smz, X3-3+«3-;3z, =34+ 32 Lxa=3+0-1)2,
X;p=3+ 3% x, =3+ =6 yP;={y¥,y1,...,ymyuna particién de

322
s

[4,6] conAy="" = 2 1<j<m,yom4,ymd+2, yo = 4+ 2= yymd+

YamA4+82  yiamAt+ (-2, Y =4+ 2y, =26y

sea (f;s) = {3+ Z 4+ £ = (x,y,), pero puede ser cualquiera punto en Rij y asi
»n » » n »m n

Z Zf(t,-,sj)Ax,-ij =Z 2100-3—'% L %Z Zl - %ﬂ;-m-nn 60

J=1 =1 ~1 =1 =1 =1

yaque ¥ 1 =3 (j+ 1)~ j =m+l-1=m ,aplicando la propiedad telescdpica de las sumas finitas .
M e
En forma analoga Y 1 = » luego

V() =lim lim 3" 3t 8 ) Ax; Ay, =lim im 3" 3" & =lim lim 60 =60~ [[10 cixcly =
= 1 e 0

10(6 — 3)6 — 4)

Ejemplo 2.Calcular 1inx.viaxav siQ={(x,y)/0 <x<3, 0<y<3},
e



1 s1 0<x<3 0<v<]
Sxy) =< 2 si0<x<3 l<y<2 (fig8)
] 3 si 0<x<3 2<y<3

, Uz 3
(9, 2) oo Crme
(8, 1) bl
! th 1
l X
figura §

fx,y) es una funciodn seccionalmentecontinua en Q ,luego es integrable en Q y

[[Ax,y)ddsdy = [[fix,)cdsdy + [[Fox,y)cdsdy + [[ fox,y)cbsdy = [[ 1y + [[ 2y + [ 3tacly
Q & &2 @3 1 1] Q3

=1e3 e 142e3 0 1 +3e3 ¢ | =3+6+9 =18 siQ; = {(x,)/0 <x<3,0<y <1}

Q2= {(x,y)/0 <x<3,1 < y<2},Q3={(x,y)/0 <x <3,2 < y <3} .Recuerde que una
funcidn seccionalmente continua en un intevalo cerrado es integrable

Ejemplo 3.Calcular [[(y+ 2x)dxdy si Q=[1,3]x [3,5]
Q

Solucidn Sea P1-{xo,x1,x2,.._x,} una particion de [1,2] con Ax=21 — 1 1< i<n,xo =l
Xl = 1+ 2, Xgmltd, Xe = 1+ 4, %0 = 1+(1—1)— X=l+ 4, %=1+ 2=2y

Py = {yo,y1, ..... ,Ym} Una particion de [3,5] con AyJ-——-E, I<j<m y0-3 yi=3+2,

- . 2 g N . -
‘L'zj-v-,: _\_x:\—-, \ -3 4 ‘»\}»)' =~,+\/ ] .¥=\~ A V\ﬂ::\«-— ‘-:'m\

sea (4;5;) = -(x,, y) =i 1+ ,3+ & : pero puede ser cualqulera punto enRyy

fts)=fll+ 23+ % =3+F+2{1+Lm=3+2+2+2={5+2+2}y

" 3" fit; 5, ) Ax, Ay; = (S+¥+2311e2mlesy o img 2l 20D
Z Z J J n 'R m 7 Pl : n ;

7~ =1 J=1i=1 J~1
=1l.2 Z Sn+ 4 (1)} =L e 2(5nm+ 27D 1m(n+])) =
L %(5mn+n(m+l)+m(n+l) )y asi
bmlim Y} 3 fiti s, ) Axi Ay, = lim tmOmn+ n(m+ 1) + min+ 1)) % « Z=(5+ 1+ 1)2=14 luego
1 =
([ + 2x)ckedy =14

Q o
Ahora tomemos (7 5; y=(xi-1,y,) =i 1 + 5 3+ & + otro punto en R, y mostremos que el resultado
no varia



fts)=f1+5L 3+ 2 =3+ 2 4+21+5L3=3+ ¥ +2+2 - 2={5+2+2_ 2y

m n 'm‘-n‘ N ) )
ZZﬂti,Sj)Ax,Ay,= LL‘J"';_J"'%—T_:’?‘!{;:
s~1 =1 J=11=1

m . - . § ” ) ]
le23i5p+ 242, '1“;& P=2i=Lle 2 5n+ ¥ 4 (pt1)- 2=

Lo 2{5mm+ =2 m(n+ 1) - 2m =2 (5Smn+n(m+1)+m(m + 1)-2m) y asi

lim lim 3" 3" fit: 5, ) Ax, Ay, =lim im: 2 (Smn+n(m+ 1) + mn + 1) - 2m) i=2(5+1+1-0)=14 y
=1 =1 S

[[r+ 2x)axdy =14.

Q
b

Asi como _|' f(x) dx puede representar una area si f{x) > 0, un espacio si f(x) representa velocidad
a

o una masa , s1 f(x) representa una densidad , asi tambien la integral doble puede representar un

volumen ,una masa etc.

Afrontemos ahora con formalidad el problema de evaluar la [[f{x,y)dxdy , si f(x,y) es una funcion
continua en Q y para ello consideremos los siguientes tipos d% regiones.

1. Qunrectangulo de la forma Q = [a,b] x [¢,d]

2. Q=A(x,yYa<x<bh, gx)<y<hx)}

3. Q="{xyfc<y<d;qy) <x<Iy)}

Caso 1

1.81 f{x,y) es una funcién continua en Q=[a,b] x [c,d] entonces

b d d ;b
[[foxeyypdy = [ [feyydy ide=[i [fixy)dx idy.

Para calcular _|' _[ J(x,y)dy :dx , primero se calcula I JS(x,y)dy ,considerando a x como constante

a °.c

d b
y asi se obtiene que J' f(x,y)dy =A(x) (Es una funcion en x) y luego se calcula [ A(x)dx .

a

d b b
En forma analoga para calcular _|' _[ J(x,y) dx dy, se calcula primero J fx,y) dx considerando



ay como constante , para obtener I flx,y) ax = B(y) y luego se calcula j B(y)dy.

Ejemplo 1.Calcular [[(4-x2 ~ y)dxdy si Q=[0,1]%[0,2]
Q

12 2 1
Solucion  [[(4 - x2 — y)dxdy = [ (4 - x* - y)dydr=[ [ (4-x% - y)dxdy.
0 0 0 0 0

1 2 1 1
a [ [(4-x% - y)dydom| (4y - 22y~ 2)} cho=[{8 — 222 - 2 b
00 0 0

-_i'=6—27c"’"»dx\'--l'6.7:————2"3."-l
N N 3 .
0

-~ 2w l16
Fam6= =

b.

v O ey N

2 2
[(4-x2 - y)ddy =[ (4x - 5 - yx)ody=[ (4= L ~yydy=[ (1L -y )dy =
0 0 0 0
)6 - L= % yasi
2

' 1 2 1
[[(4-x2 - y)dxdy = [(4-x%-y)dydo=| [(4-x*-y)dxdy. = L.
Q 0 g 0

0

Ejemplo 2.Calcular [[e*dxdy siQ=[1,2]x[0,3]
Q
3 3 2

Solucion [fe™dxdy -} [ e dydx={ [ e dxdy .
0 1

0 01

2 3 2 2
a. [ [e™ dude m [(e*)idx =[(e*3 —*)dx =(e™? —e*)} =i’ —e?} - iet-e' =
10 1 1

e’ —e? —e? +e!
3 2 3 3

b. J‘ J‘ e™ dxdy _J‘ (ex+y)%dy _I{.e2+y — e“’}dy _{:e2+y — e1+y:,g —{:eS —eti - {:e
o1 0 0

e’ —e* —e? +el.

luego [[e™axdy =e® —e* —e? +e'.
Q

Ejemplo 3.Calcular [[[ £ ][y]dxdy s Q=[0,4]%[0,2] (fig 9)
e



(2,4)
(0, 2) 3 (1, 2)
0. LS
0 =58 |31 1.1
(0, 1) (4,1)
U)_ 03
0. =0 |z om0

(2, 0) 4,0)
figura 9

0 st 0<£<1: 0<x<2
Solucibn[%].--< 1si 1<5<2 2<x<4 y
2581 2<%<3 4<x<6
0si 0<y«<1
] = 1si 1<y<?2
2si 2<y<3

luego_[Q_[[-;JLthf“fy - _UO- 0dxd_y+£j'l . dedy-i-go- Idxa}'+gl o ldxdy = ydxdy

|

B Sy B

2 2
ddy =( ()} dy =[ 2dy =(29)} =4-2 =2.
1 1

Caso 2 .Cuando la region de integracion es de la forma

Q=<wx.vra<x<b, gx)<y<h(x)} figl0

¥ ey e h(X)

l -~ ¥=¢ (X)

a b
figura 10
b h(x) h(x)
La integral _U J(x,y)xdy = _[ _[ flx,y)dydx y ésta se calcula integrando I Sf(x,y)dy considerando a
Q a g(x) g(x)

X como una constante y luego integrando el resultado con respecto a x entre ay b.

Ejemplo 1. Caleular | I(x"’ +y% + 1) dxdy si Q es la region limitada por el grafico de y=2-2x , x=0,
Q



y=0.(fig 11)

Y
(8, 2)}
\‘\\
 ¥=2-2x
u \’\
\\
PG X
(1, 8)
figura 11
12-2x

Solucion . [[(x* + y* + 1 )dxdy = [ [ &2+y*+ 1)dydx =
( 0 0

1, , 22z 1 o .
I‘:\x2y+’i+y:;z 2@‘_;-‘[;_3;2(2__21).,. E.?_);.f.(z_.gx);dx
0 ) ’ 0

1
; g 2.8x3 1 R ‘4 il
af 2x% — 23 4 | BPAXeZOCBC Ry ) oy ioppmis ~ 2+ 1027~ 10x + 2 jdp =1L
0

Ejemplo 2. Calcular ”xdxdy si Q es la region limitada por el grafico de las curvas x+y=4 .y los

Q
ejes coordenados (fig 12)

(0, 43 |,

- .
(4, 0}
figura 12

4 4—x

Solucion . [[xdxdy =[ [ xdydx = 2.
¢ 00

jemplo 3. Calcular ”xy dxdy si Q es la region limitada por el grafico de las curvas y=x?, y=8-x2

Q2
fig 13

10



1 Yy=8-X
//l’ “‘\\
P ; u \_
i—2,4l'\ '_j;l2, 4)
\
\\
)
N
- S =X
\\‘ /,/
\, " X
figwa i3
2 8=x?

Solucion .[[xy dxdy = [ [ xdydx = 0.
0 2

Ejemplo 4. Calcular {[(x +y) dxdy si Q es la region limitada por el grifico de las curvas y=|x| ,

Q
y=4 fig 14
!
¥=4
(4, 4) % 7> 4, 4)
n /f!//
y:k\ 7 ¥=x
b
X
figura 14
4y 0 4 44
Solucion .[[(x +y) dxdy = [ [(x+y)dedy = ‘2 = [ [(x+y)dydc+ [ [(x+y)dydx.
o) 0 -y -4 —x 0x

Ejemplo 5. Calcular _U ydxdy siQ es laregion limitada por el grafico de las curvas y® = 4-x,

y? = 4-4x (figl5)

11



R~ ,
= . f =4 -x
\\’\ \\\\\\
Y
SENsES £ }(1, o) ))(4. o
;1’ =¢‘*¢x//"
..
) -
Vs
1 ~va-4x 1 JA=x 4 JAx
Solucion . [[ydxdy = [ [ ydyax+[ [ ydydet[ [ ydyde=0.
e 0 —va=% 0-va3x -

Ejemplo 6. Calcular mcos(x +y)|dxdy (| |)Valor absoluto.
Q
Q=[0,x] x [0,x] (fig 16)

tiqura 16

cos(xty) si 0 <xty< ]
[cos(xty)| = < —cos(x+y)si I <xty< &
cos(aty) si - Sx+y < T



-T -X

asl [[jcos(x + y)| dxdy = [ [ cos(x+y) dydx + ]" ~ cos(x+y) dydx + I [ —cos(a+y) dyedx -+
Q 0 0 0 ‘w { 0

[ cosxty) dydx =2nx.

5‘ %

Ejemplo 7. Calcular ([j(x - y)jdxdy Qm=[~1,1]x%[0,2] (fig17)
Q

4
(-1, 2), (1, 2)

figura 17

Solucidn .|(x — y)| = < xTy 4 x2) luego

(x—y) si x<y

IIKJr ¥)| dxdy = Ho x)dydnff(x-y)dyabw”(y-x)dyah-—

~-10

Caso 3. 0= {(xy)c<y<d, q) <x<Ily)} (fig18).

b 4

al X~ 4 (¥)
C
x
figura 18

En éste caso la integral se calcula asi :

a4 iy
” Six.yydy = [ [ fix,y)dxdy y ésta se calcula integrando _[ Sf{x,y)dx considerando ay como

< q(» )

constante y luego integrando el resultado con respecto ay entre c y d.

Ejemplo 1. Calcular ([ /9y dxdy siQ={(x,y)/x2+y* <9} (fig19)
Q

13



>
SRy
figura 19
Soluciéon ” /9 37 dxdly = [ [ JO —y¢ dxdy = J’ixv'() - yé |V ‘;’ﬁd; =
CA L -y3-»*
3 Jr\,)‘ ;z -3

j'ldy ¥ —i—J9- -y i3 —yzdy-Z_[ 9~y idy =2i 9y — -’13—' )

20 27— L i={-27+ 2] =T2

Ejemplo 2. Calcular H(x +y) dxdy siQ esla region limitada por el grafico del a curvas
Q

y=X,X+y=2 x=0(fig20)

‘.\
N
x+y_

{ (11

Y,,(/

A /A
figura 28

22~y

(X + V) dxdy = ” (x+y)dxabz+j'j' (x+y)dedy = 4

Solucidn. _!

Qu—

Ejemplo 3. Calcular Hx dxdy siQ es la region limitada por el grafico de las curvas y=2-x°

Q2
fig 21

14



figura’l
2 V&

Solucion. ”xdxdy Ifxdxdy-rj' I xdxdy = 0.
1-v=»

En algunas oportumdades se puede calcular la integral I I J(x,y)xdy por el caso 2 6 por el caso 3 .3

Q
pero en otras se puede calcular solamente por uno de los dos casos como se ilustrara con los

€jemplos siguientes :

Ejemplo 1 . Calcular ”x dxdy siQ es laregion limitada por el grafico de las curvas y=0 , x-+y=2 .

Q

y=x fig22

; ME). 1)

| —'\':l/ C At+y=
G
X
figura2?

Solucion.
Para hallar el punto 1, 1) iguale x+y-2 con y=xy asi

22-x

dexdy ”xdydx+ffxdydx ”xdxdy-l

Ejemplo 2 . Calcular J' J' ydxdy siQ eslaregion limitada por el grafico de las curvas y? = 4x,

y=2x-4 fig 23

15



figura 23

Solucién. Los puntos (4,4) , (1,-2) se hallan igualando las curvas ;despeje x de y=2x-4 y

reemplacelo en y? = 4x y solucione esta ecuacidn de segundo grado en y y asi y= 4 ,y=-2.
L.’

1 vax 4 Az 47
[[yandy=| [ ydyax+[ [ ydyete= [ [ ydudy=9.
Q VY 12x-4 22
4
Ejemplo 3 . Calcular _U dxdy s Q eslaregion limitada por el grafico de las curvas x=-2 ,ym2 ,ymx
Q
,y=0 fig 24
y=2
(-2, 2) i (2, 2)
: o
l -
X= -2 u ' % y =X
i
| Vo x
|
ftigura 24

Solucion. ([ dxdy = ])'j'dydx+ﬁdydx - ?idtdy - 6.

0 -20 0x 0

Ejemplo 4 . Calcular ” 3xdxdy si Q es la region limitada por el grafico de las curvas y=x2, y=4 fig
Q

25

16



4
(-2, 4) (2, 4)

figura 25

Solucion. ([ 3xcxdy = } T 3xcxdy = Jz' ]"3xdydx- 0.
Q 0~

-2 x)

Ejemplo 5 . Calcular ” dxdy siQ es la region limitada por el grafico de las curvas y=x?, y=2x+3

Q
fig 26

figura 26

Solucidn. Para hallar los puntos de interseccion (-1,1).,(3,9) iguale las curvas y

12 4
[ aedy = [[ % ctedy =| [ cbedy+ [ | dedy = .
Q Q 0-p 123

Ejemplo 6 . Calcular [[x? dxdy si Q es la region limitada por el grafico de las

Q
curvasx=y? x=-2y%+3 fig27

17



P Y

24

e

1327 12 3
Solucion. [[x* dxdy=[ [ x’dxdy = | [ x*dyax+[ [ xdydxc = 28
2 ~1 y’ 0-s2 2

Ejemplo 6 . Calcular U dxdy siQ es laregion limitada por el grafico de las curvas y=x , y=x-4

y=0 ,y=2 fig27a

¥
f!
sk (6, 2)
/,T E | = (6.
|
f | 7 y=x-4
P { >
P T N e
(2, 8) (4, §)
figura 2Ta
2 4+y 2z 42 6 2
Solucion. [[dxdy =[ [ dxdy = [ | dydx+ [ [dydx+ [ [ dydx = 8
e 4 80 20 43-4

Ejemplo 7 . Calcular [[xy dxdy siQ es la region limitada por el grafico de las curvas x2 +(y-2)2=4
12
,y=4 , y==- fig 28

18



—; 7 7 (4, 1)
2y iR ; /r’{
1A s
X 7
§ i
/L =x
4
] /
/"f (5 i /
L :
(2, 0)
figura 28
44 2 2-J4-x2 2 4 4 A
Solucion. {[xydxdy =[ [xydydx+[ [ xydydxc+ [ [ xvdvax= [ [ xydxdy =32
o) 2.2 0 2 0 i 07 ]
& = v x_ 2+v4-x* © JA-0-2)*

Ejemplo 8 . Calcular ” sin(y® ) dydx si Q es la region limitada por el grifico de las curvas y=/x ,

x=0, y=2 fig 30

¥
(0, 2) T

figura 30

42
Solucion. ” sin(y? ) dydx =[ [ sin(3*)dvdx (Dificil de solucionar)=
e 0z

y2
j' I sin(y*)dxdy = j' si11(y3)(x){cbi=% j' 3y? sin(y3)dy-%]3' sinudh=1(1 - cos8)
o 0 0 0 0

Ejemplo 9 . Calcular ” e dydx siQ eslaregion limitada por el grafico de las curvas y=%,y=2

Q
X=0 fig 31

19



y ’:?
(9, 2) = (4, 2)

figura 31
42 2% 2
Solucion. [[e” dydx=[ [ e *dydx (Dificil de solucionar)=[ [ &’ dxdy = [ e”'2ydy = e* - 1.
0 0z 00 0

Ejemplo 10 . Calcular H ycos(x® ) dydx , siQ es la region limitada por el grafico de las curvas

» 2
x=[y , y=0,x=2, fig32

Y (2, 4)

42
Solucién. [[ycos(x®) dydx=| [ ycos(x® )dxdy (Dificily=
Q 0w
22 2, _
[ [ yeos(x® )dydx=[ £ cos(x® )dx= 32
00 0
Ejemplo 12 . Calcular ([ dxdy i Q es la region limitada por el grafico de las curvas y=x> —4x y el

. 2
gje x fig 33

20



figura 33 ‘ \ .‘.‘l

Solucidn. y=x? —4x=x(x-2)(x+2) ,entonces los puntos de interseccion de la curva con el gje x son
(-2,0),(0,0),(2,0), luego

©—4x 2 0
” dxcly = ” dxdy + ” dxdly = [ I dydx-i-J' | dydx= 8 El otro caso es dificil, pues hay que de
0534z
y-x3 —4x despe]ar X !
Ejercicios.
A.Mostrar que
2 4 21
1”xey’dydx- let6- 1, 2. [[eXdedy = e 1.
0 52 0l
12 ’
3. J' J' cosxZdxdy = 1 sin4
e
S.H'e"zdxdy- le-—
Gzya—x2 4 0 g &
6. [ 3ydyds =256 = | j 3ydxdy+j j 3ydhxdy
-2 12

2 3y 33x

7.[ [ 3xdxdy = I_|'3xdydx+_[_[3xdydx-12

2-x 1 Z—y

02z

1x 2
8.[[3dydx+ | [ 3dydx= [ [ 3dxdy=3
00 10 0

21



[N

9..}X.[xe>'dydx+}_?xe’zb)dx- }3_.[2yxe>’dxdy- ~e—15
00 10

U, J
1 x?

11
10.ﬁ|=:;y—x2>|dxdy- f | {'x2—y}dy¢bc+j ]'{:y-xz,}'dydx- i si Qm[-1,1]% [-1,-1]
ll-y - 12-y x 2 2=y

1 {fie=y1dety = [ [ odetyo [ [t [ 2ty ] [ 1 ] [ 20

1 2~y
2

~’ j' 3 dxdy=6 si Q=[0,2]x[0, 2] y [x+y]= parte entera de x+y
13-y
12. [ dxdy = mab si Q es la region limitada por el grafico de - + Z -l
5 a
Integrales triples.

Las Integrales triples se definen de manera analoga a las Integrales dobles .El cambio de orden de
integracion en una integral triple es mas complicado .

La integral J'J' fx,y) dxdly se calculd sobre una region cerrada y acotada del plano xy. En forma

e
analoga la integral triple J’” fx,y,z)dzdydx se calcula sobre una region S ,solida , cerrada y
5

acotada del espacio R?
Si fix,y,z) es una funcion definida en S, entonces la integral triple de f{(x,y,Z) sobre S se define por :

P00 P00 P—r00 Semel
=1 r—l k-'l

[[[Ax,y,2) dzdydo=lim lim lim 3 7‘3—‘ Y fx,yj,2 ) Az Ax; Ay, siempre y cuando este limite
s

exista
Al igual que en las integrales dobles ,el cilculo de integrales triples ,usando la definicion es
compleja y por ello buscaremos mecanismos mas practicos

Propiedades.
L [[[ {a fixy.2) £ B g(x.y.2) idedydx=
S

o ([ foxy,2) dedycde & P [[[ g(y.2)edycds. 0, < R.

2 si fix.y.z) >g(x.y.2) en S entonces [[] fxy.2) dedydx > ([[ gtx.y,z)dedydx.

3. [[[ f3.2) el = [[ Ry s+ [[] Bc.2) cocbd + .+ [ Rxy,2)
i SmUS, (no 5o solapan) h )

22



TIPOS DE REGIONES
1. Integracidn sobre un paraleliplpedo.
Si f{x,y,z) es continua en S=[a,b] x [¢,d] x [m,n] la integral triple

[[[ fix.y,z) dedydx se puede calcular asi :

5
b dn» d b n
[[[ fx.y,2) edydx = [ [ [ fix,y,z) dzdxdy=[ [ [ fx.y,z) dzdxdy o en cualquier orden dxdydz
N a T m c am
dxdzdy dydzdx dydzdx con el necesario ajuste en los limites de integracion.

La integral f{x,y,z) dzdxdy se calcula, primero integrando

N ey, O

|

n
_[ f(x,y,z) dz,manteniendo fijos a x y a y.El resultado se integra respecto a y ,manteniendo fijo a x

J e X

3' finalmente se integra con respecto a x. En forma analoga se calculan las otras 5 integrales.
Ejemplo 1 .Calcular m' xy>z? dedydx si S=[-1,3]x% [1,4] % [0,2].
Solucion .Usaremos dos de Is 6 posibilidades para el calculo de la mtegral
4 3 2
i [[[xy®s® dedydx = [ [ [ xy®2? dzdxdy -I _[ xy“3 | dxdy -J' _[ 2 xy’dxdy=
5

1-10 1 -1 1 -1
: f (9 8 o 4f 43 2 7' 1680
Xy dy == | Ly dy=2 e4] ydy=i 322 =680

et bt = ([ | s antaty=] (1702 ] [ 2202~ £
! 10

10*1

4 j jy3z2dzaba-4 ] (y5 Pam2{2 V=2 o 1(256 - 1)m680.
- “1

2. Integrales triples sobre regiones mas generales .

a.S={(x,y,z)/a<x<b ,qx) <y <h(x) , g(x,y) <z<k(xy)} entonces

b A(x) Kxy)
] j flxyz) dedyde=[ [ [ fixyz) dzdydx.
a q(x) glxy)
Ejemplo 1 .Calcular [[[ (2x + 3y) dedyd si S estd limitado por el grafico de las superficies
s

2x+3y+z =6 ,z =0 , x =0 ,y =0 fig 35

23



T6-2x-3y

[[[x+3y)dydx = [[| [ (2x+3w1dz dy¢=}
s 0 4

0

3 6-2x-3y
[ | (2x+3y)dzdydx= 18
0 0

3 ¥ 3 <7 3 &%
[ ] (@x+3y)2) |55 ¥dydx [ _[3 (2x + 3)(6-2x-3y)dlycix=[ _[3 {12x-4x%-12xy+18y-9y? idydx
o o o o o 0

ii. Proyectando el sdlido en el plano yz fig 37 ,se tiene que

24



“e3ys s
2

6 e
[[[ @x+3y)dedydx = [[| [ (2x+3y)dx |dyk = | [ (2x+3y) dxdydz= 18.
s R 0 0 0

o\_._.ulg‘

Ejemplo 2 .Calcular [[[ (z+ 1) dedydx si S esta limitado por el grafico de la superficie

s
x2+y?+2% = @ fig 38

figura 38

1. Proyectando el solido en el plano xy fig 39 ,se tiene que

| a VT daA? a Vo ety
[[[+1)ddyae=| | [ @+1)dedydx={ | [ (+1) dzdxdy

4 3
-37[0

if. Proyectando el solido en el plano yz fig 40 ,se tiene que

23



figura 40

a a2 Ja'-r-
[[[e+)dedvax=| | [ (@+1)dxdydz
s T T

a a7 JT

=_[ _[ _[ @+ 1) dxdzdy= {na’

Rl e
Ejemplo 3 .Calcular [[[ (x+y+z) dzdxdy siS esta limitado por el grifico de las superficies z+y
s

=6,x-4, y=0,z=0,x=0 fig4l

figwadl

Solucion . i . Proyectando el solido en el plano xy fig 42 ,se tiene que

26



&y

6y

6 4
[ otytz)dzdydx=[ [ [ (xty+z)dz dx dy=144
0 00 0

[[] Gety+2) e dx dy -}
s 0

O Ry OV

11, Proyectando el solido en el plano yz fig 43 ,se tiene que

(9, §)

o

- 4
(6, 0)

figura 43

6-z

{

6y

[I] Gety+z) dz dx dy = [ [ ty+z) cie dz dy =144
s 0

O Ry N
ot—n

6
(x+y+z) dix dy dz =
0

ot—n

ifi. Proyectando el solido en el plano xz se tiene que
6 4

4 6 6=z 6~z
[[[ ty+z) e dx dy=[ [ [ (ety+z)dydzdx=[ [ [ (ety+z)dy dx dz=144.
S 00 0 00 0

Ejemplo 3 .Calcular [[[ (x+z) dz dxdy siel solido S esta limitado por el grafico de las

superficies x%+y? = 4: z=0 6 z=5 fig 45

27



figura 85

Solucidn .

1. Proyectando el solido S en el plano xy fig 46 ,se tiene que

Tigura 46
izl s 2 7 s
I”(ri—z)c&dxdy-_[ | Jep@dyax =] [ [@z)dzdxdy=0
-2 —Ja-gI O ~2 ',;:-;;0

il.Proyectando el solido S en el plano yz fig 47 ,se tiene que

2

(-2, 5) (2, 5)
b 4
('zr .) (21 .)

figara4?

28



5 2 WAy 2 5 ¥4
[[[ e+2z) dz dx dy =| [ [ (tz)dxdydz o [ | (tz)dxdzdy=0
s

02 iy 20 7

Ejemplo 4 .Calcular [[[dzdxdy sielsolido S estd limitado por el grafico de las superficies
5
x%+y? =z , z=9 fig 49

Solucion .

1. Proyectando el solido S en el plano xy fig 50 ,se tiene que:

figura 50
3 vext 9 3 W 9
[[[&axdy =] [ [ ddydx=] [ [ d&dxdy=2n
s =3 _fox2 x4t -3 ~Jio7 x4y

ii.Proyectando el sdlido S en el plano yz fig 51 ,se tiene que :

29



figura 51

9 2 F 3 9 7
[[[dxdy =[ [ [ dxdydz=[ [ [ dxdzdy=Elx.
s 0 -2 3 =3 ¥

Ejemplo 5 .Calcular [[[x?dzdxdy si el solido S esta limitado por el grafico de las superficies
s

X%+y? = 36 , y+z=9 ,z=0.
Solucion .

1. Proyectando el solido S en el plano xy fig 53 ,se tiene que:

Y

X1y 536

-6 6 &
figura 53
[ ./EW 9y 6 vf-@ 9y
[[[kdxdy=[ [ [x*dzdydx=[ [ [ x?dzdxdy =2916x.
N -6 _j36xZ 0 -6 o 0

i1.Proyectando el solido S en el plano yz fig 54 ,se tiene que :

30



figura 54

36 J3657 15 9z 367
[[[ x? e dx dy =[] Xtadydz +[ [ [ x* dx dy dz=2916x .
Ky 0 -6 v 3 6 _ i

ii.Proyectando el satido S ep el plano xz fig 55 .Se tiene que :

(-6, 3)

figura 55
3 6 3622 15 6 3
[[f x? & dx dy = | [ xzdydxdz-i-]' | | x2dydx dz=2916x
s 0 -6 o T | 3 S

Ejemplo 6 .Calcular ﬂ [xddxdy sielsolido § esta limitado por el grafico de lag superficies
L

2=0z =x 32 =gy fig 56

31



figura 56
Sohicion .

1. Proyectando el sdlido S en el plano xy fig 57 ,se tiene que:

figera 57
4 JA4-x x 2 4y x
”_[xdzdxdy=_[ _[_[xdzdydx-=_[ _[_[xdzdxdy=i]%—95§
S 0 =0 -2 0 90

’

ii.Proyectando el solido S en el plano yz fig 58 ,se tiene que :

]2-4—3

(-2, 9) I (2, 0)
Houra 38
4 Sz 4yl 2 42 42
[[[x&dxdy =] [ [ xdedydz=] [ [ xdxdzdy= 46
8 0 @2 =z -2 0 z

iii.Proyectando el sdlido S en el plano xz fig 59 ,se tiene que :

32



4, 8)
Tigura 53
4 1 A 4 4 S
[[xdacdy <[] | xavteax=f [ ] xayixaom 45
S 00 4% 0 z &=

Ejemplo 7 .Calcular [[[zdzdxdy sielsolido S esta limitado por el grafico de las superficies
z=0,z =5y =09,y =xfig 60

Solucion .

i. Proyectando el solido S en el plano xy fig 61,se tiene que:

33



(-3, 9) %

figura i1

3 95 9 O
_[”zc&dxdy:_[ ”zdzdydx=j j
S 20 0 -7

—3X

z dzdxdy= 450

O by 0

ii. Proyectando el solido S en el plano xz fig 62 ,se tiene que :

(-3, 9) (3, 95)

X
(-3, 0) (3,0)
Eigura 62

53 9 3 59
[[[zdxdy = [ [zdydxdz =[ [ [zdvdzdx=450
5 0 -3 ,2 -3 0,2
11.Proyectando el solido S en el plano yz fig 63,se tiene que :

2
e (2, 5)

Hgura 63

_[”zdzdxdy =

© Yy N
O Yy O

34



Ejemplo 8 .Calcular _l'” ydz dxdy sielsolido S esta limitado por el grafico de las superficies
s

zmx2+y?+] x=0, y=0,2x+y =2

Solucion .

i. Proyectando el solido S en el plano xy fig 65 ,se tiene que:
Y

(9, 2)

x
(1, 8)
figura &3

2-»
1 2-2x 2240241 x24p241

27T
_[_[_[yckdxdy=_[ _[ _[ ydzdydx-.[ I _[ y dzdxdy =
5 o 0 o 00 0

11.Proyectando el solido S en el plano yz fig 66 ,se tiene que :

(2, 3)

o, 1)
b 4
figura 66
217 T B 2 1 )
_[J'J’ya‘zdx dy -II Jydtdzdy +_f _[ J ydrdzdy?_[ [ Iydxdzdy— %
00 0 0. 2 A o 1 o

Ejemplo 9 .Calcular [[[x*dzdxdy siS es el solido limitado por las superficies

3z = X2+ Y222+ 32 422 = 4 (inferiora 3z = x* +y? ) fig 67
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figura 67

Solucidn .

1. Proyectemos el solido S en el plano xy .Hallemos la curva de interseccion de las superficies
3z=x24y? |, x%+y?+z2=4.Como x?+y2+z%=4 entonces 3z+z2=4 luego 22 + 3z — 4 = 0 =(z+4)(z-1)
,es decir,z=-4 z=1 entonces x?+y? = 3z = 3.1 = 3 esla curva de interseccion en z=1 ,asl la
proyeccidom en el plano xy es {(x,y)/x%+y? < 3}y
A S Jariyt
_mx%kdxdy-.[ | | x? dedyd = 2 x.
5

-3 AT (xR ::-13

ii. Proyectando el solido S en el plano yz fig 68,se tiene que :

!2+22=4

(-3 . 1) (e (/3 , 1)

l//“h!’

Y
figura 68
2 3al VA 1vE ey
[[[xddaxdy=[ [ [ sddydex[[ [ stdedyt
5 L s QY e 0-VE_fry?

b.Considere el ejemplo anterior y considere S el solido exterior fig 69



figura 69

i. Proyectando el solido S en el plano xy fig 70 se tiene

figura 710
A e (oA s B R N
[[[x*&dxdy=[ | [ Pddyaxc+ | | [ x*cedydx
£ B A 2 e R
A S a7 /3 VAl Ja-aiA 2 Jax? iyl
+[ [ ey | | [ xdyaer| | [ x*dedydx

R e e -3 il A N I Y e

1i.Proyectando el solido S en el plano yz fig 71 ,se tiene que
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rigura 71

B o1 =y 31 B PAn P
[ | | =dadyr| [ | xPdxedy+| | [ xPdxdedy+
~V3 Y8 AT ~3¥B  [fazy?! -3 -7 A
-3 7 Jatyt 2 A oyt
j' j' j' xzdxckdy+_[ _[ j' x%dxdzdly.
2 7 T R
Ejercicios.
Mostrar que
123 123 1 V=2 o
L[[ [dedyde=6. 2. [(x+y+z)dxdyde=14. 3.[ [ [ckdydx= Lan
000 001 0 70
4-z

1 242
4. j'sj' dz dx dyr-J'1 ,'[ { dxdyd =32 si S est limitado por las superficies y=2-z2 , ymz? , X-tz=4 ,

x=0
3 2 9x?
5. J‘jjdzdxdy-j [ | dedydx=144 sis$ esta limitado por las superficies y=9-x? z=0 , y= -1
_'y-z. ~321 0
3 fxd S5
6. ”j dz dx dy=[ [ ddydx siS est limitado por las superficies x*+y%+z2=25 ,z> 4.
7 _ = 4
2 6'/9;-12
7. HI dz dx dy=[ [ | czdydx =-32 si S esta limitado por las superficies z=4-x2, ym0 ,y=6 , z=0.
20 4
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2-y? 4
j' [dx =22 si S esta limitado por las superficies z=y? z=2-y?> x=4  x=0
7 @

i

8. [[[ & dx dy=

Matriz Jacobiana.

Sea ¢ un campo vectonal ,¢ : R” - R* con ¢(x) = (@1(x),p2(x),....9x(x)) , donde ¢z : R” > R
se llama funcion componente y a

991 B¢y P
Ox 29 Oxpn
892 B9y 893
axl 3X2 axn
Mg = ' se llama matriz jacobiana ; al det( Mg)=|Mop| =ai((w—-“’)i
Xy X3, %n
d9n d¢n 9¢n

= J, se llama el jacobiano

Ejemplo 1. @(u,v) = (x(u,v),y(1,v)) = (u+v,u—v) = (¢1(u,v), @2(u,v)) entonces

9x ax 99, B¢y 1 1
\] - au v - Ou v -
: & 9 8¢y 99y 1 -1
du v Bu v

Ejemplo 2. Si1¢(x,y,z) = (xy,xz,y) =(u(x,y,2),v(x,y,z),w(x,y,z)) entonces

ou ou ou

8x By &z y x O
—_ v v v -
M, = ax S z 0 x
ax By 8z

Una propiedad util del jacobiano es

= Ouy) b ;oW
s~ s " aes Y deaqu

ey~ 3 " dwyy — | entonces

1=Jp~'e Jp
Teorema del cambio de variable

Sea ¢ inyectiva ,con denivadas parciales continuas en AC R” Jo #u,y¢p : R"> R", f: R"> R
con facotada y continua en ¢p(4) < R” entonces f>¢ es integrable en A y



[ f=[(Fo ool

?(4) A
La demostracion estd fuera del alcance de este texto
En dos dimensiones se tiene que :

Q@ R2-> R’ f:R°>Ry
[ £ = [[ fxy)dxdy =([ fo(u, v))||dudv

o(4) @(4) 4

donde @(u,v) =(x(x,v),y(®,v)) = (x,y) y hay que hallar p(u,v), A fop ,J, fig 72

AL 7% 4
— = o . — 7.'—,-—'—'_'———'——
R ( via)
\
N,
=9 5
u X
figura 72

y en tres dimensiones ¢ : R*=+ R*, f: R*= R y

[ £ = [[ fixy,z)dzdxdy =[[ Ke(u,v, W), |dudvdw
o(4) o{A) A

donde @(u,v,w) =(x(1, v,w), &, v,w),z(1, v, w)) = (x,y,2) y hay que hallar p(z,v), A ,fop .J,

En general la integral .[ f es dificil de resolver , pero haciendo un cambio de variable apropiado ,
o(4)
la integral _[(f o p)W/,| es mas facil de solucionar .No hay una forma general para hacer el cambio de
A

vanable , en algunas oportunidades depende de la region ¢(4) y en otras del integrando f.

Con los ejemplos siguientes se pretende dar clandad a la aplicacion de este teorema y su porque
,como hallar ¢, v), A ,fop ,J,.

Ejemplo 1 . Calcular la integral [[ (x-)'° (x+ )% dxdy con @(4)={(x,y) /x| +|y| < 9}.fig 73
@(4)
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figura 73 N

Solucion .

Sea u=x+y , v = X-y entonces u+v -2x entonces X = 4 +5 y U-v=2y entonces y=% -5 y asi
PUY) =, V), (1, ¥)) = (£,y) = (% +2,% .23

Como u=x+y entonces u=9 y u--9 y parav=Xx-y entoncesv=9 y v=-9luego A

=[-9,9]% [-9,9

ax ax
172 172
yJ _?(X.V) Ou v = = g,-—ly f((p(U,v)) =‘[’ ':--:_7~-" =
& d _ 4 2 : Y Egy 2
e 172 -172
(Bo3= (G -5 v+ g — 517 = v,
[[ G- @+»Pdxdy=[ [ @-»°@E+»® dydx+[ I x-»)° (x+ )% dydx
@(4) -9 -9-x 0 x-9

9 9 9 9
x? J' J' le u?0 I_l l dudv= 1 J' J' v10 120 dudv - 228912254686167{8?89771899392854
-9-9

-9 -9

Ejemplo 2 . Calcular la integral [[ x dxdy con @(4) = {(x.y) /x| + |y| < 9}. fig 74

v » \
i ¥v(wu, v ('/ )
]
]
|
|
)

Sea u=x+y entonces u =9 y u=-9 y v=x-y entonces v=9 y v=-9 com en el ejemplo anterior

, luego
A=[-9,9]x [ 9 9] Jo = —; y fo(u,v)) —ﬂ% +4, 4% --5—) = 4V omntonces
9 9 9 9 9
” x dxdy = _[ _[ xdydx+_[ I xdydx-J' _[ 3 —lldudv-%_[ I {22 dudve=0

#(4) -9-9-x 0 x-9 -9-9 -9 -9

4]



Ejemplo 3 . Calcular la integral ” ydxdy con ¢(A) la region limitada por el grafico de las curvas

o(4)
Xty =9 x=0,y =0 fig 75
v
\ ¥
P o(u, 7)
> ineilsi :
S —
é:: R=—t—nu P (“ )
. < ety I
k| tHyura 73
Solucion . Sea u=x+y ,v=x-y Juego x = £ +%, y=x -2 Jo= Koy 5 45,0 =50

Como u=x+y entonces u=9 .Como u=x+y ,v=x-y ,para x=0 se tiene que u=y y v=-y entonces

u=-v y para y=0 ,u=x , v= X ,entonces u=v ,luego A es la region limitada por u=v ,u=-v y u=9 ,asi
ue

i 9 9—x

9 u
[[ ¥ dxdy -{ { y dydx = %” {22} dvdu= 22,

Ejemplo 4 . Calcular la integral ” (x+y) dxdy con @(A4) la region limitada por el grafico de las

(4)
curvas x+y =10 x+y=4 ,x=0,y=0 fig 76.

//' Q®(u, v¥v)

'\\

\

figura 76

bl

Solucion . Sea u-x+y V=X-y Juegox = 5 +2, y=L - ], =

flo(u,v)) —_](" _-_)-‘""-f-“'v-u
Como u=x+y entonces u-10 ,u=4 Como U=X-+y ,ve=X-y ,para x=0 se tiene que u=y y Ve=-y
entonces u=-v y para y=0 , u=x , v= X , entonces u=v , luego A es la region imitada

por u=v , u=-v y u=10 , u=4,asi que

4 10~-x 10 10-x

[[ G+y)ydxdy =[ [ (x+y)dydx+]‘ [ x+y)dydx=1

o(A) 0 4-x ]

_T udvdu=312.

.h‘—-o



Ejemplo 5 . Calcular la integral ” (x—y)? dxdy con @(4) la regidn limitada por el grafico de las

o4)
curvas x=y y=x-5 . y=4 y=6, fig77

v

o(u,v) |

Hyura 11

Solucion . Sea u=x+y ,v=y entonces u=5 ,u= 0,v=4 v =6 , Rp(u, v))=fu+ v, V)=u + v — vt

o | 5 5 |_[1 0
- -X_‘)l = = = i
'™ S o o 1 |t yee
o
5z 96 1 6
[[ G-y dxdy=[[ (x-y)’dydx+[[ (x-y)’dydx + [ [ (x-y)*dydx
@(4) 44 64 9 x-5

w el dvdu = §§5—

L

B ey O

Ejemplo 6 . Calcular la integral ” dxdy con @(4) la region limitada por el grafico de las curvas

9(4)
X=y,y=5X ,y = x , Xy=2 Xy =4 en el primer cuadrante . fig 78

Y f
' 4 Y
A
£\
®(u, v) 4 %
N
3 ‘._._——'-—“‘ */,
A - / ® (M/‘
1 / -
v< W
b
/ X
.2 s
u x

figura 16

Solucidn . Sea u =Xy ,v= <. enfonces y = vx ,Juego u = x(vx) = x? v,es decir ,x =-.'I.%— Como

y-vx-v_vr(.;z._ . ﬁ'Jv‘

o o s v RYlR
T, m 8GY) | & e e (SPCE, [ETeN 0y
A5 » ¥ i /i v A P
ou v 2/ 25




— - x
- Buy) — ox dy — Y - + 2 =22 =2y
Bxy) v v > 1 AT N
o A 2 X

Ro(u,v)) = AJ% ,/u.Jv) =1

Como u=xy entoncesu=2 u=4 y ve= % setiecnequev=1,v=>35 yasi

4s
[[ dxdy=[[-L dvdu= In5.
o(4) 21

Ejercicios.

1. Calcular ([ xydxdy Q limitada por xy=2,xy=4,xy® = 2, xy? = 6, primer cuadrante.
o(4)

2. Calcular H (x+ »)* dxdy si Q es la region limitada por los graficos de las curvas x+y = 1 x+y
o(4)

= 4 x=0,y=0.

3. Calcular H (x — y)sen(x + y) dxdy si Q es la region limitada por los graficos de las curvas x+y
»(4)

=3 Xty =7 X— Y =R X—y= %

4. Calcular ([ (Jx- 2y+%)dxdy si Q es el triangulo de vértices

(0,0),(4,0) ?2?2) (v x—2yu=y2)
1 1-x

5. Calcular | | emdydx .
0

x>,
6.Calcular f e~ dxdy .
0

O Ny s

Coordenadas Polares.

Recordemos algunos aspectos fundamentales fig 79

Y (X, ¥)=(x,9)
y

figura 79

X

x

delafig79 cos@ = X, sinf = £ entonces X =r cos@ ,y=rsin@ y x>+y? =12 (cos?6 + sin® ) =

r? luego r = Jfx*+y* , ¥ = == =tanf , ¢(r,0) = (x,y) = (rcosf,rsind) y

co
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ax ax -
= axy) P ar ae_ COSO —'rSl]lo

.8 ¥y :
= == send rcos@

Pasar un punto de coordenadas polares a cartesianas y viceversa.

Para pasar puntos de coordenadas polares a coordenadas cartesianas se utiliza x =r cos@ , y
=1sin §.
1. Pasar el punto { 1, 2 }acoordenadas cartesianas.

I=1,x=rcosf = 1.cos ;- = =~ ,y=rsinf = l.sin% = — 'y asiel punto en coordenadas
polares {1, % ;

[ |

corresponde en coordenadas cartesianas al punto | 55

2. Pasar el punto i 1, - '+ a coordenadas cartesianas x =r cos§ , y =rsiné.
r=1,x=rcosd = l.cos 34—” =-L | y=rsing = l.sin = = ==y asi el punto en coordenadas
polares {1, 3% ;

-

corresponde en coordenadas cartesianas al punto i —=, = »

3. Pasar el punto { 1, = + a coordenadas cartesianas.

I=1,X=rcosf = l.cos == =-:  y=rsind = l.sin = = ——2 y asi el punto en coordenadas

polares < 1, - + corresponde en coordenadas cartesianas al punto SRS A

Pasar un punto de coordenadas cartesianas a polares.

1. Pasar el punto : S5 en coordenadas cartesianas a coordenadas polares .

2..'
reaF = 27+ -4

= ] .tanf = _—’ = —] , entonces 0 = 271 — - Tx/4

2

”~ -

asi el punto en coordenadas cartesianas | >~ . corresponde en coordenadas polares al
punto (1,7x/4).

2. Pasar el punto ! ~-‘§-, ‘2’ » en coordenadas cartesianas a coordenadas polares .

z

re Eey = -2

r N2 7
+{22 3 =1 tanf = < = -1,entonces 6 = x— X = 3x/4

.

asi el punto en coordenadas cartesianas | — 2 s b ‘corresponde en coordenadas polares
al punto (1,37/4).

3. Pasar el punto i — o 2 jen coordenadas cartesianas a coordenadas polares .
r=Jx‘+y‘ = \/'_ ; }2+5— 2V fanf = i = 1,entonces § = n+ Z = 5x/4

7} "]

2
asi el punto en coordenadas cartesianas —%,—-’ — 3, corresponde en coordenadas polares

3 ]
al punto (1,5x/4).

1.Pasar la ecuacién x%+y%=4 a coordenadas polares.
x%+y? = (rcos9)? + (rsin)? = r2 = 4 entonces r= 2.
2.Pasar la ecuacion x+y=6 a coordenadas polares.
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X+y=1c08 0+ rsind = r(cos +sinf) = 6 entoncesr=—_" .
R i cosf+sinf
Si r=—°__ entonces 6=rcos @+ rsinf =x+y.
cos&+sing -
3.Pasarla ecuacidon x?+y?=4x a coordenadas polares.
x2+y? = (rcos)? + (rsind)? = r2 = 4rcosf ,entoncesr=4cosd .
Si r=4cosf ,1? = 4rcosd entonces x>+y? = 4x.
4 Pasarla ecuacion {x2+y?3?= x2—y2a coordenadas polares.

{x2+y23% _ p4 = r2c0s20 - r2sin20 entonces r2 = cos26.

Sir? = cos26 entonces r* = r2cos20 = r2c0s20 — r2sin20 luego ix%+y? %= x2-32

1. Calcular [ ex” dxdy ; p(4) = {(x,y)/ x*+y? < 4} fig 80
o(4)

Solucién.

X=rcosf ,y=rsinf, @(r,0) = (x,y) = (rcosf,rsnfd) 0<r<2, 0<0<2x

ar 2 N
T e 0G0 | O 8 cos@ —-rsmné ;
2 2 3 - =
s = == sen r cos@
or o
va-x To2m2

2
[ o axty = |

[ e dydx=[| e” rdrdg = me* - x.
o(4) -2 00

-
A

2. Calcular ” x dxdy ; ¢(4) es la region limitada por los graficos de las curvas y=x x=0,
o(4)
X“+y- = 4 primer cuadrante fig 81
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b
” pir, 8)
4
/\ x;»+!z“
A
¥ (R)
n
? |
|
T
0 2 =
figura 81

Solucion. Como y = x entonces x?+x2 = 4 luego 2x?> = 4yasi x== J2— =y

X=rcosf ,y=rsinf, @(r,0) = (x,y) = (rcosf,rsind) 0<r <2, n/4<9<n/2

3(x) > o cosf -rsind ”
" < senf rcosf
v2 Ja=x? =22
[[xdxdy=[ [ xdydx= [ [ (rcos6)rdrde = £ - 2,2
?(4) 0 = %40

3. Calcular [[ {x?+y? 32 dxdy ; (4) es la region limitada por la grafica de la curva
) o(4)
{x2+y%; = 2x fig 82

Y

r = 2 Cost o(r,0)

3 S

x’+y’=2x

nx n
-; ; figura 3?2
Solucién . {x% + y? } = 2x equivale a r=2cosf -7/2 < 0 < n/2 y asl

.U {x2+y? 32 dxdy "Jz‘ szrz {x2+y? 32 dydx "KJI? 2?59 {r?32pdrdg = x
9(4) 0 _ Sox—x? -xf2 O

4. Calcular ” y dxdy ; ¢(A4) eslaregion limitada por la grafica de las curvas
i o(4)
x2+y?; =2yx2+(y-1)2 =1 fig83
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r = 2send @(x,8) x + ¥y =2Y
A © (A)
figura 83 »
1 +dlx? z 2sm8 2 1
Solucién. ([ ydxdy=[ [ ydydx=[ [ (rsin0)rdrdd={ [ (1+ rsin)rdrdg=x
p(4) -1 i3 o 0 00

3. Calcular ([ dxdy ; @(4) es laregion limitada por la grafica de la curva  {x+y? 32 - x2y? fig

@(4)
84

b4
4

r = Coa20

figura 84 X
a

La ecuacidn { x2+y? ;% = x%-y2 en polares es 1 = r2{ cos® — sin2 ; , es decir , 12 = c0s20
que es positiva para -x/4 < 0 < x/4 |, 3x/4 < 0 < 5x/4

x4 JeosB Swi4 Jcos28
H dxdy = I _[ rdrdf + I j rdrdd =
@(4) —x/4a 0 A O
»/4 ycosB Swi4 Jcos B 2% Jcosy
[ [ rade + [ [ rdrdo+ [ [ rdrdo=l.
0 0 x4 O T4 O

5. Calcular H y dxdy ; @(4) es la region limitada por la grafica de la curva {x2+y? }* = 2xy fig

P4)
85
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Soluciéon

La ecuacion de la curva en polares es r? = sin 26 y alcanza el maximo valor cuando 26=x/2 ,es
decir,0=n/4 fig 85

=2 Jan2g 3nf2 Janl8
[[ »dxdy = [ [ (rsinb)yrdrdd + [ [ (rsm8)yrdrds.
9(4) o o x 0

6. Calcular ” xdxdy ; @¢(A4) eslaregion limitada por la grafica de las curvas x+y=4 x+y=1 x=0,
o(4)

y=0.fig 87

figura 87

Solucién . Las ecuciones de las curvas x+y=4 , x+y=1 en coordenadas polares es
cos8+sm@ I cosB+smné
72 cosgreme

[[ xdxdy = [ [ (rsin®)rdrd.
o(4) Lg—

cosé+aind

7. Calecular [ xdxdy ; p(4) es el cuadrado de lado 1 fig 88
o(4)
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10. Calcular |[[ y dxdy ,@(A) es la region limitada por el grafico r=1+cos6 fig 91

o(4)
¥ r = 1+ Cos0
tigura 91 e ) -
\_\ 3
2% 1+cos8
Solucion . [[ ydxdy=[ [ (ren6)rdrdo=0 .
o(A4) 0 o0

11. Calcular ” dxdy ,p(A) es la region limitada por el grafico inteiorar=1 y exteriorar

p(4)
—1__ fig92

s 1+cos8

x2 1
Solucion . [[ dxdy= [ [ rdrd6w-~Z+ lx
o(4) 2L

f+cosé

Cambios de variables en integrales triples.

Coordenadas cilindricas. Las coordenadas cilindricas son una generalizacion de las coordenadas
polares

cost=2 | sin0=- entonces X=rcos@ , y=rsinf ,z=z

(p(r,o,Z) = (xayaz) - {rcosoarsmo 72} y

?,’,‘ S; ?,’; cos@ -—-rsing 0
Jp = g’r' ZZ gyz = | sin@ rcos@ 0 |=7r
% % o
= o 0 0 1

or

Para pasar de coordenadas cilindricas a coordenadas cartesianas se utiliza X =r cos@ , y =rsiné
z=7z y para pasar de coordenadas cartesianas a coordenadas cilindricas se utiliza r = /x* + y*

>
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z=7z, tand = < con mucho cuidado

Ejemplo 1 . Pasar el punto (3,7/2,5) en coordenadas cilindricas a coordenadas cartesianas.
X =rcos& =3 cosn/2 = 0,y =rsinf = 3sinn/2 = 3, z=15 asi el punto es (0,3,5)

Ejemplo 2 . Pasar el punto (7,2x/3,—4) en coordenadas cilindricas a coordenadas cartesianas.
X=rc0osf =7 c0s2n/3 = ~T o = = -T/2 , y =15in6 = Tsin2xn/3 = 7,/3/2, z= -4 asi el punto es

Ejemplo 3 . Pasar el punto (1,1,2) en coordenadas cilindricas a coordenadas cartesianas.
X =r cos@ =1cosl,y=rsind = 1sinl, z=1 asi el punto es (cos1,sinl1,1).

Ejemplo 4 . Pasar el punto { /2.5x/4,2 ; en coordenadas cilindricas a coordenadas cartesianas.
X =L COSO =./2 cosSn/4 = .7 a j' =], y=rsing = /2 sin5x/4 = /2
el punto es (-1,-1,2).

— = —], z=asi

Ejemplo 5 . Pasar el punto (-1,0,1) en coordenadas cartesianas a coordenadas cilindricas.
r=/x+y* = J(-1)2+(0)¢ = 1,tanf = %2 = - = 0, entonces & = s asi el punto es (1,7,1)

Ejemplo 6 . Pasar el punto (1,-1,3) en coordenadas cartesianas a coordenadas cilindricas.
T=/x+y* = J(1)*+(-1)¢ = y2 ,tanf = Z = - = —]  entonces @ = —n/4 o
2% — n/4 = Tn/4 asi el punto es : V2 ,71/4,3 ;.

Ejemplo 7 . Pasar el punto (1,0,0) en coordenadas cartesianas a coordenadas cilindricas.

I=/x’+y* = J(1)?+(0) =1 ,tanf = % = —(1’- = 0, entonces & = 0 asi el punto es (1,0,0).

Ejemplo 8 . Pasar el punto (-1,0,0) en coordenadas cartesianas a coordenadas cilindricas.
I=Jxé+y* = J(=1)?+(0)2 =1 ,tanf = % = 2 = 0, entonces & = x asi el punto es (1,x,0).

Ejemplo 9 . Pasar el punto (0,-3,-3) en coordenadas cartesianas a coordenadas cilindricas.
T=Jx°+vé = J(0)4+(-3) =3 ,sinf = Z = —= = —], entonces § = 3x/2 asi el punto es
(3,37/2,-3).

Ejemplo 10 . Pasar el punto (-1,1,2) en coordenadas cartesianas a coordenadas cilindricas.
r=/x’+y* = J(-1)°+(1)? = y2 ,tanf = £ = L = —1 entonces § = 3x/4 asi el punto es

v2,3n/4,2

Ejemplo 11 . Pasar el punto (-1,-1,4) en coordenadas cartesianas a coordenadas cilindricas.
r=Jxé+y’ = J(-1)2+(-1)2 = JZ ,tanf = £ = =1 = 1 entonces 6 = n/4 +n = 5x/4
asi el punto es : y2,5x/4,4 ;

Ejemplo . La ecuacidn z =x?+y? en coordenadas cilindricas es z =12 , pues , Z =x+y?
=(rcos8)%+(rsin )2 = r

Ejemplo La ecuacion x+y+z =0 en coordenadas cilindricas es rcos@ + rsinf +z = 0
Ejemplo La ecuacion x? + y? =6y en coordenadas cilindricas es r = 6sinf , pues

x2 +y? = r? =615ind = 6y y asi r = 6sinf
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Ejemplo La ecuacioén r = 6cosf en coordenadas cartesianas es x° + y? =6x , pues si I = 6cos@
entonces multiplicando por r ambos lados de la ecuacion se tiene r2 = 61 cosd , es decir , x% + y?
=6X

Ejemplo La ecuacionr=4 en coordenadas cartesianas es x° + y% =16 ,pues si r = 4 entonces
multiplicando por r ambos lados de la ecuacion se tiene 12 = 16 ,es decir , x2 + y2 =16

Ejemplo La ecuacion r2 + z2 =16 en coordenadas cartesianas es x2 + y? +z°=16

Coordenadas esféricas

\rsenw =L
reos® P
r/
Y 4 figura %4
.7
,/
‘ v

De la fig 94 se deduce que :
cosp = Z entonces Z=rcosp , sing = £ = entonces L =rsing , cosd = X entonces x =

rcosf sin @
sinf=% entonces y = Lsind =rsin@siné luego
p(r,0,@) = (rcosdsing,rsinfsing,rcosp) y r=/x’+y*+z° , tanf = £  cosp = Z

3

‘ ox dax

. : . : 1
| or % e cosfsm@e -rsinfsing rcosfcose
Jy = | 3{ z %:— = | sinfsing rcosfsing rsinfcosp | ‘=-r’sing.
2 & & —rsi i
x % o CosQ 0 rsme |

Ejemplo 1 . Pasar el punto (1,0,0) en coordenadas cartesianas a coordenadas esféricas

rmfrlty 4zt = J(IF 407+ (0) =1, tand = 2 luegod = 0fig,cosp = £ = £ = 0,
entonces ¢ = x/2 asi el punto en coordenadas esfericas es (1,0,7/2).
Ejemplo 2 . Pasar el punto (0,0, 1) en coordenadas cartesianas a coordenadas esféricas

r=Jx2+y*+2% = f(0)2+(0)2+(1)? = 1,tan6 = % luego 6 = 0 ,cosp = % = 1=1,
entonces ¢ = O asi el punto en coordenadas esféricas es (1,0,0)

Ejemplo 3 . Pasar el punto (0, 1,0) en coordenadas cartesianas a coordenadas esféricas

r=Jx 4yt 422 = f(0)2+(1)2+(0)2 = 1,tanf = % luego 6 = #/2 ,cosp = & =0,
entonces ¢ = n/2 asi el punto en coordenadas esfericas es (1,x/2,%/2).
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Ejemplo 4 . Pasar el punto (0,0,—-1) en coordenadas cartesianas a coordenadas esféricas

X
entonces ¢ = 7 asi el punto en coordenadas esfericas es (1,0, ).

I=Jyx+y*+z° = f(0)+(0)*+(-1)* = 1,tanf = % luegof =0 ,cosp = £ = = =1,

Ejemplo 5 . Pasar el punto i 1,1, /2 : en coordenadas cartesianas a coordenadas esféricas

I=/xt+y‘+z¢ = J(1)2+(1)2+ (V2% =2, tanf = 2 = 1+ =1 luego 8 = n/4 ,

cosQ = £ = =

-, entonces ¢ = n/4 , asi el punto en coordenadas esféricas es (2,7/4,7/4).

Ejemplo 6 . Pasar el punto { —1,-1, 2 } en coordenadas cartesianas a coordenadas esféricas

I=/x+y‘+z = J(—1)2+ (-1)2+{y2 " =2, tanf = £ = =l =1 luego = n/4 +n = 5n/4

"

,cos(p=%=L

5> entonces ¢ = n/4 , asi el punto en coordenadas esfericas es (2,5xn/4,n/4).

Ahora mostraremos con ejemplos como es el cambio de variable cuando se aplican coordenadas
cilindricas y coordenadas esféricas

Ejemplol. Calcular [[[ x? dzdydx , donde ¢(4) = {(x,y,2) / x*+y*+z2 < 9} fig95

»(4)
E
2 2 x4 7‘-‘; 2°z 9
figura 95 ° ¥ iy ¥
3 S Jrio? 2n 3 oA
Solucion . [f[ x? dzdydx = [ [ [ x?dzdydx= | [ | (rcos)?rdzdrdo
o(4) -3 o i 00 _g

2% 3 '
= I .[ (rcos@sing)? r*sing dpdrdd = Zix.

00
Ejemplo2. Calcular m z? dzdydx , @(4) es el solido limitado por el grafico de las superficies

o(4)
X+y?=4 , z=2,2z=-2 fig96

O Sy A

54



figura %96

Solucion . Si z= 2 entonces r = 2/cosg. Si z =-2 entonces r =-2/cosp . Six%+y? = 4 entonces
(rcos@sing)? + (rsinfsing)? = r2sinZp = 4 luego r = 2/sing.

2 Y47 2 22 2

[[[ 22 dzdydx=[ [ [ z?dzdydx= [ [ [ z?r dzdrd6m & s=
o(4) S . 0 0-2

2% 7/ 2cosg ‘ 2 3ni4 2sing

[ [ _[ (rcos@)? rsing drdpdd +_[ I (rcos@)?r?sing dr dop do +
00 0 0 =4 O

27 m —2lcosgp

[[ (reos)2r? sin odrdpdd = n.

034 0

Ejemplo3. Calcular _[“ dzdydx , donde p(4) = {(x,5,2) / x*+y?+z2 < 9 ;z < 0} fig97

o)
figura 97
3 ¥9-x¢ 0 23 0
Solucion. [[[ dzdydx=[ [ [ dzdydx =[[ [ 1dzdrdo=18x
o(4) g e 00 _sg 3

2%

-1

Ejemplo4. Calcular _[_[_[ dzdydx , donde p(4) = {(x,3,2) / x%+y?+z° <9 ,x < 0,y< 0,z > 0}
o(4)

r’sing dpdrdd = 18x

b |

5

"
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0 0 i 3mf2 3 /o’
Solucion . [[[ dzdydx=[ |

_[ dzdydx = _[_[ _[ 1dzdrdf = 3
o4)

I | 0 = 0 O
®/2

2 3
- | {_{[rzsinq)dtpdrde-—g—x.

Ejemplo 5. Calcular _[_[_[ dzdydx , donde @(4) = {(x.v.2)/x*+y*+z?<9 ;x<0,y>0,}

o(4)
0 ox? Soxioy
Solucion . ([ dzdydx=[ | [ dzdydx
?(4) 3 0 B
x 3 V9-r % 3x
= _[ _[ _[ r dzdrdg =9x= _[ _[_[rzsin(pdqurd6= 73
®f2 0 2 #2200

»(4)

Ejemplo 6. Calcular [[[ z dzdydx , (A) es el solido limitado por el grafico de las superficies
x%+y? =z, z=4 figl00

- y
figura 188
Solucion .La curva de interseccion de las dos superficies es x2+y2 = 4. ¢ = agrtan1/2

-

x-

z =4 ,entonces r=4/cosp ,y z=x°+y? , r=cosp /(sin q,)z , luego
2 42 4 o 2 4
[[[ dzdydx=[ [ [ dedydx= | [ [rdzdrd =8x =

~

2x arctanl/2 4/cosg 2 w2 cosgl(sme)*
[ ] [ t?singdrdpdd + [ | [ rsmedrdpds.
0 0 0

0 arctan 1/2 0

Ejemplo 6. Calcular dzdydx , donde @(4) = {(x,y,2) / x*+y?+(z-1)> < 1} fig 101
¢ ) y
(A
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o X+¥alz-12s1

Solucidn . Six?+y?+(z-1)2= 1 entoncesz=1% JT-xZ— 2.

1 VImx? 1?7 2 1 1172
[[[ dzdydx=[ [ [ dedydx=[ | r dzdrd6 = % x
o(4) R e B ¢ 0 /A
2r ®f2 2cosg 2 = 1
=-j' I I rsing drdpdf = ~n = I I J'rzsin(p drdpdo
0 0 o 0 00

Ejemplo 7. Calcular [[f

{x2+y2377 dzdydx , donde p(4) = {(xy,2) / 1<x%+y?+z% < 4}

o(4)
1 I -7 ‘

Solucion . [[[ {x?+y? 72 dzdydx = [ | [ % +y? i 2dzdydx+
1 Vo2 Aot —1‘,:’ 7 :—" ‘
[ [ 4y iidadydx+ [ | [ ¥+ 1dzdydx+
1 —fTx?  Ja-zt? X 1 fax?  Jfaxiy?
[ [ x®+y? 3 3dzdydx+ [ ] [ ix®+y? i idzdydx+
N Jai? VAST it
2 VAx?  Ja-xi- 22 1-J1- 2z 1 A
{ [ [ (x®+y?3 2dzdydx = { { [ dzdrdo+ { £ [ dedrdo+
e O e =t e
2 2 Va- % = 2
I j' I dzdrdﬂ-j' II rdzdrdd = n?
0 1_‘/4:7 0 01

Ejemplo 9. Calcular ([f

o(4)
x2+y? = 4 fuera de éste

[ j x4y dzdydx-_[ j_

{x% + y? '}'i‘ dzdydx , donde p(4) estd limitado por x?+y?+z? = 16 y

-2 V1622 Jox2-p2

J

—

[16-x%—y*
vi0—x y

{x?+y? "idzdydx
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2 —Vaz? 16z 2 V162 Jiexio2

+ [ ix®+y? 2dedydx+ [ [ {x®+)? ¥ 2dzdydx+
2 AT fiexiA -2 ,/4?;1 T

4 V1622 Ji6xi2 2

[ j {x2+y? adzdydx = [ j j dzdrdd

._—,_—..

Ja-
21: 5xf6 4

—3/3+
= .(I; x.L y;l;wrdrd == —g—ﬂ |'>2+v,;:‘|‘,1.42:t’ﬂ.' '

Ejemplo 10. Calcular J' J' J' dzdydx , ¢(A4) es el sdlido limitado por el grafico de la superficie
@d)
.‘_2_ Z:— z;_ = 1 fig 105

Ogura 185

x/a=rcosfsing ,y/b=rsinfsing ,z/c =rcosp luego
@(r,0,9) = (arcosusing,brsindsing,crcosp) I, = —abcr?singy asi

a (blaWai-x? c./l—x‘rai-?fb?

JIf dadyax= | J

v (—bla)Ja:—x: -c l—x:f;—;}lb‘

ol—.n—a

nx
dio= [ [ [aber? sinpdgddr=4 nabc.
00

Ejemplo 11. Calcular J' J' J' dzdydx , @(4) es el solido limitado por el grafico de las superficies
@(4)

¥4yl =1 ,x2+y’ =4 z=-2 z=Q.

Solucion .

[2%4

x 2w arctan2/33/cos¢

[ dzdydx-£ ?frdzdrdﬂ-lSﬂ- [ ] j 72 sin pdrdpdo+

P(A) -2 0
2r 3=xfA 3/sing z —2fcosy
[ [ | rPsmedrdpds+ J' [ | rPsngdrdgds -
0 arctan2/3 O 0 3x/4 O

2r arctan 1/33/cosg 2x =m-arctan 13 l/sne x ~2/eosy

[ I r? sin pdrdpdd + I I I r? smodrdpdd + I I I r? sin pdrdodd
"‘.,b 0 0 arctanlf3 0 s-arctanlf2 O

2‘{1 arctan2/3 3fcos @ 2 34 2/sme 2x w—arctan 1/2-2/cos
= | | rPomedrdgdo+[ [ | r2smq>drdq>de+ [ ] [ r?smedrdpds.

0 arctanlf3 Vsmp 0 arctan2f3 Vsing 0 3mM  lcosg
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Ejemplo 11. Calcular _[ _[ _[ xyz dzdydx , @(4) es el solido limitado por el grafico de las superficies
o(A)

Xy=],xy=4, xz=],6xz=0 yz=4, 6 yz=9 primer octante .

Solucion . u=xy ,ve=xz, w=yz ,luego 1<u<4 |, 1<v<9 | 4<w<9

uvw = x2y?z2 entonces Xyz = /uvw.
du

) i
ax dy oz y x 0 |
Jor = g: g; ‘;z" =z 0 x | =-2wzy
Sw w aw 0 z y |
ax dy 8z

499
[l xyzdzdydx=_!' _H 1 dwdvdu = 60.
o(4)

Ejemplo 12. Calcular _[ _[ _[ dzdydx , @(A) es el solido limitado por el grafico de las superficies

@(4)
x+y+z=0, x+y-z=0, x—y—-2z=0, 2x—z = 1.
Solucion . u=x+y+z, vex+y—z, w= x—y—z,entoncesu=0,v=0, w=0y2x-z=1 se
transforma en
utw— z(u—v)=1 (yaque utw =2x ,u-v=2z luego z= =5~ ) y esto implica que u+v+2w =2
y asi

2 2 1IN
fIf oyt~ [ [ b= 2
@A) 00 0
Ejercicios .

Colocar limites en la integral _[ _[ _[ z dzdydx sin cambio de variable ,en cilindricas y en esféricas

@A)
1.¢(A4) limitado por las graficas de las superficies z> = ’1’9—2 {x2+y%} ,z=h>0

2. (A) limitado por las graficas de las superficies z =- sz +y? L zZ=-1.

3.9(A) limitado por las graficas de las superficies z = JZ——ch:y—z ,Z=0,x+y% = 1
4.9(4) limitado por las graficas de las superficies z =4- fx? + 32 ,z=1.

5.¢(4) limitado por las graficas de las superficies x> +y? —~ 4, z=0, x> +y? = z

Aplicaciones.

1..Area entre curvas.
b

Recordemos que si f{x)-g(x) > 0, entonces J'(/(x) — g(x))dx representa el area encerrada por y

=fx),y=g(x) x=a ,x=b yeleje x figll0
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¥ V/‘f—_q— \\._\
~ i (1] \
tigura 110 o L’m ~
X
a b
b fx)
pero J'(f(x) gx)ydx = [ | dydx = [[dycdx asi el area de la region Q —” dyadx
a g(x) Q

1. Hallar el area limitada por el graficode y? = 1 —x, 2y = x+2 fig 111

Yy

. 2y=Xx+2
o0
e ol
y

. 4 \1

figura 111 = / x
// . e
- /_/
// __/P
/ i

(e T / P
(=5,-3) .

7 T

Los puntos de interseccion de las curcas es (0,1) y (-8,-3) luego

0 (x+2)2 1 Jl-x 1 192
AQ) = ”dydx = j dydx+j [ dydx=[ [ dxdy=2
-8 _ 6 /== -3 22

2. Hallar el area limitada por los graficos de y? = 2x~ 2, x+y =5. fig 112
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X+y-3
5
: oo SO B
{ \‘,\ f-!u_ g "
figura 112 - —a

Los puntos de interseccion son (3,2) y (9,—4) , despeje y de x+y =5 y reemplicelo en y2 = 2x— 2.

2 5y 3 V&2 9  5-x
AQ) = [[dyax = [ [dxdy=[ [ dydx+ [ [ dydx=18
Q ~4 %2 1 _mio 3 /53

2

3. Hallar el area limitada por los graficos de y2 —x% = 1 ,x= %2 fig 113

Los puntos de interseccion son {2,535 3, {-2,£/5 } , luego

2 Wxisl 1 2
AQ) = jievere = [ [ dydx=[ [dxdy+ [ [ dxdy
2 “2_[ST -1 -2 -/ =2
-1 2 s b1 S
+_[ _[ dxdy+f _[ dxdy+_[ _[ dxdy.
-5 ,&!?1_ 1 -2 1 J)]—_l

Ejemplo 4 . Hallar el area limitada por el grafico de x|+ |yl <4. figlld
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figura 114 \~

|
|
l
————1———-——'——‘
' =
@
i
/
7

Sea u=x+y entoncesu=4 y u=-4 yv=x-y entoncesv=9 y v=-4 x= LT Y= F

-

luego

A=[-4,41x[-4,4], ]I, = ——f- y flo,v)) =A% +%,%-%) = 1entonces

dex 4 4% 4 4 4 4
[ axdy=[ | dyax+] [ dydx=[ [ |-1|dudv=1[ [ dudv =32
o(4) -4 —4—x 0 x-4 -4 -4 -4 -4

Ejemplo 5 . Hallar el area limitada por los graficos de x2+y? = 4 , x?+y? = 4x (comun ) fig 115
i3

figura 11%

AN PIE

Los puntos de interseccion son ¢ 1,3  y ¢ 1,—/3 },que se obtienen igualando las curvas
De x?+y? =4 se tiene que y =+ /4 —x? ,y que x =t /4 — y?. x?+y? = 4x equivale a (x — 2)%+y?
wdyDeaquix=2+/4-y? y y==%/4x—x° luego

V3 fa? Vaz—x? 2 a2
A(Q) = [[dydx = j [ dxdy_j [ dydx+ [ [ dydx=-2/3+%x
e —3o_ /a7 0 _Jax—=x? 1 _Jaz?
®i3 2 ®/24cos8 ni34cosf S 32 724 cos8
- J' J'rdrdﬂ + _[ _[ rdrdé + I I rdrdé =-2./3 + x ==2' _[ _[rdrd9+ _[ _[ rdrd(i'
-=i30 73 0 32 0 a3 0

Ejemplo 5 . Hallar el area limitada por los grificos de x?+y? = 4 , x%+y? = 4x (interior a x>+y? = 4
y exterior a x?+y% = 4x) fig 116
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Y i3

X

figura 116

r = 4 cos@®

S5mx/3
-7f3
2 Jax—x? 2 —JA-x2 4 Jax-xZ
AQ) = [[dyax = [ [ dydx+[ [ dydx+ [ [ dydx= 2x+2/3=
0 1 L 2 _fot
V3 2+ a7 -3 24fa-y 2 24/a7
I [ dxdy+ | _[ dxdy + | [ dxdy= $x+2/3
-3 syt 2 27 B o-Jay?
i3 4cos8 ®=f34cos8 2% 4cos@
-=I I rdrd0=j j rdrdO-t-I I rdrd@-%n+2,/3'
&3 2 0o 2 Sx3 2

Ejemplo 5 . Hallar el area limitada por los graficos de x?+y? = 4 , x?+y? = 4x (interior a x?+y2 =4 y
exterior a x%+y? = 4x) fig 117

nf3

figura 116
Sxf3
0 Va-x2 1 Jax? 1 —Jax—x?
A(Q)=dedx=_[ _[ dydx+j _[ dydx + _[ _[ dydx= %7 +2/3
Q 2 a7 0 Vax—? 0 _Jax7
w2 2 3ri2 2 5z3 2
-_[ I rdrd + _[ _[rdrd0+ _[ _[ rdrdﬂ-%ar+2./§ '
=xf34cosf =2 0 3mf24cos

Ejemplo 6 . Hallar el area limitada por el grafico de x?/a? + y2/b%2 = 1 fig 118
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figura 113

Solucidn . x=arcosf y =brsiné ,@(r,8) = (x,y) = (arcos6,brsind)

- ) - Z;— _ | acoso —arsiné L one
28 Z{ g bsend rbcos®
o $a¥=r x 1
AQ) - H dydx = I [ dydx=[ [abrdrdf = nab.
I N bl o

Ejemplo .Hallar el drea encerrada por el grafico de x+2y =2 , y-x =1 , 2x+y = 7 fig 119

(2,3)

¥y-x =1

(9,73)

figura 119

X
‘4a'1'

Solucidn . Los puntos de interseccion son (2,3) , (0,1) , (4,-1) que se obtienen igualando las curvas

luego
2 1ex 47-2%

A(Q)-chdx | [ dydx+[ [ dydx=6
O)x 2 2z

Ejemplo .Mostrar que el rea encerrada por el grafico de x%+y? = x , x>+y? = y viene dado por fig
120

figura 120




cosf "4 cos@

Area(A) -_[ [ dyx = [[rdrde = _[ [ rdrde + _[ [ rdrdo = lx+1

1 -2 0 sné
"4 smé 112 cos8
Area(B) -”dydx [[rdrdo = [ [rdrdo+ [ [ rdrdg = lx- 1
& 0o 0 =4 0
x  sinb@ ®f2  sn@
Area(C) -”dydx [[rdrdo = [ [rdrdo+ [ [ rdrd6 = lm+ 1
21 =2 0 ®t4 cos@ :

Ejemplo .Mostrar que el area encerrada por el grafico de 7 = cos@ y r = 1-cos@ viene dado por
figl21

Y r = cos@
r=1-cosd
figura 121 C
i3 cos@
Area(A) —” dydx = ” rdrdo = I I rdrd@ -—%7[ +J3
_’!"3/3 1 1‘:—0::9 22 cos@
Area(B) -”dydx [[rdrd6 = 2([ [ rded6+ [ [ rdrdd) = Lx- /3.
@ ®f2 l—t:os;J 3’"’2'/3 l-cgse
Area(C) = J' [dvax = [[rdrdo = [ [ rdtd6+ [ [ rdrd6+
o)) ®f3  cosd ®/2 0
5af2  1-cos@
J' J' rdrdf = 4 -1+ 1/3.
3gf2 cos@ ‘ )

Ejemplo .Mostrar que el area encerrada por el grafico de » = 1 + sin8 viene dado por fig 122

Y

r=1+senf

figura 122
2x  1+smé
Area ==J'J'dydx [[rdrde = _[ _[ rdrdg = 2

24

Ejemplo .Mostrar que el drea encerrada por el grafico de 72 = sin2¢ viene dado por fig 122
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