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Prologo

El objetivo del presente escrito, es el de facilitar al estudiante de las carreras de ingenierfa,
la asimilacién clara de los conceptos mateméticos tratados.

Desde luego que los escritos que se presentan no son originales, ni pretenden serlo, toda
vez que es una recopilacién organizada y analizada de diferntes textos y de mi experiencia

personal.
Este escrito constituye un material de consulta obligada de los estudiantes, el cual les

genera un didlogo directo con el profesor.

Bernardo Acevedo Frias
profesor asociado
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Capitulo 1

Sistemas de Coordenadas

1.1 Sistemas cartesiano, cilindrico y esférico

Se estudiardn en esta seccién los sistemas cartesiano, cilindrico y esférico. Un punto
P(x,y,z) puede representarse por sus coordenadas (x,y,z). Los intervalos de las variables

X,y,Z son
—x<r<oo, —o<y<oo, —o00<z<oo

Un vector F' en coordenadas cartesianas, puede escribirse como
F(z,y,2) = Aya, + Ayay + Aca, = Ayi + Ayj + Ak = (A, Ay, AL)

donde a,, a,, a, son los vectores unitarios en las direcciones x, y, z.

Un punto P en coordenadas cilindricas se representa por (p, ¢, z) y r es el radio del
cilindro que pasa por el punto P, ¢ es el &ngulo en el plano z = 0 y se mide desde el eje x
positivo, como se mide # en coordenadas polares y z igual que el sistema cartesiano. Los
intervalos de las variables son

0<p<oo, 0<p<21, —00<2<00

Un vector F' en coordenadas cilindricas puede escribirse como
F(p,¢,z) = Aya, + Aya, + Asa, = (A,, Ay, A,)

donde a,, a,, a, son vectores unitarios en la direccion p,p,z y son mutuamente per-
pendiculares, a, apunta en la direccién de aumento de r, a, apunta en la direccién de
aumento de ¢, y a, en la direccién positiva de z, en consecuencia

a-®a,=a,®a, =a,®a, =1

1



2 CAPITULO 1. SISTEMAS DE COORDENADAS
a,®a, =a,ea, =a,ea, =0
(p X Qp = Ay Qp X Ay = A, Ay X Ay = Gy

Las relaciones entre las variables (x,y,z) del sistema de coordenadas cartesianas y las
sistema de coordenadas cilindricas (p, ¢, z) vestdn dadas por figura

p=\x2+ 2 tan@z%, 2=z 6

T =pcosy, y=psing z=2=z

. ) .
Las ecuaciones p = y/22 4+ 92, tanp = =, z = z sirven para transformar de coordenadas

cartesianas (x,y,z) a coordenadas cilindricas (p, p, 2) y las ecuaciones = = pcosp, y =
psiny 2z = z de coordenadas cilindricas a coordenadas cartesianas.
Las relaciones entre los vectores unitarios (as, ay,a.) y (a,,ay,,a,) estdn dados por

(g = COS QY a, — SNy a,

Gy = SIN Y a, 1+ COSY
a, = a,

ya que como
a; = a,a, + a,a, entonces

ay®a, = (a,a,+ aya,)ea, =a,=cosp y
az @ a, = (Qpa, + aua,) @ a, = o, = cos(90 + @) = —singp

por lo tanto
Gy = Qpa, + Ay, = Ay = COS Pa, — SIN Pa,

ay = Q,a, + a,a, entonces
ayea, = (a,a,+ aya,)ea, =a,=cos(90 —p) =sinp y
ay ®a, = (a,a,+ apa,)®a, = o, =cosy

por lo tanto
(y = Qpl, + Qply, = SINEY A, + COS Y Ay,

Ay = Qy
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que en forma matricial se puede escribir como

Qg cosp —sing 0 ay
ay, | = | singp cosp O g
a, 0 0 1 a,
y como
cosp —singp 0 cosp singp 0 1 00
sinp cosp 0 —singp cosp O | =1 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 01

por lo tanto la matriz
cosp —singp 0
A= sinp cosp 0
0 0 1

es ortogonal, es decir A.A” = AT A = I entonces A~' = AT entonces

a, cosp sinep 0 Qg
a, | = —sinp cosyp O Qy
a, 0 0 1 a,

Ahora observemos que
F(IL', Y, Z) = Aa:az + AyGy + AZCLZ =

= A, (cosp a, —sing a,) + A, (sing a, +cosp a,) + A.a, =
= (A, cosp+ Aysing)a, + (—A,sinp + Ay cosp) a, + A.a, =
= A,a, + Aya, + Asa,

por lo tanto
A, = Azcosp+ Aysing

Ay, =—Azsinp + Ay cosp
A, =A,
que se puede escribir en forma de matriz asf

A, cosp singp 0 A,
A, | = | —sing cosp 0 A,
A, 0 0 1 A,
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y
A, cosp singp 0 /A p
A, | = | —singp cosp 0 A,
A, 0 0 1 A,
cosp —sinp 0 A,
= | sing cosep O A,
0 0 1 A,

Ay =cosp A, —sinp A,
Ay =sinp A, +cosp A,
Az = Az
Ahora observemos que
F(x,y,z) = Agay + Ayay, + A.a, = Aya, + Aya, + A.a, entonces

Fea,=A,=A)(a,0a,)+ Ay(a,®a,)+ A.(a, ®ay)
Fea,=A,=A,(a,®a,)+ A,(a,®a,)+ A.(a,eay)
Fea,=A,=A)(a,0a,)+ Ay(a,®a,) +A.(a,®a,)

Que en forma matricial se puede escribir como

A, A, ® Ay Gy, ® 0y A, ®ay A,
Ay, | =1 a,®a, a,®a, a,ea, A,
A, a,ea, a,®a, a,®a, A,

El sistema de coordenadas esféricas es mas apropiado para solucionar problemas con
simetria esférica. Un punto P puede representarse como (r, 6, ¢), con r la distancia del
origen al punto P, # el angulo comprendido entre el eje z positivo y el valor de posicién
de P, ¢ el mismo de las cilindricas, es decir, 0 <r < oo, 0<6 <7, 0< ¢ <27,

Un vector F puede escribirse en coordenadas esféricas como
F(r,0,¢) = Ara, + Agag + Aga,

con
a-®a, =ayg®ag = a,®a, =1
a, ®ag = ag®a, = a, ® a, =0

ar X Qg = a ag X Ay, = Ay Ay X Gp = Gy
® ® ®
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Las variables (z,y,z) pueden relacionarsen con las variables (r,6, ) por medio de las
expresiones

2 | .2
ety Y
r=+yr2+y?+22 tanf=-Yr—"-  tanp= =
z x
6 por
x =rsinfcosy, y=rsinfsiny, z =rcosf
Los vectores a,, ay, a, y a,,aq,a, estan relacionados por
gy = sin 6 cos ¢ a, + cos b cos p ag — sin g a,

a, = sinfsin ¢ a, + cossin g ay + cos ¢ a,

a, =cosb a, —sinf ag

es decir
ay sinfcosy cosfcosp —singp a,
ay, | = | sinfsinp cosfsing cosy ag
a, cos —sinf 0 Ay
y
ay sinfcosp sinfsingy cosf ay
ag | = | cosfcosy cosfsing —sinf ay
ay —sinp cos 0 a,
Ahora

F(x,y,2) = Aya, + Ayay + Aza, =
A, (sinfcosp a, + cosfcosp ag —siny a,) +
A, (sinf@sin ¢ a, + cosfsin p ag + cos ¢ a,) +
A, (cosf a, —sinb ay) =
(Azsinfcosp + Ay sinfsing + A, cosd ) a,+
(Aycosfcosp + Ay cosfsing — A, sinf) agp+
(—Agysinp + Ay cosp)a, = Aya, + Agag + Agay

por lo tanto
A, = Agsinfcosp + Ay sinfsing + A, cos 0

Ap = Azcosfcosp + Aycostsing — A, sind
A, = —Azsinp + Ay cosp
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luego
A, sinfcosp sinfsing cosf A,
A, | = | cosfcosy cosfsing —sinf A,
A, —sinp cos 0 A,
y asi
A, sinfcosy cosfcosp —singp A,
A, | = | sinfsingp cosfsing cosy Ay
A, cosf —sinp 0 A,
ar ® Gy Qg ® Gy Gy ® 0y A,
= | area, apea, a,ea, Ap
a,®a, age®a, a,®da, A,

por lo tanto
Ay =sinfcosp A, +cosflcosp Ay —sinp A,
Ay, =sinfsinp A, + coslsinp Ag+cosp A,

A, =cosf A, —sinp Ay

1.2 El operador V en coordenadas cilindricas.

Recordemos que

p=+\x>+y? tanp = ¥
T

V—ga +£a —i—g
oz " Oy Y 0z

Qa,
Ahora
9 _9op, 00 00z
or  Opdx Opdx 0z0r
_9_ =z 9y 9,
SO\ a2+ y2 Opat+y? 0z
_gpcosgo_gpsingo_ 0 0 sinp
o p Do 2 op T T 0 p

por tanto




1.2. EL OPERADOR V EN COORDENADAS CILINDRICAS.

Ahora
g 900dp 00p 00z

3y 0pdy 090y 920y

0 Y 0 x 0
=5 Ta s e 5.0

or a72—|—y2 8@1‘ +vy 0z

0 psinp 0 pcosyp .0 cosp 0
= — _ — 5 :Sln@_—i‘ -
dp p dp p

dp  p Oy

por tanto

9 _ g e d
dy Top T o 0p

o 0dp 00p 90z 0

0z 0po:  0p0:  9:0: 02
Asi que

= | cos Q—Sm@g a, + | sin Q—FCOS(PQ a —l—ga =

—) (cosp a, —sinp a,) +

S.Il(p + cos (S.IIQO +COS<p a )—|— a, =
p © 9

, O sinp 0 ) sin? p 0
COS™ p ——Q, — —— - COS®Y A, —COSYSINY —ay, + ——— 70yt
dp P dp p Op

e

sin? 0 + cos p si 0 + sing 0 cos + cos’ 0 + 0
11 —-—a 11 —-—Q —_— a — —a, =
7 op" P T T e T T 9 T 9

—Qa +1£a +£a
S Op " pde T 0z

por tanto

V—g _{_13 _|_£
~ap p&p% 8za'z
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1.3 El operador V en coordenadas esféricas.

Recordemos que

l'2+ 2
r =22 + 1% + 22, tan@z—y> tangp:yyque
z T

0 0
V——agg—i-a—y

0
B Gy + =

0z

Qy

Ahora
0 0 Or 0 00 0 0y

or  0rox 000z  0pdr

8 2T 8 ( —y )_
\/a72+y + 22 M (22 + o2 +z2\/m 22 + 92
0 rcose sinfl 0 rcosf rcosy sinf i

B 0 (—rsingsinf)

" or r +% r2rsin 0 +%( 2 sin” >_
0 (—singy
@(Tsinﬁ)

s s 08 cosf cosp 0 sing 0
oz 0¥ 87" r 00 rsinf oy

0 cosf cosy
00 r

= —cosy sinf + —
or 2

luego

Ahora
0 B o Or o0 00 0 Op

8 2y 8 x B
¢9157:; W24yt 2 (Efﬂﬁ)‘
_ ﬁrsmgo sin 6 +£TCOSH rsin 81n9+3 (rcosgpsin9> _
or r 00 727 sin 0 Op
0 cosf sinp O cosp O

o i g o
S S, - r 00  rsinf oy

r2sin? 0

por tanto

9 o singl cosf siny ﬁ cosgog
oy 7 or r 00  rsinf oy

Ahora
0 0 Or o0 00 0 Op

0z ord: 000z T 0p02
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—2 c +g_— ‘M+i(0)—
_ar,/x2—|-y2—|-22 89(x2+y2+z2) (9g0 n
0O rcost 0 —rsinf 0 0 sinf o

T or r * 00 12 * dp or r 90

por tanto

g—cos 0 sinf 9

oz or r 00
entonces

V= 2a + 3a + —a, =

B A TR Pa
(COS(p sin 9% + m% — :linlngOH %) (sinfcos ¢ a, + cosfcosy ag —siny a,) +
(singo sin 0% + w& :2;%%) (sinfsin ¢ a, + cosfsing ag + cos  a,) +

cos 9 _smbo (cos® a, —sinf ag) = 2a + 13a + ;ga
or r 06 " Y or T roe’ rsinf dp ©

haciendo las operaciones algebraicas, por tanto

0 10 ) RG]

V=_—a+ -

or r 90" * rsin@%%

1.4 La divergencia en coordenadas cilindricas

. A, 0A, 0OA,
dZUF(ZE,y7Z)—V.F_ ax + ay + 82’

0A, 0A, O0A, < 0 sing 0

ox + dy 0z

0 9, A,
+ <sin gpa—p + cos<p_) (sing A, +cosp A,) + =
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.0 cosp O .0 cosp 0 0A.
(Slngoa—p + P 890) (sinp A,) + (smgoa—p + P %> (cosp Ay,) + 5, =

0 sinp 0 0
— A)) — — A)) — — (sinp A
COS gD(?p (cosp Ap) 2 (cosp A,) — cos gpap (sinp A,)+
sing 0 0 cosp 0, .
A A s A
9y (sing A,) + sin gpa (sing A,) + agp(smgp o)+
.2 : :
cos? @% 4 5o (’DAP _ sinpcospdA, cosgosingpaA(’o N smgpcosgoA(p N
dp p p dp dp p
12 2 .
sin® p 0A, —|—sin2<paAp n cos goAp n cos psinp 0A, N smgocosgoaA N
p Oy dp p p dp dp
; 2
cos p sin @ cos” p 0A, 0A,
— A =
p T e o
_8Ap+1A 18A¢+8AZ 10 10A, O0A,

_8_,0 ,;p ;890 0z p8p< p)+p8g0 0z
por tanto

10 104, 0A
divF = F = A -
WF(r.2) = Vo F =2 (pA) + T8 4

1.5 La divergencia en coordenadas esféricas

divF(z,y,z) =V e F = 04 - 04, + 04. _

ox dy 0z

. .0 cosf cosp O sing 0
(coscp sm@a— %80 rsmgpe&p) (sinfcosp A, +cosfcosp Ag —singp A,)+

) . 0 cosf siny 0O cosp O . . i
(Slngo smé’a— + Tw% + rsin%%) (sinfsing A, + cosfsinp Ag+cosp A,) +

COSHE — ——) (cosf A, —sinf Ay) =

9 1 0 1 0A,
Cr29 (T AT)+7‘Sln6’80<Aesmg) rsinf Oy
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por lo tanto

1 9 . 1 0A,
90 (Agsinf) +

10
divF = —— (r?4,
wh(@,y,2) r2Or (T A)+ rsinf dp

1.6 El Rotacional en coordenadas cilindricas

0

a; ay a,
0A, 0A 0A, 0A 0A, 0A
RotF=| 2 2 2 :( Z——y)aqﬂt( = — Z)a +(—y— x)a
j”; jyy Z’i ' dy 0z 0z ox )Y Ox Y
Y e % <1 DA, 8A@) . +<6Ap 8AZ) . ((9(pA<p) 04,
=71 % 9 0z |\ - P o T 5, | YT~ -
P A pA, A p Op 0z 0z dp P dp dp

pues llamemos

_ [0A, 04, B
A_<8y E)%—

((Sin goagp + COS@E) (A,) — % (sing A, + cosp A«p)) (cosp a, —singp ay,)

p Oy

11

2 =

).

sin 0A, n cos p 0A, A sn % n 0A, ( . -
% p sin 7 cos e cosp a, —siny a,) =

p  Op

sin 04 - cos i 04, sin 04, Cos 04, (cos a, — sin )
— _— — a =
7 dp p Oy 7 0z v 0z L v b
sin ¢ cos 04, + cos” p 94 sin ¢ cos 04, cos? 04, +
_ sin T 2
L dp p Oy 7 7702 o, )
A, i A, A .
(— sin? gpaap _ o gopsm Ld a@(p + sin? @ % + cospsin g 8520) Qy
0A, 0A, B
B—(az—5;>%—

cos 0A, sin 0A, 0A, n sinp 0A,
—— — —— — cos
Y 52 Y5, 7 dp p  Op

0
(cosgpsingpa—zp—sinzgoa—cosgo sin ¢ ap +

p Op

0A, 0A, sine 5’142) 0t

) (sing a, +cosp a,) =
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<cos2 ") a—zp —sin g cos (9_; — cos? o 4 gopcosgo e ) ay

o <8Ay - aAJC) W

Or dy

0 sing 8) , ( d  cosp 8> ,
Cos p— — — | (sinpA, + cos pA,) — | sinp— + — | (cospA, —sinpA,)| a, =
. 0A, sinpcosyp sin® p 04, s OA, sin’p sin ¢ cos p A
= (cos psin - A,— —Ltcostp—FL4+—TA,— £
(cospsing=5, p p Oy r p 7 p Oy

A, N sin ¢ cos P4 cos? DA, \a,

cos? sin v cos ¢ OA
) i 2 Aso n 2 2 )
dp p p Op p p dp

.04, .,
— COS Y sIn p————+sIn” @
dp
Ahora

104, 0A A,  OA A, 9A, A
A+ B === _== Zp = Do T8 T )
thre <p890 3Z)ap+(3z ap)a“’+(p p6’<,0+(’9p)

(104, 04, DA, 0A, 1 (0(pA,) 04,
_(p&o 32)%+<0z 8p>%+p( Ip ap )

1.7 El rotacional de F en coordenadas esféricas.

En forma andloga se deduce que el rotacional de F en coordenadas esféricas viene dado
por

1 a, rag 7rsinfa,
_ _ 9 9 9 _
ROtF—VXF—m or 90 2o =
A, 1Ay rsinfA,

or 00

1 J(Apsind) 94y 1/ 1 0A, 0(rAy,) +1 0(rdy) 0A, "
rsin 6 00 dp )" sinf dp or o v

r

El laplaciano de

0 0 0 oV oV aV
V=VeVV =VV=|—"ag +— it _
* (0:10 a oy by 0z aZ) y < ox G oy Ty 0z az)

OV N 0*V N 0?V
ox? Oy 022




1.8. EL LAPLACIANO COORDENADAS CILINDRICAS 13

1.8 El laplaciano coordenadas cilindricas

0 0
e oy T 5 T
0 0 sinp ) o . 0 cos ) da,
(a—pcosgo R ) (cosp a, —singp aw)—l—(a—psmgo%— 7 ) (sing a, + cos g a,)+ P

Oa, 1 10a, Oa,

dp * pap+;% 0z

y como
oxr " oy Y 0z Op " pop ¥ 0z
entonces
0 0 0 5% 1% 1%
_ 2y — | _ _ - - - =
V=VeVV =VV= <8x%+8yay+8zaz> ° <8xaw+ ayay—l— azaz>

OV PV 0PV

_0w2+8y2+82z

:(%—l—la +1%+3az).(8_va +la—va —|—a—va>:
op p " poyp 0z op " pdp Y 0z~

L0V 19V 10V 9V 10 [ oV 1 0%V 0%V

~ G aan tros 0w = 53 \Pap) et o

1.9 El Laplaciano en coordenadas esféricas

b 1O (WY, L 0 (L oV 1 0 (. oV
vv*ﬂafr " or +7’281n039 Smeae +r23in2980 Sme@gﬂ




