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ABSTRACT. En este articulo se introducen los espacios semi — Ty como
una generalizacién de los espacios semi — Tp y de los espacios Ty (in-
troducidos en [11]). También se presentan algunas propiedades de es-
tos espacios, relacionadas fundamentalmente con subespacios, funciones
semi-continuas y homeomorfismos.
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ABSTRACT. In this paper we introduce semi — Tg. Spaces as a general-
ization of semi — Tp spaces and of Tg. spaces (introduced in [11]). Also,
we present some properties of these spaces related to subspaces, semi-
continuous functions and homeomorphisms.
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1. Introduccién

Un espacio topolégico se llama Tp, si los puntos de acumulacién de todo punto
es un cerrado. Esta nocién topolégica fue introducida por C. E. Aull y W.
J. Thron [2] en 1963. Alli mostraron que esta nocién se encuentra entre
los axiomas bajos de separacién, es decir, aquellos que se encuentran entre
To v T1. Posteriormente con la introduccién de los conjuntos semi-abiertos,
definidos por N. Levine [9] en 1963; todas las nociones topolégicas que in-
volucraban abiertos, tendrian su correspondiente usando semi-abiertos. En
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este sentido, se introdujeron las nociones de semi- separacion, semi-conexidad,
semi-compacidad, semi-continuidad, etc. [1,2,3, 4,5,6,9,13]. En particular, S.
P. Arya y M. P. Bhamini estudiaron la nocién semi — Tp [1,3,4], como una
generalizacién de la nocién Tp. Otra via para generalizar la nociéon Tp, fue
presentada por C. M. Monsalve et al. [11] en 2007. Ellos definieron los sube-
spacios 0(X) = {z € X | {z}es cerrado} llamado el conjunto de puntos ac-
cerrados y A(X) = {z € X | {z} N§(X) = 0} conjunto de puntos ac-libres.
Entonces, definieron los espacios T,. como aquellos donde A(X) C §(X). Y
probaron entre otras propiedades que Tp implica Ty, pero T,. no implica Tj.
El objetivo de este trabajo es generalizar las nociones semi — Tp y T,.. Para
esto se definen los subespacios 0:(X) = {z € X | {2}’ es semi-cerrado} y
As(X) ={z € X | {z} Nds(X) = 0}. Y siguiendo el mismo esquema que en
[11], se definen los espacios semi — T,. como aquellos donde A4(X) C 05(X).
Ademas, se prueban propiedades de los operadores ds y Ag, y se comparan con
las obtenidas en [11] para § y A. También se estudian algunas condiciones sufi-
cientes para que la propiedad semi — T, sea hereditaria y el comportamiento
de esta propiedad por medio de homeomorfismos, funciones semi-continuas e
irresolutas.

2. Preliminares

Para el desarrollo de este trabajo, es necesario utilizar las siguientes proposi-
ciones y definiciones béasicas de topologia. Las demostraciones pueden ser con-
sultadas en [7] y [12].

Proposicién 2.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, entonces

a) Si C es cerrado y x € C entonces {z}' C C.
b) Si A es un subespacio de X y B C A, entonces B}y = B N A.
¢) Si f:(X,7) — (Y,v) es un homeomorfismo, entonces para cada z € X, se

tiene que f(z)}y = f(z'%).

Definicién 2.2. Un subconjunto D de un espacio topoldgico (X, 7), se llama
denso si cl(D) = X.

Proposicién 2.3. Si D es denso y V es abierto, entonces cl(V) = cl(V N D).

La nocién de conjunto semi-abierto fue introducida por N. Levine en [9]. A
partir de esto, todas las nociones topoldgicas definidas en términos de abiertos,
tendrian su anédlogo en términos de semi-abiertos. A continuacién se define
esta importante nocién y algunas de sus propiedades.
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Definicién 2.4. Sea (X, 7) un espacio topolégico. S C X es semi-abierto si
existe un abierto V en X, tal que, V C S C ¢l(V). El complemento de un
conjunto semi-abierto es un conjunto semi-cerrado.

Proposicién 2.5. Sea (X, 7) un espacio topoldgico.

a) S es semi-abierto, si y sélo si, S C cl(int(S)).
) Todo conjunto abierto es semi-abierto.
)

=3

c) Si A es abierto y S semi-abierto, entonces A N S es semi-abierto.

d) C' es semi-cerrado, si y sélo si, int(cl(C)) C C.

e) Todo conjunto cerrado es semi-cerrado.

Un estudio muy completo sobre las nociones semi-topoldgicas anteriormente
mencionadas, se encuentra en [13]. Ademds, alli también estudian el semi-

interior, la semi-adherencia, la semi-frontera, entre otras.

Ahora se definen los subespacios §(X) y A(X), introducidos en [11]. Por medio
de ellos es que se definen los espacios T,..

Definicién 2.6. Si (X, 7) es un espacio topoldgico, entonces
0(X)={z e X | {x} es cerrado}
MX)={ze X |{z} ndX) =0}
Definicién 2.7. Un espacio topoldgico (X, 7), se llama Tp. si A(X) C §(X).

Las propiedades fundamentales de los operadores §, A y de los espacios Ty,
pueden ser consultadas en [11].

Definicién 2.8. Un espacio topoldgico (X, 7) se llama:

a) Tp si para todo = € X, {x}’ es cerrado.
b) Semi — Tp si para todo z € X, {z}' es semi-cerrado.

La nocién de semi-abierto ha permitido definir ademas los espacios semi — Ty,
semi — Ty, semi — Ty, entre otras. Un estudio de ellos se encuentra en [1], [2],

31, [4] y [5]-

De las definiciones anteriores se tiene el siguiente diagrama de implicaciones
estrictas. Nétese que todo espacio Tp es semi — Tp.
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Tp = semt —1Tp

I
Tac
Figura 1
Definicién 2.9. La funcién f: (X,7) — (Y, v), se llama:

a) Semi-continua si f~1(V) es semi-abierto, para todo abierto V de Y.

b) Irresoluta si para todo semi-abierto S de Y, se tiene que f~1(9) es semi-
abierto en X.

¢) Pre-semi-abierta si para todo semi-abierto A de X, se tiene que f(A) es
semi-abierto en Y.

d) Semi-homeomorfismo si es biyectiva, irresoluta y pre-semi-abierta.

Las siguientes proposiciones relacionan las funciones continuas, abiertas y home-
omorfismos; con las funciones irresolutas, pre-semi-abiertas y semi-homeomor-

fismos. Las demostraciones pueden ser consultadas en [6].

Proposicion 2.10. Toda funcién continua y abierta entre espacios topoldgicos,
es irresoluta y pre-semi-abierta.

Proposicion 2.11. Todo homeomorfismo es un semi-homeomorfismo.

Proposicion 2.12. Todo semi-invariante topoldgico es un invariante topoldgico.
3. Los Subespacios 65(X) y As(X)

En este numeral se definen los subespacios 05(X) y As(X), similarmente a los
subespacios 0(X) y A(X), introducidos en [11]. Para esto, se utiliza la nocién de
conjunto semi-cerrado. Ademas, se prueban algunas propiedades y se comparan
con las obtenidas para 6(X) y A(X).

3.1 Definicién y Ejemplos

Definicién 3.1.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Se definen los subespacios
05(X) vy As(X) como:

0s(X) ={x € X | {«} es semi-cerrado}

X(X) = {z € X | {2z} Nds(X) =0}
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Noétese que d5(X) es una generalizacién de §(X). La relacién entre los subes-
pacios 05(X), As(X) v 6(X), A(X) se presenta a continuacién.

Proposicién 3.1.2. En un espacio topoldgico (X, 7) se cumple:

a) 6(X) C 4,(X).
b) As(X) € AMX).

Demostracién. a) Se obtiene de manera directa ya que todo conjunto ce-rrado
es semi-cerrado.

b) Sea p € A\s(X), entonces {p}' Nds(X) =0y por a) se tiene {p} N§H(X) = 0.
Luego p € A(X).0d

Ejemplo 3.1.3. Sea (R, 7) el espacio topolégico donde 7 es la topologia
generada por la base 8 = {(—a,a) | a € RT}. Encontremos los subespacios
3(R), A(R), 05(R) y As(R).

Sip > 0, entonces {p} = (—o0, —p]U(p, +0). Ahora si p < 0, {p} = (—o0,p)U
[—p, +00). Finalmente, si p = 0, {0} = R — {0}.

Se observa que para todo p, {p}’ no es cerrado. Asi §(R) =0 y A(R) = R.

Ahora, int(el({p}")) = int((—o0, ~p]U[p, +0)) = 0 € {p)". Por tanto (~oc, ~plU
(p, +o0) = {p}’ es semi-cerrado.

De igual manera se obtiene que {p}’ es semi-cerrado cuando p < 0 .

Para p = 0,{0} = R — {0} no es un semi-cerrado ya que int(cl({0})) =
int(R) =R ¢ R — {0} = {0}".

Por tanto, d;(R) =R — {0} y A;(R) = 0.
3.2 Propiedades de los Operadores 05 y Ag

Uno de los objetivos de este trabajo es determinar si los operadores ds y Ag
cumplen propiedades similares a las obtenidas en [11], con los operadores
0 y A. Alli por ejemplo probaron la idempotencia del operador § y algunas
contenencias que se daban cuando se componian los dos operadores.

Proposicién 3.2.1. Sea (X, 7) un espacio topolégico, entonces se cumple:
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Demostracion. a), ¢), d) y e) Evidentes.

b) Si z € 65(X) N As(X), entonces z € §5(X) y € A\s(X). Por tanto {z}yx N
ds(X) = 0. Ahora, como x € 05(X), entonces {z}y Nds(X) = {x}gs(x) = 0.
Luego {a}; )N 0s(6:(X)) = 0. Entonces z € As(05(X)).]

En los siguientes ejemplos se muestra que las otras contenencias de a), b), ¢)
y d) de la Proposicién 3.2.1, no se tienen en general. Para la otra contenencia
de e), no contamos con un contra-ejemplo ni con una demostracion.

Ejemplo 3.2.2. Sea X = {1,2,3,4,5,6} y 7 = {{3,4},{2,3,4,5},0, X}, una
topologia sobre X. Entonces se tiene que 65(X) = {1,2,5,6}, A\s(X) = 0,
05(05(X)) ={1,6} y As(0s(X)) = 0. Asi 6,(X) & 05(65(X)).

Ejemplo 3.2.3. Sea X = {1,2,3,4,5} y 7 = {{1,2},0, X}, una topologia
sobre X. Entonces se tiene que d5(X) = {3,4,5}, As(X) =0, 05(6s(X)) =0 y
Xs(05(X)) = 05(X). Asf As(05(X)) € 05(X) N A (X).

Ejemplo 3.2.4. Sea R el conjunto de los nimeros reales y 7 = {{), R}. Entonces
se tiene que §4(R) = 0 y As(R) = R. Asi, 6:(As(R)) = d:(R) = 0. Por tanto
As(R) € 3, (A (R)).

Ejemplo 3.2.5. Sea X = {1,2,3} y 7 = {{2},0, X} una topologia sobre X.
Entonces se tiene que §5(X) = X y A (X) = 0. Asi, A\;(65(X)) = As(X) = 0.
Luego 34(X) & Ay(34(X))-

La siguiente proposicién muestra una condicién suficiente para que se tengan
las otras contenencias de c) y e) de la Proposicién 3.2.1. Esto permitird definir
mas adelante, los espacios semi — T,..

Proposicién 3.2.6. Sea (X,7) un espacio topoldgico. Si A;(X) C §5(X),
entonces
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Demostracién. a) Sea z € A\s(X), entonces {2}y Nds(X) = 0. Como \s(X)
d5(X) se tiene que x € 6,(X). Ademds, {z}y N 6:(X) = {a}; v =
es semi-cerrado en 05(X). Por tanto {z}; y es semi-cerrado en d5(X

2 € 85(85(X)).

(
0
)

y
. Asi

b) Basta aplicar la hipdtesis en la parte b) de la Proposicién 3.2.1.
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c) Siz € Ag(X) se tiene que {x}x Nds(X) = 0. Como A\s(X) C §:(X), entonces
{2}y NAX) = {2} (x) = (). Por tanto {2}\.(x) es semi-cerrado en A;(X).
Entonces, z € d5(As(X)).

d) Si z € Ag(X) se tiene que {z}y N d5(X) = 0. Como Ay (X) C §5(X),
entonces {z}x NA(X) = {z}} x) = 0. Asi {23\, x) N0s(As(X)) = (. Por
tanto z € A\;(A\5(X)).0

Las siguientes proposiciones estdn encaminadas a encontrar una condicién sufi-
ciente, para que se cumplan las otras contenencias en a) y b) de la Proposicién
3.2.1.

Proposicién 3.2.7. Si A es abierto y S semi-abierto, entonces AN .S es semi-
abierto en A.

Demostracién. Si ANS = (), nada a probar. Supongamos que ANS # (. Por
la parte ¢) de la Proposicién 2.5, existe un abierto O tal que O C ANS C ¢l(O).
Luego ONACANSNACAONAyONACANS Ccd(O)n A. Como
O C Asetieneque ONACANS Ccla(0O) =cla(ONA). Por tanto, ANS
es semi-abierto en A. [

Corolario 3.2.8. Si A es abierto y S semi-cerrado entonces A N S es semi-
cerrado en A.

Demostracién. S¢ es semi-abierto y por la proposiciéon anterior A N S¢ es
semi-abierto en A. Entonces, (AN S¢)“4 = AN S es semi-cerrado en A.[

Proposicién 3.2.9. Si d5(X) es abierto entonces:

a) 05(X) C 64(6+(X)).
b) As(95(X)) € 65(X) N A (X).

Demostracién. a) Siy € §,(X) entonces {y}’ es semi-cerrado en X. Por el
corolario anterior {y}’' N ds(X) = {y}; (x) es semi-cerrado en J5(X). Por lo
tanto y € d5(d5(X)).

b) Basta probar que A(ds(X)) € As(X). Siy € As(d5(X)) entonces {y}; )N
85(05(X)) = 0. Luego {y} Nds(X) NIs(0s(X)) = 0 y por la parte a) se tiene
{y} Nds(X) = 0. Esto implica que y € A\s(X)..d

En la siguiente proposicion se muestra la relacién existente entre el conjunto
de puntos cerrados (y(X) segin [8]) y los subespacios d5(X) y As(X). Nétese
que si §5(X) = X, entonces A (X) = v(X).

Proposicién 3.2.10. Si {z} es cerrado, entonces x € As(X) N d5(X).
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Demostracién. Como {z} es cerrado entonces {z}y = ), que es semi-cerrado.
Por tanto z € §4(X). Ademds {z}y Nd5(X) = 0N Js(X) = 0, por lo que
x € X (X).0

Noétese entonces que v(X) C As(X) N ds(X). Para la otra contenencia no con-
tamos con un contra-ejemplo, ni con una demostracién.

4. Espacios Topolégicos Semi — T

4.1 Definicién y Algunas Propiedades

En [11], definen los espacios topolégicos Ty,. como aquellos donde A(X) C
d(X). Siguiendo este mismo esquema, a continuacién se definen los espacios
topolégicos semi— Ty, utilizando los subespacios d5(X) y As(X). Muchas otras
nociones semi-topolégicas han sido definidas y estudiadas, entre ellas semi-
interior, semi-clausura, axiomas de semi-separacion, semi-compacidad, etc. Al-
gunos de estos tépicos pueden ser consultados en [1], [6] v [13].

Definicién 4.1.1. Un espacio topoldgico (X, 7) se llama semi—T,. si As(X) C
3s(X).

Ejemplo 4.1.2. Sea X = {1,2,3,4} y 7 = {{1},{1,2},{1,2,3},0, X }. Veamos
que X es semi — T,e.

{1} ={2,3,4}, es semi-cerrado.
{2}’ = {3,4}, es semi-cerrado.
{3} = {4}, es semi-cerrado.
{4}’ =0, es semi-cerrado.

Asi 8,(X) = X y A\(X) = {4}.

Con la siguiente proposicién se muestra que los espacios semi — T,. son una
generalizaciéon de los espacios Ty, introducidos en [11]. Esta nocién no se
encuentra referenciada en la literatura consultada.

Proposicion 4.1.3. Todo espacio topolégico T,. es semi — Ty..

Demostraciéon. Como X es T, entonces A(X) C §(X). Por la Proposicién
3.1.2 se tienen las contenencias As(X) C AM(X) y §(X) C §5(X). Luego As(X) C
AMX) CH(X) C5(X). Asi, As(X) C d5(X). Luego X es semi — Ty

Recuérdese que un espacio topolégico X es Tp si para todo z € X, {x} es
cerrado. Y es semi — Tp si para todo € X, {z}’ es semi-cerrado. Asi,
Tp = semi— Tp. En la siguiente proposicién se muestra la relacién existente
entre los espacios semi — Tp y semi — Tye.
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Proposicion 4.1.4. Todo espacio topoldgico semi — Tp es semi — Ty,.

Demostracién. Se obtiene directamente ya que si el espacio es semi — Tp,
entonces d5(X) = X y por lo tanto A\;(X) C §4(X).00

En general el reciproco de las proposiciones anteriores no se cumple, como se
muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1.5. Considérese el espacio topoldgico del ejemplo 3.1.3. Entonces
JR) =0y AR) =R, 6,(R) =R — {0} y As(R) = 0. Y como As(X) C 6:(X)
y MX) € §(X) se tiene que este espacio topoldgico es semi — Tpe y 10 Ty
Ademas, nétese que {0} =R — {0} no es semi-cerrado. Por tanto, este espacio
no es semi—Tp. En consecuencia, T,. # semi—Ty. v semi—Tp # semi—T,..

De las Proposiciones 4.1.3 y 4.1.4, y del ejemplo anterior; el diagrama de la
Figura 1 se ve modificado de la siguiente manera. Ndtese ademds, que este
diagrama nos permite considerar la propiedad semi — T,., como un nuevo
axioma de semi-separacion.

) = semi —Tp

¢ I

Toc — semi — Ty,

Figura 2

4.2 Subespacios

En este numeral se muestra que la propiedad semi — Ty,. no es hereditaria.
Es decir, que no todo subespacio de un espacio semi — T,. es semi — Ty..
Ademds, se presentan algunas condiciones suficientes para que un subespacio
herede dicha propiedad.

En los siguientes ejemplos se muestra que la propiedad semi — T, no se hereda
a todo subespacio, atn si este es cerrado 6 abierto.

Ejemplo 4.2.1. Sea X = {1,2,3,4,5} y 7 = {{1,2},{1,2,3},{1,2,3,4},0,
X} una topologfa sobre X. Entonces d5(X) = {3,4,5} vy A\(X) = {5}. Asi, X
es semi — Ty.. Ahora para A = {1,2} se tiene que §5(A) = 0y As(A) = A. Asi,
A no es semi — Tye.

Ejemplo 4.2.2. Sea X = {1,2,3,4,5} y 7 = {{3},{2, 3,4}, 0, X } una topologia
sobre X. Entonces §,(X) = X y M\s(X) = 0. Asi, X es semi — T,.. Ahora para
A ={1,5} se tiene que ds(A) =0y A\s(A) = A. Asi, A no es semi — Tye.
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Ya que la propiedad semi—Ty. no se hereda a todos los subespacios, las proposi-
ciones siguientes estan encaminadas a encontrar algunas clases particulares de
subespacios, que si heredan dicha propiedad.

Proposicién 4.2.3. Sea (X,7) un espacio topolégico y D, S C X. Si D es
denso y S es semi-abierto en X, entonces S N D es semi-abierto en D.

Demostracién. Como S es semi-abierto en X, existe un abierto V en X con
V C S Ccl(V). Por la Proposicién 2.3 se tiene que ¢l(V') C ¢l(VND). Entonces
VCSCcd(VND). Asi,

VnDCSNDCd(VND)ND =clp(VND)
Por tanto S N D es semi-abierto en D.[J

Proposicién 4.2.4. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y D,C C X. si D es
denso y C' es semi-cerrado en X, entonces C' N D es semi-cerrado en D.

Demostracién. Si C es semi-cerrado en X, entonces C° es semi-abierto en X
y por la proposicién anterior se tiene que C° N D es semiabierto en D. Ahora,
como C°N D = (CND)P, entonces C N D es semi-cerrado en D.[

Proposicién 4.2.5. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Si A es densoy d5(X) C
A, entonces:

a) 05(X) C 65(A).
b) As(A) € As(X).

Demostracion. a) Sea = € §,(X), entonces {z} es semi-cerrado en X. Como
A es denso, por la Proposicién 4.2.4 se tiene que {z}' N A es semi-cerrado en
A. Ademds, como §,(X) C A, entonces z € Ay {z} N A = {z}, que es
semi-cerrado en A. Asi, z € d5(A).

b) Sea x € A\;(A), entonces {z}y Nds(A4) = {z}' N AN ds(A) = (. Por la parte
a) se tiene que d5(X) C d5(A) C A, entonces {z} N ds(X) = 0. Por tanto
x € X (X).0

En la siguiente proposicién se presenta una condicién suficiente para que un
subespacio de un espacio semi — T,., sea semi — Ty.

Proposicién 4.2.6. Sea (X, 7) un espacio topoldgico semi —Tp. y A C X. Si
A es denso y §:(X) C A, entonces (A, 74) es semi — Te.

Demostracién. Como X es semi—T,. se cumple que A ( ) € d5(X). Ahora,
por la Proposicién 4.2.5 se tiene que Ag(A) C A(X) C 65(X) g (A) Luego
(A, 74) es semi — T,..[0
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En la siguiente proposicién se relacionan los subespacios d5(X), As(X), d5(A)
y As(A), cuando A es un subespacio abierto y cerrado de X. Esto permitird
mas adelante, encontrar otra clase de subespacios que heredan la propiedad
semi — Tye.

Proposicién 4.2.7. Sea (X, 7) un espacio topolégicoy A C X. Si A es abierto
y cerrado, entonces:

a) 6,(X) N A = 5,(A).
b) As(X) N A = Ay(A).

Demostracién. a) Si x € 64(X) N A, entonces {z}’ es semi-cerrado en X
y asi ({x})¢ es semi-abierto. Como A es abierto, ({z}')°NA = A — {z}/
es semi-abierto en X. Ahora, como x € A y A es cerrado entonces por la
parte b) de la Proposicién 2.1 se tiene que {z}’y, = {z} N A = {z}'. Asi,
A — {x}, es semi-abierto en X. Luego existe un conjunto abierto V en X con
VCA—{z}, Cc(V).ComoV CA—{z},, entonces VC Ay VNA=V.
Entonces VN A C A—{z}, C c(VNA),locual implica que A — {z}/, es
semi-abierto en A. Se concluye entonces que {z}’; es semi-cerrado en A. Por
lo tanto = € 65(A).

Siz € d,(A), entonces {z}/, es semi-cerradoen Ay x € A. Como {z}, = {z}'N
A, entonces existe un abierto W en A tal que W C A — ({z} N A) C cla(W).
Como x € Ay A es cerrado, entonces por la parte b) de la Proposicién 2.1
se tiene que {z}' N A = {a}. Luego W C A — {2} = {z}/)°NA C cla(W).
Entonces WUA® C ({z})*NA)UA° C (W)U A® = cl(WUA®). Ahora como
A° es abierto en X entonces W U A€ es abierto en X y (({z})°NA) U A° =
({z})euAd)N(AUA®) = {2z} NA)NX = ({z} NA)° = ({z})°. Entonces,
WUA® C ({z})° Ccd(WUA®). Lo cual prueba que ({z}')° es semi-abierto en
X. Asi, {z}’ es semi-cerrado en X. Se obtiene entonces que z € 64(X) y x €
A. Por lo tanto z € §,(X) N A.

b) Si z € A(X) N A, entonces x € A\(X) y z € A. Asi, {z} Nd:(X) = 0.
Como A es cerrado y « € A, por la parte b) de la Proposicién 2.1 se tiene que
{z}y = {2} N A= {z}. Entonces {z}’y, Nds(X) =0 y por la parte a) de esta
proposicién se tiene que {x}4 Nds(A) = 0. Por tanto x € As(A).

Si z € A\;(A), entonces {z}, N d5(A) = 0. Por la parte a) se tiene que {z}' N
ANds(X)NA=0. Lo cual implica que {z}' Nd:(X) =0, ya que {z}' C A por
ser A cerrado. Entonces, x € A;(X) y asi z € A\;(X) N AL

Proposicién 4.2.8. Sea (X, 7) un espacio topolégico semi — T,y A C X. Si
A es abierto y cerrado entonces (A4,74) es semi — Tye.
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Demostracion. Sea z € \;(A), entonces por la parte b) de la proposicién
anterior se tiene que x € A (X) y como X es semi—T,., x € §5(X). Finalmente,
por la parte a) de la proposicién anterior se tiene que = € d5(A). Por lo tanto,
A es semi — T,..[]

En el siguiente ejemplo se muestra un subespacio de un espacio semi — T, que
es semi — Ty, pero no es abierto, no es cerrado, no es denso y no contiene el
subespacio ds(X). De esta forma se observa que el reciproco de las proposiciones
4.2.6 y 4.2.8 no se cumple en general.

Ejemplo 4.2.9. Considérese el espacio topolégico semi — T,. del Ejemplo
4.2.2. Para A = {1} se tiene que (A, 74) es semi — Ty,.. Pero obsérvese que A
no es abierto, no es cerrado, no es denso y d5(X) ¢ A.

4.3 La Propiedad Semi-T,. y las Funciones

En este numeral se estudia el comportamiento de la propiedad semi — T,
por medio de funciones semi-continuas, irresolutas y por homeomorfismos.
Recuérdese que una funcién f : X — Y es semi-continua si la imagen
reciproca de todo abierto es semi-abierto, irresoluta si la imagen reciproca
de todo semi-abierto es semi-abierto y pre-semi-abierta si la imagen directa de
todo semi-abierto es semi-abierto. Primero se determinaran condiciones sufi-
cientes para que una funcién f : X — Y cumpla f71(5,(Y)) = §,(X) ¥y
fﬁl()‘s(y)) = )‘S(X)

Proposicién 4.3.1. Sea f:(X,7) — (Y,v) un homeomorfismo, entonces:

a) f_l((Sé(Y)): 5( )
b) fHA(Y)) = As(X).

Demostracién. a) Si p € f~1(65(Y)), entonces f(p) € d5(Y). Por lo tanto
{f(p)}y es semi-cerrado en Y. Ahora, como f es continua y abierta, por la
Proposicién 2.10 se tiene que f es irresoluta, entonces f~'({f(p)}} ) es semi-
cerrado en X. Ademds por la parte c¢) de la Proposicién 2.1 se tiene que

{f)}y = f{p}x), entonces f~1(f({p}y)) es semi-cerrado en X. Y como f
es biyectiva f~1(f({p}x)) = {p}x es semi-cerrado en X. Por tanto p € d5(X).

Si p € 05(X), entonces {p}’x es semi-cerrado en X. Por la Proposicién 2.10
y por la parte ¢) de la Proposicién 2.1, se tiene que f({p}yx) = {f(p)}} es
semi-cerrado en Y. Por tanto f(p) € §5(Y) y asf p € f=1(55(Y)).

0.

la

b) Si g € f71(As(Y)), entonces f(q) € As(Y). Por tanto {f(q)}y Nds(Y) =
Por la parte ¢) de la Proposicién 2.1, se tiene que {f(¢)}y = f({q}) ¥ por
parte a) de esta proposicién d,(Y) = f(5(X)). Entonces f({q}yx)Nf(6s(X)) =
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Flatxnds(X)) = 0. Ast, f7H(f({a}x N0s(X))) = {g}x Nds(X) = f~1(0) = 0.
Por tanto ¢ € Ag(X).

Si ¢ € X\s(X), entonces {q}y N ds(X) = 0. Por tanto f({q}y N ds(X)) =
F{atx)Nf(6s(X)) = f(0) = 0. Por la parte ¢) de la Proposicién 2.1 se tiene que
{f(@)}y = f({q}x).- Y por la parte a) de esta proposicién f~(§5(Y)) = 65(X).
Entonces {f()}o 1 F(F~ (5.(Y)) = {F(@)} N 6.(Y) = D. ASt, f(g) € M(Y).
De donde g € f~1(\s(Y)).

Noétese ahora que la propiedad semi — T, no se preserva por funciones semi-
continuas, ni irresolutas. Esto se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.3.2. Sea f : (R, discreta) — (R, trivial), donde f(r) = x. En-
tonces f es continua y por tanto es semi-continua. Ademds, (R, discreta) es
semi — Tye v (R, trivial) no. Y f es irresoluta, ya que f es continua y los
semi-abiertos en (R, trivial) coinciden con los abiertos.

Al parecer, la propiedad semi — Ty, no se preserva por semi-homeomorfismos.
Sin embargo, no contamos con un contra-ejemplo.

Con la siguiente proposicién se muestra que la propiedad semi—Ty. es un invari-
ante topolégico. Recuérdese que todo homeomorfismo es un semi-homeomorfismo
y que todo semi-invariante topoldgico es un invariante topoldgico. Pero el
reciproco en general no se tiene [6].

Proposicién 4.3.3. Sea f : (X,7) — (Y,v) un homeomorfismo. Si X es
semi — Ty entonces Y es semi — Tye.

Demostracién. Por la parte b) de la Proposicién 4.3.1 se tiene que f~1(As(Y)) =
As(X). Como el espacio es semi — Ty, entonces A\s(X) C §5(X). Y por la parte
a) de la Proposicién 4.3.1 se tiene que f~1(55(Y)) = 0:(X). Asf, f71(As(Y)) C
F71(0s(Y)), por lo que A\s(Y) C §5(Y). Entonces, Y es semi — Tyl
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