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Resumen

Se estudian métodos iterativos para la solucién de un sistema Ax = b, cuando la matriz A posee
caracteristicas especiales, desde dos puntos de vista, tedrico y practico. Con relacién al primero,
se concentra la atencién sobre la fundamentacién matemaética de los métodos, enfocdndolos
desde el punto de vista general utilizando subespacios de Krylov. Con relacién al segundo se
ofrecen rutinas MATLAB originales que los implementan y se ilustran los resultados con la
solucién de ejemplos seleccionados. Las rutinas que preparamos son eficientes en el sentido de
usar poco almacenamiento en memoria y requerir tiempos cortos de ejecucién.
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Introduccion

Queremos estudiar métodos iterativos para resolver el problema Ax = b con A matriz no
singular. Por un método iterativo, entendemos aquel en el que se construye una sucesiéon de
aproximaciones a la solucién. Existen dos clases de métodos iterativos: Métodos estacionarios
los cuales son mas antiguos y més simples de comprender pero, usualmente, menos efectivos
y los Métodos no estacionarios, relativamente recién desarrollados, su andlisis usualmente es
maés dificil de comprender pero usualmente mas efectivos. Los métodos no estacionarios estan
basados en la idea de sucesiones de vectores ortogonales. La rapidez en la convergencia del
método depende grandemente del espectro de la matriz de coeficientes.

Los métodos iterativos usualmente envuelven una segunda matriz que transforma la matriz
de coeficientes en una con espectro mas favorable. La matriz transformada se llama precondi-
cionada. El uso de un buen precondicionamiento lleva a que la convergencia del método iterativo
sea mas rapida.

Uno de los métodos iterativos no estacionarios que mds nos compete es el Gradiente Con-
jugado (CG). El método del CG fue presentado por Hestenes y Stiefel (1952) como un método
directo, mas tarde Reid (1971) y Concus et al (1976) le descubrieron su verdadero potencial
al mirarlo como un método iterativo bastante adecuado para resolver sistemas de la forma
Ax = b, donde A es simétrica y definida positiva. El método de CG estd basado en un principio
de conjugacién teniendo un almacenamiento modesto y siempre converge. Subsiguientemente,
la investigacion se orienté a estudiar el problema cuando la matriz A no tiene alguna o ninguna
de las caracteristicas anteriores. Asi que una considerable parte de la investigacién ha sido
implementada para desarrollar generalizaciones del CG o para construir estrategias de pre-
condicionamiento.

Los métodos Generalized Minimal Residual (GMRES), aplicable a matrices no simétricas
y Minimal Residual (MINRES), aplicable a matrices simétricas y no definidas positivas, estan
basados en un principio de minimizacién, el almacenamiento es elevado y siempre convergen.

Entre los métodos que han sido construidos como generalizaciones del CG tenemos:

a. Biconjugate Gradient (BiCG) aplicable a sistemas no simétricos, estd basado en un principio
de conjugacién, genera dos sucesiones de vectores bi-ortogonales teniendo un almacenamiento
modesto, pero tiene la desventaja de que hay casos en que el método fracasa.

b. Quasi-Minimal Residual (QMR) disenado para sistemas no simétricos y para mejorar la
convergencia de BiCG.

c. Conjugate Gradient Squared (CGS) aplicable a matrices no simétricas fue diseniado para
evitar el uso de la matriz traspuesta de A y ganar rapidez en BiCG, al igual que BiCG hay
casos en que el método fracasa.

vii



d. Biconjugate Gradient Stabilized (Bi-CGSTAB) es una variacién de CGS para mejorar su
convergencia. Decidir cual de ellos usar, en un momento determinado, depende del problema
particular o de la estructura de los datos.

En este trabajo nos concentramos en CG y GMRES y hacemos referencias ocasionales a
otros métodos. Nuestro objetivo es comprender la teoria subyacente y preparar rutinas eficientes
para el cdlculo. La eficiencia la conseguimos gracias a que las matrices con las que trabajamos
tienen estructura de matriz por bandas o tridiagonal por bloques y en lugar de almacenarlas,
usamos rutinas para definir su accién.

Para todos los métodos iterativos que estudiamos preparamos ejemplos ilustrativos y pre-
sentamos comparaciones con los resultados obtenidos directamente por MATLAB. El alcance
del trabajo lo limitamos a la consideracién de los métodos y no introducimos estrategias de
precondicionamiento. Los programas estdn a disposicién en la seccién documentos de la pagina
web

http : //www.unalmed.edu.co/” cemejia/.

Este trabajo estd organizado asi: el capitulo 1 lo dedicamos a Gradiente Conjugado y
sus variaciones para ecuaciones normales. Después, en el capitulo 2 presentamos los métodos
GMRES y MINRES y en el capitulo final discutimos con menos detalle otros métodos. En todos
los capitulos hay ejemplos y comparaciones que ilustran el comportamiento de los algoritmos
estudiados.
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Capitulo 1

GRADIENTE CONJUGADO (CG)

Los métodos de subespacios de Krylov se usan para resolver sistemas de ecuaciones lineales
Az = by encontrar los valores propios de A. Nosotros trabajaremos sobre la primera de estas
ideas.

En los algoritmos de Krylov suponemos que A tiene estructura y es posible conocer la accién
de la matriz sobre un vector, es decir, funciones que retornan z = Av para un v dado.

Este capitulo esta organizado como sigue. En la Seccién 1.1 de los preliminares,enunciamos
las ideas bésicas y definiciones sobre métodos de Krylov. Enseguida, en la Seccién 1.2 damos
un repaso de los métodos iterativos estacionarios, posteriormente en la seccién 1.3 vemos una
descripcién de la forma de los métodos no estacionarios, que continia en la seccién 1.4 con
una descripcién detallada del método CG y unos casos particulares cuando la matriz A no
cumple la condicién de ser simétrica definida positiva. En la ultima seccién describimos el
precondicionamiento para el método de CG con miras a mejorar su tiempo de convergencia y
terminamos con un pequeno comentario sobre la generalizacién del método CG para problemas
en dimension infinita.

La teoria que aquf se trabaja esta basada en el libro de Kelley [2] y para los resultados
numéricos se utilizan rutinas propias que no requieren el almacenamiento de la matriz, solamente

la accién de la matriz. Las rutinas las preparamos con base en los algoritmos de Barrett et al

[5].

1.1 Preliminares

Definicién 1.1.1 Denotaremos M, (R) como el conjunto de matrices cuadradas de orden n
con elementos en R.

a. Una matriz simétrica A € M, (R) es definida positiva si x7 Ax > 0, para todo x # 0.



b. Para A € M, (R), la funcion
f: R"—=R"
r— ol Az
se llama forma cuadrdtica.

c. Dada una norma vectorial ||.||, tenemos que la norma matricial inducida es
[A]l = sup {[|Aul| : w € R, [[ul| = 1} .
d. El nimero de condicion de una matriz A se denota por k (A) y se define
k(A) =[lA] a7

Si A es singular, k (A) = co. Si k(A) es grande se dice que A es mal condicionada.

e. Six es la solucion del sistema Ax = b y T es una aproximacion de la solucion decimos que:
r=>b— AZ es el vector residual
e=x— T es el vector error y

|z—% ) ~
T 8 el error relativo en x.

Teorema 1.1.1 (Cayley Hamilton) Sea p (t) el polinomio caracteristico de A € M, (R). En-
tonces p (A) = 0.

Teorema 1.1.2 Si A € M, tiene valores propios A1, Mg, ..., A\n, las siguientes afirmaciones son

equivalentes:
(a) A es normal.
(b) A es ortogonalmente diagonalizable.

(¢) Eziste un conjunto ortonormal de n vectores propios de A.

Como simetria implica normalidad, las matrices simétricas son ortogonalmente diagonaliza-

bles.

Definicién 1.1.2 Un método de proyeccion para resolver un sistema lineal Ax = b es un



procedimiento que construye aproximaciones xy € Vi bajo las condiciones
T‘k:b—A:EkJ_Wk (1.1)

donde Vi, y Wy, son subespacios de dimension k de R™. En el caso Wy, =V}, se tiene un método
de proyeccion ortogonal y (1.1) se llama condicion Galerkin y el caso general Wy, # Vi, se llama

método de proyeccion oblicua con una condicion de Petrov-Galerkin en la ecuacion (1.1).

Definicién 1.1.3 Un método de minimizacion de norma para resolver un sistema lineal Ax = b

es un procedimiento que construye soluciones apro:m'madas T € Vk que cumplen
75l = [Ib = Az |y = min {{[b — Az},
€V,

donde V}, es un subespacio de dimension k de R™.

Para los subespacios V. partimos de una aproximacién inicial xg y Vi serd un subespacio
affn, ésto es, Vi = x¢ + Vi. Existen varias posibilidades de escoger Vi, una de ellas es tomar

subespacios de Krylov pues éstos tienen propiedades ventajosas.

Definicién 1.1.4 Un método de subespacio de Krylov es un método de proyeccién ¢ un método
de minimizacion de norma para resolver el sistema lineal Ax = b, donde Vj, es un subespacio

de Krylov
,V;; = K = gen {rg, Arg, ...,Akilro}
k=1,2,...y 1o =b— Axqg.

Para trabajar eficientemente sobre estos subespacios necesitamos construir una base ortonor-
mal. Los algoritmos de Arnoldi y Lanczos son métodos que computan bases ortonormales para

espacios de Krylov.

1.2 Meétodos Estacionarios

Un método iterativo estacionario para la solucién del sistema Ax = b, con A no singular, tiene

la forma

l‘(k+1) — M:L:(k) +C



con C'y M matrices no dependientes de k. Generalmente se plantea con base en una matriz

no singular @, llamada matriz de descomposicién y el problema Ax = b es equivalente a

Qr=(Q— Az +b.

Siguiendo el proceso iterativo

Qe = (Q — A)2™ +o,

para que el método sea convergente para zg arbitrario debemos escoger () de manera que se
pueda calcular ficilmente la sucesion {x(k)} y la sucesién converja rdpidamente a la solucién.

Nétese que

(k+1) (I Q IA) + Q_lb.

Ejemplos de métodos iterativos estacionarios para matrices A con diagonal no nula, son:

Jacobi: la matriz Q = diag (A) y la iteracion estd dada por

k (k
E—H = b—Za”x ) /aii
JFi
Gauss-Seidel: la matriz @) es la parte triangular inferior de A incluyendo la diagonal y la

iteracion estd dada por

SOR: método de sobrerrelajacién sucesiva y la matriz @ = aD — C, a real, D una matriz
simétrica y definida positiva y con C tal que C+CH = D — A. Comiinmente el método de SOR
se conoce cuando D es la diagonal de A y —C' es la parte triangular inferior de A excluyendo

la diagonal. Generalmente a = 1/w y 0 < w < 2. La iteraciéon de SOR es

mgkﬂ) (1—w) ()+— b; — Z awm Zaw (k1)

Jj=i+1



1.3 Meétodos no Estacionarios

Tienen la forma

Th+1 = Tk + QpPk

donde aj y pr son escalar y vector respectivamente y dependen del nimero de iteracién k.
Aqui el subindice corresponde al nimero de iteracién y la igualdad es entre vectores y no entre

componentes. Un ejemplo de estos métodos es el Método de Richardson
Tk4+1 = Tk + QgTE

donde

’I"]{T‘k

T%Ark '

rk:b—Aa:k y afp =

1.4 Gradiente Conjugado (CG)

El primero de los métodos del tipo Krylov es el método CG, desarrollado por Hestenes y Stiefel
en 1952, [10]. Se usa para resolver sistemas de ecuaciones lineales con A matriz simétrica
definida positiva.

Su nombre viene del siguiente hecho: En el proceso se generan vectores pi1 que cumplen
p£+1Aq = (0 para todo ¢ € K. A esta condicién se le llama A-conjugacion.

Ademas, la k_ésima iteraciéon xj es el minimizador de un funcional cuadratico ® sobre
xo + Kj. El gradiente de este funcional tiene la misma direccién del vector residual 7, obtenido

en la iteracién. Mas adelante nos volveremos a referir a este tema en mds detalle.

1.4.1 Meétodos de Krylov y la propiedad de minimizacién

Los métodos de Krylov CG y GMRES, minimizan la medida del error en la k-ésima iteracién
sobre un espacio afin

xo + Ky,



donde x( es la iteracién inicial y K es el k-ésimo subespacio de Krylov
K, = gen {To,Aro,...,Akilro} k>1

donde rg = b — Azp. Denotamos a {r} la sucesion de residuales con 7, = b — Axy. Suponemos
que A es no singular n x n y z* = A~'b. El Gradiente Conjugado (CG) iterativo fue inventado
como un método directo, pero desde 1980 mds o menos, se implementa como un método itera-
tivo y en gran medida ha tomado el lugar de la familia de los métodos iterativos estacionarios
como Jacobi, Gauss-Seidel, SOR. El CG sirve para resolver sistemas simétricos positivamente
definidos (spd). Definimos para A spd la A-norma: |z||, = V2T A z.
Comenzamos con una descripcién del algoritmo y las consecuencias de la minimizacién de
los errores en las iteraciones, describiremos un criterio de terminacién, ejecucién y la imple-
mentacién, acompanados de unos ejemplos ilustrativos. Los datos de partida para el algoritmo
son: la matriz de coeficientes A, el vector del lado derecho b, la aproximacién inicial zg, los
valores tol y max it que corresponden al maximo error que se permitird y un nimero maximo
de iteraciones correspondientemente. Los algoritmos son tomados de Barrett et al [5].
Algoritmo de CG
Lea A, xg, b, tol, mazx__it
rg =b— Axg
ep = tol * [b]|
para k=1,2,...,max_it
Pho1 = Th1Th-1
st k=1
p1=T0
en otro caso

_ PE—1
ﬁk T Pr—2

Pk = Tk—1 + Brpr—1

fin
qr = Axpg
Pr—1
(8% =
k= oTar



Tk = Tp—1 + QkPk
Tk = Tk—1 — Okgg
st ||1x]|o < ep entonces termine
fin
fin
En sintesis

Tl = Tk—1 + QpDk

donde
7”kT—lrllH
ap = ——F——
P gk
y
Pk = Tk—1+ Br_1Pk—1
_ P _ Tho1Tk—1
ﬁk - - T
Pr—2 T _oTk—2
Definimos la funcién:
1
¢ (z) = §$TAx —2Tb (1.2)

la k_ésima iteracion de CG es el minimizador de esta funcién sobre xg + Kj. Vemos que si

® () es el valor minimo, entonces
Vo (z)=Az—-b=0

y asi T = x*.
Minimizar ® sobre cualquier subconjunto de R™ es lo mismo que minimizar ||z — z*|| , sobre

ese conjunto.

Lema 1.4.1 Sea S C R™. Sizy, minimiza ® sobre S entonces xj, también minimiza |z — x*|| 4 =

|7]| 4=1 sobre S.

Prueba.

||l — ZL‘*||2A = (z— 2T Az —2") = 2T Az — a7 Az* — (2*)" Az + (2*)T Az*

7



como A es simétricay Az* =b
—zTAz* — (2T Az = —22T Az* = —227b
por lo tanto

|z — 2% = 2TAz—22Tb+ (z*)" Az*
= 20 (z) + (z*)" Az*

T . . e . . 2
como (z*)" Az* es independiente de =, minimizar ® es equivalente a minimizar ||z —z*||; v a

minimizar ||z — 2*||, . Ahora, dado que e = x — 2* entonces

lel , = eTAe=(Ae)Te= (Ae)" A~ Ae = || Ae| 4

= [ Az = bll 41 = [|b = Az[[ g1 = |[7]| 4

asf la A-norma del error es también la A~! -norma del residual. m
Usaremos el lema en particular cuando S = xg + K.
1.4.2 Consecuencias de la propiedad de minimizacién

Del lema anterior si xj minimiza ® sobre xg + K} se cumple
27 —apll 4 < la” —wll

para todo w € xg + K. Todo w € zg + K}, se puede escribir

k—1

w = T + Z’yjAjro
j=0

para algunos coeficientes {'yj} y podemos expresar a x* — w por
k—1

¥ —w=a%—x9— E v; A0
Jj=0



como Ax* =byrg=>b— Axrg = A (z* — x¢) entonces

k-1

¥ —w = ¥ —x9— Z'yjAj'H (" — x0)
i=0

= p(A) @~ 0)

donde p(z) =1— Z] 0 ’yjzﬁl es de grado k y satisface p (0) = 1.
De aquf se sigue

27 = il = iy P 7 = 20l

El teorema espectral para matrices spd afirma que A = UAU” donde U es una matriz ortogonal
de columnas los vectores propios de A y A es una matriz diagonal con diagonal los valores propios

de A. Por la ortoganalidad de U se cumple
Al =UNUT

de aqui que p (A) = Up (A) UT. Para AY/2 = UAY2UT notamos que ||z|% = 27 Az = HA1/21UH2,

asf para cualquier x € R"”

Ip(A)ally = || AY2p(A)a || < Ip(A)l; [AY22 ] = Ip(A) oy

y reemplazando

¥ —zx <|z* —=x min max |p(z)].
o —aulla < "~ aoll, _min - max |p(a)

Este resultado nos permite tener una cota sobre las aproximaciones, a su vez nos permite

observar que el método de CG puede ser visto como un método directo.

Corolario 1.4.2 Sea A spd y sea {xy} las iteraciones de CG. Sea k dada y Py, cualquier poli-

nomio de grado k tal que Py, (0) = 1 entonces

||$k x*HA
—= < max 1.3
|| 0 *H = zea(A) ’pk‘( )’ ( )

Aqui pj, es un polinomio residual de orden k.



Definicién 1.4.1 El conjunto de polinomios residuales de grado k es
Pr = {p/ p es polinomio de grado k y p(0) = 1}.

Teorema 1.4.3 Sea A una matriz spd entonces el algoritmo CG encuentra la solucion en a lo

mads n iteraciones.

Prueba. Sea {)\;}!"; los valores propios de A. Tomemos el polinomio

Pl =125

=1 )\z
pelP,y
— 25, < |lxgg —z* max |p =0.
on = lla < llzo = a*]Lo max [p(2)
]

En particular si el nimero de valores propios distintos es menor que el orden de la matriz

la convergencia de CG es mas rapida.

Teorema 1.4.4 Sea A una matriz spd, supongamos que existen exactamente k < m wvalores

propios distintos de A. Entonces la iteracion CG termina en a lo mds k iteraciones.

Prueba. La demostracién es similar a la anterior. Sean {/\i}le los valores propios distintos
de A, basta tomar el polinomio .
P =] <1 - f)
i=1
donde p € P, y por corolario la iteracién CG termina en a lo més k iteraciones. m
En general n es grande y los valores propios diferentes también lo son, por tanto es mejor

considerar CG como un método iterativo.

1.4.3 Terminacion de la iteracion

Un criterio tipico es terminar cuando los residuales son relativamente pequenios. Las iteraciones
terminan cuando

b — AﬁkHQ = HT/CHQ < tol * [[bll,

10



para una tolerancia tol dada.
Para el método CG, dados los valores propios mayor y menor de A, podemos obtener una
cota de error si consideramos el polinomio minimal sobre el intervalo [Amin, Amax] ¥ Obtener el

siguiente resultado:

Teorema 1.4.5 Sea ey, el error en el paso k_ésimo del algoritmo CG aplicado al sistema

Ax =0b, A matriz spd. Entonces

k k11 k
lle]| kE(A)—1 VE(A)+1 k(A)—1
L= (—m) *(W) SQ(W) -

donde k (A) = % nimero de condicion de la matriz A.
La demostracién la podemos encontrar en [1].

Ejemplo 1.4.1 Supongamos A spd, vo = 0 y que o (A) C (1,1.1) U (2,2.2). Obtengamos un
estimado para el nimero de iteraciones que CG requiere para reducir la A norma del error por
un factor 1073,

La mejor estimacion para el nimero de condicion de A es k(A) < 2.2, reemplazando en
(1.4):

*— 22-1
lo* — s _ <¢

k
Y22 o) ~2x(0.1946)F
[Ed i V2.2 + 1)

queremos que
* J—
||f13 *kaA < 1073’
[Ecaly

se cumple cuando

2 % (0.1946)F < 1073

es decir k > —10g;((2000)/log,(0.194 6) ~ 4.643 73, por lo tanto el nimero de iteraciones serd
b.
Si usamos como polinomio residual Py, (2) € Poy,

(1.05 — 2)% % (2.1 — 2)F
1.05% % 2.1F

Dok (2) =

11



es facil ver que

1.15%0.1\"
_ ~ (L1501
e [Par. (2)] < <1.05*2.1>

utilizando (1.3) queremos que
* —_—
[ *kaA <1073
[Ea

converge en 2k iteraciones cuando
k
1.15% 0.1 _3
— ) <1
(1.05*2.1) =10
1.15%0.1

es decir k > —3/log;, (1_05*2.1) ~ 2.338, por lo tanto el niimero de iteraciones serd 6 (el menor

multiplo entero de 2 ya que 2*2.338=4.676).

Si usamos como polinomio residual Psy, (z) € Pay,

Do (2) = (1.05 — 2)" % (2.2 — 2)*
Papz) = 1.05F % 2.22F

es facil ver que

0.05 % 1.22 \*
_ _(005%1.22
max [Par (2)] < (1.05k " 2.22>

utilizando (1.3) queremos que
* —_—
[E2 *kaA <1073
12| 4

converge en 3k iteraciones cuando

0.05%1.22\F .
TosF222) =1

es decir k > —3/logyg (%) ~ 1.623, por lo tanto el nimero de iteraciones serd 6.

Del resultado anterior y los ejemplos en [2] se puede concluir que si el nimero de condicién
de A es cercano a 1 el método de CG converge mds rapidamente, pero si el nimero de condicién
de A es grande la convergencia serd mas lenta. La transformacién del problema en uno con
valores propios més cercanos a 1 se logra por medio de un precondicionamiento del problema

inicial.
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1.4.4 Implementacién

La implementaciéon de CG esta basada en el hecho de que una vez obtenido xj buscamos la
direccién pry1 # 0 que satisfaga xx11 = T + agr1pPr+1 para un escalar agy1. Una vez se tiene

Pik+1, Ok+1 €s facil de computar de la propiedad de minimizacién de la iteracién. En efecto

d® (zr + apr+1)

=0
do

A=k +1

de (1.2) tenemos

O (zp +appr1) = = (2 +aprs1)” Az, + apppr) — (2 + aprsr)” b

— N =

= = ( ZAxk + angAxk + amprkH + a2pg+1Apk+1)

[\

—ajb— ap£+1b
como T Aap = o (Aa:)Tp =ap’ Az

1 1
® (21, + apg+1) = Ex;‘gA:Bk + appiq Az, + §a2pf+1Apk+1 —zfb— appqb

por lo tanto

d® (g + apri1
( ) = p£+1A$k + Oék+1pz+1z4pk+1 - pfﬂb =0

do R
despejando a1 , ,
41 = Piy (b= Azi) __ DPryar
ProaiApkr Pho Ak

si X = Ta1 entonces a1 = 0, esto solo se cumple si xp = z*.
Primero notaremos que si las {xy} son iteraciones de CG, se cumple que r; € K}, para todo

l<k. SealeN

-1
r=b—Ax;=b—A | 29+ Z’yjAjro =179 —YoArg — ... — 7,_1Alr0
j=0

para que r; € Kj dado que K = {’I”o,A?“(), ...,Akilro}, se debe cumplir que [ < k — 1.

13



En el proceso iterativo de CG vamos construyendo una sucesién de vectores residuales

ortogonales.

Lema 1.4.6 Sea A una matriz spd y {xy} iteraciones de CG entonces
=0 para todo 0 <[ < k.

Prueba. Como z; minimiza ® sobre xg + K}, para & € Ky,

d® (zx, + t§)

y7 =V (4 t6)T =0

en t =0, luego

0=V (x)" & = Az — )T ¢ = —r] ¢

para todo & € K. En particular para r € K, conl <k. m

Si xp = xpy1, Tk = rpr1 €l lema anterior implica
2 T T
Irellz =TTk =Tk k1 = 0

es decir Axy = b.

Lema 1.4.7 Sea A spd y {x} iteraciones de CG. Si xy # x* entonces Tyy11 = Tk + Qgr1Dk+1

Y Pr+1 queda determinado, salvo por maltiplo por escalar, por las condiciones
Pr+1 € Kiya, pfﬂAf =0 para todo ¢ € K.

La demostracién de este lema la encontramos en [2]. Ahora veremos como construir las

direcciones.

Teorema 1.4.8 Sea A matriz spd y supongamos que r, # 0. Definimos pg = 0 , entonces

Pht1 = Tk + Bry1Dk

para algin By, y k> 0.

14



Prueba. Por lema anterior y el hecho que Ky = gen{ro,r1,...,7x_1}, solo necesitamos
verificar que 3| puede ser encontrado. Sipg41 esta dado por pry1 = rp+B8y 1Pk Y pg_HArl =0
para0 <[ <k -1

rEAr 4 Brpi A =0  1<k-—1

sil <k —2, entonces r; € K11 C Kj_1. Por lema anterior se cumple
PhaAr =0 0<I1<k-2

solo resta resolver para (3, tomando [ =k — 1

T
—r Arp_q

5k 1=
* pfAkal

es necesario que p;‘gArk_l # 0. Como r = rp_1 — apApr tenemos
T 2 T
T k-1 = |[Te-1ll3 — arpy Arg—1

como r,{rk_l = 0 por lema,

2
Te—
o dny = 1l g
Qg

Para realizar un algoritmo menos costoso la implementacién comin de CG utiliza otras

expresiones para oy y (.

Lema 1.4.9 Sea A una matriz spd, si ri # 0 entonces

2
Tk
s — Al
pk+1Apk+1
y 2
_ el
Bk-l—li 2
[re—1ll2

Prueba. Por lema anterior para k > 0

T T T
Pkt1Th+1 = Tk Tht1 + Bry1Pk k41 =0

15



similarmente se cumple que p;‘grk =0y asi
p£+17“k =rir,+ Bk+1p£7“k = ”Tkng :
Tomando producto escalar a ambos lados de 7,11 = 1 — g1 APK+1 con priq
0= pfﬂrk - Oék—s—lp:kFJrlApkH = Hrng - ak+1p£+1Apk+1,

lo que es equivalente a
2
72

O+l = -
P14 Prv1

Para 3,1 por la propiedad de A-conjugacién tenemos que pg 1 Ape =0
T
0 = piy1Apk = (ri + Brgapr)” Apr = 1L Ap + Bry1pi Apr,

lo cual implica que
—rgApk

Bri1 = —F5—-
T Ay

También tenemos

PiApk = pLA(ri-1+ Brpr-1)
= pgATk—l + 5/<:P£Apk—1

= pLATE

2
combinando los resultados anteriores y pfArk_l = % #0

—r} Apray,
5k+1 = . 2
75113

tomando producto escalar a ambos lados de r, = 11 —agp Api con 7 v usando la ortogonalidad
de los vectores residuales

Irell3 = =7 Apro,
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y por tanto
2
7513
5-
712

5k+1 =

Ejemplo 1.4.2 Comparamos los resultados para los métodos G-S, SOR con w = 1.1 y CG
para matrices de la forma A = trid (—1,4,—1), con tol = 10710, partimos del vector de ceros y

obtenemos:
Método Orden A Iteracion Norma Residual

cG 1500 16 5.5544e-09
G-S 1500 21 7.8654¢-09
SOR 1500 17 3.0008¢-09
cG 3000 16 5.5577-09
G-S 3000 21 1.0444e-08
SOR 3000 17 3.8949¢-09

y las grificas de las normas residuales vs. iteraciones son:

Comparacion para n = 1500
10 T T T

e CG
¥ + GAUSS-SEIDEL
b * SOR
. +
10° |- . ¥ i
x +
L ] " n
. +
107 e Tt i
3 o * +
g o« x T
° +
) o k
o 10" . + .
@ +
g o +
5] ® % *
Z .6 . + i
10 * B
® +
L] * +
. +
s | * B
10 . T
*
10'10 | | | |
0 5 10 15 20 25
lteraciones
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, Comparacioén para n = 3000
10 T T T

% . CG
T + GAUSS-SEIDEL
* * SOR
. +
0 b .
*
3 +
. +
*
o O T ° * " + i
K] .
g o x
je: « "
»n 4 [ -+
© 107 - o * + 7
(2]
© o * +
£ +
5 ° * N
z 10° F e + B
. +
° 4 +
X
L]
107 | * + 1
¢ %
10'10 | | | |
0 5 10 15 20 25
lteraciones

Podemos observar que el método de CG converge mds rdpido que los métodos estacionarios y
el comportamiento de los residuales nos permiten observar que las aproximaciones son mejores
que las de los métodos estacionarios.

Ahora vemos la ventaja de trabajar con la accion de la matriz sobre un vector y no almacenar
la matriz, comparamos rutinas propias (sin almacenar) vs. rutinas internas de matlab version

6.5 (almacenando)

Orden A Iteracion tiempo (seg.)

CGP 5000 16 0.0620000
PCG(matlab_ sparse) 5000 16 0.7190000
PCG(matlab) 5000 16 11.391000

PCG(matlab_sparse) se refiere al caso en que no almacenamos la matriz pero trabajamos con la
instruccion sparse(A), es decir, utilizando el almacenamiento especial de matlab para matrices
ralas.

Y por dltimo comparamos rutinas propias vs. rutinas internas matlab version 6.5 ambas

18



con la accion de la matriz sobre vector

Orden A Iteracion tiempo (seg.)

CGP 60000 15 0.875000
PCG(matlab) 60000 15 1.297000
CGP 600000 14 7.812000
PCG(matlab) 600000 14 16.23500

Ejemplo 1.4.3 Comparamos los resultados para los métodos G-S, SOR con w = 13 y CG para

matrices tridiagonales por bloques de la forma

D I

-I D -I

A= I

D -I
I D

donde D=trid(-1,5,-1), con tol = 10719, partimos del vector de ceros y obtenemos:

Método Orden A Iteracion Norma Residual

cG 250000 31 4.29830e-008
G-S 250000 57 4.43583e-008
SOR 250000 30 3.41219¢-008
cG 2250000 30 1.84233e-007
G-S 2250000 57 1.86143e-007
SOR 2250000 30 1.01606e-007
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y las graficas de las normas residuales vs. iteraciones son:

Normas residuales
5

Normas residuales

20

Comparacion para n = 250000
T T T T
. CG
+ GAUSS-SEIDEL
s % SOR
L
o . +
H **+ 4 B
. +y
.* T
o ++
* +
L]
* +
° +
- o¥ +i _
ok ++
ok ++
L LY ++
ox
L]
i 5, T, |
[) +
$ Ty
¥ +,
% +,
¥ +
» ++
L . +, J
%% +++
iy
4
fe e,
[ *e ++ 7
*e +,
*e® L
[ ]
%*o ++
L L L L L
0 10 20 30 40 50 60
lteraciones
Comparacion para n = 2250000
T T T T 3
. CG 1
+ GAUSS-SEIDEL |]
% SOR E
+y i
+
+ <
+ 3
+y i
" 1
+ ',
* s 4 J
o ++ E|
[ ok + ]
E X A E
E ok T E
¥ ox iy 1
L o i 4
® +,
[ ® + 1
L + 4
¥ iy " E
£ " t, 1
» ++ !
3 L +, E
[ [ + ]
| | ® | | +
10 20 30 40 50 60
lteraciones



1.4.5 Gradiente Conjugado y ecuaciones normales (CGNE y CGNR):

Estos métodos se basan en la aplicacién del método CG a una de las ecuaciones normales para
Ax = b. CGNE resuelve el sistema (AAT) y = b para y y entonces computamos la solucién
z = ATy. CGNR resuelve (ATA) z="b para z, donde b= ATb. Como A es no singular, tanto
AT A como AAT son spd y por tanto CG se puede aplicar.

La razén para el nombre CGNR es que la propiedad de minimizacién de CG aplicada a AT Az =

ATb lleva a minimizar

lz* —2lry = (& —a) ATA(e* - 2)
= (Az* — Az)" (Az”" — Az)
= (b— Ax)T (b— Ax)

2 2
= [Ib— Azl =l

sobre xg + K}, en cada iteracién, por tanto el CG de la ecuacién normal minimiza el residual.

Similarmente, en CGNE se minimiza el error, pues

ly* —yliar = (" -y AAT (y" —y)
— (ATy* . ATy)T (ATy* . ATy)

2
= =7 ==l

Ejemplo 1.4.4 Para matrices de la forma A = trid(—1,4,1) que no son simétricas usamos

CGNR donde

17 0 -1
0 18 0 -1
AT -1 0 18 0 7
-1 0 L —1
18 0
-1 0 17

comparamos los resultados para G-S, SOR con w = 1.05 y CG con tol = 10710, partimos del
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vector de ceros y para A de orden 5000000 obtenemos:

Método Iteracion Norma Residual

cG 6 8.44577e-07
G-S 9 3.01689¢-07
SOR 7 8.77578e-07

Comparacion para n = 5000000

10 :

¢ CG
+ GAUSS-SEIDEL
* SOR

10° - + b

N
o
o ©
T
I

Normas residuales
>
T
Il

8.
u
T
*
+
L

10° - . % i

-8 | | | | | | |
1 2 3 4 5
Iteraciones

10

o
~
©
©

1.5 Precondicionamiento

Consideramos el sistema n x n lineal simétrico definido positivo Az = b. La idea del precondi-

cionamiento en el Gradiente Conjugado es aplicar el método de CG al sistema transformado
Az =b

donde A = L7'AL7', T = Lz, b= L='5, donde L es una matriz simétrica definida
positiva. La escogencia de L serd tal que A sea bien condicionada o una matriz con valores

propios pequenos. Si aplicamos CG al sistema transformado tenemos

Algoritmo CG sobre Az =1
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Lea f~l, zo, E, tol, mazx it
7o = b — A%

H,

para k=1,2,...,max_ it

ep = tol *

_ T =
Pk—1 = Tp_1Tk—1
sik=1

p1=T0

en otro caso

_ Pk—1
5]“ T PR
Dk = Th—1 + BrpPr—1
fin

k= pr_1/ z“?}fﬁﬁk
Ty = Tp—1 + agPx
Tk = Th1 — axApy
st ||Tk]|o < ep entonces termine
fin
fin
Aqui, T, seréd una aproximacién a  y 7 es el residual del sistema transformado b— A7y
Por supuesto si tenemos Z podemos obtener = como = = L~'Z, para ello deberfamos tener una

expresién para L', Definamos

pe = Lpg
Ty = L
= Lt Tk-

Como b= L~1b y T = Lz del algoritmo anterior obtenemos:
Algoritmo
Lea A, xg, b, tol, max__it

Tozb—AZL‘O

A,

ep = tol *
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para k=1,2,...,max_ 1t
Pr—1 = (Lilrk—l)T (L™ rp—1)
stk=1
Lp; = L™ 'rg
en otro caso

B = o=

Lpy=L"re_1+4 By L pr
fin
ap = pp_1/ (L pp)" L7YAL™ (L py)
Lxy=1Lwx 1+ oL pg

LilTk = Lilrk‘,l — L1tAar—t (L pk)

st ||7x]|o < ep entonces termine
fin
fin
Si definimos el precondicionamiento M por M = L? (también definida positiva) y hacemos

zi la solucién del sistema M zp = 7, entonces

pr=L""L7 rg =M trg = 2.
Para p;,_; tendremos
, T
pr—1 = (L7'reo1)” (L71're)
= rg_lL*TLflrk_l
= b L7y
= r%_lM_lrk_l

T
= Tp_1”k—1-
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Ademss, la direccién py serd

o = L 'Ll + LB Lpky
= M 'rp_1+ B, L Lpra

= Zp—1+ By Pr—1

y el escalar oy, quedard

ar = pe_r /(Lpr)T LTYALTY(L py)
= pr /PR LTLTTALTL py
= Pg-1 /PfA Pk

= Pr-1 /PfA Dk
Luego la iteracion xj, estard dada por
xp =L 'L ay_1+ L ayL py, = 21 + ok Pk
y por iltimo los residuales serdn
re = LL 'y — Lo, LY AL7Y (L pg) = 71 — oA py.

Con estas nuevas variables, se obtiene el algoritmo de CG precondicionado siguiente: Dadas la
matriz A, precondicionamiento M, vector de términos independientes b,

Algoritmo PCG

Lea A, xg, b, tol, mazx it

rg = b— Axg

H,

para k=1,2,...,max_ it

ep = tol *

resuelva Mz._1 = 1.1

— T
Pr—1 = Tk—17k-1

sik=1
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b1 =20

en otro caso

_ Pk—1
5]“ T Pr—2
Pk = 2k—1 + B Dr—1
fin
qr = Axpy

k= pp_1/ P Gk
T = Tk-1+ Qk Pk
Tk =Tk—1 — Of g
st |1kl < ep entonces termine
fin
fin

El método de CG se puede generalizar para operadores lineales en dimensién infinita. Para
un operador lineal acotado 1" de X sobre Y, X,Y espacios de Hilbert, ambos sobre el campo
real o complejo, la ecuacién lineal T'x = y, para y € Y, puede tener o no solucién dependiendo
si y estd o no en R(T), rango de T. Ademds si y € R(T') la solucién no necesariamente es
tnica. Lo que buscamos es, en cada paso, encontrar la mejor solucién en el sentido de minimos
cuadrados, es decir, una solucién la cual minimiza el funcional cuadrético f (z) = [|[Tx — y/|,.
La implementacién para el método de CG que minimiza f (x) en cada paso es: partimos de

un valor inicial zy € X, computamos 19 = pg = T* (Txo — y) donde T* es el adjunto de T'. Si

2
_ ol
ITpol

po # 0 encontramos x1 = xg — agpo donde g para:t=1,2,...,

ri =T (Tr; —y) =ri1 — o 1T

donde
S <7’¢—1,pz—;)'
| Tpi-1l

Si aj—1 # 0 la direccién serd p; = r; + 3;_1pi—1 donde

(i, T*Tp;i_1)

' | Tpi—1|”
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y la aproximacion estd dada por x;+1 = x; — a;p;. La convergencia de la iteracién estd dada
si T es un operador lineal acotado que mapea X sobre Y, con inversa acotada. A través del
tiempo se han realizado maés estudios para reducir las condiciones sobre el operador y poder

seguir garantizando convergencia del método, ver por ejemplo [3].
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Capitulo 2

GMRES Y MINRES

En este capitulo discutimos el método GMRES para resolver sistemas Az = b donde A es una
matriz no singular, posiblemente no simétrica y analizamos brevemente el método MINRES
para resolver sistemas Ax = b, donde A es matriz simétrica. Este tltimo se diferencia del
método de CG en que la iteracién minimiza la norma del residual.

Este capitulo estd organizado como sigue. En la seccién 2.1 GMRES, se realiza una descrip-
cién detallada del método GMRES y se estudia una pequena variacién del método que permite
economizar grandes espacios de memoria. En la seccién 2.2 se describe el precondicionamiento
del método de GMRES para obtener mejores tiempos de ejecucién. En la seccién 2.3 MINRES,
se estudia la idea bésica del método MINRES y una pequeiia descripcién de su implementacién
y terminamos con la seccién 2.4 dimensién infinita, en la cual damos una breve generalizacion

del método GMRES para espacios de dimensién infinita.

2.1 GMRES

El método GMRES (Generalized Minimum Residual) es aplicable a sistemas no simétricos.
Para GMRES la iteracién zj minimiza ||b — Ax||, sobre el conjunto z¢ + Kj donde K =
gen {’I“O,AT(), ...,Akilro}. La idea fundamental es expresar xj en términos de un conjunto
{v1, ..., v} generador de K}, en el cual v1 es un muiltiplo escalar del vector residual rg = b— Axy.
En el método de gradiente conjugado se forma una base ortogonal para el espacio Ky, en GMRES
esta base estd formada explicitamente por el proceso de ortogonalizacién de Gram - Schmidt

Modificado. La teoria que aqui se trabaja estd basada en los libros de Kelley [2] y Saad [19].
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2.1.1 Propiedad de minimizacién y sus consecuencias

GMRES fue propuesto por Saad y Schultz [18] en 1986 como un método de subespacios de
Krylov para sistemas no simétricos. A diferencia de CGNR, GMRES no requiere computar la
accién de AT sobre un vector. Encontrar estimados de error para GMRES es mucho més dificil
que para CG pues la matriz A, fuera de no ser simétrica, a menudo ni siquiera es diagonalizable
(ver [2], [18]).

Comenzamos con una descripcién de la propiedad de la minimizacién de los errores en
las iteraciones y sus consecuencias, describiremos un criterio de terminacion, la ejecucién y la
implementacién acompafniados de unos ejemplos ilustrativos.

Recordamos que nuestro objetivo es minimizar el error en la k_ésima (k > 1) iteracién sobre el
espacio afin g + K. La k_ésima (k > 1) iteracién de GMRES la denotamos xj, y es solucién
del problema de minimos cuadrados min ||b— Az||,.

zExg+ Ky
El comienzo es similar al analisis realizado para CG, notemos que si x € xg + K} entonces

k—1
T =2xy+ Z'yjAjro
§=0
y asi
k—1 k
b— Ax =b— Axg — nyjAﬁlro =179 — Z’yjflAJm,
=0 j=1

de aqui que si x € xy + K} entonces r = B (A) rg donde p € P, Py el conjunto de polinomios
residuales de grado k que se caracterizan por tener término constante igual a 1 (ver seccién

1.4.2 de este trabajo). Hemos probado el siguiente resultado:

Teorema 2.1.1 Sea A no singular y sea xy, la k_ésima iteracion con GMRES. Entonces para
todo Dy € Py,

17kl = min [P (A) roll, < [Pk (A) ol - (2.1)
peEPy
De aqui se sigue el corolario

Corolario 2.1.2 Sea A no singular y sea xy, la k_ésima iteracion con GMRES. Entonces para

todo Dy € Py,
el
7ol

< [Ipx (Al - (2.2)
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De este corolario se puede ver que el método GMRES termina en un niimero finito de pasos.

Teorema 2.1.3 Sea A no singular. Entonces el algoritmo GMRES encuentra la solucion en

n iteractones.

Prueba. Sea p(z) = det(A — zI) el polinomio caracteristico de A, p tiene grado n, p (0) =

det(A) # 0 ya que A es no singular. Por lo tanto

es un polinomio residual. Por teorema de Cayley Hamilton p (A) = det(A4) P, (4) = 0. Por
(2.2) r, = b— Az, = 0y de aqui que z,, es la solucién. =

Para el método de CG aplicamos el teorema espectral para obtener informacién de la rapidez
de convergencia. Esta es una opcién tnica para matrices simétricas. Sin embargo, si A es
diagonalizable podemos usar (2.1) para saber sobre el espectro de A como en CG. Recordemos
que si A es diagonalizable existe V' matriz no singular (posiblemente compleja) tal que A =
VAV~ donde A matriz diagonal con los valores propios de A en su diagonal. Si A es matriz

diagonalizable y p es un polinomio entonces
p(A) = Vp(A) VL

La matriz A es normal si la matriz cambio de base V' es ortogonal. En este caso las columnas de
V son una base ortogonal de vectores propios de Ay V~1 = V¥ Para matrices diagonalizables

tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.1.4 Sea A = VAV~ no singular diagonalizable, x;, la k_ésima iteracién con

GMRES. Entonces para todo py € Py,

el —
< k9 (V) max |pg(2)]. 2.3

La prueba de este teorema la encontramos en [2]. Pero no es claro cémo estimar el nimero
de condicién de V', excepto en casos sencillos, como por ejemplo, A normal, en cuyo caso

ko (V) = 1. Anélogamente a CG, se dan los siguientes resultados.
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2.1.2 Terminacion de la iteracion

Como en el caso de CG, GMRES es considerado como un método iterativo. La rapidez de
convergencia para cuando A es diagonalizable depende de k2 (V). Por ser més sencillo, con-
sideramos solamente matrices diagonalizables. Como para el método CG, un tipico criterio es

residuales relativos pequenos, las iteraciones terminan cuando
16— Azplly = lrell < tol « [|b],

para una tolerancia tol dada, por lo tanto podemos estimar el nimero de iteraciones necesarias
de (2.2) 0 (2.3) con xp = 0.
La convergencia para GMRES en el caso no normal es mucho mé&s complicada que las de

CG, CGNR, CGNE, o GMRES en el caso normal (ver [18]).

2.1.3 Implementacién de GMRES : Ideas bésicas

Recordamos que el problema de minimos cuadrados definido en la & ésima iteracion GMRES

€s

min ||b— Azx|,. (2.4)

zexg+ Ky
Supongamos que tenemos Vi matriz de proyeccién ortogonal sobre Kj. Entonces cualquier

z € K} puede escribirse como
k
Z = Z yivr,
=1

donde v; son las columnas de V. Por lo tanto podemos convertir (2.4) al problema de minimos

cuadrados en R¥ para el vector de coeficientes y de z = x — z9. Dado que
x—x9 = Vypy
para algin y € R¥, tenemos que z, = xg 4+ V4y donde y minimiza

16— A(zo + Viy)lly = llro — AViyll,
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por lo tanto nuestro problema de minimos cuadrados en R¥ es
min HTO - Aka|]2 .
yeRk

Ahora encontraremos una base ortogonal para K}, para resolver nuestro problema de minimos
cuadrados en R¥, para ello usaremos el proceso de Gram-Schmidt. El proceso de Gram-Schmidt
para la formacién de una base ortonormal para Kj se llama proceso de Arnoldi. El algoritmo
de Arnoldi se construye partiendo de un vector unitario (por simplicidad, tomaremos un vector
y lo normalizamos dentro del algoritmo) y de la matriz A, tenemos asi

Algoritmo de Arnoldi

Lea A, vq

vy
lvall,

V1 =
para j=1,...k
para it =1,2,....,7
hij = (Av))" v;
fin
J
wj = A’Uj — Z hi’j’l}i

=1
hjt1j = llw;lly

si hjy1,5 = 0 entonces pare

fin

vjt1 = wj/hji1

fin
Si no existe divisién por cero en el algoritmo de Arnoldi, entonces las columnas de V' son una
base ortonormal para K. Partiremos con vy = 7 donde 3 = [|ro[l,. La divisién por cero
aparece si la solucién de Ax = b estd en Kji_1. Antes de probar esta afirmacién revisaremos

unas relaciones dadas por el algoritmo de Arnoldi.

Proposicién 2.1.5 Denotamos por Vi, la matriz n x k con columnas vy, ve, ..., Vg, Hi la matriz

k41 x k de Hessenberg con entradas no cero h;j definidas por el algoritmo de Arnoldi y Hy, la
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matriz obtenida de fIk borrando la ultima fila . Entonces se cumplen las siguientes relaciones:

AV, = ViHp +wgel (2.5)
AVy = Vi Hy (2.6)
VIAV, = Hy (2.7)

Prueba. La relacién (2.6) se deriva del hecho de que en el algoritmo de Arnoldi w; =
J J
Av; —Z h; jv; de donde Av; = w; +Z h; jvi, como vj11 = wj/hjq1j tenemos wj = hjp1 jVj41
i=1 =1
que al reemplazar en Av; obtenemos que

Jj+1

Av; = hlvl ] = 1,2, ceey k. 2.8
J J
i=1

La relacién (2.5) es la forma matricial de (2.8) . La relacién (2.7) se sigue de multiplicar ambos
lados de (2.5) por ViI' y usando la ortonormalidad de {v1,v2,...,v5}. ®

Podemos asi probar la afirmacién anterior

Lema 2.1.6 Sea A no singular, sean los vectores v; generados por el algoritmo Arnoldi y sea

j el menor entero tal que
J
A’Uj — Z hi,jvi =0
i=1
entonces x = A™1b € xg + K;.

Prueba. Por hipétesis Av; € K; y por tanto AK; C Kj, si Av; — Zgzl hijv; = 0 de la
relacién (2.6) tenemos que AV; = V;H; donde H; es una matriz j x j no singular. Tomando

B =lrolly y er = (1,0, ., 00 € R7 tenemos
751l = 1o — Azl = llro — A (2 — 20l

como z; — xg € K; existe y € R tal que z; — xg = Vjy. Como 19 = BVje1 y V; es una matriz
ortogonal

I75lly = 18Vier — AVjyll = [[V; (Ber — Hjy)lly = [|Ber — Hjyllgjn
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donde ||.|[gj+1 denota la norma euclideana en R/*1. Tomando y = BH;lel produce que r; =0
por la propiedad de minimizacién. m
Para derivar el algoritmo de GMRES retomamos la propiedad de minimizacién y las rela-

ciones obtenidas por el algoritmo de Arnoldi. Cualquier vector x de xg + K} puede escribirse
T =x0+ Viy

donde y € R*, luego
16— Azlly = [[b — A(zo + Viy)ll,

y por (2.6) en forma similar a la prueba del lema, tenemos que

b—Ax = b— A(xo+ Viy) =10 — AViy = o1 — Vi1 Hpy = BVip1€1 — Vip1 Hyy

b—Ax = Vip <ﬂ€1 - ﬁw)
y como las columnas de Vi1 son ortonormales
b= Awll, = ||8er — Hig, (2.9)

La aproximacion GMRES es el unico vector de zg + K que minimiza ||b — Az||,. Por analisis
anterior esta aproximacién puede ser obtenida como xy = xg + Viy, donde yi minimiza (2.9),

es decir

xr = x0+ Vpyr donde
Yr = min ||fe; — ﬁ[kyH .
yeRk 2

Para el algoritmo GMRES partimos del valor inicial xg, el vector lado derecho b, la matriz de
coeficientes A y utilizamos el proceso de Gram-Schmidt Modificado para obtener la base de K.

Algoritmo GMRES

Lea A, x9, b
ro = b — AZL‘O
p= ||7"0||2
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vy =10/
para j=1,...,k
w; = Av;
para i =1,...,7
T
hi,j = wj (o
’LUj = wj — hi,jvi
fin
hjv1j = |lw;ll, st hjt1;, =0  salir del ciclo
Vit = wj/hji
fin
Encuentre y; que minimize Hﬁel — ijH2

zj =0 + V;yj

Para el valor de k en el ciclo sabemos que el método converge en n o menos iteraciones, nos

falta atin estudiar cual serd la forma de minimizar ‘ﬁel - H jy‘

, para ello nos basaremos en
2

las rotaciones planas.

2.1.4 Implementacién: Rotaciones planas

Para resolver el problema de minimos cuadrados min H Ber — H, ky‘ , es natural transformar la
Yy 2
matriz Hessenberg en una matriz triangular superior usando Rotaciones.

Una matriz de rotaciéon 2 x 2 tiene la forma

donde ¢? 4 s2 = 1. Esta matriz puede ser usada para introducir ceros en un vector, especifica-

mente, sean a y b dados con a # 0 y sean v = Va? + b2,
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entonces

También podemos aplicar matriz de rotaciones para introducir ceros en una matriz de orden
mayor, nuestro objetivo es usar las matrices de rotacién para reducir el sistema original y

llevarlo a una forma triangular. Definimos matrices cuadradas de Rotacién de orden superior

ast ~ _
1 0 O 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 ¢ —s; O 0
G = i) J
Sj G
0 0 O 0 1 0
0 --- 0 0 o 0 --- 1

con c? + s? = 1. Si se realizan k pasos de GMRES esta matriz tiene orden (k+ 1) x (k+ 1).
Multiplicamos a izquierda la matriz H ¢ y €l vector go = [e1 por las matrices de rotaciones. Los
coeficientes s; y ¢;j se escogen de tal modo que eliminen la entrada hj;y1,; en cada paso. Asf si

k = 5 tenemos:
hii hiz2 hiz hia his

ha1 h2a haz haa has

)

h32 hss hza hss

7 go =
0 has haa has
hs.5
0 0 0  hgs

)

o O O O O W

o o o o
)
)
>
ot
N

entonces premultiplicamos por la matriz de rotaciones (G; de orden 6 x 6 con

ha1 hi1

8§ = ———— 0 = —=
\/ h3,+h3, \/ h3,+h3,
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y obtenemos

1 1 1
R hi By hiG ALY &1
0 hyy i} hy by 518
~ ~ 0 hsa hsz hsa hss _ 0
Y = Gy Hs = g1 =
0 0  hasz haa has 0
0 0 0 hsa hss 0
| 0 0 0 0 hse | | 0 ]
Premultiplicamos H él) y g; por la matriz de rotacién G2 donde
1
h32 hg%
§9 = — 5 Cy = >
1 1
(h§%> + h§72 <hg%> + h§,2

para eliminar la entrada hs 2. Este proceso de eliminacién continda hasta la quinta (k_ésima)
matriz de rotacién, las cuales transforman el problema inicial en un sistema que involucra la

matriz y término independiente siguientes

B 1 1 1 1 1) T B T
gy Y R R(l o
0 K K RS hS) Y2
3 3
f[(B) _ 0 0 hi(i,?): hi(i,i hf(i,f)) =~ 73 (2 10)
5 (4) () 95 ‘
0 0 0 0 &) Vs
0 0 0 0 o0 | | 76

Los escalares c; y sj de la j_ésima rotacién G; estdn definidos por

G-1
5. hjt1, s hj}j
= =

RU-DY? 4 g2 ’ RU-DY? 4 g2
(m ) T <Ja] ) T30

con el fin de volver cero la entrada (j + 1,j) de la matriz Hessenberg. Definimos @ como el
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producto de las G;
Qr = GGi—1...G1

Ry = HP =Q.H, (2.11)

g = Qr(Ber) = (’71,72a---a7k+1)T (2.12)

como () es unitaria
min Hﬁel - I;TkyHQ = min HQk (561 — f[ky> H2 = min Hgkz - ﬁk@/H2

la solucién de este ultimo problema es obtenido por solucién del sistema triangular (2.10),
quitando las tltimas filas de H ,ik) y gr dadas en (2.10).

El algoritmo GMRES tiene la propiedad que la norma del residual puede ser computada sin
la iteracién z;, asi la iteracién puede ser pospuesta hasta que el residual sea tan pequeno como

se desee. En la siguiente proposicién veremos el por qué de esta propiedad.

Proposicién 2.1.7 Sean G; j = 1,2, ...,k matrices de rotaciones utilizadas para transformar
H, en una matriz triangular superior Ry, y transformar Bey en g = (71772, cey 'yk+1)T como se
da en (2.11) y (2.12). Denotamos por Ry, la matriz triangular superior k x k obtenida de Ry,
quitando la dltima fila y g, vector de dimensidn k obtenido de gi quitando la dltima componente.
Entonces
1. Rango de AV}, es igual al rango de Ry, en particular siryj, = 0 entonces A es singular.
2. El vector yx, que minimiza Hﬂel — flkka2 esta dado por yi = R;lgk.

3. El vector residual en el paso k satisface

b— Az = Vi (561 - ﬁka) = Vir1Qt (Te1€r41)

y como resultado

I — Azlly = [vi11
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Prueba. Para la parte 1 usamos (2.6)
AVi = Vi1 Hy, = Vi1 QF Qe Hy, = Vi1 QF By

Como Vk+1Q"kT es unitaria, el rango de AV} es el mismo rango de Ek el cual es igual al rango
de Ry, (estas matrices solo difieren en la tltima fila de ceros). Si 73, = 0 entonces el rango de
Ry, es menor o igual a k — 1 y como por tanto AV}, tiene rango k — 1, dado que Vj tiene rango
completo entonces A es singular.

La parte 2 estd esencialmente probada arriba. Para cualquier y

2 - 2 o~ 2 )
Hﬁel - Hkka2 = HQk (561 - Hk%) H2 = Hgk - RkyH2 = |vepa|” + llgr — Ryl (2.13)

s 2 .
el minimo valor se alcanza cuando ||gr — Ryy||5 es cero, como Ry, es no singular, esto ocurre
cuando y = R,;l Jk-

Para la tercera parte tenemos

b— Az, = Vi (561 - ﬁkyk> = Vir1Q1 Qk (561 - ﬁk?Jk)
b— Az, = Vk+1Q£ (gk - Eky)

como vimos en la parte anterior, la norma 2 de ¢ — Rry es minimizada cuando y = R,;l gy

anulamos las componentes de g excepto la tltima, la cual es igual a 7, ; luego

b— Az = Vi1 QF (Vep1€k41) -

El resultado ||b — Axy||, = ”yk +1} se sigue de la normalidad de las columnas de V;11Q7F. m
Algoritmo GMRES (basado en las matrices de rotaciones)

Lea A, xg, b, tol, max it

rog = b — Axg
B =rolly
U1 :To/ﬂ
J=1
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g=pB(1,0,...,0) € Rmax_it+l
ep = tol * [b]|
Mientras B >epy j <max it
w; = Av;
para i =1,....7
hij; = ijUi
wj = wj — h; jv;
fin
Rty = lwjlly
Vjt1 = wj/hjt1
st j > 1 aplique Qj—1 a la j_ésima columna de ij
¢j = hjj/v
sj = —hjt15/v

hjj = cihjj = sihjt1

hjt1,; =0
9=Gj

B = lgjl
J=J+1

fin

Tik = hig para 1 <ik <j

ti=giparal <i<j

Resuelva el sistema triangular superior Ry =t

xj = xo + Vjy.

2.1.5 Variacion GMRES

La mayor desventaja de GMRES es que la cantidad de trabajo de almacenamiento requerido
por iteracién aumenta linealmente con el conteo de iteraciones. A menos que uno sea bastante
afortunado para obtener convergencia extremadamente rapido, el costo serd alto. La forma usual

para vencer esta limitacién es reiniciar la iteracién. Se escoge un nimero m de iteraciones, los
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datos acumulados se borran y los resultados intermedios se usan como el dato inicial para las
siguientes m iteraciones. Este procedimiento se repite hasta que la convergencia se alcance.

Algoritmo GM RES(m)

1. 1o =b— Axg

B = llroll

2. Generar una base de Arnoldi y matriz ﬁm usando algoritmo de Arnoldi con v; = rg/f3

3. calcular ¥, que minimiza Hﬂel - ﬁmyH2 Y Tm = o + VinYm

4. si satisface criterio de parada termine, si no xg = x,, y volver a 1.

Notemos que en cada subpaso j conocemos la norma del residual sin computar z;, esto
permite al programa salir tan pronto como la norma sea suficientemente pequena. Si no se usa
GMRES(m), GMRES (como cualquier método de ortogonalizacién de subespacio de Krylov)
converge en no mdas de n pasos. Por supuesto cuando n es grande el método tendrd una con-
vergencia lenta y el costo de almacenamiento serd inmenso. La dificultad estd en la escogencia
de un valor apropiado para m. Si m es “pequeno” GMRES(m) puede ser lento para la conver-
gencia, o falla completamente. Desafortunadamente no existen reglas definitivas que definan la
escogencia del m. Existen ejemplos para los cuales el método se estanca y la covergencia da
lugar en el n_ ésimo paso. Para tales sistemas cualquier escogencia de m menor que n falla en
convergencia.

Saad y Schultz en [18] tienen probados varios resultados ttiles, en particular ellos muestran
que si la matriz de coeficientes A es real y cercanamente definida positiva, entonces un valor

razonable para m puede ser seleccionado.

Ejemplo 2.1.1 Para matrices de la forma A = trid(—1,4,1) que no son simétricas compara-
remos los resultados obtenidos por CGNR con los obtenidos por GMRES(m) con m = 10,

tol = 10719 y partimos del vector de ceros.

Orden A Iteracion Norma Residual tiempo (seg.)

CGNR 5000 7 4.705609599¢-08  0.065000
GMRES 5000 2-4 5.26921648e-011  0.0470000
CGNR 100000 7 4.706611964e-08  0.7820000

GMRES 100000 2-3 4.99215994e-011  2.2190000
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Para el caso de matrices de orden menor que 7500 mas o menos el método de GMRES converge
en un menor tiempo, para matrices mayores es mejor la convergencia de CG en las ecuaciones

normales, como era de esperarse debido al almacenamiento en memoria necesario para GMRES.

Ejemplo 2.1.2 Para matrices pentadiagonales de la forma A = (5,12,25,—13, —8) compara-
mos rutinas propias vs. rutinas internas matlab version 6.5 ambas con la accion de la matriz

sobre vector

Orden A Iteracion tiempo (seg.)

GMRES 10000 4-4 0.203000
GMRES (matlab) 10000 4-4 0.422000
GMRES 100000  4-2 4.735000
GMRES(matlab) 100000  4-2 8.781000

Si A es matriz tridiagonal por bloques de la forma

D I
I D I

A= I

D I

I D

donde D = trid(—5,12,5), con tol = 10710 y vector inicial vector de ceros, tenemos:

Orden A Iteracién tiempo (seg.)

GMRES 10000 3-4 0.171000
GMRES(matlab) 10000 3-4 0.391000
GMRES 1000000 3-2 49.76600

GMRES(matlab) 1000000 3-2 3.382190e+002

2.2 Precondicionamiento

El algoritmo de precondicionamiento requiere una solucién de un sistema lineal con la matriz
M en cada paso. Resolvemos el sistema M ~'Ax = M ~1b precondicionamiento a izquierda o el

sistema AM ~'u = b donde z = M ~'u precondicionamiento a derecha. El precondicionamiento
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que se utilizé en CG se basa en la idea de conservar la simetria del sistema, utilizando una fac-
torizacién de Cholesky incompleta M = LL”, se resolvié el sistema L™ AL~"u = L~'b donde
x = LTy el cual envuelve una matriz simétrica definida positiva. A este precondicionamiento

se le conoce como precondicionamiento dividido (derecha e izquierda).

2.2.1 Precondicionamiento izquierdo

El algoritmo precondicionado a izquierda consiste en aplicar GMRES(m) al sistema
M~ Az = M~ 1b. (2.14)
La aplicacién directa de GMRES(m) a (2.14) produce solo los cambios para los r y w; asi
r=M"1(b- Azx) y w;j = M~ Av;

el resto del algoritmo queda igual. En el ciclo de Arnoldi se construye una base ortogonal del

subespacio de Krylov
gen{rog, M~ Arg, (M_IA)2 TOy ooy (M_IA)WF1 To}

todos los vectores residuales y las normas calculadas en el algoritmo corresponden al sistema
precondicionado (2.14) , a saber, 7, = M~! (b — Az,,), en vez del residual original b — Az,,. Si
el criterio de parada involucra los residuales originales, el algoritmo requiere un paso adicional
que serd premultiplicar los residuales por el precondicionador M aumentando asi un producto
matriz vector en cada paso y produciendo asi mayor costo computacional.

2.2.2 Precondicionamiento derecho

El algoritmo precondicionado derecho de GMRES se basa en la solucién de

AM Y4 = b donde u = Mz (2.15)
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por GMRES(m) pero la nueva variable  nunca necesita ser llamada especificamente. Notemos
que el residual inicial para el sistema precondicionado es b — AM ~tug = b— AM ! (Mxq) = 7o

es decir, igual al original. La aproximacién a la solucién que se obtiene por este método es

m
Uy, = UQ + E ;i
Jj=1

con ug = Mxy. Multiplicando por M ! la aproximacién en términos de la variable z es
m
-1
Ty =29+ M E M,Vi
=1

Asi, una operacion de precondicionamiento es necesaria al final del ciclo de salida, en lugar
del comienzo como en la versién precondicionada a izquierda. La aplicacién de GMRES(m) a

(2.15) produce solo cambios sobre w; y @, asf
w; = AM_lvj Y Ty = To + M_lvmym

las instrucciones restantes se conservan. En este caso el ciclo de Arnoldi construye una base

ortogonal del subespacio precondicionado derecho de Krylov
gen {ro, AM g, (AM_l)2 TOy ey (AM_l)m_1 ro} )

Notemos que la norma residual es ahora relativa al sistema inicial, es decir, b — Ax,,,, puesto
que el algoritmo obtiene el residual b — Az, = b — AM~'u,, implicitamente. Esta es una

diferencia esencial con el algoritmo GMRES(m) precondicionado a izquierda.

2.2.3 Precondicionamiento Dividido

En muchos casos M es el resultado de una factorizacién de la forma M = LU, luego existe la

opcién de usar GMRES en el sistema precondicionado dividido

L'AU ' = L7 donde x = U u.
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En este caso, necesitamos premultiplicar el residual inicial por L~! en el comienzo del algoritmo,
por U1 en la combinacién lineal V;,¥,, (como se hizo en el precondicionamiento derecho con
M~1) formando la solucién aproximada. La norma del residual para volver a empezar sers
L= (b— Azy,).

La diferencia entre los diferentes tipos de precondicionamiento GMRES radica en las dife-
rentes normas de los residuales ya que pueden afectar el criterio de parada y pueden causar que
el algoritmo pare 6 prematuramente 6 con retraso. Puede ser particularmente perjudicial en
caso que M sea mal condicionada, por ejemplo, un precondicionador dividido puede ser mucho

mejor si A es cercanamente simétrica.

2.2.4 Comparacién entre precondicionamiento a Derecha e Izquierda

Cuando comparamos las opciones de precondicionamiento, una primera observacién es que el
espectro de los tres operadores asociados M 1A, AM 'y L=YAU ! son idénticos, por lo tanto
en principio uno espera que la convergencia sea similar.

Comparemos las propiedades de optimalidad para GMRES precondicionado a derecha e

izquierda. Para el precondicionamiento izquierdo GMRES minimiza la norma residual
2171 - 2171
a lo largo de todos los vectores sobre el subespacio afin
o + gen {zo, M1 Az, (M_lA)2 20 eees (M_lA)m_1 Zo} (2.16)

en el cual zy es el residual inicial del sistema precondicionado zg = M~ lrg. Asi la solucién

aproximada S€ expresa Ccomo

m—1 .
T = Xo + Z Y, (M_lA)J 20 = o + Sm—1 (M_]‘A) 20
§=0

3
L

donde s;,—1 (2) = of 2) es el polinomio de grado menor o igual a m — 1 que minimiza la

<.
Il
o
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norma

Hzo — M 1'As (M_lA) z0H2

entre todos los polinomios s de grado menor o igual a m — 1. Esta condicién de optimalidad es

posible expresarla con respecto al vector residual rq asf:
20— M~ 1As (M_lA) 20=M"" [ro — As (M_lA) M_lrg}

pero

s(MTTA) M 'r=M"1s(AM™Y)r (2.17)
obteniendo la relacién
20— M TAs (M 7TA) zo = M [ro — AM s (AM 1) o)
por lo tanto
|20 = Mt As (MT1A) 20|, = [|[M ™! [ro — AM™'s (AM ™) 7]

- (2.18)

Consideremos ahora el caso de GMRES precondicionado a derecha, en donde es necesario
distinguir entre la variable original = y la variable transformada u relacionada con x y mediante
& = M~1u. Para la variable u del proceso GMRES precondicionado derecho se minimiza la

norma dos de 7 = b — AM ~'u donde u pertenece al subespacio afin
uo + gen {ro, AMYrg, (AM~ Y2 g, ..., (AMH)™ T ro} (2.19)

en el cual rg es el residual rg = b— AM ~lug, este residual es idéntico al residual asociado con la
variable = puesto que M ~lug = zg. Multiplicando (2.19) a izquierda por M ~! y usando (2.17),
observamos que la variable x asociada con un vector del subespacio afin (2.19) pertenece al

subespacio afin

T + gen {ZQ, MﬁlAZO, (]\47114)2 20y +ees (MilA)mil Zo} ,
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que es idéntico al subespacio afin (2.16) dado en el precondicionamiento izquierdo. En otras

palabras para el GMRES derecho la solucién aproximada x,, puede ademds expresarse como

m—1
Tm =20+ ¥ ¢ (AM ) g =20 + M 5501 (AM 1) g
§=0
m—1
donde s,,—1 (2) = G 2J es un polinomio de grado menor o igual a m — 1 el cual minimiza
j=0

la norma

Hro — AM s (AM*I) 7'0H2 (2.20)

entre todos los polinomios s de grado menor igual a m — 1. Las cantidades a minimizar (2.18)
y (2.20) difieren tinicamente por una multiplicacién por M~!. Tenemos asi que el GMRES
precondicionado izquierdo minimiza M ~1'r y el GMRES precondicionado derecho minimiza r,
donde 7 se toma sobre el mismo subespacio en ambos casos.

Resumimos ésto en

Proposicién 2.2.1 La aproximacion a la solucion obtenida por precondicionamiento izquierdo

o derecho de GMRES es de la forma
Ty = 20 + Sm—1 (M T1A) 20 = 20 + M sy (AM 1) g

donde zo = M~ rg y sm—1 es el polinomio de grado menor o igual a m — 1 que minimiza
la norma del residual ||b — Azl en el caso precondicionamiento derecho y en el caso del

precondicionamiento izquierdo HMfl (b— Azy,) H2 .

2.3 MINRES

El método MINRES (Minimum Residual) se basa en el método de tridiagonalizacién de Lanczos
para problemas simétricos, posiblemente indefinidos, Ax = b. En este método la iteracion xj
minimiza ||b— Az||, sobre el subespacio afin 29 + K}, donde Kj, = gen {ro, Arg, ..., A" 1ro} .
Nuevamente la idea fundamental es expresar xjp en términos de un conjunto {vi,va,...,vk}

generador de K, en el cual v1 es un multiplo escalar del vector residual ro = b — Axy.
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2.3.1 Proceso de tridiagonalizacién de Lanczos

El proceso de tridiagonalizacién de Lanczos [7] consiste en construir una base ortonormal que
permite factorizar una matriz simétrica dada. Para més detalles ver Saunders [15]. El método
de tridiagonalizacién de Lanczos es una simplificacién del método de Arnoldi. Cuando A es
simétrica, la matriz de Hessenberg se vuelve tridiagonal simétrica y dicha simetria nos permite

reducir el proceso de Arnoldi a generar dos sucesiones de valores «j para j = 1,....,k y 3; para

Teorema 2.3.1 Si el algoritmo de Arnoldi se aplica a una matriz A simétrica real, se obtiene

h@j =0 1<i<yi—1

hjjv1 = hjp1; =2,k
es decir, la matriz Hy, obtenida es tridiagonal simétrica.

Prueba. El resultado es consecuencia de (2.7) , es decir, H, = VkTAVk la cual es simétrica
y ademds, es también matriz de Hessenberg. m
La notacién estdndar es

aj=hj; y  Bj=hj1;

y si denotamos por T}, la matriz Hy del algoritmo de Arnoldi, entonces

o Py
By az B
T = Bs az By
By oy
Br,
Br ax

concluimos asf que el algoritmo de tridiagonalizacién de Lanczos estd dado por
Algoritmo Lanczos

Lea vy vector unitario
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para j=1,..,k
wj = Avj — Bv;1
aj = U;ij
w; = wj — Qjvj
Bri1 = llwjll si 841 =0 termine
Vg1 = w5 /B
end

donde #; =0y vo = 0.

2.3.2 Relacion con los minimos cuadrados

Después de k pasos del algoritmo de Lanczos obtenemos la factorizaciéon
AVi = ViTi + By yrvisrer, = Vier Hy

~ Ty
donde H; = es matriz de Hessenberg y T}, como se mostré antes. La apro-

Brrier (k+1)xk
ximacién zj, del método MINRES, ver [16], minimiza ||b — Ax||, sobre el conjunto

xo + gen {vy, ..., vi},

de aqui

xr = x9 + Viy

donde y € R*; notemos que

16— A(zo+ Viy)ll, = [I(b— Azo) — AViyll,

- [ e -V,

si tomamos 3 = ||b — Axgl| y ¢1 = # vector unitario, tenemos que b— Axg = Bv; = Vi 1el

por lo tanto

b= A (o + Vig)lly = ||V (Bel — Huy)||, = ||8el - Hug, -
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Se resuelve en forma similar a GMRES, con la ventaja de que el costo computacional disminuye
debido a la forma de H k- La convergencia es més complicada y discutida en Paige, Parlett y

Van Der Vorst [17].

2.4 Dimension infinita

En el campo de ecuaciones lineales en H espacio complejo de Hilbert
Au=f

la k_ésima iteracién de GMRES uy minimiza la H —norma del residual v, = f — Auy, sobre los
vectores en el espacio afin ug + Ky, donde ug es la iteracién inicial y K}, es el espacio de Krylov
dado por K = gen {7’0, Arg, ..., Akilro}. Podemos expresar la propiedad de minimizacién
como

= i —A . 2.21
Il =, _min I = Aull (2.21)

Si tomamos P, la clase de polinomios residuales
Py, = {p / p es polinomio de grado k y p(0) =1}

es facil ver que

ry = f — Aup = pi (A) 1o (2.22)

para algin py € Py. La ecuaciones (2.21) y (2.22) nos permiten estimar
= mi A < i A 2.23
il = woin flp (A)oll g < lirollr ain llp (Al o (2.23)

donde L (H) denota el espacio de operadores acotados en H con la norma estdndar para ope-
radores. Normalmente para realizar estimados para la convergencia de GMRES seleccionamos

un polinomio especifico py, € Py, y estimamos el tamano del lado derecho de (2.23) usando

min 1P (Al ey < 1Pk (Al ey -
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Capitulo 3

OTROS METODOS

Los métodos para sistemas lineales no simétricos GMRES, CGNR y CGNE son m4&s ficiles
de implementar, CGNR y CGNE tienen la desventaja de que en cada iteracién se computa
la accién de la traspuesta y que las matrices de coeficientes AT A y AAT tienen nimero de
condicién el cuadrado del de la matriz original. GMRES necesita s6lo producto matriz vector
y usa solo a A pero en cada iteracién requiere un gran almacenamiento. El método ideal para
sistemas no simétricos serfa un método parecido al CG, que sélo necesite productos matriz
vector, que esté basado en un principio de minimizacién o conjugacién, que tenga un modesto
almacenamiento y converja en n iteraciones para toda matriz no singular A. Un anlisis del por
qué estas condiciones no pueden construirse para una matriz general A lo podemos encontrar
en [4]. Los métodos que aqui comentaremos se basan en esta idea.

El capitulo esta distribuido como sigue. Seccién 3.1 Biortogonalizacién de Lanczos, realiza-
mos una construccién que permite buscar métodos similares a CG para sistemas cuya matriz
A es no simétrica. Seccién 3.2 BiCG, una descripcién del método BiCG acompanado de unos
ejemplos ilustrativos y seccién 3.3 otros métodos para sistemas no simétricos, damos un breve
paso por diferentes métodos que permiten evitar comportamientos irregulares en la convergencia

y trabajan sélo con la accién de la matriz A y no con AT,

3.1 Biortogonalizacién de Lanczos

El proceso de biortogonalizacién de Lanczos consiste en extender el proceso de tridiagonalizacién
de Lanczos a matrices no simétricas y construir sucesiones biortogonales en lugar de sucesiones
ortogonales.

El algoritmo propuesto por Lanczos para sistemas no simétricos permite generar un par de
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bases biortogonales para los dos subespacios

Kk:gen{vl’Avl’“"Amvl} y KkT=gen{w1,ATw1,...,(AT)’“‘lwl}

de la siguiente forma.
Algoritmo Lanczos (matriz no simétrica)
Lea v1, wy tales que v?wl =1
By =01=0
Wy = Vg = 0
para j =1,2,....k
aj = (Avj)" w;
/27]'_;,_1 = Avj — QU5 — ﬁj’l)]‘_l
Z/U\j_H = Aij - ajwj — 5jwj_1

1/2
’ si 041 = 0 termine

I PPN
djr1 = ‘Uj+1wj+1

_ ST o .
Bjr1 = Vjr1Wj1/9j+1
Wj+1 = wj+1/5j+1

Vj41 = Uj41/0j41

fin
Buscamos que los vectores w1 y vj41 sean ortogonales, luego si wji1 = @j+1/5]‘+1 Y Vi1 =
Uj+1/ 0541
/\T ~
o Wil
Wi Vil = g
Bjy10j+1

es decir necesitamos que 3,,10j+1 = @J-TH@-H. Existen numerosas formas para esta igualdad,
1/2
tomaremos ;41 = ‘vf+1wj+1‘ Yy Bjp1 = U]'T+1wj+1/5j+17 los cuales cumplen 6,41 es positivo

y 5j+1 = 10,41, ademds, por construccién los vectores v; € K y w; € KkT
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Similar al proceso de tridiagonalizacién de Lanczos, denotemos por T} la matriz tridiagonal

ar By
d2 s 53
03 «3
B
Ok

obtenida del algoritmo anterior. De v;11 = Av; — ajvj — B;0j-1 Y Vj+1 = Uj+1/8j41 se sigue
AVjy = ViTh + Opy10pr168 (3.1)
y de Wi = Aij —jwj — djWwj_1 Y Wjqg1 = @j+1/5]‘+1 obtenemos
AWy, = Wi T + BryrWet16t -

Se puede probar (ver por ejemplo [19]) que los vectores v, v, ...,v5 ¥ w1, W2, ..., Wy son bior-
togonales, es decir, vawi = 0;; para 1 <+¢,5 <k y por lo tanto se cumple la relacién

WLAV, = T,.

Para resolver el sistema Az = b por medio del algoritmo de Lanczos para sistemas no

simétricos, tomamos vy = 19/ con S = [|ro||y, la aproximacién esta dada por
ry, = xo + Viyk (3.2)
y buscamos que los residuales sean ortogonales a K,?, es decir
0=WI (- Azxp) = Wlrg — WEAVye = Wilrg — Th

pero WkTro = WkT (Bu1) = Bey por la bi-ortogonalidad de los w; y vj;, por lo tanto si tomamos
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yp =Ty ! (Be1) la aproximacion estd dada por
z, =m0 + Vi T, ' (Ber).

Dado que en el algoritmo construimos base para K;f se puede resolver al mismo tiempo un
sistema dual A7Z = b, tomando w; = 7/ con B = ||7o|| en forma similar al anterior procedi-

miento buscamos que los residuales de
zp = 2o + Wik
sean ortogonales a K, es decir
0=V (b= AT&,) = ViTFo — Vil AW = Vil o — TG

de aqui que

Tr = To + WkajT (Bel> .

El algoritmo serd

Algoritmo

Lea A, b, xg,tol

o = b — Axg

B = llroll;

v1 =19/B tome wi tal que w{vl =1

para k =1 hasta ||rg||, < tol * [|b]],
generar los vi,vs, ..., Vg, W1, W2, ..., W Yy 1 con algoritmo anterior
ye = Tj, " (Ber)
T = 20 + VilYk

fin

Para determinar la convergencia no es necesario computar explicitamente la aproximacion,

basta con computar

Irilly = 11b — Azilly = [0k 1€k ve] vnrally
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ya que por la relacién (3.1)

b— Az, = b— A(wo+ Viyk) = 1o — ViTkyr — Sk+1Vk+1€5 Yk

= Vi (Ber — Thyk) — Sk+1Vk+1€1 Yk

como yp = T,;l (Be1) se sigue que

HTkHQ = H—5k+1vk+1egkaQ-

El algoritmo genera la base para K g, pero como sélo estamos interesados en resolver el sistema,
Az = b omitimos las expresiones para ATZ = b, claro estd que si queremos resolverlos ambos
al tiempo agregamos las lineas correspondientes. En este caso los requerimientos de memoria

son elevados y nuestro objetivo es obtener métodos similares al CG.

3.2 BiCG

El método de BiCG (Bi-gradiente conjugado) se obtiene del algoritmo de Lanczos para sistemas
no simétricos, fue primero propuesto por Lanczos [8] en 1952 y después en una forma diferente
por Fletcher [6] en 1974. Implicitamente el algoritmo no sélo resuelve el sistema Azx = b,
también ATZ = b el sistema lineal dual y genera dos sucesiones de vectores semejantes a las
del método CG, una basada en un sistema con la matriz original A y otra con A”. En lugar de
ortogonalizar cada sucesién, se toman mutuamente ortogonales ¢ “bi-ortogonal”. Este método,
semejante al CG usa un almacenamiento limitado. Util cuando la matriz es no simétrica y
no singular, sin embargo su convergencia puede ser irregular y a menudo el método fracasa.
BiCG requiere una multiplicacién con la matriz de coeficientes y una con la traspuesta en cada
iteracién.

Las dos sucesiones de vectores son los residuales {ry} del sistema asociado a la matriz A y

los {r;} a su traspuesta, se generan dos sucesiones de direcciones {py} v {px} tales que

rhr o= 0 k#l

PRAp = 0 k#l
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los residuales cumplen la condicién de bi-ortogonalidad y las direcciones de bi-conjugacién.

Implementacién

Tomamos la descomposicién LU de T como T} = LU, donde

Ly =

A2

A3

Ap 1

luego las aproximaciones estdn dadas por

si definimos

tenemos que

n B
M2

= o+ ViU 'Lt (Ber)

= To+ WiL;'U? (Bq) :

= VU *

= L, (Be1)

T —

B, = WLt
2 = Uk_l (Bel)

zo + Przp

Zo + Przg.

Para Py, Uy Py, =V}, si tomamos §; =0, pg =0

77]‘_1 (Uj - /ijj—l)

j=1,..k
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de la descomposicién LU de Ty tomando A; =0

0; .
Ajo= —L i=2,...k
Nj—1
y por tltimo se cumple
Zj—1
Zj =
&

donde §; = —A;§;_1 con §; = f3.

En forma similar para ﬁk, Lkﬁk = W}, tomando pg = 0

pj = wi—XNpji-1  j=1..k
- Zj-1
= ~

3

donde Zj = —%Zj,l con 21 = —B/m-

Por lo tanto

Z]‘_l
=20 + Pr12j-1 + prj = Tp—1 + Pi§

J
y similarmente

Tp = Tp—1 + Dk
Los vectores p; € P, y p; € ﬁk son A-conjugados puesto que

~\T
(Pk> AP, = LTWE AU = LTT U = LT LU U = I

y por construccién los residuales r; y 7; son ortogonales a K;f y K}, respectivamente y dado
que Ky = gen {TO,ATO,...,Ak_lro} = gen{ro,r1,....,7k—1} = gen{p1,p2,...,pk} se cumple que

los residuales son ortogonales.
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Nuestro objetivo es tener un método similar a CG. Del andlisis anterior tenemos que

Tj+1 = Tj+ a5p;
Tj+l = Tj+a;p;
luego los residuales
riv1 = 1 —ojAp; (3-3)
o~ ~ T~
T = Tj— o ATpj,

las direcciones p;1 son una combinacién lineal de los vectores 741 y p; (ya que los v; son base

para K y Ky = gen{ro,r1,....;Tk—1})

Pji+1 = Ti+1+B,p; (3.4)
Pi+1 = Tjy1+B,Dj (3.5)

Para hallar los a; utilizamos la propiedad de bi-ortogonalidad de los residuales

0=rlFip =1 (7 — a;ATp)) =717 — a; (rT ATp))

a su vez de (3.4) y de la bi-conjugacién de las direcciones
(rFATR;) = (AT5;) "y = (A7) (py — Bj-api1) = (A7By) " by = P Apy

luego

T
Tj 7']

o = ———.
T Pl Ap

En el caso de 3; utilizamos la propiedad de bi-conjugacién de las direcciones y (3.5)

0= (Ap))" Bjs1 = (Apj)" (741 + B;05) = (Ap;)" Tj1 + B; (Ap)" B
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luego

=T
B, = _Tj+1Apj
J ﬁ;l'ﬂApj )

notamos que de (3.3)

1
Apj = —— (rj+1 = 1))
J

por lo tanto de (3.6)

~T ) . ~ '
17 (rjr1—75)  Tiaris

Bi = — T =T
@ pjAp; a; p; Apj
3. = Tip1Ti+1
A
Ty

Para el algoritmo de BiCG se parte de 79 = rg y por ende py = pg = 0, si se quiere resolver el
sistema dual ATZ = b y se agrega la linea Tjt1 =T+ ojDj y o = b— AT,
Algoritmo BiCG

Lea A, xg, b, tol, mazx it

ro = b—A.’L‘o
?0 =T
ep = tol * [|b]|5

para k =1,2,...,max_it

Pr—1 = 7/”\{,17%—1 st pp_1 = 0 el método falla

sik=1
P1=To0
p1="0

en otro caso

Pl
Br-1=5

Pk = Tk—1 + Brp_1Pk—1

Pk = Th—1 + Br_1Pk—1

fin
qr = A *pg
qu ZAT*ﬁk
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Tk = Tk—1 + Dk
Tk = Tk—1 — OkQk
Th = Th—1 — QkQk
st ||7x]lo < ep entonces termine
fin
fin
Ejemplo 3.2.1 Para matrices de la forma A = trid(—1,4,1) que no son simétricas com-

pararemos los resultados obtenidos por GMRES(m) con m = 10 con los obtenidos por Bi-CG

tomando tol = 10710 y vector inicial de ceros.

Orden A Iteracion Norma Residual ~Norma Error tiempo (seg.)
GMRES 5000 2-4 5.26921648e-011 3.534757e-009  0.172000
Bi-CG 5000 14 1.11430434e-08  2.634609¢-009  0.063000
GMRES 1000000 2-2 6.68751793e-011 6.353604e-008  29.42200
Bi-CG 1000000 12 1.99998407e-07  4.728670e-008  20.62500

Comparacién para n = 5000

10 ¢ T T 3
E e BiCG |3
[ + GMRES |]
+*
10° 3
[ . ]
A [
10 3 ry 3
2: .
107 ¢ E
2 : .
§ [
S 107 - 4
N 3
o i .
@ 10° 4
£ : *
5 L
5| .
z 105 E 3
b .
106§ 3 3
’ Ky
107 b ;1
10'37 I I I I I I r
0 2 4 6 8 10 12 14
lteraciones
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Comparacion para n = 1000000

T 3
e« BICG |]
+ GMRES |]
*

10° £ 4
. ]
-1 1
10 ¢ s 3
'Y ]
107 F 3
3 . ]
5] [ ]
S 107 * E
0 F E
o . ]
810tk E
€ . ]
16 4
: * |
pz4 10 L E
3 * ]
10° 3 E
F s :
107k ;3
10-3 | | | | | | Fy
0 2 4 6 8 10 12 14

Iteraciones

en ambos casos vemos que ganamos tiempo de ejecucion y las aprorimaciones son mejores, en
las grificas de las normas residuales vs. iteraciones se observa que los residuales obtenidos por

BiCG son mejores.

En algunas ocasiones la convergencia del método se vuelve irregular y el método puede ser
un fracaso, esto es, cuando ?,Z’flrk,l ~06 ﬁqu ~ 0. Si ﬁqu ~ 0 ocurre, la descomposicién LU

falla y puede ser reemplazada por otra descomposicién.

Ejemplo 3.2.2 Para la matriz pentadiagonal de la forma A = pent (5,12,25,—13,—8) com-
paramos los resultados obtenidos por GMRES(m) con m = 10 con los obtenidos por Bi-CG
tomando tol = 10719, vector inicial de ceros y la grifica de las normas residuales vs. itera-

ciones obtenida es
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Comparacién paran = 100
10" g T T T T T

E T 3
P « BCG |]
ot + GMRES |]

10 - ¢ E

10~ 3 L) 3
107 ¢ + E

10 ¢ ++00

Normas residuales
—Ho

10° 3 + ° ] E
10 3 + ° E

107 & + .

10°® [ I I I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

lteraciones

en este caso el método de BiCG mecesita mds iteraciones para satisfacer el criterio de parada.

3.3 Otros métodos para sistemas no simétricos

Los métodos que aqui mencionamos se utilizan para evitar los casos de fracaso en BiCG y evitar
el utilizar la accién de AT

QMR (Residual Cuasi-minimal): Este método resuelve un problema de minimos cuadra-
dos y actualiza en el BiCG los residuales, de este modo dejamos por fuera el comportamiento
irregular de convergencia de BiCG. QMR en gran parte evita el fracaso que puede ocurrir en
BiCG en particular si la descomposicién LU falla.

La idea principal es minimizar el residual en forma similar como se hace en GMRES. Puesto
que la base es bi-ortogonal la solucién obtenida es como una solucién residual cuasi-minimal lo
cual explica su nombre.

Si trabajamos (3.2) desde el punto de vista de minimos cuadrados, es decir, hallaremos yy,

que minimice la norma del residual ;. Del algoritmo de Lanczos para matrices no simétricas

62



se cumple la relacién

AV}, = Vi Th,

donde T, es de orden (k+1) x k tridiagonal

- T
T, = ¥
5k+1€£

de forma similar al método GMRES

b= Ally = ||Vesr (Ber = T |

en el algoritmo de Lanczos los v; € Vi41 no son ortonormales, sin embargo, es razonable
per — Tky‘

Asf la aproximacion serd xj, = xg 4+ Viyi, donde 35, = y € RFmin Hﬂel — Tky

para y € R¥.

minimizar

, similar como en

GMRES, excepto que el proceso de Arnoldi es reemplazado por el proceso de Lanczos. Para
una implementacién y andlisis de la familia de los métodos QMR nos referimos a [11] y [12].
CGS (Gradiente conjugado cuadrado): El CGS fue desarrollado por Sonneveld en
1984 principalmente para evitar usar traspuesta de A en el método BiCG y ganar rapidez de
convergencia aproximadamente al mismo costo computacional. La idea principal estd basada
en lo siguiente: en BiCG el residual r; puede ser obtenido como el producto de 79 por un

polinomio de grado j en A, es decir,

este mismo polinomio satisface

asf que

. T .
pj—1 =711 = (pj (A7) o) (pj (A)ro) =74 pj (A)ro

esto sugiere que si p; (A) reduce 79 a un vector mas pequeno r;, puede ser ventajoso aplicar

este operador “contracciéon” dos veces y computar p? (A)rp. Més atin, podemos encontrar unas
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férmulas equivalentes a las de BiCG sélo en términos de la accién de A. CGS requiere al menos
el mismo nimero de operaciones por iteracién que en BiCG pero no involucra computacién con
AT, Para detalles de este método nos referimos a [14] y para el andlisis de su convergencia a
[13] y [9].

Bi-CGSTAB (Gradiente biconjugado estabilizado): CGS se basa en polinomios
cuadrados de los residuales y en caso de convergencia irregular se producen muchos errores
de redondeo y posiblemente lleva a un desbordamiento del método. El Bi-CGSTAB es una
variacién de CGS para remediar esta dificultad. En lugar de computar p? (A)ro Bi-CGSTAB
computa Q; (A) Pj (A) rg donde Q; es un polinomio de grado j definido recursivamente en cada
paso con el objetivo de “estabilizar” o “suavizar” la variacién de la convergencia del algoritmo
original. Los ejemplos en [9] indican la efectividad de las aproximaciones, una descripcién

detallada e implementacién del algoritmo la encontramos en [9].
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