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Resumen

En este trabajo se estudia el contenido de efectividad presente en la Categoria de los Campos
de Espacios Métricos a la luz de la Teoria de Efectividad Tipo-2 (TTE?). Mds precisamente,
el objetivo es importar, desarrollar y estudiar una nociéon de computabilidad en la Categoria
de los Campos de Espacios Métricos sobre un espacio topolégico T'. A tal efecto, se establece
una primera relacion entre las teorias demostrando que todo espacio topoldgico computable
induce la existencia de un campo de espacios métricos; se presentan los efectos de imponer
condiciones de computabilidad sobre las fibras de un campo de espacios métricos sobre un
espacio topolédgico T'; se estudian los efectos de imponer condiciones de computabilidad so-
bre el espacio base T'; y se presentan las condiciones necesarias para obtener una estructura
computable en un campo de espacios métricos sobre un espacio topoldgico T'. Finalmente se
presentan aplicaciones de los campos de espacios métricos computables planteando versio-
nes dindmicas de problemas clasicos en la Teoria de Grafos y proponiendo sus respectivas
soluciones.

Palabras clave: Campos de espacios métricos, computabilidad, representaciones,

grafos dinamicos.
Abstract

This work studies the effective content in the category of metric bundles in the frame-
work of the Type-2 Theory of Effectivity (TTE). More precisely, the goal is to import, to
develop and to study a notion of computability in the category of metric bundles over a
topological space T'. In order to achieve this, a first relationship between the theories is es-
tablished, demonstrating that any computable topological space induces the existence of a
metric bundle; the effects of imposing computability conditions on the fibers of the metric
bundles are presented; the effects of imposing computability conditions on the base space
are studied; and presents the necessary conditions to obtain a computable structure in a
metric bundle. Finally some applications are presented with the formulation and solution of
dynamic versions for clasical problems in graph theory.

Keywords: Metric bundles, computability, representations, dynamic graphs.

2TTE, del inglés, Type-2 Theory of Effectivity
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1 Introduccion

El Analisis Computable conecta la computabilidad con el andlisis, combinando adecua-
damente los conceptos relacionados con computacion y con aproximacion.

Son muchas las propuestas para hacer realidad esta idea general, presentando varios
modelos -no equivalentes- de computacion sobre niimeros reales. Entre estas propuestas se
encuentran la Computabilidad de Banach/Mazur [36] o computabilidad secuencial, que in-
troduce un tipo débil de computabilidad para las funciones sobre el conjunto R, de los niime-
ros reales computables; la Computabilidad de Grzegorczyk [27] que fortalece la nocién de
Computabilidad de Banach/Mazur al definir y adicionar a las condiciones de computabilidad
el concepto de médulo de continuidad computable. La aproximacién de Pour-El/Richards
[41] desarrolla, en el marco de la Computabilidad de Grzegorczyk, la computabilidad sobre
nimeros reales, secuencias de nimeros reales, funciones continuas, integracién, etc. y pre-
senta axiomaticamente el conjunto de secuencias computables en un espacio de Banach. Por
otra parte la aproximacién de Ko [31] utiliza méquinas de Turing que transforman secuencias
infinitas en secuencias infinitas usando oraculos (maquinas de Turing cldsicas que ademads
pueden invocar una funcién con dominio en N arbitrariamente), para el célculo y representa-
cién de nimeros mediantes funciones de Cauchy. La escuela Rusa también se ha preocupado
por este topico proponiendo la Computabilidad de Markov donde solo se consideran ntimeros
reales computables y las funciones se calculan mediante la transformacion de sucesiones de
Cauchy que convergen rapidamente.

El modelo méas aceptado, dada su flexibilidad y expresividad, es una materializacion de
la propuesta de computacion sobre los niimeros reales via representaciones, la Teoria de
Efectividad Tipo-2 (TTE!). TTE es una teorfa que combina la teorfa de aproximaciones,
la computacion y la complejidad computacional de tal manera que le es posible ofrecer los
fundamentos para el andlisis computable. Los origenes de TTE se remontan a las definiciones
de nimeros reales computables y de funciones computables dadas por Grzegorczyk [27, 28]
y Lacombe a mediados de la década de los 50’s: Una funcion real es computable si y sola-
mente si puede ser representada mediante un operador computable sobre una codificacion de
los nimeros reales [54]. Desde entonces el estudio de la computabilidad sobre conjuntos de
puntos y de funciones se ha desarrollado desde los niimeros reales a los espacios Euclidianos
y los espacios métricos [65, 9, 61, 55, 66, 8, 67]; y no ha dejado de tocar espacios mas gene-
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rales: espacios Hausdorff localmente compactos [12], espacios no metrizables [64] y espacios
Ty segundo contables [45].

Segun [12], las computaciones en TTE son ejecutadas por maquinas de Turing, en el
sentido clasico, que cuentan con cintas de entrada, cintas de salida y cintas auxiliares. La
diferencia con las computaciones clasicamente estudiadas es que en TTE las cintas de entra-
da solo pueden ser leidas secuencialmente (sin retroceso), y las cintas de salida solo pueden
ser escritas secuencialmente (sin retroceso). Por otra parte, mientras que las entradas y sa-
lidas utilizadas en la teoria de computabilidad clasica son palabras finitas sobre un alfabeto
dado (elementos de ¥*), en TTE las maquinas permiten operar sobre sucesiones o secuen-
cias infinitas de simbolos del alfabeto (elementos de 3*). Esto permite que se representen
objetos propios del analisis y la topologia, extendiendo la teoria de computabilidad ordinaria
a computabilidad sobre conjuntos con, a lo mas, la cardinalidad del continuo. TTE propor-
ciona entonces una serie de versiones computables de resultados importantes en analisis y
topologia, es decir, resultados en andlisis computable, como por ejemplo, solo las funciones
continuas son computables en una representacion estandar.

Segun [55], las principales ventajas de TTE como materializacién del Andlisis Computable
se pueden resumir de la siguiente manera:

= El modelo de computacién en TTE es realista.
= Los conceptos de computaciéon via sistemas de nombres y realizaciones son concretos.

= Permite la definicién de funciones computables sobre todo el conjunto de niimeros
reales R.

» Combina adecuadamente los conceptos de computacién y aproximacién (topologia) en
una teoria.

= Permite extender y estudiar varios conceptos de computabilidad sobre los niimeros
reales y sobre otros espacios.

= Permite estudiar los conceptos de computabilidad sobre otras muchas estructuras.
= Provee, de manera natural, una teoria de complejidad.
= Permite el estudio de funciones multivaluadas.

En el tercer capitulo de este trabajo se presenta una introduccion a TTE, unificando de-
finiciones y notaciones disponibles en la literatura, y supone que el lector estd familiarizado
con la teorfa de efectividad clasica. Las principal fuente para profundizar en TTE es [55] y
las publicaciones que aparecen en la bibliografia.



1 Introduccién

Por otra parte, los conceptos bésicos del método de localizacion topoldgica fueron presen-
tados por Dauns y Hofmann en [14, 30] a finales de la década de los 60’s.

Desde aquella propuesta inicial son muchos los trabajos que se encaminaron a clarificar
los procedimientos: en [50], se presentan condiciones suficientes para la existencia de campos
de espacios uniformes a partir de una familia de pseudométricas y una coleccién de secciones;
en [17] se expone una version métrica del método de localizacién; en [15] se logra establecer
una versién del proceso de localizacién para campos de espacios uniformes; entre otros tra-
bajos se encuentran [2, 37, 39, 24].

Segtin [24], la Categoria de los Campos de Espacios Métricos sobre un espacio topolégico
T es una generalizacién de la Categoria de los Espacios Métricos. La existencia de los campos
de espacios métricos se discute ampliamente en [17] y requiere de la semicontinuidad supe-
rior de la funcién ® : T" — [0, +o0] definida por ®(t) = d(a(t), 5(t)). Después de [43, 22],
n [24], Garcia, Reyes y Varela presentan la construccién analitica del Campo de Espacios
Métricos de las Funciones Semicontinuas Superiormente y demuestran que, en la Categoria
de los Campos de Espacios Métricos sobre un espacio topolégico T, este campo juega el rol
analogo al objeto numeros reales en la Categoria de los Espacios Métricos, y que contiene,
como seccion, a la funcién distancia entre dos secciones arbitrarias de un Campo de Espacios
Meétricos sobre T'.

En el segundo capitulo se presenta el concepto de Campo de Espacios Métricos, algunos
ejemplos clasicos y la construccion analitica de un campo de espacios métricos para represen-
tar como secciones a las funciones semicontinuas superiormente definidas sobre un espacio
topoldgico dado T

La construccion presentada en [24], junto con los articulos de Ge y Nerode [25] donde ex-
ploran el contenido de efectividad presente en el concepto de semicontinuidad, y [60, 59, 63],
donde Zheng, Brattka y Weihrauch proponen las nociones de semicomputabilidad superior
e inferior como una efectivizacién de los conceptos de semicontinuidad, son motivacionales
para el presente trabajo puesto que la semicontinuidad y la semicomputabilidad pueden ser
entendidas como un eventual puente entre TTE y el método de localizacion topolégica.

En este trabajo se estudia el contenido de efectividad presente en la Categoria de los
Campos de Espacios Métricos. Méas precisamente, el objetivo es importar, desarrollar y es-
tudiar una nocién de computabilidad en la Categoria de los Campos de Espacios Métricos
sobre un espacio topolégico T'. A tal efecto se establece una primera relacién entre las teorias
demostrando que todo espacio topolégico computable induce de manera natural la existencia
de un campo de espacios métricos (espacios topolégicos computables como campos de espa-
cios métricos); se presentan los efectos de imponer condiciones de computabilidad sobre las



fibras de un campo de espacios métricos sobre un espacio topolégico T' (campos de espacios
métricos computables); se estudian los efectos de imponer condiciones de computabilidad
sobre el espacio base T' (campos de espacios métricos con base computable); y se presentan
las condiciones necesarias para obtener una estructura computable en el campo de espacios
métricos sobre un espacio topolégico T' (campos computables de espacios métricos). Todos
los resultados a este respecto son presentados por primera vez en el cuarto capitulo de este
documento y, ademés de establecer los fundamentos de la relacién entre las dos teorias, pro-
veen una nueva fuente de temas de investigacién.

Finalmente, el quinto capitulo estd dedicado a exhibir una aplicacién de los campos de
espacios métricos computables planteando versiones dindmicas de algunos problemas clasicos
en Teoria de Grafos y proponiendo sus respectivas soluciones.



2 Campos de Espacios Métricos

En este capitulo se presenta el concepto de Campo de Espacios Métricos, algunos ejem-
plos clasicos y la construccion analitica de un campo de espacios métricos para representar
como secciones a las funciones semicontinuas superiormente definidas sobre un espacio to-
poloégico dado T'.

En la primera seccién se presentan las nociones basicas: seleccién (local y global), sec-
cién (seleccién continua), métrica para una funcién sobreyectiva y e-tubo en torno a una
seleccion. La segunda seccion expone una version de un resultado de J. Varela sobre la exis-
tencia de Campos de Espacios Uniformes [50, 51] que garantiza la existencia de Campos
de Espacios Métricos [16]. La tercera presenta algunos ejemplos cldsicos e ilustra tanto la
utilizacion directa del Teorema de Existencia de Campos de Espacios Métricos, como el tipo
de construccién que se utiliza en la cuarta seccion.

La cuarta y ultima seccién presenta la construccién analitica de un campo de espacios
métricos para representar como secciones a las funciones semicontinuas superiormente defi-
nidas sobre un espacio topoldgico T' [22]. El campo construido juega el rol de objeto nimeros
reales en la Categoria de los Campos de Espacios Métricos [24]. M&s precisamente, la defini-
cién de campo de espacios métricos sobre un espacio topologico T requiere la semicontinuidad
superior de las funciones ®,45 : T — R* definidas por ®,4(t) = d (a(t), 3(t)), donde a y f3
son secciones locales para p, y d es una métrica para p. El campo de espacios métricos de
las funciones semicontinuas superiormente sobre el espacio T' juega el rol de objeto nimeros
reales en la Categoria de los Campos de Espacios Métricos sobre T y contiene, como seccion,
a la funcién distancia entre todo par de secciones de un campo de espacios métricos sobre
T. Adicionalmente, si T" es un espacio completamente regular entonces las fibras del Campo
de Espacios Métricos de las Funciones Semicontinuas Superiormente son espacios métricos
completos.

La construccién presentada en esta seccién, junto con los articulos de Ge y Nerode [25]
donde exploran el contenido de efectividad presente en el concepto de semicontinuidad, y
(60, 59, 63], donde Zheng, Brattka y Weihrauch proponen las nociones de semicomputabi-
lidad superior e inferior como una efectivizaciéon de los conceptos de semicontinuidad, son
motivacionales para este trabajo.
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2.1 Conceptos Bésicos

2.1. Conceptos Basicos

Definicién 1. (Selecciones y secciones). Si p : G — T es una funcién sobreyectiva y
a:Q — G, con Q CT, estal que po«a es la funcion identidad en @), se dice que « es una
seleccion para p.

Si Q =T, « es una seleccion global para p.

Si T es un espacio topologico y () es abierto en T', « es una seleccion local para p.

Y si tanto G como T son espacios topoldgicos, y « es continua, se dice que a es una
seccion para p.

Una familia ¥ de secciones para p es plena si para todo u € G existe a € ¥ con a(p(u)) =
u.

Definicién 2. (Métrica para una funcién sobreyectiva). Sip: G — T es una funcién
sobreyectiva, d : G x G — [0, 4+00| es una métrica para p si y sélamente si para todo u, v,
w € G se cumplen las siguientes condiciones:

Mpl) d(u,v) = +oo siy sélo si p(u) # p(v).
Mp2) d(u,v) =0siy sélo si u = v.

Mp3) d(u,v) = d(v,u).

Mp4) d(u,v) < d(u,w) + d(w,v).

Nétese que, para todo t € T, d es una métrica sobre p~*(¢). Es decir, (p_1 (t),d [p_l(t)xp_1(t))
es un espacio métrico.

Definicién 3. (e-tubo en torno a una seleccién). Si p : G — T es una funcién
sobreyectiva, d es una métrica para p, o es una seleccion para p, y € > 0, se dice que

T(a) ={u € G | p(u) € dom(a) A d(u,a(p(u))) < €} (2-1)

es el e-tubo alrededor de a.

Te(ag) -7 )
| - G
- T

L=

T T P




2 Campos de Espacios Métricos

Noétese que, para todo t € dom («),

{uep™ (1) | dlw.a(t) < ¢} C T (0) (2-2)

To(@)= |J {uep)]dualt) <c}. (2-3)

tedom(a)

Definicién 4. (Campo de espacios métricos). Si G y T son espacios topoldgicos, p :
G — T es una funcién sobreyectiva y continua, y d es una métrica para p, se dice que la
tripleta (G, p,T) es un Campo de Espacios Métricos si

(CEM1) Dados u € Gy € > 0 existe una seccién local o para p de manera que u € T, («).

(CEM2) La familia {7; (a)}, con € > 0 y « seccién local para p, es una base para la topologia
de G.

La siguiente proposicion es efecto directo de la definicion.

Proposicién 1. (Sistema fundamental de vecindades [24]). Sean (G,p,T) un campo
de espacios métricos y I'(p) el conjunto de todas las secciones globales para p. Siu € G,
pel(p) yt €T son tales que B(t) = u, y V(t) es un sistema fundamental de vecindades
para t, entonces la familia

{Tc(B lw) | e>0AW e V(t)} (2-4)

es un sistema fundamental de vecindades para uw = [(t).

2.2. Existencia de Campos de Espacios Métricos

El siguiente teorema se encuentra en [16], es una versién de un resultado de J. Varela
[50, 51] sobre la existencia de Campos de Espacios Uniformes, y permite construir Campos
de Espacios Métricos partiendo de un espacio topolégico T', un conjunto arbitrario G y una
familia de selecciones locales para una funcién sobreyectiva p: G — T.

Teorema 1. (Existencia de Campos de Espacios Métricos [16, 50, 51]). Sean T' un
espacio topologico, G un conjunto, p : G — T una funcion sobreyectiva, d una métrica para
p y 2 una coleccion de selecciones locales para p.

Suponganse las dos condiciones siguientes:

(a) Dados u € G y e > 0 existe una seleccion local o € 3 de manera que u € T, (a).



2.2 Existencia de Campos de Espacios Métricos

(b) Para todo par de selecciones «, 5 € ¥ la funcion ®,g : dom(a)Ndom () — R definida
por ®o5(t) = d(a(t), 5(t)) es semicontinua superiormente.

Entonces G puede ser dotado de una topologia T de manera que

(1) La familia B={T:(ag) | e >0Na € EANQ C dom(a)}, con ag = a [g, es una base
para ‘<.

(2) Sia € X entonces a es seccion.
(3) (G,p,T) es un campo de espacios métricos.

Demostracion. (1) Veremos que B es base para alguna topologia en G. Sean T, (ag) y
Te, (Br) dos elementos de By u € T, (ag) N Te, (Br), se debe encontrar €, v y un abierto S
de manera que u € 7¢ (vs) C T¢, (ag) N 7Te, (Br).

Como u € T, (ag) y u € T, (Br) entonces d (u,a (p(u))) < ey d(u,B(p(u))) < e.

1
Sie= 1 min {e; — d(u, a(p(u))), €2 — d(u, B(p(u)))} v v es una seleccién local para p tal
que v € Xy u € T (), entonces d (u,y(p(u))) < e.

Ademas,

A, a(p(w)) = Sd(u,a(p(w) + 3o, o(p(u)

4 (2-5)
< Zda(e) + e,
y por lo tanto
d(y(p(w)), alp(u))) < d(y(p(u)), u) + d(u, a(p(u)))
< X €+ d(u, a(g(u) ) ,
< gl - dwmalpw)) + 7w alpw) + 3o (2:6)
= 5 (1 +d(u, a(p(u)))

Sean §; = %(61 +d(u,a(p(u)))) y A={seT|d(s),a(s)) <}, entonces p(u) € Ay

A es abierto en T puesto que @, es semicontinua superiormente.

1
Si andlogamente se toma dy = §(d(u, B(p(u))) +e)y B={seT|dy(s),[(s)) <},
entonces p(u) € By B es abierto en T'. Por lo tanto S = Q N RN AN B es un abierto en T’
con p(u) € S.
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2 Campos de Espacios Métricos

Solo falta verificar que u € T, (vs) C T, (ag). En efecto, como p(u) € Sy d(u, y(p(u))) <
€, entonces u € T¢ (7s). Ademds si v € T¢ (7s) entonces

A0, (p(0) < € < 561 — d(u, alp(w)))), (2-7)
y, como p(v) € S, entonces d(v(p(v)), a(p(v))) < d;. Luego

d(v, a(p(v))) < d(v,7(p(v))) + d(7(p(v)), a(p(v)))

< %(61 — d(u, a(p(w)))) + 61 (2-8)

= €1.

Es decir, T¢ (7s) C T, (ag). Andlogamente se tiene que 7. (vs) C Te, (Br)-

(2) Sean aw € ¥ y t € dom (). Sea T, (Sr) un abierto basico en G tal que a(t) € 7. (fr)
ytea (T (Br)).

Ast d(a(t), B(p(a(t)))) = d(a(t),B(t)) < €y, como P,s es semicontinua superiormen-
te, existe una vecindad V de ¢ tal que d(a(s),3(s)) < € para todo s € V, es decir que
teV Cca ' (TABr)) y a ' (T(Br)) es abierto en T'.

(3) Para verificar que (G,p,T) es un campo de espacios métricos se debe ver que los
e—tubos T:(0), donde € > 0 y o es una seleccién local arbitraria para p, no necesariamente
en Y, son abiertos. Es decir, si u € T (o) entonces existen § > 0, « € ¥ y @ abierto en T, de
tal manera que u € 75 (ag) C Tc(0).

Como u € T:(0), d(u,o(p(u))) < €y, por lo tanto,
1

s, o(p(w) < S, o(p(w) + e (29

Sean § = i(e —d(u,o(p(u)))) vy a € ¥ tal que u € Ts(a), entonces

d(u, a(p(u))) <6 = %(6 — d(u, o(p(w)))), (2-10)
y por lo tanto
d(a(p(u)),o(p(u))) < d(a(p(u)),w) + d(u, o (p(u)))

< e duo(p(w)) + Sl o(p(w) + e (2-11)

_ §&+de@w»»

Luego p(u) € o' (T,(v)) con p = %(d(u, o(p(uw))+e)y ot (T(a)) = Q es abierto en T

dada la continuidad de o.
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Para concluir que u € T5(ag) C Tc(0) es necesario notar primero que, como p(u) € Q y
d(u, a(p(u))) < 6, entonces u € Ts(ag).

, Ahora, si v € T5(ag) entonces p(v) € Q, d(v,a(p(v))) < 6 y d(a(p(v)),o(p(v))) <
i(d(u,a(p(u))) +€). Asi que d(v,0(p(v))) <e—d <eyv e T(o).

Solo hace falta verificar que la funcion p : G — T es continua. En efecto, si U es un
abierto en Gy u € p~*(U) entonces dado € > 0 existe «, una seleccién local para p, tal que
u € T(a), y como p(u) € U entonces u € T, (ay) C p~H(U), es decir que p~*(U) es abierto
en G. [

Una version de este teorema, que serd tutil mas adelante puede ser formulada de la si-
guiente manera:

Teorema 2. Sean T un espacio topolégico, Br una base para la topologia de T, G un con-
junto, p : G — T wuna funcion sobreyectiva, d una métrica para p y > una coleccion de
selecciones locales para p.

Suponganse las dos condiciones siguientes:

(a) Dados u € G yn € N existe una seleccion local o € 3 de manera que u € Ta-n(cv).

(b) Para todo par de selecciones «, 5 € ¥ la funcion ®ng : dom(a)Ndom () — R definida
por ®o5(t) = d(a(t), B(t)) es semicontinua superiormente.

Entonces G puede ser dotado de una topologia T de manera que

(1) La familia B = {Tz-n(ag) I n e NFAa e EAQ € Br AQ C dom(a)}, conag = a |g,
es una base para X.

(2) Sia € X entonces o es seccion.

(3) (G,p,T) es un campo de espacios métricos.

2.3. Ejemplos de Campos de Espacios Métricos

Ejemplo 1. (Campo de espacios métricos de las funciones numéricas continuas
sobre [0,1]: ([0,1] x R,my,[0,1])). Sean T el intervalo [0,1] con la topologia usual, R el
conjunto de los nimeros reales con la topologia usual, y G = [0,1] x R provisto de la
topologia producto. Sean p = 7 : G — T la proyeccién sobre el primer factor, y d la
métrica para p dada por

4((t.), (#.4)) = {OO’ cusndo & 7 £, (212)

ly —v'||, cuandot=1¢.
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Notese que en cada fibra, la métrica d es la métrica usual sobre R.

Ademads, si a es una seccion global para p, a determina una unica funcién continua
fo : T — R, la funcién f, = m o a. En efecto, si a(t) = ((m o a)(t), (m2 0 @)(t)) es una
seccién, entonces m o a« = p o «v es la identidad en T'y f, = 7 0 a es continua.

Reciprocamente, si f es una funcién continua de 7" en R, la funcién ay : T'— T" x R
dada por ay(t) = (t, f(t)) es una seccion.

Estas relaciones establecen una biyeccion entre el conjunto de las funciones continuas de
T en R y el conjunto de las secciones globales para p.

De la misma manera se tiene que las secciones locales estan determinadas por las funcio-
nes numeéricas continuas definidas en sobre los abiertos U de T'.

Ahora bien, si u = (to,y0) € G y € > 0, basta tomar la funcién constante f(t) = yo para
tener que u € 7 (ay), dado que af(p(u)) = .

Adicionalmente, si o y 8 son selecciones locales para p, existen funciones continuas f y
g que las determinan en forma tnica, y por lo tanto la funcién

Dop(t) = d(alt), B(1)) = [ (1) — g(t)] (2-13)

es continua y semicontinua superiormente.

En consecuencia (G, p,T) es un Campo de Espacios Métricos. O

Ejemplo 2. (Campo de espacios métricos de las funciones continuas de un es-
pacio topolégico T en un espacio métrico (E,d): (T x E,71,T)). Sean T un espacio
topolégico cualquiera, (£, d) un espacio métrico, G = T x E dotado de la topologia producto,
y p: G — T la proyeccion sobre el primer factor.

Note que la funcién § : G x G — [0, o] definida por

00, cuando t # t/,

o((t,y), (¢, y) = { (2-14)

d(y,y’), cuandot =1

es una métrica para p.

Esta es una generalizacion natural del ejemplo anterior y todas las demostraciones son
similares.
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En particular, dado un abierto U C T y una funcién continua f : U — F, el e-tubo
T(f) ={(z,y) | x € UANd(y, f(z)) < €} es un abierto de E. O

Para ilustrar el tipo de construccion utilizada en la préxima seccion, se incluye el siguien-
te ejemplo:

Ejemplo 3. (Haz de gérmenes de funciones). Sean T es un espacio topolégico y (X, d)
un conjunto de funciones de 7' en R dotado con la métrica del supremo

d(x,y) = sup d(z(t), y(t)), (2-15)

teT

donde d es la métrica discreta sobre R

{o, si z(t) = y(t),

d(x(t),y(t)) = (2-16)

1, six(t) #y(t).

SiteTyuxy€ X sedice que “z estd relacionada con y en t” (xSyy o x ~; y) si la
envolvente superior de d(x,y) es cero en t:

T~y < limsupd(z(s),y(s)) = 0. (2-17)

s—t
Es decir, z ~; y si y sblo si para todo € > 0 existe una vecindad V € V(t) tal que

d(z(s),y(s)) < € para todo s € V.

Note que, tomando ¢ < 1, z ~; y si y sélo si existe una vecindad V' € V(t) tal que
x(s) = y(s) para todo s € V.

Se utiliza [x]; para notar la clase de equivalencia de x segin ~; y G, para denotar a X/ ~;
(la fibra encima de t).

Evidentemente (Gy,d;) es un espacio métrico con la métrica dada por

dy ([]s, [y]e) = Hmsup d(x(s), y(s)), (2-18)

s—t

puesto que d; no es otra que la métrica discreta sobre G;.

Ademds, sit € Ty x,y € X, la funcién d: T — R definida por c?(t) = d; ([z]¢, [y]:) es
semicontinua superiormente.

Sea G la unién disjunta de los Gy cuando t recorre T, p : G — T la funcién dada por
plu) =tsiysolosiu e G,y X ={2:T — G| 2(t) = [z]s A\ € X}. Asi, ¥ es un conjunto
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de selecciones para p.

Sea también d* : G x G — [0, +o0] la funcién
dt(uv U)a 51 p(u) = p(’U) = t?

entonces d* es una métrica para p.

Ahora bien, si u € G entonces u € Gy para algin t € T y u = [z]; para algin z € X. Por
lo tanto si € > 0 existe x € X tal que u € 7 ().

Queda entonces probado que (G, p, T') es un campo de espacios métricos y que los e-tubos
son de la forma

6 = {f(T), si0<e<l,

(2-20)
G, sie>1.

Z(t) se conoce como el gérmen de x enty (G,p,T) como el haz de gérmenes de funciones

de X. OO

2.4. Campo de Espacios Métricos de las Funciones
Semicontinuas Superiormente

En esta seccion se presenta la construccién analitica de un campo de espacios métricos
para representar como secciones a las funciones semicontinuas superiormente definidas sobre
un espacio topolégico T

Dado t € T, la fibra encima de ¢ se define como el cociente del espacio X; de todas las
funciones x : T — R semicontinuas superiormente en el punto ¢ médulo una relacion de
equivalencia sobre X;. Esta relacién de equivalencia definida en el espacio X de las funcio-
nes semicontinuas superiormente en todo 7T, fue presentada y expresada en [43] mediante
funciones de Urysohn asociadas al filtro V(t) de vecindades de t, redefinida en términos de
la envolvente superior de la funcién distancia en X [22, 24], y puede ser expresada mediante
operaciones elementales que permiten utilizar las propiedades algebraicas de las funciones
semicontinuas superiormente cuando se reemplaza el espacio X por el espacio Xj.

Esta construccion nos permitire responder preguntas asociadas con propiedades topoldgi-
cas basicas como la completez de las fibras del campo construido a partir de las funciones
semicontinuas superiormente. Salvo para el Teorema de Representacion y el Teorema de
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Completez de las Fibras, las demostraciones se omiten sistematicamente y pueden ser con-
sultadas en la bibliografia sobre el tema [22, 24].

2.4.1. Preliminares

En lo que resta de la seccion 1" serd un espacio topoldgico, X el espacio métrico de todas
las funciones acotadas y semicontinuas superiormente de 7" en R con la métrica del supremo,
y, dado t € T fijo, X; serd el conjunto de todas las funciones de 7" en R acotadas y semicon-
tinuas superiormente en ¢ con la métrica del supremo.

Definicién 5. (Relacién puntual entre funciones (zR;y oz =, y)). Sit € Ty x,y € X,
se dice que “z estd relacionada con y en t” (x Ry o x =; y) si la envolvente superior! de |z —y|
es cero en t:

=y < limsup|z(s) —y(s)| =0« |z —y|(t) = 0. (2-21)

s—t

Es decir, x =; y si y sélo si para todo € > 0 existe una vecindad V' € V(t) tal que
|z(s) — y(s)| < € para todo s € V.

En [43] y [22] se demuestra que R; es una relacién de equivalencia y que puede ser formu-
lada en términos de la continuidad de x — y en el punto . Esta reformulacion de R; permite
ademéds demostrar directamente su compatibilidad con las operaciones en X; [22].

Proposicién 2. (R, y continuidad). Dadot € T yz, y € Xy, x =, y si y sdlo si la
funcién x —y es continua en el punto t y z(t) = y(t).

Proposicién 3. (R; es relaciéon de equivalencia (=;)). La relacion =, es una relacion
de equivalencia sobre X; para todot € T

El siguiente resultado muestra que la relacion de equivalencia definida respeta las opera-
ciones en X;.

Proposicién 4. (Compatibilidad de R; con las operaciones en X;). La relacion =,
es compatible con las operaciones en X; en el siguiente sentido:

1. Siz, y, u, v € X; son tales que x =, u y y =; v, entonces x +y =; u + .

'En general T denota la envolvente superior de la funcién x, que definida como Z(t) = limsup,_,, #(s) =
infy ey (r) Supsey o(s), resulta ser la menor funcién semicontinua superiormente que supera o iguala a la
funcién z.
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2. Six,u € Xy son tales que x =, u y f es una funcion continua no-negativa, entonces

fr=; fu.

Definicién 6. (E;: La fibra encima de t). Para todo ¢t € T' y para todo = € X, se define
[z]; como la clase de equivalencia de x médulo =, y E; = X;/ =, el espacio cociente X
modulo =, (la fibra encima de t).

Definicién 7. (Operaciones en E;). Dados z, y € X;, a > 0y f una funcién continua no
negativa se define:

L[zl + [yl = [z + yle.

2. alz]; = [ax).

3. flz]e = [fx]:.

Estas operaciones estan bien definidas gracias a la proposiciéon anterior.

Proposicién 5. Sit € T, [z|, € E; y f es una funcion continua no negativa, entonces

[fale = [f ()]s = f(1)[x]e-

Nota 1. (Ey, d;) es un espacio métrico con

dy ([x]t, [yle) = |z — yl(2). (2-22)

Note también que siempre que t € T'y z, y € X, la funciéon d: T —> R definida por
d(t) = d; ([z]s, [y]:) = | — y|(t) es semicontinua superiormente.

2.4.2. Construccidon

Definicién 8. En lo que resta de la seccion se escribira
(a) E = UteTEt para denotar la unién disjunta de los F; cuando ¢ recorre T
(b) p: E— T como la funcién dada por p(u) =t si y solo si u € E;.
(c) ¥={Z |z € X} donde T : T — F estd definida por Z(t) = [z];.

(d) d*: E x E — [0,400] la funcién

. v) = {m, si p(u) # p(v), (2:23)

dt(uv U)’ s1 p(u) = p(”) =t.
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Teorema 3. (Teorema de Representacién [22, 24]). (E,p,T) es un Campo de Espacios
Meétricos, X es un conjunto pleno de secciones globales para p, y una base para la topologia
de E estd constituida por los tubos de la forma T. (T [y) tales que T € X, ¢ >0 y V es un
abierto no vacio en T. Adicionalmente el morfismo de Gelfand ™ : X — ['(p), z +—— T, es
una isometria del espacio X de todas las funciones acotadas semicontinuas superiormente
en el conjunto de todas las secciones globales de (E,p,T), con las correspondientes métricas
del supremo.

Demostracion. Dado que p(u) # p(v) si y sélo si d*(u,v) = +o0 v dy = d* [g,xp,,

se sigue que d* es una métrica para p. Ademds, como para todo z € X se tiene que
p(Z(t)) = p([z],) = t, entonces ¥ es una familia de selecciones para p.

Por otra parte, si u € E y t € T son tales que u € E;, entonces existe x € X tal que
u = [z],. Por lo tanto, u € 7. (Z) para todo € > 0.

Sean 7,y € Xy A : T — [0,+00] definida por A(t) = d* (Z(t),y(t)). Puesto que
p(Z(t)) = p(y(t)) para todo t € T, resulta que A(t) # +oo. Ademas A(t) = d* (z(t),y(t)) =
d (Z(1),9(t)) = dy ([z], [y]e) = |z — y|(t), ¥ A es una funcién semicontinua superiormente.

Asi las cosas, el Teorema de Existencia garantiza que E puede ser dotado con una topo-
logia ¥ tal que

(a) La familia de subconjuntos de E de la forma 7. (Zg) es una base para ¥, donde € > 0,
() es abierto no vacio en T, T € ¥ y T es la restriccién de z a Q).

(b) Todo elemento T de ¥ es una seccidn.

(¢) (E,p,T) es un campo de espacios métricos.
Ahora bien, si z,y € X, entonces |x(t) — y(t)| < d(z,y) para todo t € T'y por lo tanto

supsey |2(s) —y(s)| < d(x,y) para toda vecindad V' de t. Asi las cosas, d; (Z(t),y(t)) =
|z = y|(t) = mfyveye supsey [2(s) — y(s)] < d(z,y). Luego

sup d; (2(1),y(1)) < d(z,y). (2-24)

teT

La otra desigualdad es inmediata puesto que

z(t) — y(O)] < |z — yl(t) = d¢ (T(¢), Y1) , (2-25)
para todo t € T'. [

Definicién 9. (Campo de Espacios Métricos de las Funciones Semicontinuas Su-
periormente [22, 24]). El campo de espacios métricos (F,p,T) construido en el teorema
anterior se conoce como Campo de Espacios Métricos de las Funciones Semicontinuas Supe-
riormente.
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2.4.3. Algunas Propiedades de (E,p,T)

Es posible demostrar que la imagen X , del espacio X de las funciones semicontinuas
superiormente bajo el morfismo de Gelfand, z — 7, es cerrada para la adicién y para la
multiplicacion por funciones no negativas, y que esta tltima propiedad puede ser extendida
a cualquier seccién global de (F,p,T'). Ademds, si T' es compacto y completamente regular,
toda seccion global es la imagen por el morfismo de Gelfand de alguna funciéon semicontinua
superiormente, acotada y definida sobre T' [22].

Por otra parte, las fibras E; del Campo de Espacios Métricos de las Funciones Semicon-
tinuas Superiormente (E,p,T') son espacios completos y arco conexos, y en general no son
espacios localmente compactos.

La imagen X, del espacio X de las funciones semicontinuas superiormente bajo el morfis-
mo de Gelfand, es cerrada para la adicién y la multiplicacién por funciones no negativas tal
como se enuncia en la siguiente proposicion. La demostracion se sigue de la definicién [22, 24].

Proposiciéon 6. (Compatibilidad [22, 24]) Sit € T, z, y € X, a > 0 y f continua
no-negativa, entonces:

L @+y) @)= (z+y)®)

2. az(t) = (ax)(t).

3. (fz) (t) = (f) (D).

El tercer numeral de esta proposicién se extiende a secciones arbitrarias en I'(p), en la
siguiente proposicion.

Proposiciéon 7. (Multiplicacién en I'(p) [22, 24]) Si f es una funcidn continua no-
negativa y o € I'(p) es una seccion global para p, entonces fo € I'(p) con (fo)(t) = f(t)o(t).

Teorema 4. (X vs. ['(p) [22, 24]). Si T es compacto y completamente regular (no ne-
cesariamente Hausdorff), entonces ¥ = I'(p). Es decir, toda seccion global del Campo de
FEspacios Métricos de las Funciones Semicontinuas Superiormente (E,p,T), es la imagen
por el morfismo de Gelfand de una funcion acotada y semicontinua superiormente definida
sobre todo T

La siguiente proposicién, demostrada en [22, 24|, juega un papel muy importante al
momento de establecer la completez de las fibras del Campo de Espacios Métricos de las
Funciones Semicontinuas Superiormente.



2.4 Campo de Espacios Métricos de las Funciones Semicontinuas Superiormente 19

Proposiciéon 8. [22, 24] Si T es completamente reqular, € > 0, [x];, [y|: € Ey son tales que
di ([x]s, [y]t) < €, entonces eziste v € X, representante de [y, tal que d(z,v) < e.

El siguiente teorema candidatiza a (F,p, T) para jugar el rol de objeto nimeros reales en
la categoria de los campos de espacios métricos:

Teorema 5. (Completez de las fibras [22, 24]). Si T es completamente reqular yt € T,
entonces (Ey, d;) es un espacio métrico completo.

Demostracidn. Sea ([x,],) una sucesién de Cauchy en E;. Entonces existe una subsucesion
([yn)) de ([2],) tal que

([ sl < o

para todo n € N.

1
Como d; ([11], , [y2],) < Y la proposicién anterior garantiza que existen representantes,

21,22 € Xy, de [y1], v [y2], respectivamente, tales que d (21, 22) < 3

Como d; ([y2],, [ys],) < entonces existen representantes, 25,25 € Xy, de [y2], ¥ [ys],

22’
. /Y 1 — / /

respectivamente, tales que d (2}, z3) < 5 Como 2 =; 2, entonces z5 = 23 + wy para alguna

funcion wsy continua en t y con wy(t) = 0. Asi las cosas, d (29, 23 — we) = d (29 + wa, 23) =

1
d (2}, 23) < 5 Témese z3 = 23 — wy y nétese que 23 € [ys),.

Continuando con el procedimiento, supongamos que se tienen zi,zs,...,z, € X;, re-

presentantes de [y1],, [y2], ..., [yn), Tespectivamente, tales que d (24, 2k11) < o bara k =

. g g 1
1,2,..,n — 1. Existen entonces 2, € [yn], ¥ 2nt1 € [Ynt1], tales que d (2], z,11) < o Como
zn = 2, entonces 2!, = z, + w, para alguna funcién w, continua en ¢y con w,(t) = 0. Asi,
“ v “ 1 / ~ 7/
d (Zn, Zne1 — Wy) = d (2 + Wn, 2n41) = d (2], 2n41) < o Témese 2,11 = 2,41 — W, y ndtese

que Zp11 € [Ynt1l,-

Asfi se tiene que si m > n entonces

-1 m—1

d(Zn, 2m) < Y d (2, 2k41) <
n k=n k=0

3

1
9k

=
I
2 -
[\
)
:l"
[~
)
Il
)
3
AN

Como X; es completo, existe z € X, tal que z, — 2z cuando n — 400, luego d (z,,z) — 0
cuando n — +o0.
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Como d; ([ynl,, [2]t) < d (20, 2), entonces [y,], = [2]; cuando n — +oo.
Luego (F,d;) es un espacio métrico completo. [

En lo que sigue se relacionan algunas propiedades del campo construido, todas presenta-
das en [22] y [24].

Nota 2. Sea K; = {[a]: | a € R} C E,, es el subconjunto de las clases de equivalencia de
las funciones constantes. Note que si x : T — R es una funcién continua en ¢, entonces
[z]: = [x(t)]: y por lo tanto [z]; € K}, es decir, K; coincide con el subconjunto de las clases de
equivalencia de las funciones continuas en ¢. Y, como la funciéon f : R — K; C E; definida
por f(a) = [a], es una isometria, entonces K; es un subespacio conexo de Ej.

Proposicién 9. (Conexidad de las fibras [22, 24]) Si el espacio base T del campo
(E,p,T) de las funciones semicontinuas superiormente es un espacio métrico, entonces la
fibra E; sobre el punto t es conexo para todo t en T'.

Nota 3. En general la fibra E; en el campo (E, p, T) no es un espacio localmente compacto.
Para ilustrar la situacién con un contraejemplo, témese T = [0,1] y ¢t = 0.

Es claro que si m € N entonces la sucesion (@my,),,cy, dada por
1 1 /1 1 1 2m—1
= — (== = , 2-26
¢ n+1+2m (n n—l—l) 2mn+2m(n+1) (2-26)

es una sucesion que tiende a cero cuando n tiende a infinito.

Para cada valor natural de m témese A,, = {am, | n € N}U{0} v x4, la funcién carac-
teristica de A,,.

Sean € > 0y V. = {[x]o € Ey | do ([0]o, [r]o) < €} un cerrado basico centrado en [0] en la

fibra Ej sobre el punto 0. Evidentemente Ex A € V. para cada m € N.
0

m

Note que si n # m entonces A, N A,, = {0}. Lo que implica que si n # m entonces

€ € € ) € .,

do ([—XAn] , [—XAW} > = —. Es decir, <[—XA7L} ) es una sucesién en V, que no posee
2 0 L2 0 2 2 0/neN

una subsucesion convergente, V. no es compacto para ningin valor de € y la fibra Fj sobre

el punto 0 no es un espacio localmente compacto.

Por otra parte, es posible dotar a F; de una estructura de orden parcial.
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Definicién 10. Sean [z], [y]; € E;. Si para todo € > 0 existe una vecindad V, € V(t) ta que
x(s) < y(s) + € para todo s € V; se dice que “[z]; es menor o igual que [y|;” v se escribe

(]t < [yle.
Proposicién 10. [24] (E;, <) es un conjunto parcialmente ordenado.

Esta relacion de orden, en general, no es un orden total [24], y la topologia del orden
sobre FE; es estrictamente mds fina que la topologia como espacio métrico [24].



3 Teoria de Efectividad Tipo 2

El Andlisis Computable conecta el analisis con la computabilidad combinando adecua-
damente los conceptos de aproximacién y computacion. Varios modelos no equivalentes de
computacién sobre niimeros reales han sido formulados para obtener una aproximacién rea-
lista al andlisis computable [36, 41, 31, 1, 4, 55]. El més aceptado, gracias a su flexibilidad y
expresividad, es la aproximacién por representaciones: Teorfa de Efectividad Tipo-2 (TTE!).
La idea central de TTE est4 inspirada en la definicion de operadores reales computables so-
bre w* formulada por Grzegorczyk en [27, 28]: una funcidn real es computable si y solo si
puede ser representada como un operador computable sobre una codificacion de los nimeros
reales.

Este capitulo presenta una introduccion a TTE, unificando definiciones y notaciones dis-
ponibles en la literatura. La referencia recomendada para una completa introduccion en este
tépico es [55]. Las demostraciones se omiten sistemdaticamente pero para cada una se incluye
la referencia de facil acceso donde puede ser consultada.

TTE aborda el estudio de la computabilidad sobre conjuntos no enumerables y su re-
corrido va desde el estudio del sistema de los niimeros reales a los espacios Euclidianos y
los espacios métricos [65, 9, 61, 55, 66, 8, 67]. Espacios més generales también han sido
estudiados bajo esta perspectiva: espacios Hausdorff localmente compactos [12], espacios no
metrizables [64], y espacios Ty segundo contables [45].

Segtin [12], las computaciones en TTE son adelantadas por méquinas de Turing con cintas
de entrada que solo pueden ser leidas secuencialmente y sin retroceso, cintas de salida que
solo pueden ser escritas secuencialmente y sin retroceso, y cintas auziliares que se utilizan
para realizar calculos.

A diferencia de la teoria cldsica de computabilidad, en donde las cadenas de entrada y
salida son elementos de ¥* (palabras finitas), las entradas y salidas de las maquinas en TTE
son elementos de X¢ (palabras infinitas). Esta construccién permite la representacién de ob-
jetos propios del andlisis real y la topologia, extendiendo la teoria de computabilidad clasica
de manera que sea posible trabajar con conjuntos cuya cardinalidad no supere la del continuo.

ITTE, del inglés, Type-2 Theory of Effectivity.



3.1 Preliminares

Este capitulo supone que el lector esta familiarizado con la teoria de efectividad clasica.
Algunas fuentes recomendadas para profundizar en este tema son, entre otras, [10, 40, 13,
44, 49, 53].

3.1. Preliminares

Segun [6] la idea central de la aproximacién por representaciones al anélisis computable
es asociar a los objetos de un conjunto infinito no enumerable (nimeros reales, funciones o
subconjutos de nimeros reales) una secuencia infinita de simbolos tomados de un alfabeto
¥ tal que {0,1} C X.

Dado un alfabeto finito ¥, ¥* es el conjunto de todas las secuencias finitas? sobre X, y
Y ={p|p:N— X} es el conjunto de todas las secuencias infinitas sobre 3 (palabras in-
finitas sobre ). En general, 3* denota [[_; £% para o = ayasy . ..a, € {*,w}", por ejemplo
Y= 3 x Xfy ¥ = ¥F x ¥* x ¥ Dados a € {x,w} y x € X% tanto x(i) como z;
denotan el i-ésimo sfimbolo de z, y tanto | ¢ como <! denotan el segmento inicial de x de
longitud 4, es decir, x | i = 2<" = x¢z; ... x;_;. De la misma manera, 2~ representa el sufijo
Tit1... de x, y por lo tanto z = z<tz;x”".

Six =wuwvw € ¥y q = uvp € X%, entonces se dice que u es un prefijo de x y ¢, y se
escribe u < x y u < g respectivamente; se dice que v es una subsecuencia de x y de q y se
escribe v <x v v < q respectivamente, y se dice que w es un sufijo de = y se escribe x > w. Si
A C ¥* es un subconjunto de ¥* tal que

(xe ANye ANz #y) = —(z <y), (3-1)

entonces se dice que A es libre de prefijos.

Con alguna frecuencia se utilizan las funciones ¢ : ¥* — ¥* y () : V1 xYox- - - XY}, — Yj,
donde Yy, ..., Y, € {¥*, 2}, definidas por?

t(ayas . ..a,) = 110a10a50. .. 0a, 011 (3-2)

=U,_ onde = , = ={zp|lzeXApe v A denota la palabra vacia.
Zyx o ¥* donde %0 A}, ot = pyn by 3"}y A denota 1 lab {
3En inglés las funciones ¢ y (-) se conocen como wrapping function y tupling function respectivamente.
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para todon € Ny ajas...a, € X"y

,xk> =(z1) ... t(zg) € TF,

8
—

= po(0) ... pe(0)po(1) ... pe(1) - - - € B, (3-3)

>
20, X1, ... ) = t(xo)t(xy) -+ € X,
P07P1,~-> /5] )

=
9
S

(
(
<p,
(
(
(

donde x, xg, 21, - € X*, p,po,p1,- - € 2 ei,j,k € Ncon k> 1.

Una represetacién de un conjunto X es una funcién sobreyectiva! § :C ¥¥ — X. Si
este es el caso, se dice que (X, ) es un espacio representado. Si se cuenta con dos espacios
representados es posible definir la nocién de funcién computable.

Segin [60], en TTE, la computabilidad de funciones f :C Y; x --- x Y, — Y con
Yo,. .., Y, € {¥* X¥} estd definida mediante maquinas de Turing de Tipo-2, que son maqui-
nas de Turing que cuentan con cintas de entrada y salida finitas o de una sola via. Una
vez definido el concepto de computabilidad, este puede ser transferido a conjuntos no enu-
merables mediante representaciones en que secuencias infinitas p € ¥ son utilizadas como
nombres.

Definicién 11. (Funcién Computable [6]). Sean (X, ) y (Y, d") dos espacios represen-
tados. Una funcién f :C X — Y es (6, 6)-computable, si existe alguna funcién computable
F:C¥¥ — 3¢ tal que &' F(p) = fd(p) para todo p € dom(f9).

Para completar esta defincién se dice que una funcién F :C ¢ — ¥¥ es computable si
existe una maquina de Turing que, computando infinitamente con la secuencia p escrita en
su cinta de entrada, escribe la secuencia F'(p) en su cinta de salida.

Con el animo de estudiar la relaciones topologicas, en TTE las topologias estandar utili-
zadas sobre ¥* y ¥ son 7, = 2%, la topologia discreta sobre X%, y 7o = {AX* | A C ¥*}, la
topologia de Cantor sobre 3. Como bases candnicas para 7, y 7¢ se utilizan {{w} | w € ¥*}
y {wX¥ | w € ¥*} respectivamente. La propiedad fundamental que tiene la nocién de conti-
nuidad expresada en términos de computabilidad inducida por 7, y 7¢ es que toda funcion
computable por una mdquina de Turing de tipo-2 es continua. Esta formulaciéon no es mas
que la forma topoldgica de expresion toda porcion finita de la salida de una funcion depende
unicamente de una porcion finita de la entrada.

4En general F':C A — B denota una funcién parcial de A en B.
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3.2. Sistemas de Nombres

En la version clasica, dado un alfabeto finito ¥, la computabilidad se define para funcio-
nes parciales f :C (X*)" — X*. Con el objetivo de introducir nociones de computabilidad
para funciones sobre otros conjuntos enumerables, las secuencias finitas o elementos de >*
(palabras) son utilizadas como nombres. En este caso una méquina que computa una fun-
cion, transforma nombres de la entrada en nombres de la salida: la interpretacion de las
palabras es proporcionada por el usuario y es responsabilidad de este. Ahora bien, dado que
el alfabeto X es finito entonces el conjunto ¥* de secuencias finitas es enumerable. Asi las
cosas, este método de asociar nombres finitos a los objetos no puede ser aplicado a funciones
sobre los niimeros reales o sobre cualquier otro conjunto no enumerable.

TTE se caracteriza por utilizar secuencias infinitas de simbolos como nombres de obje-
tos, e introduce una nocién de computabilidad en la que se transforman secuencias infinitas
en secuencias infinitas. Basta notar que X%, el conjunto de todas las secuencias infinitas de
simbolos, tiene la misma cardinalidad del continuo para inferir que »“ puede ser utilizado
como conjunto de nombres para los nimeros reales (o para cualquier otro conjunto con la
misma cardinalidad).

Definicién 12. (Notaciones y representaciones [55]).

1. Una notacion para un conjunto M es una funcién sobreyectiva v :C ¥* — M. Nétese
que M debe ser a lo sumo enumerable.

2. Una representacion para un conjunto M es una funciéon sobreyectiva § :C X% — M.
Notese que M debe tener, a lo mas, la cardinalidad del continuo.

3. Un sistema de nombres es una notacién o una representacion.

En general, se escribe v, para abreviar v(w) y J, para 6(p). Ademas, si v :C Y — M
es un sistema de nombres (con Y € {¥*, X%}, v € M), p € Y y 7y(p) = z, entonces se dice
que p es un y-nombre de x.

Ejemplo 4. Algunos ejemplos clasicos de notaciones y representaciones son:
1. Notacién binaria para N. Si ¥ = {0,1}, dom (vy) = {0} U 1{0,1}" vy vy (ak...ag) =
Z?:o a;2', donde ay, ..., a; € {0,1}, entonces vy :C ¥* — N es una notacién para N.
2. Notacién binaria para Z. Si ¥ = {0,1,—}, dom (vz) = {0} U1{0,1}" U—-1{0,1}" y
vn(w), si wy = 1,
va(w) = § —vn (W), siwy = —, (3-4)

vy (0), siw =0,
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entonces vz :C ¥* — 7Z es una notacion para Z.

Notacion binaria para Q. Si ¥ = {0,1,—,/} v vg :C £* — Q estd definida por
dom (vg) = {u/v | u € dom (vz) ANv € dom (vy) A vn(v) # 0},

vz (u)

7
m(v)
entonces vg es una notacion para Q. En general esta notacién es referida abreviando

v (u/v) =

vo(w) por .

Representacion por enumeracion. Si ¥ = {0,1} y En : ¥ — 2N est4 definida por
En(p) = {n € N|110""'11 ap},

entonces En es una representaciéon para el conjunto de partes de N, 2N,

Representacién por funcion caracteristica. Si¥ = {0,1} y C'f : 3¢ — 2N estd definida
por C'f(p) = {i|p(i) = 1}, entonces C'f es una representaciéon para el conjunto de
partes de N, 2V,

Para permitir la comparacion de sistemas de nombres se introduce el concepto de reduc-

cién o traduccidn:

Definicién 13. (Reduccién y equivalencia [55]). Dadas funciones arbitrarias v :C Y —
My~ :CY — M conY,Y' € {¥* 3¢} se define:

1

2.

f:CY — Y’ traduce o reduce vy a ' siy solo si v(y) = +'f(y) para todo y € dom(7).

v < v siy solo si alguna funciéon computable traduce v a 7'. En este caso se dice que
v es reducible a 7.

.y =+ siysolosiy <~ y9 <~. En este caso se dice que v y v son sistemas de

nombres equivalentes.

v <; 7' si y solo si alguna funcién continua traduce v a 7'. En este caso se dice que 7
es continuamente reducible a ~'.

v =y siysolosiy <;v v~ <;~v. En este caso se dice que v y 7/ son sistemas de
nombres t-equivalentes.

Definicién 14. (Efectividad inducida por sistemas de nombres [55, 26]). Sean v :C
Y — My v :C Yy — M, sistemas de nombres. Siz € M, X C M, f:CM — Myy
F :C M = M, °. Entonces:

°En general I :C A = B denota una funcién parcial multivaluada de A en B (una relacién).
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1. x es y-computable, si y solo si x = y(y) para algin elemento y computable en Y.

2. X es vy-abierto, siy solo si v71(X) es abierto en dom(7). El conjunto 7, de los subcon-
juntos y-abiertos de M es llamado la topologia final de v sobre M.

3. Una funcién g :C Y — Y es una (v,7)-realizacion de la funcién f, si y solo si
fov(y) =70 0g(y) para todo y € Y tal que f o~(y) existe.

4. La funcién f es (v, v0)-continua (-computable), si y solo si tiene una (7, y)-realizacién
continua (computable).

5. Una funcién g :C Y — Y{ es una (v, y)-realizacion de la funcién multivaluada F,
si y solo si v 0 g(y) € F({v(y)}) para todo y € Y tal que y(y) € dom(F). La
funcién multivaluada F es (v, 7o)-continua (-computable), si y solo si tiene una (v, yo)-
realizacién continua (computable).

6. Una funcion de eleccion para una funcién multivaluada F' es una funciéon h :C M —
M, tal que h(y) € F ({y}) para todo y € dom(F).

7. Dadas representaciones § :C X¥ — M y ¢’ :C X — M, se definen

(6,6 (p, ') = (8(p). 0" (p")) ,
SN (p,p)y=xsiysolosido(p)=0d0p)=u=xy

(6] (Pos p1, P2, - ) = 0(po) X 6(p1) X 0(p2) X -+ = (6(po), 0(p1), 6(p2), - - ) -

La topologia final 7, para una representacién 7 es la topologia més fina 7 sobre M que
hace de v :C ¥ — M una funcién (7¢, 7)-continua.

3.3. Espacios Topolégicos Computables
En esta seccién se definen los espacios T, computables y se presenta la representacién

estandar para puntos y para subconjuntos abiertos en un espacio topolégico computable.

Definicién 15. (Espacios topolégicos efectivos y espacios topolégicos computables
[55]).
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1. Un espacio topoldgico efectivo es una tripla X = (X, o,v) donde X es un conjunto no
vacio, o C 2% es una familia enumerable de subconjuntos de X tal que

{Aco|zeA}={Aco|yc A} =z =y, (3-5)

y v :C ¥* — 0 es una notacién para o. La topologia sobre X es la generada por o
como subbase y se denota por 7x.

2. Un espacio topologico computable es un espacio topolédgico efectivo tal que el problema
{(u,v) | u,v € dom(v) ANv(u) =rv(v)} (3-6)
es recursivamente enumerable.

3. Los elementos A € o son llamados propiedades atomicas. Six € X, A€oy x € A, se
dice que A es una propiedad atomica de x.

4. Nétese que (X, T¢) es un espacio Tp.

Como es natural, se requiere de una representacién estandar asociada a cada espacio
topoldgico:

Definicién 16. (Representacién estandar [55]). Sea X = (X, 0, v) un espacio topolégico
efectivo. Se define la representacion estandar dx :C X — X de X por

(p € dom (6x) N t(w) <p) = w € dom(v) (3-7)

x(p) =x<={Aco|zec A} ={v(w) | (w)ap} (3-8)
paratodow € X*, x € X y p € X¢.

Un dx-nombre para x € X es una lista de los v-nombres de todas las propiedades atomi-
cas, A € o, de x. Es decir, p es un dx-nombre de z, si p lista los v-nombres de todos los
conjuntos A € o tales que x € A.

Ejemplo 5. Los siguientes son ejemplos clasicos de espacios topoldgicos computables:

1. Sio={(a,b) CR |a,be QAa<b}, v es lanotacién para o con dominio dom(v) =
[{u,v) € T | w0 € dom(vg) A vg(u) < vo()} ¥ v((u,0)) = (vlu), v()) C R, en-
tonces X = (R, 0,7) es un espacio topoldgico computable. La topologia ¢ sobre R es
la topologia usual sobre R.
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2. X = (X¥,0,v) es un espacio topolégico computable con v(w) = w3¥. En este caso la
topologia 7x es la topologia de Cantor 7¢ sobre X%,

Sobre un espacio topolégico efectivo X = (X, 0, v), el conjunto o de propiedades atémi-
cas define un concepto de aproximacién sobre el conjunto X: un elemento x € X puede ser
aprorimado mediante una sucesion de sus propiedades atomicas. La siguiente proposicién,
demostrada en [55], presenta algunas propiedades topoldgicas de dx.

Proposicién 11. (Propiedades de dx [55]). Si X = (X, 0,v) es un espacio topoldgico
efectivo entonces:

1. &x es una representacion (1¢, Tx)-continua (V € mx = 63 (V) es abierto en dom (Jx)).
2. 0x es una representacion (1o, Tx)-abierta (V € 1o = 0x(V') € 7x).
3. Tx es la topologia final de 0.

4. Sean (X', 7") un espacio topolégico y H :C X — X' una funcidén tal que H o 0y :C
¥ — X' es (1¢,7")-continua. Entonces H es (1x,T')-continua.

Definicién 17. (Espacios Tj efectivos y computables [26]).

1. Un espacio Ty efectivo es una tupla X = (X, 7,5,v) tal que (X,7) es un espacio
topoldgico Ty segundo contable y v :C ¥* — [ es una notacion para la base § de
7 cuyo dominio es recursivo. Se supone que los abiertos basicos en [ son no vacios

(Uep=U#0D).

2. Un espacio Ty computable es un espacio Tj efectivo que tiene interseccién computable.
Es decir, un espacio Tj efectivo X = (X, 7, 3,v) es un espacio Ty computable si existe
una funcién computable h :C 3* x ¥* — ¥¢ tal que, para todo u,v € dom(v)

v(u)Nv(v) = U {v(w) | w € dom(v) A t(w) <h(u,v)}. (3-9)

En esta definicion, la existencia de la funcion h puede ser reemplazada por la existencia
de un conjunto recursivamente enumerable B C (dom(r))® tal que, para todo u,v €

dom(v)
v(u) Nw() = J{v(w) | (u,v,w) € B}. (3-10)
3. Por motivos técnicos se define

D,={qe ¥ | (w)aq= w € dom(v)}. (3-11)
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En el contexto de este trabajo, la nociéon de espacio topoldgico T computable es mas ttil
que la de espacio topoldgico computable. Las dos principales diferencias entre las definiciones
son:

= Mientras v es una notacién para una base [ de la topologia, v/ es una notacién para
una subbase 0. Evidentemente [ es también una subbase. Ademds, a partir de v/ es
posible obtener una notacién candnica para las intersecciones finitas de elementos de la
subbase, es decir, es posible obtener una notacién canénica para una base. Vale anotar
que en este caso las intersecciones vacias no pueden ser excluidas computacionalmente.

» En la definicién de espacio Ty efectivo se impone que dom(v) debe ser recursivo. Entre
tanto dom (') puede no ser recursivamente enumerable para un espacio topoldgico
efectivo y debe serlo para un espacio topolégico computable.

Sobre los espacios Tj efectivos se define una representacion estandar de la siguiente ma-
nera:

Definicién 18. (Representacién estdndar para X [26]). La representacion estindar
dx :C ¥¥ — X para X estd dada por: dom (0x) C D, y

dx(p) =2 <= {w e dom(v) |z € v(w)} ={w | (w) ap}. (3-12)
paratodox € X ype D,.

Asi, un dx-nombre para x € X es una lista de todas las palabras w tales que x € v(w).

Es claro que la topologia 7 en espacio topolégico (X, 7) puede ser generada por varias
bases y que distintas notaciones asociadas a estas bases pueden inducir diferentes nociones
de efectividad sobre el mismo espacio. Af las cosas es necesario contar con una herramienta
que permita comparar diversas nociones inducidas sobre (X, 7).

Definicién 19. (Espacios recursivamente relacionados [26]). Dos espacios T efectivos
X, = (X,71,01,11) y Xo = (X, T, B2, 112) estan recursivamente relacionados si y solo si existen
funciones computables ¢, ¢’ :C ¥* — ¥ tales que

vi(u) = U (w) y va(u) = U v (w). (3-13)
L(w)ag(u) L(w)<g’ (v)
Equivalentemente, X; y X, estan recursivamente relacionados si y solo si existen conjuntos
recursivamente enumerables C, C" C ¥* x X* tales que

nw) = | wwynv)= [J nw). (3-14)
(u,w)eC (v,w)eC!

Si 1 = vy entonces X; y X5 estan recursivamente relacionados.
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Dados dos espacios Ty efectivos X1 = (X, 7, 51,11) v Xo = (X, 7, B2, 12), una de las més
importantes relaciones entre dx, y dx, se presenta en [26], y establece tanto la relaciéon de
equivalencia continua sin restriccion alguna, como la de equivalencia si los espacios estan
recursivamente relacionados.

Proposicién 12. (dx es robusta [26]). Si X; = (X, 7,01,11) y X9 = (X, 7, 02,10) son
espacios Ty efectivos, entonces

1. (5%1 Et 5_‘{2 y
2. St X1 y Xy estdn recursivamente relacionados, entonces 0x, = 0x,.

Se introducen también las representaciones interior del conjunto 7 y exterior de 7¢ para
los conjuntos abiertos y cerrados respectivamente:

Definicién 20. (Representacién de conjuntos abiertos y cerrados [26]).

1. La representacidon interior® < :C ¥* — 7 se define con dom (<) = D, y

0~(p) = |J v(w). (3-15)

Yw)<p
2. La representacion exterior” 1> :C ¥ — 7¢ se define como

Y7 (p) = X\ 0=(p). (3-16)

La versién computable de “8 C 77 es v < 6<, puesto que la funcién h(v) = ¢(v)000. . .
traduce v a #<. Adicionalmente, espacios recursivamente relacionados inducen representa-
ciones de conjuntos equivalentes:

Proposicién 13. (< y ¢~ son robustas [26]). Si X, = (X, 7,81,11) y Xo = (X, T, 2, 112)
son espacios Ty efectivos entonces

L. 01<Et92< y¢1<5t¢2<;

2. Si X, y Xy estan recursivamente relacionados entonces 07 = 05 y 7 = b5 .

SEn [55], para subconjuntos de espacios Euclidianos, 6< se denota por 6.
"En [55], para subconjuntos de espacios Euclidianos, 1> se denota por P y en [8, 9], para espacios
métricos computables, 1~ se denota por dunion.
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La idea fundamental de estas representaciones es que dados un elemento x y un abierto
O, sea posible verificar si € O mediante una computacion finita sobre los nombres de = y
O. En otras palabras, se desea que la relaciéon € sea recursivamente enumerable: “z € O es
verdadero si y solo si este hecho puede ser verificado mediante una computacion finita”.

Adicionalmente, dx y #< son, salvo equivalencia, elementos maximales sobre las repre-
sentaciones para las que la relacion de pertenencia es abierta o recursivamente enumerable.
Esta propiedad también se presenta en [26] y puede ser enunciada de la siguiente manera:

Proposicién 14. (Propiedades de la relacién € [26]). Sea X = (X, 7, 5,v) un espacio
Ty efectivo. Si se definen

‘celU’={(z,U)e X xpB|xzeU} (3-17)

‘veO0”={(z,0) e X x7|2€0}, (3-18)
entonces, para toda representacion § :C X¥ — X y 6 :C XY — T,
1. 2 € U es (0,v)-abierto <= x € O es (9,0%)-abierto <= § <; dx.
2. zeUes(d,v)re < xe0es (6,0 re < §<oix.
3. z €0 es (0x,0)-abierto <= 0 <; 6~.
4. Para X computable, v € O es (0x,0)-r.e. <= 0 < 0~.

En las condiciones expuestas, la union finita o enumerable y la interseccion finita de
abiertos son operaciones computables.

Proposicién 15. (Uniones a lo méas enumerables e intersecciones finitas de abier-
tos son computables [26]). Si X = (X, 7, 5,v) un espacio Ty efectivo, entonces

1. La unidén enumerable sobre T es ([0<]", 6<)-computable, y
2. S1 X es computable, entonces la interseccion sobre T es (0<,0<,0<)-computable.

Asi, en lugar de listar todos los abiertos basicos que contienen a un elemento x, para
poder identificarlo basta con listar suficientes abiertos basicos.
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3.4. Admisibilidad

Una importante fuente de preguntas asociadas a las representaciones de un espacio dado
es la relacionada con las bondades que estas ofrecen en términos de la calidad de la compu-
tabilidad sobre el espacio representado. Para responder estas preguntas es necesario tener
presente las propiedades de las representaciones entendiendo que algunas de estas propieda-
des son de tipo topoldgico y otras son de tipo computable. Por ejemplo, la multiplicaciéon
sobre los nimeros reales no es computable con respecto a la representacién decimal usual
puesto que no existe una realizacién continua de la operacion con respecto a esta represen-
tacion.

Con respecto al parrafo anterior es necesario aclarar que una funcion f :C X; x -+ X
X — X1 es continuamente realizable con respecto a las representaciones 01, . . ., 0g, Opr1
si y solo si existe una funcién continua F :C (£¢)" — % tal que pyq (F (p1,...,pk)) =
f(61(p1),.--,0k (pr)). Dado que toda funcién computable es continua con respecto a la topo-
logia de Cantor sobre >“, entonces la realizacion computable implica la realizaciéon continua
y en este sentido una puede ser entendida como la generalizacion topoldgica de la otra.

De acuerdo con [46, 47|, es razonable exigir que las representaciones utilizadas garanti-
cen la realizacién continua de todas las funciones continuas. Esta propiedad se conoce como
admisibilidad de una representacion y es el objeto de esta seccion.

La siguiente definicién fue presentada en [55], estudiada a profundidad en muchos docu-
mentos posteriores, y materializa el requerimiento enunciado arriba en espacios T con base
enumerable.

Definicién 21. (Admisibilidad [55]). Una representacién § de un conjunto X es admisible
con respecto a una topologia 7 sobre X, si § es continua con respecto a 7y &' <; ¢ para toda
representacion ¢’ de X continua con respecto a 7.

Esta nocién fue extendida en [46] de manera que se elimina la restriccién Ty y base enu-
merable para el espacio topoldgico X:

Definicién 22. (Representaciones Admisibles [46]). Sea X = (X, 7y) un espacio to-
polégico y 0 :C ¥¥ — X una representacion para X.

1. § es una representacion admisible para X si y solo si d es continua, y toda funcién
continua ¢ :C ¥* — X es continuamente reducible a ¢. Evidentemente la continuidad
de 0 y ¢ esta referida a las topologias 7sw vy Ty respectivamente.
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2. Si 7 es una topologia sobre X, entonces ¢ es T-admisible o admisible con respecto a T
si y solo si 4 es una representaciéon admisible para el espacio topoldgico (X, 7).

La propiedad que tienen las representaciones admisibles de garantizar que toda funcién con-

tinua ¢ :C ¥ — X es continuamente reducible a ¢ es conocida como propiedad universal
de 6.

En [46] se establecen condiciones necesarias para que ¢ :C ¥ — X sea una representa-
cién admisible para X.

Definicién 23. (Pseudobases [46]). Sea X = (X, 7x) un espacio topolégico y B una familia
de subconjuntos de X. Se dice que B es una pseudobase para X siy solo si para todo abierto
U € 1x, todo x € U y toda sucesién (y,),, que converge a x, existe un elemento B € By un
ng € N tal que

{2} Ufyn [0 >} CBCU. (3-19)
Se dice que B es una pseudosubbase para X siy solo si la familia

B"={Byn---NBy | k€ NA{By,...,B.} C B} (3-20)
de todas las intersecciones finitas de elementos de B es una pseudobase para X.

Proposicién 16. (Admisibilidad implica pseudobase enumerable [46]). Si § :C
¥ — X es una representacion admisible para X = (X, x), entonces la familia

{6 (wx?) |w e X} (3-21)

es una pseudobase enumerable para X .

3.5. Separacion Computable

En esta seccion se presentan versiones computables de los axiomas de separacién Tj, T3
y T5. Otras nociones como la regularidad computable y la normalidad computable, tam-

bién son presentadas. Las principales fuentes, que permiten profundizar en este aspecto, son
[57, 58, 45, 26].

Definicién 24. (Axiomas clisicos de separacién). Un espacio topolégico cumple con el
axioma de separaciéon T; (con ¢ € {0,1,2}) y se dice que es un espacio Tj, si y solo si

To: Siz,y € X y x # y, entonces existe un abierto W € 7 tal que z € W Ay ¢ W o
rgWAhyeW.

Ve,ye X)(z#y= (AW en(zeWAnygW)V(xeWAyeW)))).
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Ty: Siz,y € X y x # y, entonces existe un abierto W € 7 tal que z € W Ay ¢ W.

Veye X)(z£y= (W er)(ze WAy¢W))).

Ty: Siz,y € X yv x # y, entonces existen abiertos disjuntos U,V € 7 tales que v € U y
yeV.

Ve,ye X)(z£y= (AU, Ver)(UNV=0AzeUAyeV))).

Definicién 25. (Axiomas de separaciéon computable [57]). Se definen las condiciones
de separacién computable C'T; (con i € {0,1,2}) de la siguiente manera

CTy: Existe una multifuncién ¢y que asigna a cada par de elementos (z,y) € X?, con z # v,
algun abierto U € ftalquex e UNy¢Uox ¢ UANy €U,y es (4,0, v)-computable.

CT,: Existe una multifuncién ¢; que asigna a cada par de elementos (z,y) € X?, con x # v,
algin abierto U € S tal que z € U Ay ¢ U, y es (9, d,v)-computable.

CTy: Existe una multifuncién ¢y que asigna a cada par de elementos (z,y) € X?, con = # v,
alguna pareja de abiertos (U, V) € B2 talque UNV =0, z e Uey € V,y que es
(0,0, [v, v])-computable.

Es evidente que CT; = T; para i € {0,1,2}.

Otras versiones de separacién computable pueden ser formuladas de las siguientes mane-

ras:
Definicién 26. (Otros axiomas de separacién computable [57]). Se definen

WCTy: Existe un conjunto recursivamente enumerable H C dom(v) x dom(v) tal que

Ve,y € X) (z #y = (3(u,v) € H) (x € v(u) Ny € v(v)))) (3-22)
y
v(u) Nv(v) =0
(V(uw,v) € H) S vV (Fz)v(u) = {z} C v(v) (3-23)
vV (Jy)v(v) = {y} C v(w).

SCTy: Existe una multifuncién ¢§ que asigna a cada par de elementos (z,y) € X?, con x # v,
alguna pareja (k,U) € N x (3 tal que

(k=1ANzeUnygU)V(k=2Nx¢UANyeclU). (3-24)
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Existe un conjunto recursivamente enumerable H C dom (vy) x dom(v) x dom(v) tal

CT¢:
que
(3-25)

Vz,y € X) (z £y = (B(w,u,v) € H) (x € v(u) ANy € v(v))))

— 9
(u) = {z} Cv(v) (3-26)
Jy) v(v) = {y}

NN

(V(w,u,v) € H) ¢ Vuy(w) =
v(u).

> >
W oW
=
X

Existe un conjunto recursivamente enumerable H C ¥* x ¥* tal que
(3-27)

CTy:
(Vo,y € X) (z #y = (B(u,v) € H) (z € v(u) Ay € v(v))))

y
v(u)Nv(v) =10 (3-28)

(Vlu,v) € H) {\/ (Fz)v(u) = {z} Cv(v).

CTy: Existe un conjunto recursivamente enumerable H C ¥* x ¥* tal que
(3-29)

(Vo,y € X) (z #y = (B(u,v) € H) (z € v(u) Ay € v(v))))

y
v(u)Nrv(v) =0 (3-30)

(Vi 0) € H) {v (32) v(u) = {2} = v(v).

SCT,: Existe un conjunto recursivamente enumerable H C >* x ¥* tal que
(3-31)

(Vz,y € X) (z #y = (B(u,v) € H) (z € v(u) Ny € v(v))))
(V(u,v) € H) (v(u) Nv(v) =0). (3-32)

Muchas otras variantes pueden ser formuladas utilizando las diversas representaciones
para los puntos, los abiertos y los cerrados de la topologia 7.

Como unico comentario a estas definiciones basta decir que, a diferencia del axioma CTy,

SCTy brinda informacion sobre la direccién de la separacion de la misma manera que CT}
(esta informacién adicional no es posible en WCTy). CT{, CT] y CTy son versiones de CTy,
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CTy y CT; referidas a los abiertos basicos mas que a los puntos.

El siguiente teorema, demostrado en [57], establece algunas de las relaciones existentes
entre los axiomas de separaciéon computable. Vale anotar que las implicaciones son propias:
los respectivos contraejemplos estan disponibles en la misma fuente.

Teorema 6. (Relaciones entre los axiomas de separacién computable [57]).
1. SCT, = CTy, = CTy — WCTy.
2. O <= CT) <= CT), — CT].
3. CTy <= SCT, — C1Tj.
Otros axiomas de separaciéon también son formulados en versiéon computable:

Definicién 27. (Espacios computablemente regulares [45, 26]). Sea X = (X, 7, 5,v)
un espacio Ty computable. Se dice que X es computablemente regular si existe una funcién
computable T3 :C ¥* — >, tal que

v e€dom(v) = rv(v) = U v(u) (3-33)

(u,v)edom(T3)

(u,v) € dom (T3) = v(u) C ¥~ (T3(u,v)) C v(v). (3-34)

Vale anotar que todo espacio computablemente regular es regular.

Definicién 28. (Espacios computablemente normales [45, 26]). Un espacio compu-
tablemente normal es un espacio T computable tal que la funcién multivaluada T, :C
7¢ X 7 = 7 X T, definida por

dom (Ty) = {(A,B) e 7 x 7| AN B =0},

(04,0B) € Ty(A,B) <= ACOANBCOpAN0OaNOg (3-35)

0,
es (¢~,1~,0<,0<)-computable.

Proposicién 17. (Regularidad computable implica normalidad computable [26]).
Todo espacio computablemente reqular es computablemente normal.
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3.6. Representaciones de los Numeros Reales

En la literatura las representaciones mas utilizadas para el conjunto de los niimeros reales
R son:

1. Sucesiones de Cauchy de nimeros racionales y convergencia rapida (representacion de
Cauchy).

2. Cortes de Dedekind.

3. Sucesiones de intervalos anidados con extremos racionales.
4. Expansiones decimales infinitas.

5. Expansiones binarias infinitas.

El conjunto de niimeros computables, o con nombres computables, es el mismo para es-
tas cinco representaciones, pero el conjunto de funciones computables solo coincide para la
representacién de Cauchy y la representacién por intervalos anidados con extremos racio-
nales. La efectividad inducida por la representacion por intervalos anidados con extremos
racionales se estudia detalladamente en [11].

Definicién 29. (Notacién estdndar para cubos racionales [55]). Sea n > 1.
1. Para (ai,...,a,) € R" se definen la norma
(a1, ... a,)|| = max {|ai|,...,|an|}

y la distancia
d(z,y) = ||z -yl

2. Sea Cb™ = {B(a,r)|a€ Q™ AreQAr >0} el conjunto de las bolas racionales
abiertas donde B(a,r) = {x € R" | d(z,a) < r}.

3. Se define la notacién I :C ¥* — Ob™ como
I"(t(v1) . .. t(vp)e(w)) = B((v1, ..., 0,),W).
4. I"(w) denota la clausura del cubo I"(w).

Segtin [55] las representaciones cldsicas para los niimeros reales que inducen los més im-
portantes conceptos de computabilidad son p, p- y p~.

Definicién 30. (p, p< y p> [55]). Se definen
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1. S = (R,CbM, 1Y),
2. S.=(R,0.,v.) donde v.(w) = (w, 00),
3. 55 =(R,0-,vs) donde v (w) = (—o0, W),
y sean p = ds_, p< = 0s_ Y p> = Os. .
Las respectivas topologias finales son [55]:
1. La topologia final para p es la topologia usual sobre R, 7.
2. La topologia final para p. es 7,_, la topologia generada por la base {(z,00) | z € R}.

3. La topologfa final para p- es 7,_, la topologia generada por la base {(—o0,z) | € R}.

De igual forma se introducen representaciones para R:
Definicién 31. (Representaciones de R [55]). Sobre R = R U {—00, 00} se definen

1. S. = (R,0.,v.) donde v (w) = (W, ).

2. Ss = (R, 0-,vs) donde vs (w) = [—o0, ).
3. 7= = ds...
4. 75 = bs..

3.7. Espacios Métricos Computables

Segun [29], las diferentes aproximaciones a una teoria de computabilidad sobre espacios
métricos pueden ser resumidas diciendo que se imponen condiciones de computabilidad sobre
la métrica con respecto a una enumeracién de un subconjunto denso del espacio métrico.
Asi las cosas, las nociones de computabilidad se pueden introducir inicamente para espacios
métricos separables.

Las referencias donde se introducen los conceptos basicos de una versiéon computable de
la teorfa de espacios métricos son [55, 5, 8, 29, 56].

En general, (M,d, «) es un espacio métrico computable si y solo si (M, d) es un espa-
cio métrico, @ : N — M es una funcién tal que a(N), el rango de «, es denso en M y
do(ax a):N? — R es una sucesién doble y computable.
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Definicién 32. (Espacios métricos computables® [55]). La cuddrupla (X,d,Q, ) es
un espacio métrico computable si 'y solo si

1. (X,d) es un espacio métrico.
2. a:C ¥*" — (@ es una notacion para algiin conjunto () C X denso en X.

3. Los siguientes conjuntos son recursivamente enumerables:
D = {(u,v,w) € (5°) | vo(w) > d(a(u), a(v)} v
D. = {(u,v,w) e (%) | vo(w) < d(a(u),a(v))}.

En otras palabras, se requiere que (X, d) sea un espacio métrico, y que a :C ¥* — Q)
sea una notacién de un subconjunto denso Q C X tal que la distancia sobre @ es («, «, p)-
computable y con dominio recursivo.

La representacién candnica de un espacio métrico computable es la representacion de
Cauchy definida por dx(p) = x si y solo si p = t(ug)t(u) ... es tal que (Vi)d(z, a(u;)) < 27
En particular, los elementos ¢ € @ son llamados dx-computables.

Ejemplo 6. (Espacios métricos computables). Los ejemplos clésicos de espacios métri-
cos computables son:

1. (R™, dgn, Q" vgn) donde dgn(z,y) = méax;—1, |2 — yi|-

2. (Q,dg,Q,vg) donde do(z,y) = max;—1,._n|z: — yi| es la restriccién de dgn a los racio-
nales.

3. (3%, dyw, X*0%, vse ) donde

2—m1’n{kEN‘pk¢Qk}’ cuando P 7£ q,

dse(p,q) = { (3-36)

0, cuando p = q.

4. (C0,1], dsup, Qpc, Vope ) donde Qpg es el conjunto de los poligonos racionales y vg,
es la notacién correspondiente.

En [45], para un espacio topoldgico computablemente regular, se construye una métrica
computable, pero esto no es suficiente para tener un espacio métrico computable puesto que
no se fabrican explicitamente los puntos computables, es decir, no se fabrican un subconjunto
denso enumerable y su correspondiende notacién. En [26] se presentan las condiciones para
que un espacio métrico (X, d) pueda ser isométricamente embebido en un espacio métrico
computable, es decir, estas son las referencias obligadas para discutir ampliamente el pro-
blema de la metrizaciéon computable.

8En algunos documentos los espacios métricos computables son llamados espacios métricos recursivos.
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3.8. Espacios Semi-recursivos Cuasi-métricos

Grosso modo, los espacios cuasi-métricos son espacios métricos sin simetria. En [7] se
desarrolla una versién recursiva de este tipo de estructura permitiendo examinar computabi-
lidad en el espacio de las funciones semicontinuas.

Definicién 33. (Espacios Cuasi-métricos [48]). (X, d) es un espacio cuasi-métrico si'y
solo si d: X x X — R es una funcién no negativa tal que

2. d(z,y) =d(y,x) =0= 2z =1,y
3. d(x,y) < d(z,z) +d(z,y)
para todo x,y,z € X.

Para cada espacio cuasi-métrico (X, d) es posible asociar los espacios conjugado (X , J)
y métrico (X, d,) mediante las funciones d : X x X — Ry d, : X x X — R que estén
definidas por d(z,y) = d(y, =) y du(z,y) = méx {d(z,y),d(z,y)}. [7]

Las topologias inducidas sobre X son respectivamente:
1. La Topologia inferior 7. con abiertos basicos de la forma
B (z,e) ={y € X | d(x,y) < €}.
Se escribe X_ para denotar el espacio X dotado de la topologia 7.
2. La Topologia superior 7 con abiertos basicos de la forma
Bs(z,e) ={y € X |d(y,z) < €}.
Se escribe X para denotar el espacio X dotado de la topologia 7.

En general, B (z,¢) = {y € X | di (z,y) < €} denota la bola abierta, centrada en x y de
radio €, con respecto a la métrica d,. La relacion entre las tres topologias se exhibe por las

B< (I, 6) = U B (ya €— d(l’, y)) ) (3_37)
yEB<(w,€)
y
Bo(x,0)= |J Bly.e—dyuz). (3-38)

yEB> (I,E)
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Cada espacio cuasi-métrico tiene asociado un orden parcial C definido por
rCy<=d(z,y) =0.

En esta situacién inf y sup denotan el infimo y el supremo del orden parcial (X, C) respec-
tivamente.

Definicién 34. (Espacios Cuasi-métricos Generados [7]). (X,Y,d) es un Espacio
Cuasi-métrico Generado Superiormente si (X, d) es un espacio cuasi-métrico, ¥ C X, y
cada elemento x € X es el infimo de una sucesion de elementos de Y. Es decir, (X,Y,d) es
un espacio cuasi-métrico generado si y solo si (X, d) es un espacio cuasi-métrico, Y C X y

.C YN {
Inf:.CY" — X, ($n>neN'_>71£gxn

es una funcion sobreyectiva.

Definicién 35. (Representacién de Dedekind [7]). Sea (X, Y, d) un espacio cuasi-métri-
co generado superiormente tal que (Y, d,, «) es un espacio métrico separable con representa-
cién de Cauchy dy. La Representacion Superior de Dedekind se define como dx. = InfodyF.
Anélogamente se define la Representacion Inferior de Dedekind como dx_ = Sup o 63°.

Ejemplo 7. El espacio (R,R,d) con d(x,y) = x—y es un espacio cuasi-métrico generado
tanto superior como inferiormente. El orden inducido por d es el orden usual <, y la métrica d,
es la distancia euclidiana usual. Ademas las representaciones dg_ y dg. son representaciones
admisibles para R. y R respectivamente y coinciden con las representaciones p. y p.

Definicién 36. (Espacios Recursivos y Semi-recursivos Cuasi-métricos [7]). Se dice
que (X,Y,d, ) es un espacio semi-recursivo cuasi-métrico si

1. (X,Y,d) es un espacio cuasi-métrico generado superiormente con representacién supe-
rior de Dedekind dx. .

2. (Y, ity vy s &) es un espacio métrico computable con representacion de Cauchy dy-.

3. d; : X xY — Ry es ([0x.,dy], 0r. )-computable.

XxXY

4. 6 < 0x. para cada representacién ¢ de X tal que d; es ([0, dy], Or. )-computable.

XXY

Se dice que (X, Y, d, ) es un espacio recursivo cuasi-métrico si (X,Y,d, ) y (X, Y, d, a) son
espacios semi-recursivos cuasi-métricos.



4 Computabilidad sobre Campos de
Espacios Métricos

En este capitulo se formulan nociones de computabilidad sobre Campos de Espacios
Meétricos. Mas especificamente, en la primera seccién se demuestra que todo espacio to-
polégico computable X = (X, 0,v) induce de manera natural la existencia de un campo de
espacios métricos que fibra el dominio de la representacion dx; en la segunda seccién se pre-
sentan los Campos de FEspacios Métricos Computables, esto es, campos de espacios métricos
donde las fibras son espacios métricos computables. En la tercera secciéon se estudian los
efectos de imponer condiciones de computabilidad en el espacio base de un campo de espa-
cios métricos; y en la cuarta y ultima seccién se establecen condiciones suficientes para que
el espacio fibrado G en el campo de espacios métricos (G, p, X) tenga estructura de espacio
topoldgico computable.

La siguiente es una modificacién menor al Teorema de Fxistencia de Campos de Espa-
cios Métricos demostrado en [16] y que establece condiciones para la existencia de campos
de espacios métricos. La versién presentada permite su utilizacion para inducir nociones de
computabilidad en el fibrado puesto que se refiere a una base 7 para la topologia en Ty
utiliza inicamente e-tubos con radios de la forma 27".

Teorema 7. (Existencia de Campos de Espacios Métricos). Sean T un espacio to-
poldgico, Pr una base para la topologia en T, G un conjunto, p : G — T una funcion
sobreyectiva, d una métrica para p, y I' una coleccion de selecciones locales para p. Suponga-
se que

1. Dados uw € G y € > 0 existen una seleccion local v € T' y un nimero natural n de
manera que 27" < € yu € Ta-n (7).

2. Para todo par de selecciones y,( € I' la funcion @ = dom (y)Ndom (¢) — R definida
por O (t) = d(y(t),((t)) es semicontinua superiormente.

Entonces G puede ser dotado de una topologia € de manera que

1. La familia B = {T3- (70) | n e NAy €T AQ Cdom (y) ANQ € Br} es una base para
L. yg denota la restriccion de «y al abierto @Q, v [o.
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2. Siv el entoncesy es una seccion.

3. (G,p,T) es un campo de espacios métricos.
Demostracion.

1. Sean Ty-n1 (vg) ¥ Ta-ns (Cr) dos elementos de By u € Ty-ny (7g) N Ta-ns (Cr). Como
u € To-m (7Q) ¥ u € To-nz (Cr) entonces d (u,y (p(w))) < 27" y d(u,( (p(u))) <27

Sean € = tmin {27™ — d (u,7 (p(u))), 27" — d (u, ¢ (p(u)))}, £ € 'y n € N son tales

que 27" < ey u € To-n (£). Se tiene entonces que d (u,&(p(u))) < e.

Ademas,
d (u,v(p(w))) 14 (u,y(p(u))) + 1d (u, v (p(w)))

IA

S (1,1 (p(w))) + 127,
y por lo tanto
d(§(p(w)), v(p(u))) < d (§(p(w)), u) + d (u,v(p(u)))
< ¢+ d (u,y(p(u)))
< @ =) + dd(

Sean 1
o1 = B (27" +d (u,(p(w)))) ,
A={seT[d(&(s),7(s)) <},
b= 5 (27 + d (u, C(p(w)
y

B={seT][d(&(s),((s)) <da}.

Entonces p(u) € AN B, y, dado que ®¢, y $¢ son semicontinuas superiormente, A
y B son abiertos en T'. Asi las cosas, S = QN RNANB es un abierto en T" con p(u) € S.

Es claro que, como p(u) € S'y d (u,&(p(u))) < 27" < ¢, entonces u € To-n ({s). Ahora,
siv € Tp-n (£5) entonces

A0 E(p)) < 27" < e < 5 (27— d(wA(p(w)

d (v,7(p(v))) d (v,&(p(v))) + d (E(p(v)), Y(p(v)))
3 (27 —d(u,y(p(w))) + &

y como p(v) € S entonces d ({(p(v)),v(p(v))) < ;. Luego
<
<
- 9-m1
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Es decir, To-» (£s) € To-n (7). Andlogamente se tiene que To-n (§s) C Ty-n2 (Cr)-

Ahora, como p(u) € S existe S € pr tal que p(u) € §" C S. Luego

u € Ton (§s) C Ta-ni (Y0) N Ta—n2 (Cr) -

. Sea 7 € T". La primera hip6tesis permite tomar una abierto basico en G, 7. (Cr), tal

que v(t) € Te(Cr) y t € v (T (Cr))-

Entonces d (v(t),¢ (p (v(t)))) = d(v(£),{(t)) < €, y, como ®,, es semicontinua supe-
riormente, entonces existe una vecindad V' de ¢ tal que d(7(s),((s)) < € para todo
s€V,esdecirt € VCy ' (T (Cr)) y v (Tc (Cr)) es abierto en T'.

. Para tener que (G,p,T) es un campo de espacios métricos se debe demostrar que los
e-tubos T¢ (o), donde € > 0 y ¢ es una seccién local arbitraria para p (no necesaria-
mente en I') son abiertos. Es decir, si u € 7 (o) entonces existen 6 > 0, « € I''y Q)
abierto en 7" tales que u € 75 (ag) C 7. (0).

Como u € Tc(0), d(u,o(p(u))) < €y por lo tanto

1

d(w,0(p(w))) < S, o(p(u))) + e

Sean § = 1 (¢ — d(u,o(p(u)))) y @ € T tal que u € T5(c) entonces

d(w,a(p(w)) < 6 = 7 (¢ — d(u, o(p(u)

y por lo tanto

d(a(p(w)),o(p(w))) < d(a(p(w)), u) + d(u, o (p(w)))
1 3 1

(e = dlu,o(p(w)) + S, o(p(w) + 76

<
4

5 e+ dlu o(p(w))).

Luego p(u) € o~ (T,(a)) con p = 3 (d(u,o(p(w))) +¢) y o (T,(a)) = Q es abierto
en 7" dada la continuidad de o.
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Para concluir que u € 75 (ag) C Tc(0), nétese primero que, como d(u, a(p(u))) < 9,
u € Ts (ag). Siv € T (ag) entonces p(v) € @, d(v,a(p(v))) < d, y por lo tanto

A0 (p(0)), o (p(v)) < 5(dlw, o(p(w))) + o)

asf que d(v,0(p(v))) < 26 + 2(d(u,0(p(u))) +€) —d=€—6 <eyve T (o).

Ahora bien, la funcién p : G — T es continua. En efecto, si U es un abierto en G
y u € p~1(U) entonces, dado que € > 0, existe una seleccién local a para p, tal que
u € T:(a), y como p(u) € U entonces u € T, (ayr) C p~*(U), es decir que p~*(U) es un
abierto en G.

4.1. Espacios Topolégicos Computables como Campos de
Espacios Métricos

En esta seccion se demuestra que todo espacio topoldgico computable induce de manera
natural la existencia de un campo de espacios métricos. Mas especificamente, se demuestra
que si X = (X, 0,v) es un espacio topolégico computable, entonces (dom (dx) , dx, X) es un
campo de espacios métricos.

Se supone entonces que X = (X, 0,v) es un espacio topoldgico computable y que dx :C
N“ — X es la representacién estdndar definida sobre X por?

(p € dom (6x) Nw € p) = w € dom (v), ¥
(4-1)
x(p)=x<={Aco|xec A} ={v(w)|wep}

para todo w € N, x € X y p € N¥. Es decir, p es un dx-nombre para un elemento x € X, si
p es una lista de los v-nombres de todas las propiedades atomicas, A € o, de x. Esto es, de
todos los A € o tales que x € A.

Para todo t € X, se define la fibra encima de t como el conjunto (53}1 (t) € N“, esto es,
6" (t) es el conjunto de todos los dx-nombres para t. Note que 8" (t) # 0, que si t # x
entonces 05" (t) N ;" (z) = 0, y que, en general, 63" (t) es un conjunto infinito.

1Si w € Ny p € N, se escribird w € p para denotar que w ocurre en p. Es decir, w € p <=
(3 € N) (px = w).
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Por otra parte, sea dy» la métrica sobre N* definida por

0, cuando p = q,

dye (p,q) = { (4-2)

27", cuandop# gy n=min{k € N|py # q}.

Noétese que para todo par de secuencias p,q € N, 0 < dyw (p,q) < 1.

Definicién 37. Sea
F=J & @) (4-3)

rzeX

la unién de las fibras 83" (7). Es decir F = 63" [X].

Sea d : F x F —» [0,400] la funcién definida por

[+, cuando 0x (p) # 0x (q) ,

(4-4)
dye (p,q), cuando 0% (p) = 6z (q) -

Claramente, para todo x € X, d es una métrica para dx y (5;1 (x) ,dx) es un espacio métrico
donde d, = d | 57 (@) x5 (x) © la restriccion de d a la fibra encima de .

En la actualidad, uno de los objetos de estudio en teoria de la informacion esta relacio-
nado con la similitud entre elementos de un conjunto dado. Una de las aproximaciones més
aceptadas a este respecto es la conocida como distancia de la informacion [3], una métrica
que acota inferiormente toda métrica efectiva: distancia de Hamming, distancia Euclidiana,
distancia de edicién, distancia de Lempel-Ziv, etc. Esta métrica universal [35, 3, 33, 52| se
define como la longitud del programa binario mds corto que se requiere para transformar
un objeto en otro. Segun [34] esta distancia puede ser interpretada como proporcional a la
minima cantidad de energia para hacer la transformacién (ganancia o pérdida de genes en
una especie dada, por ejemplo).

Asi las cosas, tiene sentido estudiar la posibilidad de obtener un dx-nombre para un
elemento y € X a partir de un dy-nombre para un elemento x € X. Esta posibilidad es cap-
turada por la siguiente familia de funciones que ademas resulta tener propiedades suficientes
para estructurar a F C N“.

Definicién 38. Sean x € X y p € dom (0x) tales que dx (p) = x. Para cada n € N se define
la funcién 7, :C X — F por

dom (ypn) = NiZo ¥ (Pi) ¥
(4-5)
Yo (¥) =U<:>U:m1'n{u | u=" = p=" A Oy (u) :y}.
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En esta definicién se entiende que N“ estd ordenado lexicograficamente, es decir que

P <iex (= (pF# qAm=min{k | pp # @} NPm < m) -

Ademés la definicién de 7, (y) implica que (3 (4))=" = p=" ¥ 7pn () (1) < pu(y)(i + 1)
para todo ntimero natural i > n. Es decir, (y,,(y))”" es creciente.

Nota 4. Dado que si 7,, (y) = v entonces dx (v) = y, se tiene que dx (Ypn (y)) = y para todo
y € dom (7y,,) y por lo tanto todas las funciones de la forma +,, son selecciones locales para

Ox.

Adicionalmente, si v € dom (Jx) entonces existe y € X tal que dx (v) = y. Por lo tanto,
para todo € > 0 existe n € N tal que v € T¢ (Yun)-

Definicién 39. Si z,y € X y p,q € dom (dx) son tales que 6x (p) = vy ox(q) = vy, y
n,m € N, se define la funcién ®,, 4 :C X — RT por

dom (Pp gm) = dom (Ypn) Ndom (Ygm) , ¥
(4-6)

Dpngm (1) = d (Ypn (1), Ygm (1)) -

Teorema 8. Six,y € X, yp,q € dom (dx) son tales que 0x (p) =z ydx(¢) =y, yn,m € N,
entonces la funcion ®p, ,m es semicontinua superiormente.

-1

omqm ([—00, @)) es abierto en X.

Demostracion. Sea a € R. Se demostrara que ®

La afirmacion es trivialmente valida en los casos en que a < 0y 1 < a. Mas precisamente,
si a < 0 entonces @, ([—00,a)) = {t | di (Vpn(t), Ygm(t)) <a} =0, y si 1 < a entonces
O gm ([—00,a)) = {t [ di (Ypn (), Yam (1)) < a} = dom (Ppn gm)-

Supéngase que 0 < a < 1. Sea r € N tal que 27" < a < 27" es decir r = — |log, a|. Se
tiene entonces que

©p gm ([00, )

pn,gm

(I);nl,qm ([_007 2_T])

- (4-7)
{t 1 di (pn (), Ygm (1)) <277}

{1 (n(®)™" = (3m()~"} -
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Se estudiaran, de manera independiente, los casos p =q y p # q.

Ahora bien, en general, para todo i, j € Ny s € N¥, se denotard por A (s, 1, 7) al conjunto
de las secuencias infinitas en N¥ que coinciden con s en su prefijo de longitud ¢ y que son
crecientes del j-ésimo elemento en adelante. Esto es

A(s,i,5) = {b|be N Ab~" = 5" A b7 es creciente} . (4-8)

1. Caso p = q.
Si p = ¢ entonces CIDIjnl’qm([—oo,Q*T]) = {t | (Yo (1))~ = (wpm(t))q}. Para ver que
mgm ([—00,277]) es abierto se procederd mediante un analisis exhaustivo de los casos
segun la relacién de orden entre 7, n y m. No se pierde generalidad al suponer que

n < m puesto que los roles son simétricos y si n = m entonces @, ! = ([—00,27"]) =

dom (®pp,.gm) puesto que @y, 4 = 0.

a) Casor <n+1.

En este caso (,an@g))“ =Do...Prog = (fypm(t))q para todo t € dom (Ppp, gm ). Es
decir, ! ([—00,27"]) = dom (Ppn.gm)-

pn,gm

b) Cason+1<r<m+ 1
En estas condiciones
(Vpn(t))ﬁn =DPo---PnSnt+1---Sr—1,

donde los valores s,,11,...,s,_1 dependen de ¢, mientras que

('7qm(t))<r =Po---Pr-1-

Por lo tanto, (ypn(t))~" = (1pm(t))~" implica que ppi1...Pr_1 = Spt1-- - Sp_1. Asf
las cosas, si p,11...pr_1 €s creciente entonces

r—1
D0 m ([—00,277]) = dom (Ppngm) N U ( ﬂ V(bi)> ,
beA(p,m+1,r) \i=n+1

¥ sl Pns1...Pp—1 1O es creciente entonces @, ([—00,277]) = 0.

c) Casom+1<r.

En estas condiciones (7,,(t))~" v (74m(t))~" tienen respectivamente las formas

Yo () = Do PnSnst -+ Sm- - Sr1,
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donde los valores s, 11,...,8m,...,S-—1 dependen de ¢, y

(qu(t))q =Do---PnPn+1-- 'pm52n+1 e s'T_l7

donde los valores s;,_ 1, ..., s,_; dependen de ¢ y, en general, son diferentes a los va-

<r <r . .
= (Ypm (t))~" implica que Spt1 ... Sy ... Spmg =
Pntl - PmSpiq - - - Sy Asi las cosas, si ppi1...pp €s creciente entonces

b1 ([00,27]) = dom (@pam) 1 (h u(ba),

beA(p,m+1,n) \i=n+1

lores Sy41, - - -, Sp—1. Por lo tanto, (7, (1))

: -1 -]} —
y en caso contrario ® ' ([-00,27"]) = 0.

2. Caso p #q.

Sea k = min {i | p; # ¢;}, es decir, k es tal que dy (p, q¢) = 27, o dicho de otra manera
k = —log, dn-(p, q)-

-1
pn,gm
de los casos segun la relaciéon de orden entre k, r, n y m.

Para ver que @ ([—00,27"]) es abierto se procederd mediante un anélisis exhaustivo

a) Sin=m:

Sik<n+1yr>kentonces, para todo t € dom (P, 4m)

(’Ylm(t))Q“ (k) =Pk F G = (’qu(t))<r (k>

y por lo tanto @1 ([—00,27"]) = 0.

pn,gm

Sir <k <n+ 1 entonces,

(’an (t))<r =p~=q"" = (W/qm (t))<T

para todo t € dom (P 4m) v por lo tanto @1 ([—00,27"]) = dom (Ppn gm)-

pn,gm

Si n+ 1 < k entonces, @1 ([—00,27"]) = dom (Ppngm) Puesto que 7y, (t) =

pn,gm

Yqm (t) para todo t € dom (P, gim)-
b) Sin # m, sin pérdida de generalidad, se supondrd que n < m:
1) Sik<n+1:
Si r < k entonces (ypn ()~ = p=" = ¢ = (Ygm (t))~" para todo t €
dom (@, 4m) vy por lo tanto @1 ([—00,27"]) = dom (P gm)-

pn,gm

Si r > k entonces (Ypn (1))~ (k) = px # qx = (Ygm (t))~" (k) para todo
t € dom (®p, 4m) vy por lo tanto @1 ([—o0

pn,gm
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2)

Sik=n+1:
Sir <k =mn+1 entonces (Yp, (1)~ = p=" = ¢~ = (Y4m (1)) para todo
t € dom (Ppngm) y por lo tanto @1 ([—00,27"]) = dom (Ppngm)-

Sin+1=%k<r < m+1, entonces (Yp, ()~ = Do -PuSk---Sr_1 ¥
(Vgm ()" =po...PnGk- . qr—1. Por lo tanto, si gy ...q._, es creciente enton-
ces

q)pnlqm ([_OO’ 2_T]) = dom (Ppngm) N U (h v (bz)> 5

be A(p,r.k)
¥ si gk ... gr—1 N0 es creciente entonces @, ([—00,27"]) = 0.

Sin+1=k<m+1<r, entonces

(Yo (1))~ = D0 - - DSk - - - SmSmst - - - Sr_1

(Yam (0))™" =Do - - Pullc - - - GmSpyr - - 1

De esta manera, si g ... ¢, es creciente entonces

0.1 ([00.27]) = dom (@pam) 1 (h , <bl->) |

be A(g,m+1,k)

y @, o ([—00,277]) = 0 en caso contrario.

Sik>n+1:

Sir <n+1<kentonces (Yp, (1)~ = p=" = ¢~ = (Y4m (1)) para todo
t € dom (Ppngm) y por lo tanto @1 ([—00,27"]) = dom (Ppngm)-

Sin+l<r<k<m+lon+1<r<m+1 <k entonces (fypn(t))qz
Do PuSnst-Sr 1Y (Ygm () = ¢=" = p<". Asi,

r—1
Bt ([00,277]) = dom (Bpn) 0 (ﬂ u<bi>)
beA(g,r,n+1) \i=n+1

SI Ppt1--.Pr—1 €S creciente, y (IDIm gm ([700,277]) = () en caso contrario.

Sin+1 <k <r < m+ 1 entonces (Y, (N = Do...PuSng1-- Sp—1 ¥

(Vgm (N =qo. . @uGns1 - Gr—1 = q¢". Asi, i guq1...q_1 s creciente en-
tonces

(I)pnlqm ([_OO’ 2_7“}) = dom (Ppp,gm) N U ( h v (bz)> )

beA(q,r,n+1) \i=n+l
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-1 —r\ .
Y @0 gm ([=00,277]) = 0 en caso contrario.

Sim + 1 < r, entonces

(,ypn (t))<r =DPo-- -ann_H |

(Ygm (1) =q.. S - St

En todos los posibles casos, si ¢,11-..¢n €s creciente entonces

b1 ([o0.27]) = dom (Bpg) | (m , <bi>) |

beA(g,m—1,n+1) \i=k

Y ot ([-00,277]) = 0 Si gny1 - . - g 1O es creciente.

-1

omqm ([—00,a)) es un abierto en X y por lo

En resumen, en todos los posibles casos, ®
tanto ®,, 4, es semicontinua superiormente.

O

A la luz de este resultado, una aplicacion directa del Teorema de Existencia de Campos
de Espacios Métricos permite la demostracion del siguiente

Teorema 9. Sean X = (X,0,v) es un espacio topoldgico computable, 6x :C ¥¥ — X
la representacion estindar para X, F = 63" [X] = dom (0x), T = {vpn | p € F An € N},
d:F xF —[0,400] la funcién definida por d(p,q) = +0o0 si dx (p) # dx (q) y d(p,q) =
dne (p, q) si0x (p) = 0x (q). Entonces dom (0x) puede ser dotado de una topologia Ty tal que

1. (dom (%) ,dx, X) es un campo de espacios métricos.
2. T' es una familia plena de secciones para Ox.

3. La familia de e-tubos de la forma T¢ (vpn) €s una base para la topologia Tx sobre F.
Esto es, B = {Tc(pn) | € > 0Ap € dom (0x) An € N} es una base para la topologia
Tx.

Proposicion 18. En el contexto del teorema previo, Tx es una topologia mds fina que Tnw.

Demostracion. Sean n € N, p € dom (0x) y V =N_gv (p;). Sik <ny q=Tor (Ypn [v)
entonces ¢<F = p<F y ¢ € p~"N¥. Por lo tanto Ty« (Ypn [v) C p=FN¥.
0
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4.2. Campos de Espacios Métricos Computables

En esta seccion se introduce el concepto de Campo de Espacios Métricos Computables. El
término se utilizara para referir los Campos de Espacios Métricos cuyas fibras son espacios
métricos computables. Vale anotar que no se imponen condiciones de computabilidad sobre
el espacio base o sobre el espacio fibrado.

En lo que resta de este capitulo, y a menos que se especifique lo contrario, ¥ es un alfa-
beto finito que contiene los simbolos 0 y 1.

Definicién 40. (Campos de Espacios Métricos Computables). Si G y T son espacios
topoldgicos, p : G — T es una funcién sobreyectiva y continua, y d es una métrica para p,
se dice que la tripleta (G, p,T) es un Campo de Espacios Métricos Computables si

(CEMC1) Dados u € G y € > 0 existe una seleccién local a para p de manera que u € Tc(a).

(CEMC2) La familia {7:(«)}, con € > 0 y « seleccién local para p, es una base para la topologia
de G.

(CEMC3) Paratodot € T, existen Q; y v; tales que &; = (G4, d [g,xa,, Qs v¢), donde Gy = p~*(t)
y di =d [g,xa,, €S un espacio métrico computable. Es decir, para todo ¢t € T, existen
un subconjunto denso enumerable (); de GGy, y una notacion v, :C ¥* — @)y, tales que
la distancia d; sobre @y es (v, 14, p)-computable y v tiene dominio recursivo.

Las dos primeras condiciones de la definicién anterior hacen de (G,p,T) un campo de
espacios métricos, y la tercera condicién obliga a todas las fibras a ser espacios métricos
computables. Asi las cosas, para verificar las condiciones CEMC1 y CEMC2 es posible utili-
zar el Teorema de Existencia de Campos de Espacios Métricos en cualquiera de sus versiones.

Ejemplo 8. (Campo de espacios métricos computables de las funciones continuas
de un espacio topolégico 7' en un espacio métrico computable ¢ = (E,d,Q,v)).
Sean T un espacio topoldgico (no necesariamente computable), & = (F,d, @, v) un espacio
métrico computable?, G = T x E dotado de la topologia producto, y, p : G — T la
proyeccién sobre el primer factor p(t,y) = mi(t,y) =t. Sea d : G x G — [0, o], la métrica
para p, definida por

00, cuando t # t/, (19)
d(y,y"), cuandot =1

o((t,y), (', y') = {

2Esto es, (E,d) es un espacio métrico, Q es un subconjunto enumerable y denso en E, v :C ¥* — Q es
una notacién para ) con dominio recursivo y d es computable sobre Q.
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Nétese que, para cada t € T, la segunda proyeccion my : G — FE| restringida a G; =
p~(t) = {t} x E es una isometria. Esto es,

o ((t,y), (ty)) =d(y,y) =d(m(t,y),m (t,y)).

Por otra parte, es posible establecer una biyeccién entre el conjunto de las funciones
continuas de T en E y el conjunto de las secciones globales para p. En efecto, si a es una
seccion global para p, entonces f, = my o« : T' —> E es una funcién continua determina-
da de manera unica. Reciprocamente, si f es una funcién continua de 7" en E, la funcién
af: T — G =T x E, definida por ay(t) = (¢, f(t)), es una seccién para p. Evidentemente
el resultado puede ser extendido a secciones locales: las secciones locales estan determinadas
por las funciones, con valores en F, definidas sobre subconjuntos abiertos de T'.

Es claro que si u = (to,y0) € G y € > 0, basta tomar la funcién constante f(t) = yo, para
tener que la seleccién oy es tal que u € 7¢ (af) puesto que u = ay (p(u)).

Ademas, si a y 3 son selecciones locales para p, entonces existen funciones continuas f y
g que las determinan de forma tnica. Esto implica que la funcién

Dap(t) = 0 (alt), (1)) = d(f(1), 9(t)) (4-10)

es continua y por lo tanto semicontinua superiormente.
Las dos ultimas afirmaciones garantizan que (G, p,T') es un campo de espacios métricos.

Ahora bien, sean t € T, Gy = p~(t) = {t} x E y d; = § |g,xc,- Basta tomar Q; =
{t} xQ C G,y v :CX* — @y definida por

vi(w) = (t,y) <= v(w) =y (4-11)

y notar que d; es (v, v, p)-computable puesto que € es un espacio métrico computable, para
tener que &, = (G4, dy, Qy, 1¢) es un espacio métrico computable.

Asi las cosas (G, p,T) es un campo de espacios métricos computables, el Campo de espa-
cios métricos computables de las funciones continuas del espacio topologico T en el espacio
métrico computable €.

Ejemplo 9. (Haz de gérmenes de los poligonos racionales sobre un intervalo re-
cursivo). Sean T' = [c, d] un intervalo recursivo. f : T'— R es un poligono racional f sobre
T, si f es una funcion continua en 7" tal que existen ntimeros racionales aqg, by, . . ., ag, by con
ag,...,ap €T, a0 < a1 < ...<ag, a9 <c,d<apy

(bi — bi—1)

f(iL‘) = bifl + (.T — ai,1> (ai — aiil)

(4-12)
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para todo = € [a;_1,a;]. Sean Qpg(r) el conjunto de todos los poligonos racionales sobre
T,y VQpg una notacion estandar para Qpg(r). Sean d la métrica discreta sobre R y

d: Qpa(ry X Qpery — R la métrica del supremo definida por d(f,g) = sup,er d (f(t), g(t)).

Para cada t € T', se define la relacion ~; sobre Qpg(7y como

f ~ g <= limsupd(f(s),g(s)) = 0. (4-13)
s—t
Es decir, f ~; g siy sélo si existe una vecindad V' € V(t) tal que f(s) = g(s) para todo
s € V. Nétese que la relacion asi definida es una relacion de equivalencia sobre Qpg(r), ¥
que ~; es decidible efectivamente.

Maés especificamente, si t € T' y si f y g son poligonos racionales que tienen asociados
los niimeros racionales ag, bo, . . ., ag, bx v ag, by, - . ., a.., b, repectivamente, para decidir efec-
tivamente si f ~; ¢ basta con determinar 0 < i < ky 0 < j < r tales que t € [a;_1,a;] ¥
t e [a;._l, a;]. Se presentan entonces, sin pérdida de generalidad, solo tres casos y todos son
decidibles efectivamente:

1. Sia;1 < a}fl < a;- < a,; entonces
frrge=f(di) =g(aj) =b Af(a)) =g(a)) = (4-14)
2. Sia;1 < a;;l <a; < a; entonces

fr~yge=f (a;_l) =g (a;_l) =0 A= f(a;) = g(a). (4-15)

/

3. Sia;q1<a; = a;

a) Sij#1,

frige=[ (04'72) =49 (a}z) = bgez Abigr = f(aiy1) = g(aip1) . (4-16)

_y < dj entonces

b) Sij =1, entonces = (f ~; g).

En lo que resta de este ejemplo G; denota el cociente Qpg(ry/ ~¢ v, para cada [ € Qpg(r),
[f], denota la clase de equivalencia de f médulo ~.

Sean v; :C X* — (G; la notacion definida por

V@PG(T)(w) == Vt(w> = [f]w

y d; la métrica discreta sobre Gj:

di ([f1;1g],) = limsup d (f(s), g(s))

s—t
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Asi las cosas, para cada t € T, como la relacion ~; puede ser decidida efectivamente
entonces d; es computable sobre G; y &, = (G, d;, Gy, ;) es un espacio métrico computable.

Sean G = UteTGt, la unién disjunta de los G; cuando t recorre a T, p : G — T la
funcién definida por p(u) =tsiysélosiu € Gy, y I' = {f | f e QPG(T)} donde f: T — G
y ]E(t) = [.ﬂt

En este marco de referencia la funcién d* : G x G — [0, +00], definida por

(. v) = {007 si p(u) # p(v),
dy(u,v), sip(u) =pv) =t

es una métrica para p.

Ademais, si u € G, entonces existen t € T'y f € Qpg(r) tales que u = [f],, y por lo tanto,
para todo € > 0, u € T, (f)

El Teorema de Existencia de Campos de Espacios Métricos garantiza que (G,p,T) es
un campo de espacios métricos, puesto que si (f, g) € Qpery X Qpger) entonces la funcién
Py T — R tal que Opy(t) = d; ([f],, [g],) es semicontinua superiormente.

En resumen, (G,p,T) es un campo de espacios métricos computable. Este campo de
espacios métricos computables se conoce como el haz de gérmenes de los poligonos racionales
sobre un intervalo recursivo T'.

Para tener presente la importancia del ejemplo anterior basta recordar que en [60] se
propone una representacion para el espacio de las funciones semicontinuas superiormente
inspirada en los teoremas de Weierstrass y Baire, en donde p es un nombre para una funcién
semicontinua superiormente f, si p codifica una sucesion decreciente de poligonos racionales
que converge puntualmente a f. Més formalmente, si USC(T') es el conjunto de todas las
funciones semicontinuas superiormente definidas sobre el intervalo T, una representacién
natural para USC(T') esta dada por

0>(p) = f<==p=1(p)t(p)... (4-17)

donde {Vng(T> (pz)} es una sucesién decreciente de poligonos racionales que converge
i€N

puntualmente a f, en otras palabras, tal que Infien Yg,g(r, (pi) (z) = f(x) para todo x € T.
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4.3. Campos de Espacios Métricos con Base Computable

En esta seccién se exploran algunos efectos de imponer condiciones de computabilidad
sobre el espacio base X de un campo de espacios métricos (G, p, X).

En adelante se supondrd, a menos que se indique lo contrario, que X = (X, 7, 5,v) es un
espacio Tj computable.

Definicién 41. (Representaciéon de Cauchy para G segin I'). Si X = (X, 7, 5,v) es un
espacio Ty computable, G tiene cardinalidad no superior a la del continuo, p : G — X es
una funcion sobreyectiva, d es una métrica para p, I' es una familia enumerable de selecciones
locales para p tal que dados u € Gy n € Nexiste « € ' con u € Ty-n (@), y vp :C X" — T’
es una notacién para I', entonces se define dr¢, la representacion de Cauchy para G segun
I', como dre(g) = u si y solo si existen a € dom (0x) y 2o, 21, - - € dom (vr), tales que

w g=(a,t(z0)t(z1)...),
= dx(a) = p(u), y
» d(u,vr(z,) (p(u))) < 27" para todo n € N.

Es decir, ¢ es un dpc-nombre para u si ¢ = (a,b), donde a indica la fibra Gs,(q) en que
se encuentra u (a es un dx-nombre para p(u)), y b es una lista ordenada de vr-nombres para
selecciones ¢, (Gn := vr (2,)) en I tales que la sucesion {(,(p(u))},cy converge rapidamente
a uen Gp(u) = G(;x(a).

T P

plu)
| X
I (ag)

v(ay)
v (as)
— v (ay)



o8

4 Computabilidad sobre Campos de Espacios Métricos

Definicién 42. (Representacién Fuerte de Cauchy para G segin ). Si X = (X, 7, 5, v)
es un espacio Ty computable, GG tiene cardinalidad no superior a la del continuo, p : G — X
es una funcién sobreyectiva, d es una métrica para p, I' es una familia enumerable de se-
lecciones locales para p tal que dados u € G y n € N existe « € ' con u € Ty-n (),
y vp :C€ ¥* — I' es una notaciéon para I', entonces se define 07, la representacion
fuerte de Cauchy para G segin I' como 0f-(q) = u si y solo si existen a € dom (dx) y
20,21, + - € dom (vr), tales que

w g =(a,t(2)t(z1)...),

= a=t(a)t(ar)... ydx(a) = p(u),

si k € N es par, entonces v (a;) € dom (vr (zx)) v v (agy2) C v (ag),

si k < i entonces d (vr (z) (p(w)), vr (%) (p(w))) <27y

U= h’m;Hoo vr (Zk) (p(u))

Noétese que, en las condiciones expuestas, p es una funcién (dr¢, dx)-computable puesto

que p = m o drc.

En lo que sigue se supondra que G, p, d, I' y vr satisfacen las condiciones impuestas en
la definicién de dr¢.

El siguiente teorema establece que, si d es una métrica (dr¢, orc, p)-computable para p,
entonces todas las fibras del campo de espacios métricos (G,p, X) son espacios métricos
computables.

Teorema 10. Sean z € X y G, = p~'(z). Sid es (drc, drc, p)-computable, entonces existen
dy, Qup y vy tales que B, = (G, dy, Qr, Vi) €s un espacio métrico computable.

Demostracion. Sean Q, = {y(x) | € dom(y) Ay € T} y dp = d |, xa, la restriccién de
da Q. %xQ,. Evidentemente (G, d,) es un espacio métrico puesto que d es una métrica para p.

Adicionalmente @, es enumerable dado que I' es enumerable.

Para verificar que (), es denso en (G, basta demostrar que si u € G,, n € N, y
B, (%mu) = {v |ve Gy Nd, (u,v) < 2%} es el disco abierto de radio 2% y centro en u,
entonces Q, N B, (57,u) # 0. En efecto, sea ¢ € T tal que d(u,((p(u))) < 5. Como
dy (u,¢(z)) = d(u,((z)) = d(u,{(p(u))) < 5=, entonces ((z) € Q, N B, (5, u). De donde

(), es denso en G,.
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Ahora, sea v, :C ¥* — G, la funcién definida por
v:(q) = u <= vr(q)(x) = u.

v, es una notacién para (), puesto que vr es una notacion para I' y un vp-nombre para 7y es
un v,-nombre para y(x).

Para verificar que d, es (v, v, p)-computable sobre @), supéngase que g es una dx-nombre
para x y que My es la maquina de Turing de tipo 2 que computa la funcién d sobre G (esta
méquina existe porque d es (dr¢, Orc, p)-computable). Dados g1, ¢s € dom (v,). sean

@ ={ge(q)e(a). )

B =(q,t(g)t(q)...).
Claramente v, (q1) = 0 (q1) v vz (¢2) = 0 (q2), y por lo tanto d, (q1,q2) = d(q1, ¢2). Asi las
cosas, como ¢; y @2 se pueden obtener efectivamente a partir de ¢; y g2 pues la funcién de
emparejamiento (-) es computable, entonces d es (v, vz, p)-computable.

Por lo tanto, &, = (G, d;, Q., V;) es un espacio métrico computable.
O

El teorema anterior puede ser parafraseado de la siguiente manera:

Teorema 11. Si d es (drc, orc, p)-computable entonces (G,p, X) es un campo de espacios
métricos computables.

Ahora bien, bajo los supuestos de esta seccién, la primera condicién de la definicién de
campos de espacios métricos computables es computable. Esta afirmacion se refleja en el
siguiente teorema.

Teorema 12. Si vy es una notacion estandar para N, entonces existe una funcion (drc, vn, vr)-
computable que, dados u € G yn € N, encuentra una seleccion v € ' tal que u € To-n (7).

Demostracion. Sea SEL :C ¥* x ¥* — ¥* definida por
dom(SEL) = dom (0r¢) x dom (vy), v

(4-18)
orc(q) € Ty-wn (SEL(q,1)).

La funcién SEL es (drc, vy, vr)-computable puesto que tanto (-) como sus proyecciones
son computables, y SEL(q,7) es la vy(r)-ésima proyeccién calculada en la segunda pro-
yeccién de q. Mas especificamente, si drc(q) = u, entonces ¢ = (a,b) con dx(a) = p(u) y
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b=1(z0)t(z1) ... t(z) ...,y SEL(q,7) = Zuy(r) = %n-

Es claro que SEL(q,r) = z, cumple las condiciones requeridas

d (érc(q), vr(SEL(q,7)) (p (9rc(q)))) = d(dre(q), vr(SEL(g, 7)) (0x (m1(q)
d (érc(q), vr(SEL(q, 7)) (6x(a))
(51“0((])77/1“ (Tun(r) (m2(q))) (x(a
d (6rc(q), vr (T (b)) (0x(a))
d (orc(q), vr (2 )) (6x(a)))
= d (u,vr (2n) (p(u)))

< 27

~—

)
)

~—

\_/

~—

(4-19)

El siguiente teorema establece condiciones bastante generales bajo las cuales G, en el
campo de espacios métricos (G, p, X), es un espacio Ty efectivo. Puede ser entendido como
una versién del Teorema de Existencia de Campos de Espacios Métricos.

Teorema 13. (Teorema de Existencia de Campos T, Efectivos de Espacios Métri-

cos). St X = (X, 1,8,v) es un espacio Ty efectivo, G un conjunto no vacio, p : G — X

una funcion sobreyectiva, d una métrica para p, I' una coleccion enumerable de selecciones

locales para p, vr :C X* — " una notacion para I' con dominio recursivamente enumerable,
tales que

1.

2.

Dados u € G yn € N, existe una seleccion local v € ' tal que u € Ta-n (7).

Para todo par de selecciones v, ¢ € I' la funcion ®.¢ : dom(y) Ndom(¢) — R, definida
por . (t) = d(v(t),((t)), es semicontinua superiormente.

Entonces G puede ser dotado de una topologia 7 de manera que

1.

La familia S = {T2-» (7g)} donde n recorre los numeros naturales, v recorre ' y
Q recorre los abiertos bdsicos que estdn contenidos en dom(y), es una base para T¢.
Y9 =7 [g denota la restriccion de v al abierto Q).

Sty €' entonces vy es seccion.
(G,p, X) es un campo de espacios métricos.

Eziste una notacion vg :C X* —> Bg con dominio recursivamente enumerable de
manera que & = (G, 1g, Ba, va) es un espacio Ty efectivo.

La proyeccion p es (0g, 0x )-computable.
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Demostracion. El teorema de existencia de campos de espacios métricos garantiza que
GG puede ser dotado de una topologia 74 tal que Bg es una base para la topologia, que los
elementos de T" son secciones para p, y que (G, p, X) es un campo de espacios métricos.

Ahora bien, sea vy :C X* — N una notacion estandar para N y sea v la funcién definida
de la siguiente manera:

p € dom (vg) <= (3r, 2, 8) ((r, z,8) € dom (vy) X dom (vr) X dom(v) Ap = (r,z,s))

va(p) = Ta—n (7Q) = p = (r,2,5) Avn(r) =n Avp(z) =7 Av(s) = Q.

~ B
va ((r, 2, 8)) ST
- ]
- " I
i -
1 ,P-""'! - G
—_—— -
|
[
T 7
rr(z)
k)
X

Solo falta verificar que la proyeccién p es (dg,0x)-computable. En efecto, sean ¢ €
dom (0g) vy u € G tales que 0g(q) = u. En tales condiciones ¢ es una lista de todos los
tubos en torno a secciones en I', que contienen a u y cuyo radio es de la forma 2%”
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\
|
| N e

visy)
v (s2)
— v (s3)

Se debe construir efectivamente un dx-nombre para p(u), es decir, una lista con todos los
abiertos béasicos en Sx que contienen a p(u).

Noétese que si g € dom (vg) v t(qx) < q, entonces g, = (I'g, 2k, Sk), Sk € dom(v) y v(sg) es
un abierto basico en X que contiene a p(u). Es decir, una maquina que consume ¢ mientras
toma la tercera proyeccion sy, en cada una de las subcadenas gy, tales que ¢ (gx)<q, y escribe en
la salida ¢ (s), es una méquina que calcula un dx-nombre para p(u) a partir de un dg-nombre
para u.

O

En adelante se supondra que valen las hipdtesis del teorema anterior: X = (X, 7, 3,v) es
un espacio Ty efectivo, G un conjunto no vacio, p : G — X una funcién sobreyectiva, d una
métrica para p, [' una colecciéon enumerable de selecciones locales para p, vp :C ¥X* — T’
una notacion para I' con dominio recursivamente enumerable, tales que

1. Dados u € G y n € N, existe una seleccién local v € T' tal que u € To-n (7).

2. Para todo par de selecciones 7, ¢ € I' la funcién @, : dom (y)Ndom ({) — R. definida
por ®,.(t) = d(v(t),((t)), es semicontinua superiormente.

Teorema 14. ig < orc.

Demostracion. Sean q € dom (dg) v u € G tales que dg(q) = u. Como p es (¢, dx)-
computable, solo hace falta construir efectivamente una sucesion {(,}, oy de elementos en
I tales dyw) (u, Ga(p(u))) < 5=. Nétese que, si d es (drc, drc, p)-computable y © = p(u),
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entonces la sucesion requerida constituye un dg, -nombre para u como elemento del espacio
métrico computable &, = (G, d;, Qu, Vs)-

Para cada nimero n € N basta hacer un recorrido sobre los gy = (rg, 2k, Sg) tales que
t (qx) < q. El recorrido serd interrumpido cuando se encuentre que vy (ry) = n, en tal caso
t (z1) se escribe en la salida.

El drc-nombre para u es (a,b), donde a es el dx-nombre para p(u) fabricado por la
méquina del teorema anterior (la proyeccién p es (g, dx)-computable), v b= ¢ (29) ¢ (21) .. .
codifica, mediante el clculo descrito, una sucesién {(,}, oy con ¢, = vr (2,). En el caso en
que d es (dr¢, drc, p)-computable y x = p(u), b es un dg,-nombre para u.

g

Y

La funcién traductora F' es computable puesto que los célculos de a, by (a,b) pueden ser

adelantados en paralelo.
OJ

Teorema 15. dr¢ es admisible.

Demostracion. Se debe verificar que dr¢ no es ambigua (estd bien definida), que es so-
breyectiva, continua y universal®.

1. 0pc no es ambigua. A tal efecto, sean u,v € Gy q = (a,b) € 3¥ tales que u # v y

drc(q) = u. En estas condiciones se presentan dos casos:

Si p(u) # p(v) entonces existe s € dom (v) tal que v (s) contiene a p(u) o a p(v) pero
no a los dos. Se supondrd, sin pérdida de generalidad, que p(u) € v (s). Como ¢ (s) <a

3Una representacién § es universal o tiene la propiedad universal si toda funcién ¢ :C ¢ — G es
continuamente reducible a 0.
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y a = m (q), entonces a no es un dx-nombre para p(v) y por lo tanto g no puede ser
un drg-nombre para v.

Si p(u) = p(v) entonces 0 < d(u,v) < co. Sea n € N tal que 27" < 3d (u,v). Como
drc(q) = uy b= 1(z)et(z1)... son tales que d(u,vr (z,) (p(u))) < 27", entonces
d (v, vr (z,) (p(v))) > 27" y por lo tanto ¢ no puede ser un dpe-nombre para v.

. Orc es sobreyectiva. En efecto, si u € G existe a € dom (0x) tal que dx(a) = p(u).

Ademés, si n € N entonces existe ¢, € I" tal que d(u,(, (p(u))) < 27". Basta tomar
b=1(20)t(z1)... de manera que z, € dom (vr)y vr (2,) = (,, para tener que ¢ = (a, b)
es un dro-nombre para u.

. 0rc es continua. Sea A un abierto bésico en G. Esto es A = T5-x (( [v) para algin

neN, (el'yV e Asilas cosas, existe (1, z,s) € dom (vy) x dom (vr) x dom (v)
tal que A = vg ((r, 2, 8)) = Ty-mn (10(2) lu(s)), es decir, tal que vy(r) = n, vr(2) =,
yv(s)=V.

Se demostrard que 654 (A) es abierto en X
Sea q = {a,b) € 6p&(A) cona =t (ag)t(ar)... yb=1(2)t(z1)-...

Sean ko € N tal que ko > vn(r) v

Lt (2i . d(épc(q),C(5ae(@)))) |

k1 > ko tal que v (ag,) Ndom ({) NV #£ 0, y ke > ky tal que

(o) € {0 € X 14600 a2 (00) < s |

Nétese que k; existe porque dx(a) € dom((), y ko existe porque (IDVF( (s4y) 5 semi-
0

Z)vl’l"
continua superiormente.

Sea B = (t(ag) ...t (ary),t(20)...t(2ry)) X Ndom (drc). Se debe verificar que B C
6r&(A) para tener que dp i (A) contiene una vecindad de q.

Sea ¢’ = (a/,0') € Bcond =1v(ap)e(ay)... ybO' =uv(z)e(2))....
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Si dx(a) = dx(a’) entonces drc(q') € A pues

d (0re(d), ¢ (0x(d))) < d(Srald), vr (21,) (@) + d (vr (21,) (), € (6x(a)))
< d(0rc(q),vr (Zkz)(a))+d(VF(Zk2)(a)a5FC(Q))
+d (6rc(q), € (6x(a))) (4-20)
< L& —dGro(q), ¢ (8x(a)))) + d (5re(q), ¢ (3x(a)))
< 27"

Si dx(a) # dx(a’) entonces orc(q’) € A pues 0x (a') € v (ag,) Ndom ({) NV y por lo
tanto d (orc(q'), ¢ (6x(a'))) < 5.

Ast B C 6p4(A), 6:4(A) es abierto, y dre es continua.

4. drc es universal. Supéngase que ¢ :C X* — G es una funcién continua, que 7ng :
N — B es una enumeracion de la base g, y que nx : N — [ es una enumeracién
de la base 3. Se debe encontrar H continua tal que ¢ = dr¢c o H.

0

Sean q € dom (¢), u = ¢(q), y V un abierto en G que contiene a u.

Notese que la continuidad de ¢ y de p implican que

lim ¢ (¢~"%") = {6(q)}

m—00

lim p (¢ (¢~"%")) = {p(6(q))} -

m—r0o0
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Por lo tanto, para todo k € N, existen ny, ji, € Ny (75, 2, Sj,) € dom (vn)xdom (vr) x
dom (v), tales que

o(q) € o (¢="X%) S e (jr) €V

con 1 (Jx) = v ((Tjis 2 Six)) ¥ ¥ () > K.
Nétese que d (u, vr (2;,) (p(w))) < 27%.

De la misma forma, para todo k € N, existen my, i € Ny a;, € dom(v) tales que
p(¢(q)) € p(¢ (=™ X)) € nx (ix) S p(V).

Sean H, :C ¥¥ — ¥¥ y H, :C ¥ — X%, con dom (H,) = dom (H,) = dom(o),
definidas por
Ho(q) = o () (0n)

Hi(q) = v (zj5) L (20) - - -

Sea K € N. Sean Mg = max{mq,...,mg} y Nx = max{nyg,...,ng}. Claramente
el prefijo ¢ (a;,) ¢ (a;,) ...t (a;, ) de H, ( ) depende tinicamente del prefijo ¢<™% de ¢,
y el prefijo ¢ (2;,) ¢ (25,) - .. ¢ (2, ) de Hy(q) depende tinicamente del prefijo ¢<*% de q.
Luego H, y Hp son continuas.

Sea H :C ¥ — ¥ definida por dom(H) = dom(¢), y H(q) = (H.(q), Hy(q)).
H(q) es un dpc-nombre para ¢(q), ¢(q) = orc(H(q)), y H es continua pues el pre-
fijo (v (aiy) t(ay) .. t(aiy),t(zj)t(2) - t(2)) de H(q) solo depende del prefijo
q<méx{MK,NK} de q.

Por lo tanto dr¢ es admisible.

OJ

4.4. Campos Computables de Espacios Métricos

En esta seccién se entenderd que un campo de espacios métricos (G, p, X) es un campo
computable de espacios métricos si el espacio fibrado G es un espacio topologico computable.
A tal efecto se estudian las condiciones suficientes para que el espacio fibrado tenga estruc-
tura de espacio topolégico computable.
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En [37] y [38] se demuestra que si (G, p, X ) es un campo de espcios métricos, entonces X
es un espacio T si y solo si G es un espacio Ty. Al adaptar uno de los resultados presentados
en [46] donde se establece que es posible construir una representacién admisible para un
espacio Ty con pseudobase enumerable, restringir la base enunciada en el teorema de exis-
tencia de campos de espacios métricos a la formada por los tubos de radio 27" con n € N,
y suponer que la familia de selecciones locales es enumerable, se demuestra directamente el
siguiente teorema de existencia de campos computables de espacios métricos.

Teorema 16. (Teorema de Existencia de Campos Computables de Espacios Métri-

cos). Sean X = (X, 1x) un espacio topolégico Ty y Bx una base enumerable para t¢, G un

conjunto con cardinalidad no mayor a la del continuo, p: G — T una funcion sobreyectiva,

d una métrica para p y I' una coleccion enumerable de selecciones locales para p.
Suponganse las dos condiciones siguientes:

(a) Dados u € G yn € N, existe una seleccion local « € T' de manera que u € Ta-n ().

(b) Para todo par de selecciones o, f € I' la funcion ®5 : dom(a)Ndom () — R definida
por ®o5(t) = d(a(t), B(t)) es semicontinua superiormente.

Entonces G puede ser dotado de una topologia T de manera que

(1) La familia Bg = {Ta-n(ag) [n e NAa e IT'AQ € Bx NQ C dom(a)}, con ag = a [g,
es una base enumerable para Tg.

(2) Sia el entonces a es seccion.
(3) (G,p, X) es un campo de espacios métricos.
(4) Existe una representacion te-admisible para G.

Demostracion. El teorema de existencia de campos de espacios métricos establece que
(G,p, X) es un campo de espacios métricos, que si a € ¥ entonces « es seccién, y que la
familia Bg = {To-n(ag) | n e NAa e XA Q € Bx ANQ C dom(a)}, con ag = a [, es una
base enumerable para 7.

Ahora bien, primero se demostrard que & = (G, 7g) es un espacio topolégico Ty. En efec-
to, si u,v € G son tales que u # v, se presentan dos casos dependiendo de si p(u) = p(v) o no.

Si p(u) # p(v), como X es Ty, sin pérdida de generalidad se supondré que existe Q) € Bg
tal que p(u) € Q y p(v) ¢ Q. Sean n € Ny a € I' tal que u € To-» (o [¢). Evidentemente
v ¢ Efn (Oé rQ)
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1
Si p(u) = p(v) basta suponer que n € N es tal que 27" < Ed(u,v). Nuevamente, basta
tomar @ € Bg tal que p(u) € Q y u € To—n (o [g) para tener que v ¢ To—n (0 [g).

Por lo tanto & es un espacio topologico Ty con una base enumerable.
Ahora bien, supongase que 5 : N — Bg es una enumeraciéon para B.

Sea § :C Z* — G definida por ¢ (¢) = u si y solo si*

(rang(¢) "N C {neN|uefn)})A(Aets Auec A)= (3In €rang(q) | B(n) C A)).
(4-21)

En otras palabras, ¢ es un é-nombre para u si todos los niimeros naturales que aparecen
en ¢ representan abiertos bésicos (27"-tubos) que contienen a u y, ademads, para cada abierto
A que contiene a u existe un abierto listado en ¢ y contenido en A.

Se demostara ahora que 0 es Tg-admisible.

En efecto, § estd bien definida puesto que si u,v € G son tales que u # v, entonces
existe A € 7 que contiene a u 0 a v pero no a los dos. Sin pérdida de generalidad, se puede
suponer que u € Ay v ¢ A. Si g € Z¥ es tal que d(q) = u entonces existe j € N tal que
u € [ (g;) € A. Como v ¢ A, entonces ¢ no puede ser un é-nombre para v.

Por otra parte, ndtese que ¢ es sobreyectiva puesto que todo elemento ¢ € Z“ tal que
rang(q) = {n € N|u € f(n)} es un J-nombre para u dado que Bg es una base para la to-
pologia 7g.

Ahora bien, § es continua puesto que si A € 7 y g € 6 1(A) entonces existe j € N tal
que 3 (g;) € Ay, por lo tanto, § es continua dado que § (¢~9T'Z~) C 3 (¢;) C A.

Solo falta verificar la universalidad de §.

Sea ¢ :C Z¥ — G una funcién continua, y sean g € dom (¢), u = ¢(p) y A € 7 tal que
u € A

Primero se demostraré que existen ¢,n € N tales que ¢ (¢="Z%) C B(i) C A. Si no exis-
tieran tales nimeros naturales, entonces para cada m € N existiria y,, € ¢ (¢<"7Z*) tal que

Ym & 5 (m - [\/EJQ) aunque 3 <m - L\/Eﬁ) C A.

*Aqui rang(q) = {k | 3n € N) (¢, = k)}.
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Como ¢ es continua, la sucesién (y,,),, converge a u. Entonces existen niimeros naturales
J v myg tales que {u} U{ym | m >mo} C 5(j) C A, dado que B es una base para 7g. Esto
genera una contradiccién al tomar m = (mg + 7)° + j puesto que y,, ¢ 5(j).

Ahora bien, sea F' : Z*¥ — Z* definida, para todo ¢ € Z y para todo m € N, como

Pl — 4™ VA s 02 € 6 (m = L)),

(4-22)
—1

, en caso contrario.

Entonces F es continua puesto que para cada m € N el m-ésimo simbolo de F'(¢q) depende
unicamente del prefijo ¢<™.

Por otra parte, para todo ¢ € dom (¢) se tiene que

rang (F(p)) NN {teN|(EneN)¢(q="Z”) € B(i)}

{i e N| ¢(q) € B(i)}- (4-23)
Lo que permite concluir que 6(F(q)) =

universal y es admisible.

O

Nl

®(q) para todo g € dom(¢). Luego J tiene la propiedad
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5 Algoritmos sobre Grafos Dinamicos

La teoria de grafos ofrece modelos mateméaticos con implementaciones computacionales
para un amplio espectro de problemas de origen cotidiano. La version clasica plantea mo-
delos estaticos y soluciona los problemas considerados centrales en teoria de grafos, como el
problema de ruta mds corta (SPP!), el problema de drbol recubridor minimal (MST?), el
problema de flujo méximo (MFP?), entre otros. Las soluciones propuestas son, por ejemplo,
el Algoritmo de Dijkstra para encontrar la ruta mas corta entre dos nodos de un grafo con
costos no negativos [19]; el Algoritmo de Ford-Fulkerson para encontrar el flujo maximo entre
dos nodos en un grafo con capacidades limitadas en sus arcos [21]; el Algoritmo de Kruskal
[32] 0 el de Prim [42] para encontrar el arbol recubridor minimal en un grafo conexo; etc.

Evidentemente, una de las complicaciones que la realidad ofrece a estos problemas esté
relacionada con que la informacion real cambia constantemente. Por ejemplo, la longitud de
las vias en una ciudad no constituye un conjunto de informacién suficiente para decidir la
ruta que consumira menos tiempo para ir de la residencia al lugar de trabajo en la manana;
y la ruta que resulta ser la més eficiente a una hora determinada suele no serlo en otro horario.

En general, los grafos en que parte de la informacién cambia con respecto a una variable
se conocen como grafos dindmicos. Este capitulo esta circunscrito a grafos dinamicos en que
los costos en los arcos cambian con respecto a una variable continua, por ejemplo, el tiempo:
grafos costeados dinamicamente.

El capitulo presenta los resultados publicados en [23] y estd estructurado de la siguiente
manera: la primera seccion esta dedicada a presentar rapidamente los conceptos basicos de
teoria de grafos que seran utilizados; en la segunda seccién se introduce el concepto de grafos
costeados dindmicamente y se construye el campo de espacios métricos asociado a un grafo
de esta naturaleza; en la tercera seccion se presenta el problema de ruta mas corta en un
grafo costeado dindmicamente y se proponen soluciones al mismo; y en la cuarta y tltima
seccion presenta lo propio con respecto al problema de flujo maximo.

'Por su nombre en inglés: Shortest Path Problem.
2Por su nombre en inglés: Minimum Spanning Tree.
3Por su nombre en inglés: Maximum Flow Problem.
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5.1. Conceptos Basicos

En esta seccion se presentan los conceptos béasicos de la teoria de grafos que seran utiliza-
dos en el resto del capitulo. [18] es una de las muchas referencias naturales para profundizar
en este tema.

Definicién 43. (Grafos). Un grafo es una pareja de la forma G = (Vg, Eg) tal que Vi es
un conjunto y Eg C Vi x V. Los elementos de Vi son los vértices (o nodos) de Gy los
de Eg son los arcos de G. Si ademaés se cuenta con una funcién c¢g : Eg — R entonces
G = (Vg, Eg,cg) es un grafo costeado y cq es la funcion de costos de G. Si ¢ solo toma
valores positivos se dice que G es un grafo costeado positivamente.

En este capitulo se supondra que G es un grafo finito a menos que se especifique lo con-
trario, es decir, que Vg es un conjunto finito.

Definicién 44. (Isomorfismo de grafos). Un isomorfismo entre dos grafos G = (Vi, Eg)
y H = (Vy, Ey) es una funcion 1 tal que

1. ¢ : Vg — Vi es una funcion biyectiva, y
2. Para todo (vy,v9) € Vg X Vg, e = (v1,12) € Eg <= ¢ = (¢ (v1) ,¢ (v2)) € Eg.
En estas condiciones se dice que los grafos G y H son isomorfos y se escribe G ~ H.

Nétese que un isomorfismo ¢ induce una funcién biyectiva v g : Eq — Eg definida por

Ve ((u,0)) = (¥ (u), $(v)).

Definicién 45. (Camino entre dos vértices). Sea G = (Vg, Eg) un grafo. Si vy y vy son
vértices en Vg y B = (wy ... w,) es una lista de vértices en Vg, se dice que § es un camino
de vy a vq siy solo si

1. wy; = Vq,
2. wy, =g,y
3. (w;,wiyq) € Eg parai=1,...,n— 1.

Si, ademas, todos los vértices en [ son diferentes, se dice que 3 es un camino simple de v,
a vy. Sivp = vy se dice que B es un circuito o camino cerrado.

En adelante se escribird 8 = (wy)]_, para denotar el camino 8 = (w; ... w;).
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Si G es un grafo costeado, entonces cg puede ser extendida a todos los caminos en G de
manera natural: Si = (w; ... w,) es un camino entre w; y wg, entonces

n—1

e (B) =) _ e (wiwin). (5-1)
i=1
Definicién 46. (Conjunto de adyacencia). Sea G = (Vg, Eg) un grafo, y v € Vg un
vértice de G. El conjunto de adyacencia de v es el conjunto de todos los vértices de G que
pueden ser alcanzados en un solo paso desde v, esto es

adj(v) = {w| (v,w) € Eg}. (5-2)

5.2. Grafos costeados dinamicamente

En general, un grafo dinamico es un grafo en el que parte de la informacion cambia con
respecto a una variable. Este capitulo esta circunscrito a grafos dinamicos en el que los cos-
tos en los arcos cambian con respecto a una variable y el resto de la informacién permanece
constante. Mas formalmente, en adelante supondremos que G = (V, Eg) es un grafo, T es
un espacio topolégico, y, para cada t € T, ¢; : Eq — R es una funciéon de costos para los
arcos de G de manera que G; = (Vi, Eg, ¢;) es un grafo costeado.

Definicién 47. (Grafos costeados dindmicamente). Sean G = (V, E) un grafo y T
un espacio topologico. Sea C' una familia, indizada por T, de funciones de costos para los
arcos de G. Es decir, para cada t € T, existe una tnica funcién ¢; : E — R en C' tal que
Gy = (Vi, Eg, ¢;) es un grafo costeado. Si, para cada arco e € F, la funcién k. : T — R de-
finida por k.(t) = ¢;(e) es continua, entonces se dice que & = (G, C,T) es un Grafo costeado
dindmicamente o Grafo con costos dindmicos.

Si todos los elementos de C' toman valores no negativos, se dice que & = (G,C,T') es un
Grafo costeado positiva y dindmicamente.

En general, y a menos que se diga lo contrario, se supone que todos los elementos de
C' toman valores no negativos, es decir, que & = (G,C,T) es un Grafo costeado positiva y
dindmicamente.

Definicién 48. (Caminos costeados dindmicamente). Si & = (G,C,T) es un grafo
costeado dindmicamente, to € T, s : T x Rt — T,y § = (wy)j_, s un camino en G,
entonces el tg-costo de 5 en & relativo a s se define como

qg—1
oo (B) = Z cty, (Wi, Wiet1) (5-3)
k=0
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donde ¢y = s (ty_1, ¢y, (we—1,wy)) parak =1,...,q— 1.

Es importante notar que, siempre que la familia de funciones en C' y s sean computables,
entonces ¢, s ((wi)i_,) puede ser calculado mediante cualquiera de las siguientes relaciones:

o () = cr () £ 64 0 (w)E)
= Chue (<wk>k:0) + ¢, 6 ((wr)i—s)

; Chy 0 <<wk>2:0> + ¢ o ((wr)i—;) (5-4)

= Cf(),@ (<wk>z;é) + Ciys (wqflv wq) :
Si <7 es una relacién de orden sobre Ty s es compatible con <7 en el sentido en que
t <7 s(t,c) para todo t € T y para todo ¢ € RT, se genera un caso de particular interés
puesto que incluye, por ejemplo, el caso en que T' =R y s(t,¢) = t + ¢ que permite modelar
los cambios con respecto al tiempo.

5.2.1. Grafos costeados dinamicamente como campos de espacios
métricos

En adelante se entendera que ® = (G, C,T) es un grafo costeado dindmicamente tal que
G = (Vg, Eg) es conexo.

Proposicién 19. Sea & = (G,C,T) un grafo costeado dindmicamente tal que G = (Vi Eq)
es conezxo. Para todot € T, sea dy : V xV — R la funcién definida de manera que
dy (v1,v2) es la longitud de la ruta mds corta entre los vértices vi y vy en G segin la funcion
de costos ¢;. En estas condiciones, para todo t € T, 0 = (Vg,d;) es un espacio métrico que
puede ser dotado de estructura de espacio métrico computable.

Demostracion. En primer lugar vale anotar que la funcién d; puede ser calculada, por
ejemplo, mediante el Algoritmo de Dijkstra [19] o el Algoritmo de Floyd-Warshall y por lo
tanto es una funcién computable.

Claramente d; (v1,v2) =0 < vy = vy y dy (v1,v2) = dy (v9,v1). La desigualdad triangular
para d; se obtiene al notar que, en todo grafo conexo,

Dijkstra(vl,v2) < Dijkstra(vl,v3) + Dijkstra(v3,v2). (5-5)

Ahora bien, basta tomar vg : Zjy, — Vg una notacién para Vg, y notar que d; es

computable sobre Vi, para tener que U = (Vi, d;, Vg, Vo) es un espacio métrico computable.
O
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El siguiente teorema es una aplicacién de los teoremas de existencia de campos de espacios
métricos:

Teorema 17. Sean E =Vg x T, ¥ ={a, : v € Vg} con o, : T — E definida por o,(t)
(v,t) para todot € T, yd: E x E — [0,4+00] la funcion definida por d ((vy,t1), (ve,t2)) =
+00, sity # ty y d((vi,t1), (ve,t2)) = di (v1,v9) si t; =ty = t. Entonces (E,m,T) es un
campo de espacios métricos, > es un conjunto pleno de secciones globales para ms y la familia

de e-tubos en torno a «, [y, donde € > 0, «,, recorre ¥ y U recorre la coleccion de abiertos
no vacios de T, es una base para la topologia de E.

Demostracion. Es claro que d es una métrica para m. Ademas, como para cada v € V,
Ty (i (1)) = 72 (v,t) = t, entonces ¥ es una familia de selecciones para ms. Por otra parte, si
(v,t) € E, entonces (v,t) = a,(t) y por lo tanto (v,t) € T¢ («,) para todo € > 0.

Si v, v €Vy @y, : T — [0, +00] se define por
CDUNJQ <t> =d (&vl (t)> Aoy (t)) : (5'6>

Como 7y (v, (1)) = o (quy (t)), entonces Dy, (1) = d(a, (1), au, (1)) # 400, ¥ Dy p, () =
d (avl <t>7 Qo <t>) =d (1)1, U2) :

Para cada camino simple, § = (w;...w,), de v1 a vy y para cada t € T, sea ¢; (f) =
;;;11 ¢t ((wi, wig1)) el costo del camino 3 en el grafo 7, '(t), es decir, el costo del camino f3

con respecto a ¢;.

En estas condiciones, dado que Ky, ,,,) s continua, es decir,

lim e, ((wi, wigr)) = ¢ ((wi, wirn)) (5-7)

se tiene que

q—1
lulig cu (B) = B{n}t; cr ((wis wir1)) = ¢ (B) - (5-8)
Por lo tanto, si 51, ..., 3, son caminos de v a vy, la funciéon
Ft (ﬁl? T 76m) = i—qll,nm {Ct (67,)} (5_9>

=1,...,

es continua en t.

Para completar las hipotesis del teorema de existencia de campos de espacios métricos,
basta notar que, si P (v1,vs) es el conjunto finito cuyos elementos son todos los caminos de
v1 a vy en G, entonces

Dy, (1) =  min - {e, (8)}

BEP(v1,v2)
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es continua.

Esto permite concluir que G = (Vg x T, m2,T) es un campo de espacios métricos, ¥ es
un conjunto pleno de secciones globales para my y la familia de e-tubos en torno a «a, [y,
donde ¢ > 0, a, recorre ¥ y U recorre la coleccion de abiertos no vacios de T, es una base
para la topologia de E. [

Definicién 49. (Campo de espacios métricos de un grafo costeado dindmicamen-
te). El campo de espacios métricos G construido en el teorema anterior es el Campo de
Espacios Métricos del Grafo Costeado Dindmicamente & o el Campo de Espacios Métricos

de &.

Proposicién 20. Sean ty,ty € T y sean 75" (t1) y 75 ' (t2) las fibras correspondientes en G.
En este caso Gy, = (73" (t1), Eg,c,) y Giy, = (75" (t2) , Eg, ¢ty ) son grafos isomorfos.

Demostracion. Basta notar que los dos grafos Gy, y G, tienen como conjunto de vértices
y de arcos respectivamente a 7, ' (t;) = 7, ' (t2) = Vo vy Eq, para tener que ¥ = id (la
funcién identidad en V() establece un isomorfismo entre ellos. [J

5.3. El problema de ruta mas corta sobre grafos
costeados dinamicamente

La version clasica del problema de la ruta mas corta entre dos vértices de un grafo
costeado puede ser formulada de la siguiente manera:

» Instancia: Un grafo conexo? y costeado positivamente® G = (Vg, Eg, cg), y dos vérti-
ces vy, V9 € V.

= Respuesta: Un camino 8 = (wy)}”,, de vy a vy, tal que cg (8) < cg (7), para todo
camino v = (ug);L,, de vy a vs.

Muiltiples algoritmos pueden ser utilizados para solucionar este problema. Por ejemplo el
Algortimo de Dijkstra [19].

Una situacion completamente diferente se presenta al plantear y solucionar el problema
en grafos costeados dindmicamente. En este caso el problema puede ser formulado de la
siguiente manera:

4Un grafo G = (Vg, Eg,cg) es conezo si para todo par de vértices ui,us € Vg existe un camino de u; a
ug.
5Es decir, tal que cg : Eg — RY.



5.3 El problema de ruta mas corta sobre grafos costeados dindmicamente

7

» Instancia: Un grafo costeado positiva y dindmicamente & = (G, C,T') con base orde-
nada® y fibras conexas”, dos vértices vy, vy € Vg, un elemento t, € T, y una funcién
s:T x Rt — T compatible con el orden en T.

= Respuesta: Un camino 3 = (wy)7", de v; a vy, tal que o (B) < ¢ & (7), para todo
camino v = (uy){L, de vy a vs.

Una solucién tipo Programacion Dindmica al problema se obtiene al proponer el calculo
de Dy, (v1,v2) mediante el computo de la funcién recursiva

Dy(u,w) = Ern;’_rg : {er (u, ) + Dyt.epuny) (ryw) } (5-10)
readj(u
con Di(w,w) = 0. Con la modificacién natural en el paso de relajacién, el calculo de

Dy, (v1,v2) tendrd como efecto de borde la construccién de un camino 8 = (wy);2, que
solucione el problema y tal que Dy, (v1,v2) = ¢ & (8)-

Ejemplo 10. (Distribucidén de trafico vehicular sin sobrepaso). Para modelar un pro-
blema de trafico vehicular, en donde el costo real asociado a un arco del grafo G se entiende
como el tiempo que toma recorrer dicho arco, basta tomar T'= R*, s(t,¢) =t + ¢ y definir
¢i(e) como el costo temporal de abordar el recorrido del arco e en el tiempo ¢, o, dicho de
otra manera, el tiempo que consume el recorrido del arco e cuando este recorrido se inicia
en el instante t.

Si, por ejemplo, se cuenta con una funcion que mide la longitud de las vias modeladas
por cada uno de los arcos del grafo, y con una funcién que denota la velocidad promedio en
cada una de las vias, esto es:

1. Para cada e € Eg, l(e) denota la longitud de la via modelada mediante el arco e
(l:Eg— R,y

2. Para cada e € Eg, v, denota la velocidad promedio de un vehiculo que se encuentra
en la via modelada por el arco e (ve : Rt — R™T),

entonces, para cada t € R, la funcién ¢; estd completamente determinada por la expresion

ce(e)
/1t o(x)dz = I(e). (5-11)

En este caso, el tiempo (costo temporal) asociado al camino § = (w; ... w,), cuando este
es abordado en el tiempo t = ¢, esta dado por

ct (B) = thi ((wi, wig1)) (5-12)

6Esto es, tal que (7, <7) es un conjunto parcialmente ordenado.
"Esto es, tal que G = (Vig, Eg, cg) es un grafo conexo.
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donde t; = ¢, , (w;—1,w;) parai=2,...,n — 1.

Notese que el problema planteado de esta manera implica condiciones de no-sobrepaso,
es decir, ningin vehiculo que ingrese a una via después que otro puede terminar el recorrido
de la misma antes que el primer vehiculo. Mas formalmente, para todo arco e € Eg y para
todo par de tiempos ¢, € R* con t < t/, se tiene que ¢;(e) +t < cp(e) +t'.

Ahora bien, en términos de G, el campo de espacios métricos de &, ¢; (u,w) = T se
interpreta como la posibilidad de alcanzar, en un paso, el punto (w,t+ 7) desde el punto
(u,t). De esta manera G tiene asociado un grafo infinito G = (Vg, Eg) donde

1. VQZVGXR+,y
2. ((u,t),(w,t") € Eg <= (u,w) € Eg ANt =t+ ¢ ((u,w)).

Una caracterizacion de los arcos de G, que resulta ser de utilidad en la solucion del
problema, en términos del conjunto de adyacencia de un vértice en Vg = Vg x RT, es

adj (u,0)) = {(w, ) | ¢ = t + ¢, ((u,w))} (5-13)

Asi las cosas, encontrar el costo temporal de la ruta de costo temporal minimo de u a w
en &, para ser abordada en el instante ¢, es equivalente a encontrar el minimo valor de 7 tal
que existe un camino de (u,t) a (w,t+ 7) en G.

Notese que la funcién ¢; se encarga de determinar las fibras que pueden ser alcanzadas
desde un vértice y una fibra particular, es decir, se encarga de establecer las conexiones
posibles entre puntos del fibrado.

Esta aproximacién al problema sugiere, ademas de la soluciéon tipo programacién dinami-
ca propuesta, una mediante la utilizaciéon de un algoritmo clasico de busqueda en anchura
en G a partir del nodo (u,t).

5.4. El problema de flujo maximo sobre grafos costeados
dinamicamente

Cuando se tratan problemas relacionados con transporte usando grafos, el concepto de
flujo aparece de manera natural como la cantidad de un material especifico (particulas, fluido,
vehiculos, etc.) que puede ser movida de un vértice origen a un vértice destino respetando
restricciones de capacidad.

Mas formalmente, sean G un grafo conexo con vértices Vg = {v1,...,v,}, y vi,v, € Vg
dos vértices marcados respectivamente como origen y destino. Sea w : Eg — R* una
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funcién de capacidades, es decir, w es tal que asocia a cada arco (4, j) € Eg el valor w;; que
serd interpretado como la capacidad del arco (i, 7). Se requiere determinar la coleccién de
valores x;; tales que

1. Para cada arco (4,7) € Eq, 0 < x;; < wyj.
2. Para cada vértice v; con 1 < i < n, Zk L Thi = D ps Tik-

-1 , :
3. El valor F = Y7} 21y = Y ,_; Tkn es €l més grande posible que respeta las dos
restricciones anteriores.

Adicionalmente a la solucién via programacién lineal, este problema ha sido estudiado en
la teorfa de grafos donde se proponen soluciones como el Algoritmo de Ford-Fulkerson [21]
o el Algoritmo de Edmonds-Karp [20].

Una versién dinamica del problema de flujo maximo intenta determinar la maxima can-
tidad de material que puede ser enviada mediante una red (o grafo) G, desde el origen al
destino, durante un periodo de tiempo [tg, 1], asumiendo que la capacidad de los arcos cam-
bia continuamente segin una familia de funciones w;; : Eq¢ — R™.

La solucién al problema de flujo maximo sobre grafos dindmicos puede ser aproximada
definiendo la funcién F : [t,,t;] — R tal que, para todo t € [tg,t1], F(t) es el valor del
flujo maximo sobre el grafo G;. Nétese que el valor de F'(t) puede ser determinado mediante
el Algoritmo de Ford-Fulkerson [21] sobre el grafo Gy. En estas condiciones, la solucién al
problema original puede ser calculada mediante la expresion

t1
MaxFlowg (to,t1) = / F(t)dt. (5-14)
to
Para producir un algoritmo que compute efectivamente la solucién al problema basta
encontrar una particion {u;};_, del intervalo [to,t1], to = up < w1 < ... < up, — 1 < wy,
calcular los valores de F; = F (u;) mediante un algoritmo cldsico ([21]) sobre los grafos G,,,
y aproximar la solucién al problema mediante, por ejemplo, la Regla de Simpson:

-1

/}t " Pyt = 13 Z (Fot Fior) (uies — ui) (5-15)

[\
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