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FUNDAMENTOS DE LATEORIA DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE

COMPLEJA, \\V

JAIRO A. CHARRIS

CAPITULO X

CONVERGENCIA COMPACTAEN C(Q, R,) Y Q)

1. Convergencia compactaen C(Q, IR, ). En este nimero Q serd unes-
pacio topoldgico localmente compacto. Por C(Q, R, ) entenderemos el IR-es-
pacio de las funciones continuas f: Q » R, . Si K es un subconjunto com-
pacto de Q definimos :

£l = Sup || /(]| . x€CQA, R, ,

K xGPK
Es inmediato que si f(x) = 0 paratodo «x, |}fl[K=0u Ademas
v I
Hr+gll < AL+ el
A = | A I , A € R.
HAZIL, = [A] 0/l
Sin embargo || /||, = 0 noimplica f=0. Por esta razon || ”K no es una

norma sobre C(Q, R,). Diremos que || ||K es una Semi-nonna.
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Cuando K recorre la clase de todos los conjuntos compactos de Q, las

seminormas || HK permiten definir una topologia r_. sobre C(Q, R, ): la

C
topologia de la convergencia compacta. Para definir tal topologia procederemos

de la manera siguiente :

Primero: Si fe C(Q, R,),e>0 y K esuncompactode Q, defini-

mos .
Uk, e =1g€C@,R) | || - ll < &l

El conjunto Up . (f) sedenominara la pseudo- bola abierta de base K, ra-
dio €,y centro f. Luego diremos que un subconjunto Vv de C(Q, R ) es
una vecindad de f, si V contiene alguna pseudo-bola de centro en f. Es

decir, si existen un compacto K CQ, y € > 0, tales que :

V 2 Ug e(f).

Notaremos B (f) al conjunto de todas las vecindades de / anteriormente de-
finidas. El conjunto B (/) tiene las siguientes propiedades, cuya demostracion
es inmediata :

(VD SiveB(f) y vOU entonces VeB(f).

(VI) fev paratodo VEB (/).

VI Si U, ve B(f) también uN VvEB(f).

(IX) Si vecB(p, existe W B(f) talquesi geW,

veB.

(Basta, en (IX), tomar w = Uk ¢(p lacual esté contenidaen U, y compro-
barquesi g €Ux () y 8=c- /gl , entonces Uy o (a) C UK (/).
Definimos ahora la topologia 7~ como la clase de todos los subconjuntos

UCC(G,R,) talesque UEc B () paratoda f €U.
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Teorema 1.1. El conjunto ra tiene las siguientes propiedades
(1)  Toda union de elementos de 7. estd de nuevo en 7 .
(2)  Toda interseccion finita de elementos de 7. es un elemento de 7 .
B) ¢ y C(Q, R ) pertenecena 7. .

(4) Si K esuncompactode Q, €>0, y f€cC(Q.R,),

UK, 8(/) c TC .
(5) Para que U estéen B (/) es necesario y suficiente que exista

ver. talque fev y veu.
Demostracion . Inmediata .
Del teorema anterior se deduce inmediatamente que 7c es, en efecto, una topo-
logia sobre C(Q . R,), y que B (f) eselconjunto de las vecindades de
/ para tal topologia .
Definicion 1.1. Una sucesion f{ K,} de compactos de ( se dice exhaustiva
Si:

@ Uk =a0.

o
(b) K C K,,1 paratodo = € N.

s
Un espacio topoldgico localmente compacto se dice enumerable al infinito si
admite una sucesion exhaustiva de compactos. El siguiente resultado elemen -
tal es bien conocido :

Teorema 1.2. Todo abierto de R, es enumerable al infinito.

Tenemos ahora :
Teorema 1.3. Sea Q localmente compacto, enumerable al infinito. Si { K, }

es una sucesion exhaustiva de compactos de Q, ysi r* es la topologia so-
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bre  ¢(Q) definida como antes, pero usando solo las seminormas
Wrllk = Sw ||/ |},
" x € K,

entonces r* = e .

Demostracion : Claramente es suficiente demostrar que si ‘B'(/) es el conjun-
todetodos los U C € (Q, R,) talesque U > L’Knﬁ(/) para algiin » vy
algin € >0, entonces B'(f)=RB(f). Ahora, esclaro que B (/)< B(/) .
Para demostrar la inclusion reciproca, basta demostrar que si K es un compacto
de Qy £>0, existen » y 8> 0 tales que Uk, e(f) 2 UK;],SW . Pe-
ro si K escompacto, existe obviamente » € IN tal que K C K, . De ésto ,
Sup || f(x) || < Sup || f(x) ||, ybastatomar £=5 para tener |a afirma -

xEK xS Kn
cion. Esto demuestra el teorema.

Teorema 1.4. Sea Q localmente compacto, enumerable al infinito. La topologia
7 es metrizable. En otros téminos, existe una metrica 4 sobre CQ.R, ),

tai gue si r, es su topologia correspondiente
Td - TC .
Demostracion.  Sea d4 definida sobre C(Q, R ) por:

. HNi-sllk,
2" 1+]] f-gllK,

Mg

df,g) =

k=1

donde { K, { es cualquier sucesion exhaustiva de compactos de Q. Es ob-
vio que 4 esunamétricasobre C(Q, R,). Escribamos |!/-g]l, en lu-
garde ||/-g]] K, y Bg(f) para denotara labola abierta de radio £>0
y centro S B (f) paralatopologia r;. Parademostrarla coincidencia de

Tc Y 74 €s obviamente suficiente demostrar, para [ < C(Q, IR), que:
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(a)

Si €> 0, existenun compacto K de Q y >0 tales que :

Uk 5 (/) C Belf).
(b) Si K esun compacto de

Qy >0, existe 8§ >0 tal que:

Bs(f) C Ug ¢(f).

Demostremos primero (b) . Sean 0< e< I

y = lo suficientemente grande para
que KCK,. Sea g€ C(Q R,) talque ||/g|| < €. Entonces

n

: : < 2 df,g).
L+lif-gll -
Si tomamos & = €/ el

se tiene inmediatamente que Bg (f) C Ug ¢(f). Es-
to demuestra (b) .

Demostremos (a) : Sea

e> 0. Evidentemente existe = tal que :
i3 /-2l < 'e/2
m=n 2" L+|] f-gll,,

paratoda g€ C(Q, R ). Estoporser || /gl

< 1 Por
I17-¢ll m/ w118 |1,
otra parte, por ser ————-"__< || f-gl| , setiene
1+ rell, "
; 1 Il f-¢ll,, g 1
m:

n

l H 1 1
1 om _Y_-F ” f'g”_,;—“ m=1 2m ”f'gHm < (m2_':17m_) '\/’g“ngl]f'g”n
Se deduce que :

d(f.g) < |lf-egll, + €/2

y de ésto que :

Uk e/2(P € Be(f).
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Esto demuestra (a) y completa la demostracidn del teorema.
Corolario . Para que un subconjunto ¥ de c(Q, R,) sea cerrado para 7.,

es necesario y suficiente que se cumpla la condicion siguiente : si { f,} esuna

sucesion de funciones en F , y si fp » [ para 7o entonces f€ ¥
Demostracion. En efecto, esta es la condicion necesaria y suficiente para que un
conjunto sea cerrado en un espacio métrico.

Nota. Evidentemente, decir que una sucesion { f,} de funcionesen C(Q,R,)

converge hacia f € C(Q, R, ) para e ©s equivalente a decir que. /, - f

uniformemente en compactos de Q ; o lo que es lo mismo, que

im || 1 llg = 0

paratodo KC Q, K compacto .
Definicion 1.2. Sea Q localmente compacto, enumerable al infinito. Una suce-
sion de funciones { f,} en C(Q,R,) sediceuna sucesion de Cauchy para

7c» Siparatodo compacto K de Q

tim || £yt llk = O

n,m- oo

Nota. En verdad no es costumbre hablar de sucesiones de Cauchy para una topo-

logia. E| teorema siguiente justifica, sin embargo, esta terminologia.

Teorema 1.5. Para que una sucesién { / } de C(Q, R,) seade Cauchy pa-
ra 7o, es necesario y suficiente que para toda { K, 1, sucesion exhaustiva
de compactos de Q,{/,} seaunasuc esion de Cauchy para la métrica

1 H/'g“Kn
2k 14| rellK,

d(f, g) = k-E—-:I
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Demostracion . Sea €>0 ysea » lo suficientemente grande para que

= il f-2il

s oo, ! | S lim e . E lf-el
ST T 7 et a ) < € .kEntonces d(f, g) <||f-gll, + € .
S. « - 6_‘_ - |: .
i Iy { esuna sucesion de Cauchy para 7., p,l;”fm d(/p, fq) <& lp,l;—’:loo: \p
fll =&, Como € es arbitrario, p"l;r_nm d(fp,/q) =0, y | Ip } esuna su-

cesion de Cauchy para 4. Reciprocamente

AR
PAIYAVATE

< Z"d(/p,/q).

Por lo tanto, si { fy } es de Cauchy para 4,

, 1y 1g 1l

PASE N VAT
Esto implica que 7Zim || fp‘qun = 0 y completa la demostracion .
p,q —00

Teorema 1.6. Sea Q localmente comvacto, enumerable al infinito. Entonces el
espacio C(Q, R )es completo para la topologia de la convergencia compac-
ta. Es decir, si {f | esunn sucesion de Cauchy vara r., existe f en
c(Q,R,) talque f, -/ encompactos.

La demostracion resultara inmediatamente de los dos lemas siguientes :

Lema I.1. Si {/ } esunasucesibnen C(Q, R ) y f,»/ encompactos,
entonces f € C(Q, R ).

Demostracion . Sea K una vecindad compactade «€Q. Para x€K,

@ - f) [ < [ f@-fp(@) ]| +]] f(x) - f(@) || + ka(a)- fr (%) ||

| fk(a)-fk(x) H .
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Si €>0, para k> k, . k, losuficientemente grande,

o
I /- HK < €/2

de lo cual,
[ f(@) - f) || <E+]] fr(a)- f(=) || .

Como /, es continua,

xlfrZ || f(a) - f(x) Il§€+.\'1ima | fp(@ - fr(x) || = €.

Se deduce que
Lim || f(a) - f(x) ||=0

X »>a
y de ésto la afirmacion.
Lema 1.2. Sea /, una sucesion de Cauchy en C(Q, R,) para r-. Entonces
paratode x€Q, {/, (x)} esunasucesionde Cauchyen R, ;ysi [:Q>R,
esta definida por f(x) =nlim f,(x), [,»[ en compactos.

Demostracién. Como

£ @ N =11y 11l

y {x} es compacto, se deduce que

Lim || f(x)-f (x) ]l =0

n,m-»o0 '
y {/,(x)} es entonces una sucesion de Cauchy en R, . Sean K un compacto
de Q, €>0,N, M>0 talesque ||/n-/m}|K< e si ndNy m>M. Si

x€K,
|Vf,(x) - f(x) || =nLt'm || £, () - [, () ||

Por lo tanto, si »> N,
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[/, (=) - f(x) ]| < E

por ser

W@ - Ly DN < fy S g < €

cuandko m > M. Como x<cK es arbitrario

w1l = Sop || 1y - M2 ]] 5 @
para »> N, y la afirmacion resulta de ésto .

2. Convergencia compactaen O(Q).

Teorema 2.1. ©(Q) esun C-subespacio cemadode c(Q, C) para 7. .

Demostracion. NOtese en primer lugar que una funcion f € C(Q, C) es holo -
morfaen Q siy sblo si la restriccion de f a todo subconjunto abierto convexo
Q°C Q esholomorfaen Q° Seaentonces {/,} unasucesiénen O(Q) vy
supOngase que f, ~f en compactos de Q. Sea Q' un abierto convexo de

Q. Parademostrar que f es holomorfa en Q" basta demostrar que si

p € $5;(Q°) escerrada,

Perosi K =1Imp, K escompacto,y

1

| [ fdz- [ fyd |< Sup | f-fy| [ |p" (D] dr
P 4 x€K o

de lo cual,

0 = Lim [f,dz = [ [dz.
n-boop p
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Esto demuestra el teorema.

Denotemos por 7{- alarestriccion a O (Q) de la topologia o de Cc(Q,C).
’c se denomina la topologia de la convergencia compacta sobre O(Q), y es-

ta definida por las seminormas

111l = sup 1l s 1,

donde f €O(Q) y K es un subconjunto compacto de Q .

Nota . Claramente rc esla restricciona © (Q) de rg, donde 4 esla mé-

trica asociada a una sucesion exhaustiva de compactos de Q.

Teorema 2.2. O(Q) es ur espacio métrico completo. Es decir, toda sucesion

de Cauchy en O (Q) para r. es convergente para dicha topologia .
Demostracién. Como {/ | esuna sucesion de Cauchy en C(Q, C) para 7,
f,>f€c(Q, c)para 7. Como O(Q) escerrado, f€ O(Q)y f,~/

para 7’ .

b El teorema esta demostrado.

El siguiente teorema jugard un papel importante en el proximo capitulo. Como ve-
remos también, mas adelante, implica una interesantisima coincidencia de topolo-

gias sobre O(Q). Recordamos primero el siguiente lema, demostrado en el ca-
pitulo VI .

Lema 2.1. Sea f€ O(Q). Sidefinimos inductivamente

f(O) Y

-1
P (f(k )y

para KEN, /(k) siempre existe y /(k)e ©(Q). Ademas,si ac€Q vy

Be(a) C Q, entonces, paratodo b € Bg(a),
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Moy = & 12

l}
egla), (xsb) X 41

27 i
Tenemos entonces :

Teorema 2.3. (Weierstrass). Sea { f, | una sucesion de funciones en O(Q) ,
y supongamos gue f - f uniformemente en compactos de Q. Entonces |

para todo k € N, /’:Ie )converge uniformemente en compactos de Q .

(k) (k)
Demostracion . Demostremos primero que f, >/ sobre toda bola cerrada
B, (a) tal que B,(a) C Q. Unavez hecho esto la afirmacion resultara para to-
do compacto K C Q, pues K puede ser recubierto por un numero finito de ta-

les bolas, y si BI'---'Bp recubrena K,

k) (k)

4 (k)
INf, - < 2 NART-1T s

[
de lo cual la afirmacion. Sea entonces B, (a) C Q , ysea s>r talqueB(a)

esté atn contenidaen Q. Como B,(a) C B, (a), paratodo &€ B, (a)

f, (z)
(R)yy = k! B d
f, () = L | Sy g Z. s
% 2 m Cs(a) (Z-b) +
Pero, para z€Im C_(a), |z-b| > [s-r| >0.
Por lo tanto,
(k) (k) k! 1
£U%0b) - f R (B) | < s . 2
Fa f - o — zeuﬁs(a)lfn(z) f(z)| H2m s),
0 sea:
sup 1, PPy < 2 11,5
bEBr(a) " ” |S-r|k+1 2 Br(a).
Como

48



Lim an'/HBs(a) =0

n > oc
también
: (k
Lim ||, % ®g ) =0,

y el teorema esta demostrado.

Definicion 2.1. Una serie §1 f, defuncionesen C(Q,R,),Q abierto en
n=

R, , se dice convergente para r si la sucesion

C )

es convergente para . r Claramente se tiene, entonces, el siguiente corolario

c
del anterior teorema :

Corolario. Sea {/,} una sucesion de funciones en O(Q) , y supongase que la

00

serie §1 f, converge uniformemente en compactos hacia f€ O (Q). Entonces,
n=

paratodo k<IN, laserie

[~

5 W

n=1""
converge uniformemente , en compactos, hacia f(k) ’
También se tienen, evidentemente, los siguientes resultados :

Teorema 2.4. Para que una'serie 3 f de funcionesen C(Q, R,) sea
n=1""

convergente para . es necesario y suficiente que la sucesion

sea convergente a cero para 7 cuando (m,n) » o .

Teorema 2.5 . Sea Q abiertoen C, 21 f, una serie de funciones en o)
n=

Entonces, si 3 /_ converge en compactos de Q, la funcion
n =1
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es holomorfa en Q.

Teorema 2.6. Sea }:Ifn una serie de funciones en C (Q, R,), lacual es con
n:
vergente en compactos. Entonces, la sucesion | f, } es convergente, en com

pactos,a 0.

Teorema 2.7. Sea >_;1/” una serie de funciones en C(Q, R) convergente en
-

compactos, y sea p €5;(Q). Sea f= 2 Jn Entonces
n=1i

£fdz =n§1 I])'fn dz .

Si, por otra parte, o € 5,(Q),.
[ fdzadz= X f/"dzl\df.
o n=1 5

3. Convergencia simple y convergencia absoluta. Convergencia absoluta en com-
pactos.
Sea ) un espacio topoldgico localmente compacto, enumerable al infinito .

Definicion 3.1. Una sucesion de funciones f, € C€(Q, R,) se dice simple -

mente convergente en Q, si existe una funcién f:Q » R, tal que

Lim f,(x) = f(x),

n oo

paratodo x€Q.
Una serie §1 f, sedice simplemente convergente en Q si la sefie X f, (x)
n:

n=1
es convergente en (),
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Teorema 3.1. Si una sucesion o una serie de funciones es convergente en com -

pactos, entonces es simplemente convergente.

Demostracion. Inmediata.

Definicién 3.2, Si para todo compacto K de Q

3
AN
ees convergente, X [y se dice absolutamente convergente en compactos.

Teorema 3.2. Si una sucésion o una serie de funciones es absolutamente conver-

gente en compactos, entonces es absolutamente convergente.

Demostracion . Inmediata.
Teorema 3.3. Si una serie de funciones es absolutamente convergente entonces

es simplemente convergente.

Nota. Notese que si | f, } esuna sucesion de funciones en C(Q, R,) tal

que Zim |f (x)|=[(x), noesposible concluir que exista el limite simple
n >0

de {f,1 .

Teorema 3.4. Si 3 f es absolutamente convergente en compactos entonces

€s umformemente. convergente en compactos.

Demo stracion : Clara .

4. E| Teorema de Liouville y el teorema fundamental del dlgebra.
El lema2.1 del N® 2 tiene una importante consecuencia.

Teorema 4. 1. (Estimativas de Cauchy). Sean f€ O(Q) y a<Q. Entonces,

paratodo r >0 tal que B, (a) € Q ,

IA

L@
n!
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donde
M(r) = Sup /()] .

[z-a! Sr

: En efecto ,

Demostracion :
f(z)
L Mgy L A
n! 274 cr(a) (z-a) 7t
De esto, |
Sup | f(N - [d6 = M
T o r

=y
n! 2n |z-a|=r

Esto demuestra el teorema.

Tenemos entonces :
Teorema 4.2. (Liouville) . Si f€O(c) ysiexiste M >0 tal gue | f(z)|<M

para todo z € C, entonces [ es constante en C .

Demostracion . En efecto, paratodo » >0 ytodo « € C,

I /'(d) l 5 M(f) S—M—
r
Por lo tanto,
| f’(ﬂ) | = lim lf'(a) | S ll’m =0 ,
r > oo r > o0 r

de lo cual f’(a) = 0. Esto demuestra el teorema.
Como consecuencia del teorema de Liouville es posible dar una demostracion
C se

del teorema fundamental del algebra. Recordamos que por un polinomio en
» C de laforma

entiende una aplicacién f: C
m
/(z):n§0 a,z” , ap €C , m€EN .

Esclaroque €[zl € O(C), donde Clzl={f:C >C l/ es un polinomio
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en C }, yque Clz] esun C-subespaciode O(cC). Es ademas facil de
ver (Ejercicio 8 ) quesi f€ c[z], sblo hay dos alternativas para f: que
f(z) = a_  paratodo z€C , oque

lim [ f(z) | =+00 .

2] oo
En el segundo caso se dice que / tiene grado > 1. Setiene entonces :
Teorema 4.3. (Teorema fundamental del dlgebra) . Si € c[z] tiene grado

> 1, existe entonces « € C talque f(o)=0,

Demostracion. Supongamos f(z) # 0 paratodo z€ C, ysea g(z)=1/f(z) .
ComoI lim | f(z) | =+, necesariamente g es acotadaen C. Como ade-
Z| > 4+o00

mas g€ O¢C), entonces g,y porlotanto f. son constantes. Este absur -

do demuestra el teorema.

5. Egquicontinvidad.
Definicién 5.1. Un subconjunto ¥ € C(Q,R,) sedice equicontinuo en un
punto « €Q si,dado € >0, existe unavecindad V de a, tal que

| f@ - fo) || < ¢

paa toda fCF ytodo xC V.
En otras palabras, ¥ es equicontinuaen a siparatodo €>0, esposible

encontrar una vecindad vV de « tal que

ve N i (f(a@))),
-feiff gfa

o lo que es lo mismo, que, paratodo € >0,



N rie ()
e’ )

es una vecindad de «.

Definicion 5.2. Si F es equicontinuo en todo punto a €Q , diremos ¥ es

equicontinuo en Q, o simplemente, que ¥ es equicontinuo.

Como C(Q, Rn) es, cuando € es enumerable al infinito, un espacio mé -
trico, para que un subconjunto ¥ € Cc(Q, R, sea relativamente compacto, es
necesario y suficiente que de toda sucesion { R Ne ¥ se pueda extraer una
subsucesion {fnk} tal que /nk_» f€C(Q,R,) para ro. Sea F  un
subconjunto relativamente compacto de C(Q, R ) . Entonces, para todo 2€Q,

En efecto, si o, =

F(a)=1{f@|feF } esrelativamente compacto en R X

P
fn(“) cf(a) ysi /”k es una subsucesion de f, convergente en compactos
hacia f , a”k es una subsucesion de a, convergente hacia a = f(a) . Por
otra parte :

Teorema 5.1. Si Q es localmente compacto.y ¥ es relativamente compacto ,

F es equicontinuo .
Demostracion . Sean a€Q, £€>0. Sea €’=¢€/3. Sea K unavecindad

compactade «. Claramente existen f1, ooy fy €N ¥ tales que ! Uk, er(fy)
k=1,2 ...,n} esunrecubrimientode F .Como cada fp es continua en
a, existe unaﬂvecindad v, de a tal que fp(x) €Bgslfpla)) si x€V,

Sea V' = QI Vp. Si x€V’', [(x) € Bg (fp(a)) paratodo k=12, ..,
Sea ahora f€J arbitrario. Entonces f € Ug ¢» (f,) para algiin . Dees-

to, ||/(x)-fy(x) || < €’ paratodo x€K. Ahora,

| fx) - fl@) || < ([ (=) - fr(x) || + || fp(=) - fp(@ || +]|fg(a)- f(a) ]
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Por lo tanto,
| f(x)-fa) || < 3€" =¢,

si x€V =V'N K. Esto demuestra el teorema.

Reciprocamente {véanse antes los ejercicios 25y 26 ) :

Teorema 5.2 . (Ascoli - Arzeld ). Si Q es un espacio localmente compacto, y
si. ¥ esunsubconjuntode C(Q,R,) tal que
1) § es eguicontinuo .
2) Paratodo a€Q , ¥ (a) es relativamente compacto en R_ (es decir,
acotado en R_), entonces F es relativamente compactoen C(@Q, R, )

pal‘a fC .
Demostracién . Como, paratodo x€Q, F (x) es relativamente compacto en
= Q
R, , 11 F (x) espor lo tanto compactoen 1 R, = R (Teorema de Ty-
x €

x€()
chonoff) . Sea entonces

:F .1 Fx)
¢ x€()
definida por & () = (f(x) ), cq* Evidentemente ¢ es biyectiva. Recorda-

mos ahora que para cada punto (f(x) ), ¢ g los conjuntos

Vifay,....,a,, e)={(gx)) cql || f(ay)-glap)]| <€ para k=1,2,...,n}

n’

forman un’ sistema fundamental de vecindades de (f(x) ), ¢ q - Veamos que ¢

es continua cuando se da a ?T‘- la topologia inducida por 7. Escribamos
Uk e =Ug e NTF
Sea: K ={a;,...., a, }. Evidentemente K es compactoy

-1
U.K,&:(f) C ¢ (V(fap...,a,, €)
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De ésto, la afirmacion. Veamos ahora que ¢ es abierta, de lo cual, un homeomor-
fismo. Sean K un compactode Q, €>0, f€F . Como F es equicontinuo,
paracada « € K existe una vecindad V(a) de a tal que si x€ V(a))|f(a)

-f(x) || < &/3 para toda /eg. Sean a .,a, € K talesque KC V(a)

e
UViay)U...U Vla,). Veamos que

SWe (N)2V(fay....a,, €/3)=V.

En efecto, si (g(x)) V., |lgla,) - fla) || < e/3 para i=12,....m

x<) €
Sea ahora x€ K . Setieneque x€ V(a;) paraalgin 1< i < n. Porlotan-
to, ||/(x)-g(x) || < || f(x)-[(a)) [|+[if(ai)-g(ai){|+Hg(ai)-g(x)][ <&/3+e/3+¢€/3

= ¢ , Esto demuestra que

[|f-gll= Sup || f(x)-g(x) || < €,
x € K

lo cual completa la demostracion .

Nota. Los teorema 5.1y 5.2, asi como sus demostraciones, no requieren ninguna
hipétesis adicional sobre Q , salvo lade ser un espacio topoldgico localmen-
te te compacto. Lo mismo es cierto del siguiente corolario. Nétese primero que si
F. es compactoen C(Q,R,), F(a) escompactoen R, . Se tiene enton-
ces el siguiente corolario del teorema de Ascoli :

Corolario 1. Sea ¥ C c(Q, R, ). Las proposiciones siguientes son equiva-
lentes :

1) F es relativamente compacto (resp. : compacto) en C(Q, R, )

2) § esequicontinuoy J (a) es relativamente compacto (resp. : compacto )

paratodo 2 €Q.
En caso de ser Q enumerable al infinito, se tiene
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Corolario 2. Si Q es localmente compacto, enumerable al infinito, y >

€ c(Q, Rr,), las proposiciones siguientes son equivalentes :
1) ¥ es equicontinuo, y paratodo « €Q, F(a) es relativamente com-
pactoen R _ .

2) De todasucesion §{/f } C F puede extraerse una subsucesion | f”k § con-

vergente en compactos hacia f € C(Q, R, ).

Nota. Si en el corolario anterior ¥ es cerrado, f € F . Esto es asi, por ejem-

plo, si F (a) es siempre compacto .

Ejercicios
1. Sea Q un espacio localmente compacto el cual es reunion de un nimero enu-

merable de conjuntos compactos. Demuestre que Q es enumerable al infini-
to.

2. Sea Q. unespacio métrico localmente compacto el cual tiene un subconjunto
enumerable A, densoen . Demuestre que Q es enumerable al infinito.

Concluya que todo abierto de R, es enumerable al infinito.

3. Sea Q un espacio métrico. Demuestre que para todo conjunto relativamente
compacto K CQ ytodo € >0 existen ag,...,a, €K tales que
K C kL'iIBE(ak).

4. Sea Q un espacio métrico, K C Q un conjunto compacto. Use el ejerci-
cio anterior para demostrar que existe un subconjunto K’ C K, K’ enume -
rable y denso en K (Ind. Paratodo >0, racional, existe un subconjunto
§, de K, finito, y tal que

K ¢ U B_(a) .

aEr
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5
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K' = 5
Q
0

v MC

r
r
Sea Q un espacio métrico localmente compacto, enumerable al infinito. De -

muestre que existe A C Q, enumerable y denso en Q. En otras palabras,
un espacio métrico localmente compacto es enumerable al infinito y sélo si es.
separable (es decir, tiene un subconjunto enumerable denso). Demuestre que

un espacio métrico es separable si y slo si su topologia tiene una base enu-

merable.

Complete los detalles de las demostraciones de los teoremas 1.1, 3.1, 3.2,

33,34.
De ejemplos de :

a) Una serie de funcionesen C(Q, R, ), simplemente convergente y no
absolutamente convergente.

b) Una serie de funciones convergente en compactos y no absolutamente con-
vergente.

c) Una serie de funciones convergente en compactos y no absolutamente con-

vergente en compactos.

Sea f(z)=a 2"+a, 2 4e..+a, € Cl[z], Diremosque / tiene
grado » siy sOlo si a, # 0. Un polinomio de grado 0 es constante y di-
ferente de 0. El polinomio f(z) = 0 no tiene grado. Demuestre que las pro-
posiciones siguientes son equivalentes para f€ C[z]:

1) lm | f(2)|=+0
IZ]-!-}-oo

2) f no es constante
3) f tienegrado > 1.



10.

11,

12,

13,

14,

15,

. Sea fe€cl[z]. Demuestre que si

= & ee e = m e
f(z) = a, 2"+ +a,=b, z" + +b,

entonces m=n y a, =b, para k=0,12,...,n. Concluyaque el gra-
do de un polinomio # 0 esun nimero > 0 perfectamente determinado ( el

cual se denota por deg (f) ) . Demuestre que deg(fg) = deg(f) + deg(g), si
f#0#g. Concluyaque C[z] esun dominio de integridad.

Demuestre que {z” |» >0, n € N} esunabasesobre C de C[z].

Sean f,g € C[z] , f# 0 #g. Demuestre que existen polinomios ¢,r €

C[z], con »=0 o0 deg(r) <deg(g), tales que

f=gq +r (Algoritmo de Euclides )
Sea f€ Clzl, Demuestrequesi f#0 y f(a)=0, existen g€ Clz]
y un Unico nimero »€ N, n> 1, tales que

n
f(z) = (z-0) g(z).

Sea f€€[z], f#0. Demuestre quesi Z(f)={a€C|f@)=0]en-
tonces Z(f) tiene p elementos, donde p < deg (f).

Sean feclzl,f#0, Z(f)={a; ..., @

» }. Demuestre que

711 n2 n
@) = (zg-0p) Hizp-ap) (2,0 P

donde 7, + n, taset ity = deg (f) .

Sea K=2,Q, R, C. Denotaremos por K [z] al subdominio de C[z]
de los polinomios f(z) = anz"+ «es+a, con a, €K para £=0,1,2,...n

Un polinomio f € K[z] , deg(f) > 0, sedice irreducible sobre K. si
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no existen dos polinomios g,b, 0 < deg(g) < deg (b) < deg(f), tales que
/ = g. bh. Demuestre que los Unicos polinomios en C[z], irreducibles so-
bre ¢ , sonlosdegrado =1. Si K=Q, R, C, losUnicos elementosde
K[ z], invertibles, son los polinomios de grado 0. (Es costumbre identifi -
cara f(z)=a, con a,. Entonces K C K[z] y K-{0} es el conjun-
to de los elementos invertibles de K[ z] ). Cuales son los elementos inverti-
bles de K[z]

16. Sea € R[z]. Demuestre que si o € C estal que f(a) =0, también
f(@) =0, Concluyaquesi f€IR[z] esdegrado impar, existe o€ R
tal que f(@)=0.

17. Sea f(z)=¢122+bz+c€C[z] , a# 0. Demuestre que si b2-4a62 0,

-b+\2b2-4ac -b-Vb2-4ac }

Z(f) =1 2a ’ 2a

y que si 52.4ac <0,

byifJoac-82  -b-i J4ac-b? :

Z(f) = ,
(f) { 32 7

Demuestre que, en general,

b +w; -b +wy

Z(f)= §— "1 i Lo, e
/ { 2a 2a

donde w;, w, son las dos raices de b2 - 4ac .
18. Sea f(z) = az? + bz+ c € R[z]. Demuestre que las proposiciones siguien-

tes son equivalentes :
a) [ esirreducible sobre. R .

b) Existe @€ ¢ -R +talque f(a)=20.
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39,

20.

¢h. bf & 4ac <0,
Demuestre que los Unicos polinomios en IR [z , irreducibles sobre IR
son los de grado 1 y los de laformar f(z) = az?+bz+c con b2-4ac <0,

Sea P un conjunto de subconjuntos del espacio topoldgico Q. Para cada

AeP y fecCc(Q,R, ) sedefine

170, = sw {| 091

y luego

Ug e(/)=1geC(Q, R, | Hf-gHA< e} , €>0,

Un subconjunto U de C(Q, R, ) sedice entonces abierto si para toda

fE€EU existen A €pP y &€>0 talesque
Uy ef) CU.

Demuestre que el conjunto 7p de todos los subconjuntos abiertos de;C(Q,Rn)
es una topologia sobre C(Q, R,) paralacual {Uy (f)|AcP, €>0]
es un sistema fundamental de vecindades. Si P es el conjunto de los com -
pactosde Q, 7p =7,. Si P es el conjunto de los subconjuntos finitos
de Q, rp sedenominala topologia de la convergencia simple y se denota
por T .

a) Demuestre quesi {/ | esunasucesibnen C(Q,R,), f,>f€CQ,

R,) para rp siy sblosi

lim f (x) = f(x)

7 > oo

paratodo x €Q .
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b) b) Demuestre que una serie de funciones en

si y sOlo si converge simplemente .

c(Q, R,) converge a 7

F

c) Demuestre que sisedaa C(Q, R,) la topologia de la convergencia

simple, la aplicacion

Y :C(Q,R)

Y (f)

-

donde C .= {/f(x) | f€C(Q,R,) },

m e,

x€()

(),

es un

€Q

homeomorfismo .

d) Sea ¥ un subconjunto equicontinuo de C(Q, R ). Demuestre que so-

bre ¥ las topolcgias inducidas por ¢ ¥V Tp coinciden .

e) De ejemplo de una sucesion de Cauchy en C(Q, R,) para r_ la cual

no sea convergente a ninguna

f) Demuestre que si
TF = TC

g) Demuestre que si

[EC(Q,R,).

F

Q es un espacio topoldgico separado, finito, entonces

Q es un-espacio discreto entonces TR =Tc -

21. Sea p :C(Q, R,) xC(Q,R") » C(Q, R,) definidapor p(f g)=
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=f+g. Demuestre que p es continuapara C -

las aplicaciones

RxC(Q,R )
n

A, f)

-

-

Lo mismo es cierto de

c(Q,R,)

A

CIQ,R) x CIQ, R,) > C(Q, R,)

(f, g)

-
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.22.Sea Q un espacio topoldgico compacto'. | f, ! una sucesion de funciones en

23,

24,

C(Q.R,). Sea P=1{Q}t . Demuestre

a) ™p= rC
b) Si a,= ||/, IIQ. entonces /, - 0 para r. siys6losi a, -0
en R .

Sea Q un espacio topoldgico localmente compacto enumerable al infinito,

{ K, 1 unasucesion exhaustiva de compactos dew Q. Sea f{/, | una su-

cesion de funcionesen C(Q, R,). Sea a,, = ||f,ll K, .

Demuestre que si  /im a,,=0 entonces f - 0 para 7 . De un
(m,n) C

ejemplo que muestre que la reciproca es falsa.
Sea {/,} < C(Q.R) talque /, - [ para e Demuestre que
lim [ f dx, ...dx, = [ fdx, ... dx

n->o00 K ” 1 2 K s b

para todo compacto K C Q. Concluyaquesi p € SI(Q) y .p=2,

Si w =/f dc g, dy , [ - [. g, - g para Fos ¥ w=fdx +

y dy . Demuestre que

f f,dx A dy - [ fdx AN dy
P P

si f, -/ para L. N p € S(Q) .
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25. Sea Q un espacio localmente compacto. Demuestre que un subconjunto F

de C(@Q. R, ) esequicontinuo siy sélosi ¥, suclausuraen C(Q.R,)

para 7. también lo es .

Indicacion : Dados a€Q y >0 existe una vecindad compacta K de
a tai que ||g(x)-g(a)|| < /2 paratoda geF ytodo xc K. Sea
/'G.‘T y tomese g<F N Up ¢/2() para concluir que entonces

[|/(x) - f(a) || <€ paratodo x€K.

26.Sea ¥ C C(Q.R,) . Demuestre que Fo =F(x) .

ERRATAS

En la demostraciéon del Lema 4.1, Capitulo V hemos encontrado un error. El
comienzo de la demostracion debe cambiarse como sigue : Sea a€Q fijo y
sean o. pGSI(Q) tales que p(0)=a, p(1) = z. Esclaroque ..., supri-

miendo la frase o p-l -0 porser Q simplemente conexo. Por lo tanto....
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