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Titulo en espanol

Test de aleatoriedad para procesos puntuales espaciales basado en el célculo de la
dimensién fractal

Title in English

Randomness test for spatial point processes based on the fractal dimension

Resumen: El estudio de procesos puntuales espaciales un area de la estadistica espacial
permite modelar y analizar la distribucién de eventos que ocurren en una regién. En la
practica, el primer paso para su andlisis consiste en evaluar la hipotesis de aleatoriedad
espacial completa (AEC). En este trabajo se propone una prueba basada en la dimen-
sion fractal por el método de Boxr Counting para evaluar dicha hipotesis. Los resultados
encontrados, con datos simulados y reales indican que la prueba tiene un buen desempeno.

Abstract: The study of spatial point patterns, as an area of spatial statistics, allows
modelling and analyzing the distribution of events recorded in a region of interest. In
practical applications, the first step for analysis is evaluate the hypothesis of complete
spatial randomness (CSR). In this work a test based on fractal dimension by Box
Counting method is proposed in order to evaluate that hypothesis. The results shows an
good performance with real and simulated datasets.
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Introduccion

«El Universo estd escrito en el lenguaje de las matemdticas y sus caracteres son
tridngulos, circulos y otras figuras geométricas, sin las cuales es humanamente imposible
entender una sola de sus palabras. Sin ese lenguaje, navegamos en un oscuro laberinto.»

Galileo

El concepto de fractal fue formalmente acunado por primera vez en 1967 [47]. En
el siglo XIX varios autores, entre ellos Poincaré, Julia, Liapunov y Cantor, definieron
conjuntos fractales, siendo éste ultimo quien propuso en 1883 el llamado “Conjunto de
Cantor” o “Polvo de Cantor”.

Muchas de las formas del universo poseen geometria fractal, v.g. galaxias, neuro-
nas, nubes, rios, formaciones montanosas, drboles y helechos. También, muchas de las
creaciones del ser humano tienen comportamiento fractal, por ejemplo la musica clasica
occidental tiene fluctuaciones de tono que siguen una ley de potencia [45].

Los fundamentos matematicos de la teoria fractal han sido tratados extensamente en
la literatura ([1],[10],[30],[44],[46],[57] y [58]). El tema ha sido abordado también desde la
teorfa de la medida ([27],[28] y [29]).

Los fractales brindan una alternativa para el andlisis de datos que exhiben compor-
tamientos aparentemente desordenados o de los que no es posible obtener informacién
en la practica. Por ejemplo, se podrian utilizar para caracterizar sismos de magnitudes
pequenas que no pueden ser detectados por acelerégrafos de gran precision [62]. Las leyes
de potencia y la invarianza de escala o autosimilaridad estadistica pueden considerarse las
propiedades mas valiosas de la geometria fractal. La teoria de fractales ha sido aplicada
en diversos campos del conocimiento. Por ejemplo, en las ciencias de la tierra Man-
delbrot (1982) propuso técnicas para medir la dimensién fractal de objetos geograficos [48].

El comportamiento fractal se ha extendido al estudio de aglomeraciones urbanas [11].
El concepto de ciudades fractales consiste en el andlisis de estructuras autosimilares al
interior de las ciudades, vecindades, sectores y redes de transporte. Ademas de introducir
una nueva visién de elementos como la expansién urbana, se proponen metodologias
alternativas para realizar estimaciones de densidad poblacional en términos de andlisis
fractal. Dauphiné (2012) sugiri6 por primera vez el término Geografia Fractal, en su obra

X



INTRODUCCION X

“Fractal Geography” [24].

En dreas como geologia y geofisica también ha sido un tema abordado. [62] se en-
foca en aplicaciones de teoria del caos, andlisis fractal y multifractal en ciencias de la tierra.

Una aplicacién de teoria de fractales en estadistica se relaciona con series de tiem-
po. Existen varios trabajos principalmente con aplicaciones en finanzas e hidrologia
(133],[42],[43], [49] y [51]).

El andlisis multifractal de datos se encuentra estrechamente ligado a la estadistica
espacial. Varios documentos tedricos y practicos abordan el tema de multifractalidad
en estadistica espacial ([13],[14],[15],[16],[17],[18], [19] y [2I]). Algunos trabajos incluyen
ademds aplicaciones basadas en Sistemas de Informacién Geografica (SIG) ([2],]20],[65]
y [66]). [52] realiza una aplicacién especifica de multifractalidad y estadistica cldsica
para un distrito de oro en Zarshuran (Iran). Literatura més reciente trata el anélisis
multifractal en geoestadistica como una herramienta para determinar anomalias de precio
en aglomeraciones urbanas ([39] y [40]).

Con relacion a la estadistica espacial, los fractales se han empleado principalmente en
geoestadistica con el objetivo de determinar anomalias en los datos para separarlas de la
linea base.

Por otro lado, el andlisis de procesos puntuales espaciales es el area de la estadistica
espacial que se dedica a estudiar las caracteristicas de eventos que pueden ser representa-
dos de manera puntual en el espacio, asi como su distribucién espacial. Sus antecedentes
tedricos provienen desde Poisson (1837), Erlang(1909) y Neyman(1939) en el contexto
de redes telefénicas y procesos espaciales agregados o cluster, Janossy (1948), Khinchin
(1960), Matheron (1975), Matthes, Kerstan, Mecke (1978) y Srinivasan (1974) [35]. La
literatura al respecto es extensa ([41],[55] y [50]). [25] trata también el anélisis de procesos
puntuales espacio temporales. Por su parte, otros se enfocan ademés del andlisis de
patrones puntuales, en el uso de la libreria especializada Spatstat ([5],[6],[9] y [7]).

Un proceso puntual espacial es un proceso estocéastico, donde cada realizacién consiste
en un conjunto de puntos en R? (generalmente en R? o R3). Son titiles en el estudio de
eventos naturales como sismos y terremotos, poblaciones de animales o plantas, particulas,
células, distribuciones de galaxias o estrellas, ocurrencia de enfermedades, epidemiologia
y fendémenos sociales [6]. En general la distribucién de eventos en una regiéon puede ser
estudiada empleando teoria de procesos puntuales espaciales.

El primer paso en el andlisis de procesos puntuales espaciales, consiste en evaluar
la hipétesis de Aleatoriedad Espacial Completa (AEC). Para ello existen entre otras,
pruebas graficas basadas en distancia al evento mas cercano (funcién F'), la distancia al
vecino mas cercano (funcién G), distancias entre eventos (funcién H) y la distancia media
entre eventos (funcién K) [25].



INTRODUCCION XI

En este trabajo se propone una prueba de AEC para patrones puntuales, basada en
la dimensién fractal, particularmente en la metodologia Box Counting.

El documento estd organizado de la siguiente forma: en el capitulo [I] inicialmente
se presentan conceptos basicos de la teoria de patrones puntuales espaciales (tales como
estacionariedad, ergodicidad y homogeneidad) y se hace la definicién de las pruebas
de aleatoriedad basadas en las funciones F, G y K. Posteriormente, se enuncian las
definiciones de geometria fractal, autosimilaridad, autosemejanza, invarianza de escala,
algunos ejemplos de fractales matematicos y dimensién Box Counting.

En el capitulo |2 se expone la prueba propuesta en el trabajo que permite evaluar la
hipétesis de AEC a través del cédlculo de la dimensién fractal, aplicando la metodologia
Bozx Counting. También se desarrolla un algoritmo computacional para este fin.

En el capitulo [3] se lleva a cabo un estudio de simulacién para evaluar el comporta-
miento de la prueba y comparar con las pruebas tradicionales basadas en las estadisticas
F,Gy K.

En el capitulo [4] se aplica la prueba propuesta para evaluar la hipétesis de AEC en
tres conjuntos de datos reales ampliamente reportados en la literatura.

El escrito finaliza con conclusiones y trabajo futuro.



Marco Teorico

1.1. Patrones Puntuales Espaciales

1.1.1. Generalidades

El analisis de procesos puntuales espaciales es una de las tres principales ramas
de la estadistica espacial, junto a la geoestadistica (i.e. andlisis de procesos continuos
espaciales) y el estudio de procesos espaciales discretos o andlisis de dreas [23]. Existen
muchas referencias acerca de la teorfa, andlisis y aplicaciones de patrones puntuales
espaciales y espacio temporales ([25],[35],[41] y [53]).

La importancia de los patrones puntuales radica en su utilidad al estudiar la dis-
tribucién espacial de fenémenos que ocurren en coordenadas especificas, v.g. sismos,
deslizamientos, poblaciones animales o vegetales, informacién epidemiolégica y datos de
asentamientos humanos.

Algunos ejemplos de patrones puntuales que se mencionan ampliamente en la litera-
tura se encuentran contenidos en la libreria Spatstat del software R [9]. A continuacion se
describen tres conjuntos de datos que muestran caracteristicas esenciales.

La Figura muestra el conjunto de datos “Cells” [9], que corresponde a los centros
de 42 células bioldgicas observadas mediante un microscopio en un corte histolégico. Se
aprecia como la distancia entre los centros es regular, debido a que el tamafio de las célu-
las es regular. Este es un ejemplo tipico de lo que se denomina patrén puntual de inhibicién.

El conjunto de datos “Reedwood” [9], en la Figura representa la ubicacién de
65 secoyas (i.e. especie de conifera) en un area de 23 metros de lado. En este caso es
posible apreciar agrupamiento de arboles. Es un ejemplo de lo que se conoce como patrén
puntual agregado o cluster.

La Figura [1.2] muestra el conjunto de datos Shapley [9]. Se refiere a la posicién (ascen-
sién derecha, declinacién) de 4215 galaxias observadas en la concentracién Shapley. En
este caso no resulta trivial definir qué tipo de distribucién espacial siguen las observaciones.



CAPITULO 1. MARCO TEORICO 2

* .
. . °
. . [ :
. o’
. L] .
. LIS
. - .
. . ® .
.
. v ®
. . . .
. H
° .
® .
. « ° * s’ .
. N .
. . . ™ I
. . hd °
. o®
. . .
o °
. . . * H
. * . ee ** .
. () .
. . .
.
. . ®

(A) Conjunto de datos “Cells” [9], represen- (B) Conjunto de datos “Reedwood” [9], repre-
ta los centros de 42 células bioldgicas ob- senta la ubicacién de 65 secoyas en un area
servadas mediante un microscopio en un de 23 metros de lado.
corte histolégico.

FIGURA 1.1. Los conjuntos de datos “Cells” y “Reedwood”, contenidos en la libreria Spatstats [9].

Cuando un patrén puntual cuenta con informacion adicional a la localizacién del
evento se denomina “Patrén Puntual Marcado”, éstos son generalizaciones de procesos
puntuales y son altamente relevantes en aplicaciones practicas. A cada punto (loca-
lizacién) z; se le asigna una cantidad m(z;) (puede ser numérica o categérica) [41].
Por ejemplo, en el caso de un conjunto de sismos cada uno con localizaciéon x,y, z
en R? (2 representa la profundidad del epicentro), se tiene un atributo que indica su
magnitud (variable de marcado). Existen también patrones puntuales espacio tempora-
les, estos proveen ademds de la localizacién, el tiempo de ocurrencia, (v.g. localizacién
y fechas de 100 casos consecutivos de sintomas gastrointestinales no especificos) [25] y [41].

Otro ejemplo de patrén puntual marcado es el conjunto de datos Longleaf Pines [23]
(Figura. En éste se da la informacion de coordenadas y didmetros a la altura del pecho
(DAP) de 584 pinos en un érea cuadrada de 200m x 200m (4 hectéreas) de bosque en el
condado Thomas (Georgia, USA). Las localizaciones del patrén observado se notan como
M = z1,...,x584, y sus DAP se notan como m(z1), ..., m(xss4). El didmetro del circulo en
la grafica simboliza la variable de marcado m(z;).

En aplicaciones reales los patrones puntuales analizados estadisticamente son finitos.
Sin embargo, tiene sentido emplear modelos que corresponden a procesos puntuales
infinitos, la eleccién depende de la situacién. En algunos casos los patrones describen
fendmenos que ocurren en un &drea estrictamente delimitada (v.g. centros de marcas
de balas en un objetivo circular, centros de los poros en la superficie de un ladrillo,
centros de poros de aire en un queso Suizo). En otros casos el patrén puntual puede
ser considerado como parte de un patrén mucho mayor y se puede asumir que éste se
encuentra distribuido de la misma manera que la ventana de observacién ([41] y [64]).
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F1GURA 1.2. Conjunto de datos Shapley, contenido en la libreria Spatstat [9]. Representa la posi-
cién (ascension derecha, declinacion) de 4215 galaxias observadas en la concentracién
Shapley.

Usualmente, cuando se decide analizar un patrén puntual asumiendo que es una rea-
lizacién de un proceso puntual infinito, se asume homogeneidad e isotropia (propiedades

que seran definidas en la seccién [1.1.2.2)) [64].

El objetivo fundamental del estudio de patrones puntuales espaciales es identificar y
modelar la distribucién espacial de un conjunto de localizaciones. Es de interés particular
la presencia de tendencia en las localizaciones de los puntos. Para concluir que existe
agrupamiento (i.e. clustering), es necesario en primera medida descartar su ausencia [64].

1.1.2. Patrones Puntuales Espaciales

El proceso puntual es un proceso estocastico, cuya realizacién es un patréon puntual
espacial. Este puede ser definido y estudiado en espacios abstractos, pero en general se
consideran dos o tres dimensiones (por simplicidad en la presentacién, sélo se asume R?).
El patrén puntual espacial es un conjunto de datos finito (coleccién de localizaciones)
([35],[41],[60] y [64]). También se puede definir como datos en forma de conjunto de
puntos con localizacién irregularmente distribuida en una regién espacial ([25] y [35]).

Sea un proceso puntual X, donde cada realizacién es un patrén puntual x con nimero
finito de puntos. Se asume que X se extiende a través de R? pero es observado solamente
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F1GUrA 1.3. Conjunto de datos Longleaf Pines [23], consiste en la informacién de coordenadas y
didmetros a la altura del pecho (representado por el tamaiio del circulo en la grafica)
de 584 pinos en un area cuadrada de 200mx200m de bosque en el condado Thomas
(Georgia, USA).

al interior de una ventana de observacién A. Se define x como una muestra finita de X,
tal qué [6]

x = {x1,x9,..xp}, x; € A, n > 0-

La ventana de observacién A es fija y conocida. Para cada regién A, se define N(A) como
la variable aleatoria del conteo de puntos de x en A [6].

Un concepto importante dentro del analisis de patrones puntuales es la intensidad,
que se define como el valor esperado del nimero de puntos por unidad de area. Es una
medida de abundancia de los eventos. La intensidad puede ser constante a lo largo de
la ventana de observacién (homogénea) o puede variar de una localizacién a otra (no
homogénea) [0].

1.1.2.1. Intensidad homogénea

Sea un proceso puntual X, se dice que su intensidad es homogénea si, para cada
sub-regiéon A en R? el nimero esperado de puntos en A es proporcional al drea de A
denotada como |A] [6]

E[N(X N A)] = AA],

A se conoce como intensidad del proceso puntual homogéneo, es constante y corresponde
al nimero promedio de puntos por unidad de &rea y N(X) es la variable aleatoria
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que representa el nimero de puntos del proceso puntual en la region A. Un estimador
insesgado de A para un patrén puntual homogéneo (x) es la densidad empirica de puntos,
definida como [6]

N(x)

= N,
Al

1.1.2.2. Estacionariedad, isotropia y ergodicidad

A continuacion se definen tres propiedades importantes en el andlisis de patrones
puntuales espaciales.
Estacionariedad
Un proceso puntual X en R? es llamado estacionario (homogéneo) si las propieda-
des estadisticas de X y X + v son idénticas para cualquier vector v [6]. Sea x un
patrén puntual y x + v = {x; +v:i=1,--- ,n} el resultado de trasladar cada punto de
x en un vector v, se puede afirmar que x y x+v tienen la misma distribucién [4I], por tanto

N(x) iN(x—i— v), para todo x y v.

Isotropia
Un proceso puntual es isotrépico cuando es invariante a la rotacién con respecto al origen
[64].

Ergodicidad
Ademss de la estacionariedad e isotropia, la ergodicidad también se asume con frecuencia
en estadistica de procesos puntuales espaciales. Si un proceso puntual es ergddico, esto
supone que analizar una muestra (un patrén puntual) de un tamano apropiado permitird
obtener resultados estadisticamente significativos,

N(A
lim (4)

Jim, W = A con probabilidad 1,

donde X es la intensidad del proceso, A es una regién tal que A C R% de modo que la
expresién A T R¢ significa que la ventana A converge al espacio completo R?. La carac-
teristica numérica mas importante para un proceso puntual estacionario es la intensidad
A, que denota la media de puntos por unidad de &rea o volumen ([60] y [41]).

1.1.3. Proceso homogéneo de Poisson y AEC

En un patrén puntual x bajo AEC la variable aleatoria N(A) sigue una distribucién
de Poisson, por tanto se asimila a un proceso homogéneo de Poisson que cumple con dos
propiedades fundamentales: Es homogéneo e independiente ([25] y [64]).

Por una parte, la homogeneidad implica que el valor esperado del niimero de puntos
del patrén puntual que cae en una regién A debe ser proporcional a su drea |A|, como

E[N(A)] = MA]. (1.1)
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Con A constante [6].

La variable aleatoria N(A) (numero de puntos del patrén puntual en una regién
A) sigue una distribucién de Poisson con media A\|A| como en (1.2), para A constante,

positiva y finita (1.1]),

)\n|A‘n€—>\\A\
T

P(N(A)=n) ,paran =0,1, ... (1.2)

Por otra parte, la independencia implica que si A1 y Ay son dos subregiones disyuntas del
area de interés A, entonces, las variables aleatorias N(A;) y N(Az) son independientes [0].

Dado que bajo AEC los eventos en A son i.i.d; entonces para el vector de eventos
(1, ...,z5) en A satisface qué,

n
P(zy € A1, mn € Ay) = [[ (14l/IA]), Ar,--- An C A (1.3)

i=1
Esto quiere decir que cada evento tiene la misma probabilidad de ocurrir en cualquier parte
contenida en el espacio A. Los eventos no se atraen (cluster) ni se repelen (inhibicién) [23].

El proceso homogéneo de Poisson se toma como referencia y representa un estandar
idealizado que es empleado como primera aproximacién, por tanto es el punto de partida
en el estudio de cualquier proceso puntual espacial.

La mayoria de los andlisis comienzan con una prueba para evaluar la hipdtesis de
AEC. Si esta no se rechaza apenas merece la pena realizar otros anilisis estadisticos al
patrén puntual. Por otra parte, las pruebas que permiten evaluar la hipétesis de AEC, son
usadas también como parte del andlisis exploratorio del conjunto de datos ([25] y [41]).
La Figura muestra una simulacién de un patrén homogéneo de Poisson en R? (AEC)
con n = 100.

1.1.4. Pruebas de Monte Carlo en patrones puntuales

La hipétesis de AEC puede ser evaluada usando métodos de Monte Carlo como se
muestra a continuacion.

Suponga una hipotesis simple Hy. Sea t; el valor observado de un estadistico T
para un conjunto de datos y sea {to,---,ts} los valores de T' observados para s — 1,
simulaciones independientes de la distribucién de T bajo Hy (se asume por conveniencia
que la distribucién de T' es continua). Si Hy es cierta, los valores {t1,t2,--- ,ts} son inter-

cambiables e igualmente probables. De aqui que si R denota el numero de ¢; observados,

r—+1
tal que ¢; > ¢, entonces el valor p de Monte Carlo se determina como P(R <r) = i ,

esto implica que para un nivel de significancia predeterminado @ = ——, la prueba
s
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F1cURrA 1.4. Simulacién de un patrén puntual bajo AEC con n = 100.

rechaza Hy siy solo si r < k donde r € Z* ([25] y [35]).

La pérdida de potencia resultante de una implementacion de Monte Carlo es leve
comparada con una prueba cldsica. Segin Marriot (1979), la cantidad de simulaciones s
no necesita ser muy grande; para una prueba al 5% es suficiente con s = 100 y para una
prueba al 1% serfa suficiente s = 500 ([25] y [35]).

Las pruebas de Monte Carlo son basadas en simulacién. Para el caso de las pruebas
de AEC, se calcula la funcién correspondiente para s simulaciones de patrones puntuales
bajo Hy: AEC, estableciéndose “bandas de confianza”. Posteriormente se calcula la
estadistica con base en el patrén observado. Si esta se encuentra por fuera de las bandas
de confianza se rechaza Hj.

1.1.5. Pruebas para evaluar la hipétesis de AEC

Una prueba de hipotesis tipica, compara el valor de un resumen cuantitativo de los
datos observados con el calculado bajo el supuesto de que la hipétesis nula es cierta, en
este caso la de AEC. En esta seccién, se describen tres de las pruebas més empleadas
para evaluar la hipdtesis de AEC.
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1.1.5.1. La funcién K-Ripley

Sea d;j = ||z; — x;|| la distancia entre dos puntos x;, z; del patrén puntual x, donde
(i # j). Si el patrén puntual es agregado muchas de las distancias d;; serdan pequenas.
Anidlogamente, si se trata de un patrén puntual de inhibicién pocas de las distancias d;;
seran pequenas [6], [64] y [25].

Suponga un proceso puntual estacionario X y defina ¢(u,r,x) como el numero
de puntos en el patrén x que se encuentran a una distancia menor o igual a r de la
localizacién u, es decir

1 siO<|u—zj|| <7
t(u,r,x) ZI I; —{ o . (1.4)

La funcion K estéd definida como

E[t(u,r,x)|u € X]
3 .

La definicién de la funciéon K no depende de u, ya que se asume que X es estacionario e
independiente [6], por lo tanto

K(r) =

La variable aleatoria t(u,r, X) es el nimero de puntos de X que se localizan al interior
del disco de radio r con centro en u. Para un proceso homogéneo de Poisson se puede
establecer que E [t(u,r, X)] = Anr?, y la funcién K bajo AEC esta dada por [6],[64] y [25]

2
Kapc(r) = mre.
Para un patrén de inhibicién, se esperarian menos eventos dentro de la distancia r

(K(r) < mr?). Anédlogamente se esperaria mayor niimero de eventos para el caso de un
proceso puntual agregado, K (r) > 7r? [59].

A continuacién se define la funcién K empirica. Sea H(r) la funcién de distribucién
empirica definida como la cantidad de valores de d;; menores que 7, de modo qué,

R s <
{1 si dlj_r. (1.5)

H(r)= il — 1 Z; ;Izm donde I;; = oo
=1 j#i

El denominador n(n — 1) es el total de pares de puntos distintos. H(r) es el nimero de
puntos que se encuentran dentro de un circulo de radio r. La contribucién de cada evento
x; a la suma en (|1.5) [6] es

JFi
Reemplazando (1.6)) en (|1.5) se obtiene
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El valor ¢(r) es el nimero medio de vecinos dentro de una distancia r a cada punto. En
un patrén bajo AEC se espera que £(r) = Arr? (intensidad por el drea del circulo de radio
r). Dado que el nimero maximo de vecinos que podria tener cualquier punto es n — 1,
tiene sentido definir A = (n — 1)/|A|. Multiplicando ambos lados de por |A|, se tiene
[6], [64] y [25]

Al -

|A|H (r) = o) (1.8)

Se define la funcién empirica K reemplazando (1.5)) en (1.8))

R . |A| n n
K(r)=[A[H(r) = 1) YO Ljes(r),
n(n—1) = j#i
donde e;;(r) es una correccién del efecto de borde (seccién [1.1.6]).

En resumen, la funcién K es el promedio acumulativo de puntos que caen dentro de
una distancia r de un punto, corregido el efecto de borde y dividido por la intensidad [6],
64 y 23]

La grifica de r contra K (r) permite evaluar empiricamente la hipdtesis de AEC. La
Figura muestra el resultado de la prueba para cuatro conjuntos de datos. La zona en
gris determina las bandas de confianza definidas mediante simulaciones de Monte Carlo
bajo AEC [Kjo(r), Kpi(r)]. Se rechaza la hipétesis nula cuando la curva para el patrén
observado K’obs(r) se ubica fuera de dichas bandas. Si se ubica por debajo indica que se
trata de un patron de inhibicién, mientras que, si la curva se encuentra en la parte superior
de las bandas calculadas se trata de un patrén agregado. Particularmente la Figura
muestra el resultado de la prueba grafica para el caso de una simulacién de patrén puntual
de Poisson con n = 103, se aprecia como la curva observada se encuentra al interior de

las bandas de confianza, por tanto no hay evidencia que permita rechazar la hipétesis nula.

La Figura describe el resultado de la prueba grafica de AEC basada en la
funcién K para el conjunto de datos Cells (Figura , siendo éste un caso tipico de
patron puntual de inhibicién. Como se puede comprobar en la grafica, la curva observada
de la funcion se encuentra fuera de las bandas de confianza, por tanto, se debe rechazar
la hipdtesis nula, concluyendo qué se trata de un proceso de inhibicion.

De manera similar la Figura muestra el resultado de la funcién K para el
conjunto de datos Reedwood (Figura , que es un caso de patrén puntual agregado
(i.e. cluster). La curva observada se encuentra por encima de las bandas de confianza
determinadas, por lo tanto, se rechaza la hipétesis de AEC, en favor de que el patrén es
agregado.

Un caso similar ocurre con el patrén puntual correspondiente a Longleaf Pines (Figura
. En la Figura se puede observar el resultado de la funciéon K para este conjunto
de datos, de esta se puede inferir que se debe rechazar la hipétesis nula y concluir que las
observaciones corresponden a una realizacién de un patrén agregado.
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FIGURA 1.5. Pruebas graficas para evaluar la hipdtesis de AEC con base en la funcién K para
cuatro conjuntos de datos. Se muestran en color gris las bandas de confianza calcula-
das mediante simulaciones de Monte Carlo [Kjo(r), Kpi(r)]. En color negro la curva
calculada para el patrén observado Kops (r) y en color rojo la curva tedrica bajo AEC

Ktheo(r)~
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1.1.5.2. Funcion F: Distancia de espacio vacio

Sea un proceso puntual X, la distancia desde una localizacién fija arbitraria v € R?
al punto més cercano del proceso es llamada distancia de espacio vacio, y se denota como [6]

d(u,X) = min {||lu — z;|| : z; € X}

Para un proceso estacionario la funcién de distribucién acumulada de la distancia de
espacio vacio se define como [0]

F(r)=P{du,X) <r}.

Se asume que X es estacionario, por lo tanto F no depende de u. La distancia al vecino
mas cercano de X es mayor que 7, si y solo si el disco de radio r no contiene puntos de X,

d(u,X) > rsiit N(XNb(u,r)) =0,

donde b(u,r) es el disco de radio r, con centro en u [6].

Si X es un proceso homogéneo de Poisson en R? de intensidad ), el niimero de puntos
que ocurren en un area A tiene distribucién de Poisson con media A|A|. Si B es un disco
de radio r, entonces |A| = 772, La funcién F bajo AEC se define como la probabilidad de
que no caigan puntos en B [6]

Fapc(r) = 1-P{d(u,X)} =P{N(XNb(u,r)) =0}
— 1 e

Bajo AEC, se define el valor esperado de la distancia de espacio vacio E [d(u,X)] =
1/(2v/X) y su varianza Var [d(u, X)] = (1/7 — 1/4) /X [6].

La grafica de r contra F(r) =1 — e=Amr? permite evaluar empiricamente la hipotesis
de AEC. La Figura [1.6] ilustra el resultado para diferentes conjuntos de datos. Cuando
se trata de un patrén puntual bajo AEC la curva observada se ubica al interior de las
bandas de confianza en color gris (Figura . Para el caso de un patrén agregado, los
espacios vacios son mayores que en para el caso de un patrén bajo AEC y de inhibicién.
La curva por encima de las bandas de confianza definidas mediante una prueba de Monte
Carlo permite concluir que se trata de un patrén inhibicién y una curva por debajo de
las bandas de confianza corresponde a un patrén puntual agregado (i.e.cluster) [25].

La grafica de r contra F(r) permite evaluar empiricamente la hipdtesis de AEC. La
Figura muestra el resultado de la prueba grafica de AEC basada en la funcién F
para el conjunto de datos Cells. La parte superior de la curva observada se encuentra por
encima de las bandas de confianza. Se rechaza la hipdtesis nula, se trata de un patrén
puntual de inhibicién.

En el caso del conjunto de datos Reedwood, la curva observada se encuentra por
debajo de las bandas de confianza, como se puede apreciar en la Figura Se rechaza
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F1GURA 1.6. Pruebas graficas para evaluar la hipétesis de AEC con base en la funcién F para
cuatro conjuntos de datos. Se muestran en color gris las bandas de confianza calcu-

ladas mediante simulaciones de Monte Carlo [E1o(r), Fri(r)]. En color negro la curva

calculada para el patrén observado Fyps(r) y en color rojo la curva tedrica bajo AEC

Z:—‘theo(r)-
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también la hipdtesis de AEC y se concluye que el patréon es agregado.

Finalmente, en el caso del conjunto de datos Longleaf Pines; de lo mostrado en la
Figura se concluye que las observaciones corresponden a una realizacién de un
patrén agregado.

1.1.5.3. Funcién G: Distancia al vecino mas cercano

Si x; es uno de los puntos en un patrén puntual x, la distancia al vecino méas cercano
d; = min;4; ||x; — x;||, también puede escribirse como [6]

di = d(ﬂ?z, X/$l)
Se define como la distancia més corta desde x; hasta el patrén x/x;, que consiste en todos

los puntos de x excepto z; [6].

Para un proceso estacionario X la funcién de distribucién de la distancia al vecino
maés cercano se define como [6]

G(r) = P{d(u,x/u) < r|X tiene un punto en u}; para r > 0.

El valor u es una localizacién arbitraria.

Suponga X un proceso uniforme de Poisson en R? con intensidad . Teniendo en

cuenta que los eventos son independientes, la localizaciéon de u no afecta la distribucién
de probabilidad. Para AEC [6]

G(r) = P{d(u,x/u <r)}.
Para un patrén bajo AEC la distribucién de G es igual a la distribucién de F y se define[6]
GAEc(T) =1- 67/\7rr2.

Si el patrén puntual es agregado muchas de las distancias d; serdn pequenas. Anélo-
gamente, si se trata de un patrén puntual de inhibicién pocas de las distancias d; seran
pequenas [6].

Es posible definir la funcién G(r) como:

31

G(r) = % donde: I; = {

1 sid;€d;:d; <nV;

0 €.0.C. ’ (1.9)

donde, d; = mind;;,V; #i€ 5,1 =1,2,...,n.

La funcién G representa el niimero de elementos del patrén con distancias menores a
r, normalizadas por el total de puntos n del patréon puntual. Mediante pruebas de Monte
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Carlo se genera un intervalo de confianza que permite aceptar o rechazar la hipétesis de
AEC [25].

La Figura [1.7] muestra el resultado de la prueba grafica para diferentes conjuntos de
datos. En el caso de un patrén puntual bajo AEC la curva observada se ubica al interior
de las bandas de confianza en color gris (Figura . En el caso de un patrén puntual
agregado, las distancias al vecino méas cercano deben ser mas pequenas que lo esperado
bajo condiciones de AEC (curva por encima de las bandas de confianza calculadas).
Andlogamente, un patrén puntual regular o de inhibicién deberia tener distancias mayores
hasta su vecino més cercano que lo esperado para un patrén puntual bajo AEC (curva
por debajo de las bandas de confianza).

La grafica de r contra G(r) permite evaluar empiricamente la hipétesis de AEC. La
Figura [I.7B] describe el resultado de la prueba grifica de AEC basada en la funcién G
para el conjunto de datos Cells, siendo éste un caso tipico de patrén puntual de inhibicién.
La zona en gris determina las bandas de confianza definidas mediante simulaciones de
Monte Carlo bajo la hipétesis de AEC. Como se puede comprobar en la gréafica, la curva
observada de la funcién se encuentra por debajo de las bandas de confianza, por tanto,
se debe rechazar la hip6tesis de AEC, confirmando qué se trata de un proceso de inhibicién.

La Figura muestra el resultado de la funcién G para el conjunto de datos
Reedwood. La curva observada se encuentra por encima de las bandas de confianza
determinadas. Se rechaza la hipdtesis de AEC, en favor de que el patrén es agregado.

Para el caso Longleaf Pines. La Figura ??7) muestra el resultado de la funcién G de este
patron. Se debe rechazar la hipétesis nula y concluir que las observaciones corresponden
a una realizacién de un patrén agregado.

1.1.6. El efecto de borde

A pesar de que se asume que el patrén puntual estacionario es infinito, en la mayoria de
los casos se cuenta unicamente con informacién al interior de una ventana de observacién
A. Si el conjunto de datos solo provee los puntos al interior de la ventana, la informacién
completa del vecindario no esté disponible para los puntos ubicados cerca del borde de A.
Dado que las funciones F', G y K se basan en distancias, para su estimacién se necesita
informacién afuera de la ventana de observacién. La Figura muestra un elemento del
patrén puntual cuyos vecinos mas cercanos se encuentran fuera de la ventana de observa-
cién A. En este caso las funciones estimadas basadas en distancia no serian insesgadas [41].

En resumen, el efecto de borde se refiere al error relacionado con la informacién
que no es observable cuando se calcula un estadistico cercano al limite del area de
interés. Existen varias metodologias para corregir el efecto de borde en los estimado-
res de las funciones F', G y K. Este tema puede ser profundizado en la literatura ([41] y [6]).
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F1GURA 1.7. Pruebas gréaficas para evaluar la hipétesis de AEC con base en la funcién G para
cuatro conjuntos de datos. Se muestran en color gris las bandas de confianza calcula-
das mediante simulaciones de Monte Carlo [Gio(r), Ghi(r)]. En color negro la curva
calculada para el patrén observado Gobs(r) y en color rojo la curva tedrica bajo AEC
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FiGURA 1.8. En la figura se muestra un elemento del patrén puntual cuyos vecinos mas cercanos
se encuentran fuera de la ventana de observacién A. Las funciones estimadas basadas
en distancia no serfan insesgadas (Elaboracién propia).

1.2. Fractales

1.2.1. Generalidades

«Clouds are not spheres, mountains are not cones, coastlines are not circles, and bark is
not smooth, nor does lightning travel in a straight line.»
B. Mandelbrot [48]

Si bien la geometria Euclidiana puede simplificar el mundo que nos rodea no es la
manera mas exacta de representar los objetos naturales, la geometria de la naturaleza es
sumamente compleja y pareciera en ocasiones comportarse desordenadamente.

Las figuras geométricas tradicionales tienden a simplificarse a medida que la escala
aumenta. Por ejemplo, el resultado de ampliar un circulo es una curva, al acercarse mas
es una recta. No obstante, la naturaleza no se comporta de este modo, una montana que
de lejos podria representarse mediante un tridngulo no se simplifica a medida que nos
acercamos.

Mandelbrot (1967), pretendia medir con cierto grado de exactitud la longitud de la
costa de Gran Bretana, concluyendo que el resultado depende de la escala de medicién.
Esto significa que la longitud de la costa es menor si se mide empleando una imagen de
satélite, que si se mide estando de pie sobre ella. ;Qué pasaria si el objetivo es medir
la longitud de la costa empleando una regla o un microscopio?. El resultado puede ser
resumido en una ley de potencia: a mayor escala, mayor longitud [47].

En términos simples un fractal es un objeto cuya estructura se replica (de manera
exacta o similar) a medida que se amplia, v.g. la hoja de un helecho tiene la misma forma
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que el helecho completo. Para poder afirmar que un objeto tiene comportamiento fractal,
éste debe cumplir con dos propiedades: ser autosimilar (autoafin) y poseer dimensién
fraccionaria, estos conceptos serdn definidos adelante.

1.2.2. Ejemplos clasicos

En esta seccién se explican algunos de los clasicos ejemplos de fractales matematicos.

1.2.2.1. El conjunto de Cantor

Cantor, propuso uno de los méas importantes conjuntos fractales. Su desarrollo teérico
es definido de manera simple en [2§]:

En primer lugar, se parte del segmento de recta constituido por el intervalo cerrado
Co =1[0,1].

Posteriormente, se obtiene el conjunto C' al remover de Cy la tercera parte central,

es decir: Cy = [0, 3] U [3,1].

El siguiente conjunto Cs, se obtiene al remover la tercera parte central de los dos
; ‘e _n 1 2 1 2 7 8
intervalos en C1, es decir: Cy = [O, §] U [g, g] U [3, g] U [g, 1].

En cada iteracion el conjunto decrece, tal qué: Cy 2 C7 D Cy O ---. Por lo tanto el
Conjunto de Cantor es el limite C' de la interseccion de los conjuntos C,; es decir

czﬂck.

En la Figura[1.9]se representan las primeras cinco iteraciones del Conjunto de Cantor,
se aprecia la disminuciéon de la longitud del conjunto, para valores grandes de k el
conjunto se convierte en una serie de puntos, por lo que también recibe el nombre de
Polvo de Cantor.

F1GUurA 1.9. Primeras cinco iteraciones del Conjunto de Cantor.

Para la k-ésima iteracion, el conjunto Cj, estd compuesto por 2* intervalos disyuntos,
cada uno con longitud (1/3)*. Luego, la longitud total de C}, se puede escribir como
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-2 () -2

L(C) = 1fm <2>k 0, (1.10)

Cuando k£ — oo, se tiene

k—oo \ 3
y
lim 2% = cc. (1.11)
k—o00

De ((1.10) se concluye que el Polvo de Cantor es un conjunto de longitud total igual a
cero. Estd compuesto por infinitos intervalos ((1.11]).

1.2.2.2. La curva de Koch

Su construccién se describe con detalle en [28]. Se desarrolla a continuacién.

Se parte del segmento de recta constituido por el intervalo cerrado Cy = [0, 1], con
longitud L(Cp) = 1. A continuacién, se obtiene el conjunto C1, al remover de Cj la tercera
parte central, y reemplazarla por un triangulo equilatero con lados de longitud @ = %
al cual se le suprime la base, C estd compuesto por 4 segmentos iguales y su longitud es:
L(Cy) = %L(CO). El mismo procedimiento se repite en las iteraciones siguientes, de modo
que para la k—ésima iteracién L(Cy) = %L(Ck_l). En la Figura se representan las

primeras cuatro iteraciones en la construccién de la curva de Koch.

Cuando k£ — oo la longitud de la curva L(C%) — oo. De aqui se concluye que la
curva de Koch tiene longitud infinita aunque puede ser dibujada en un segmento finito, es
continua en todos sus puntos sin embargo no es derivable en ninguno [48].

Una variacién de la Curva de Koch es el Copo de Nieve de Koch. Este se construye
partiendo de un tridngulo equildtero y siguiendo el mismo procedimiento que para la Curva
de Koch. El resultado de sus primeras tres iteraciones se aprecia en la Figura [1.11

1.2.2.3. Triangulo de Sierpinski

La construccién de este conjunto fractal se describe a continuacién [2§].

Iniciando con la superficie de un tridngulo equildtero de lado [ = 1; su area se puede

3 3
escribir como, A(Sp) = \4[ 2= \4f y su perimetro P(Sp) =3 -1 =3.

Posteriormente, se trazan lineas que unen los puntos medios de cada lado de Sy. S7 es
el resultado luego de remover el tridngulo central (no se remueve su perimetro), se obtienen
en total 3 tridngulos equildteros, cada uno de lado I; = %, por tanto se define el area y
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FI1GUuraA 1.10. Primeras cuatro iteraciones en la construccién de la Curva de Koch.

perimetro de S; como

AS) = gﬁ(l){
P(S)) = 3-=

donde S7 es un subconjunto de Sy.

Para obtener S5 se repite el procedimiento anterior en cada uno de los 3 tridangulos

que componen Si, el resultado son 32 = 9 tridngulos equildteros de lado Iy = (%)2

El resultado final se puede ver en la Figura [1.12} se cumple qué Sp 2 51 2 S5 2 -+,
el tridngulo de Sierpinski se define como

S={] S

El conjunto S, para la k—ésima iteracién estd compuesto por 3* tridngulos equildteros
de lado I, = 27%. El 4rea de cada tridngulo resultante es A(Sy) = 3 - @ =272k, %. Por

tanto, el area total del tridngulo en la iteracién k es

A(Sy) = 3’“-&-?:3’“

3\"v3 3ktz
1) 1w

.92k @
4
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Ficura 1.11. Construccién del Copo de Nieve de Koch.

cuando k — o0, se tiene

3k+3
lim A(Sk) = lim —— =0. 1.12
ain, AWK = i (1.12)
El segmento de linea que dibuja los bordes del triangulo S}, contiene los bordes de todos
los tridngulos obtenidos en iteraciones anteriores, dado que Sj estd compuesto por 3*
tridngulos equilateros, cada uno con lado de longitud I, = 27%, el perfmetro total de Sy,

se puede escribir:

k
P(Sk):3-3k~2k:3<;’> ,

cuando k — oo se tiene

k
3
lim P(Sk) = lim 3- () = 00. (1.13)
k—o0 k—o00 2

Se puede concluir que cuando k — oo el drea del tridngulo converge a cero (1.12)) y su
perimetro tiende a infinito (1.13)). E1 Tridngulo de Sierpinski es un objeto geométrico con
perimetro infinito pero sin area.

1.2.3. Autosimilaridad e invarianza de escala

“Al ampliar partes de un fractal, emergen estructuras que parecen ser idénticas al
original” [58]. Esta es una definicién simple y acertada de autosimilaridad. Cuando un
objeto puede ser expresado como la unién de objetos o patrones, donde cada uno de
ellos es una copia reducida del objeto completo, se habla de autosimilaridad exacta.
Cuando las partes conservan algunas propiedades estadisticas del original, se habla de
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F1GURA 1.12. Primeras cinco iteraciones del fractal Sierpinski Gasket.

autosimilaridad estadistica o autoafinidad (i.e. las partes son parecidas al original).

Los fractales matematicos como los vistos en la seccién anterior son exactamente
autosimilares a diferencia de los fractales que se encuentran en la naturaleza, en
estos casos sus partes son parecidas al todo, v.g. helecho, brécoli. Derivada de esta
propiedad fundamental (autosimilaridad) se puede afirmar que los fractales presentan
invarianza de escala, esto significa que tienen la capacidad de mantener su geometria (o
partes de ella) a diferentes escalas. Por esta razén no es posible determinar su escala
basandose tnicamente en la forma del objeto. El Polvo de Cantor, la curva de Koch
y el tridngulo de Sierpinski son exactamente autosimilares y presentan invarianza de escala.

1.2.4. Dimension de similaridad

En esta seccién se expone una definicién de dimensién por similaridad (i.e. dimensién
fractal) descrita por Mandelbrot (1967) ([1],[47] y [48]).

Una linea de longitud L = 1 puede ser dividida en M segmentos autosimilares mas
pequenos, cada uno con longitud €, entonces

L=M-e=1. (1.14)

La linea se compone por M segmentos autosimilares con escala ¢ = 1/M. Ahora,

considerando el caso de una unidad de area A = 1, ésta puede ser dividida en M unidades
2

de area autosimilares mas pequenas, cada una con drea €, como

A=M- e =1. (1.15)
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FicurA 1.13. Divisién de segmento de linea, unidad de area y volumen en elementos autosimilares
de lado €, tomada de [1].

Una unidad de area se compone por M unidades de area autosimilares, con escala
1
e=1/(M2).

Sea, una unidad de volumen V = 1, compuesta por M unidades autosimilares mas
pequeiias, cada una con volumen €3, entonces;

V=M-é&=1. (1.16)

Una unidad de volumen se compone por M unidades autosimilares mas pequenas, con
escala € = 1/(M%)

La Figura[I.13|representa la divisién de objetos geométricos autosimilares. Las ecuaciones
(L.14), (1.15) y (1.16) se pueden generalizar como

MePs = 1,

Ps = L

log (EDS) = log (]\14> ,
Dgslog () = log (]\1/[> = —log(M),
—log(M) _ log(M) _ log(M)

logle) ~ —logle) — <1>

D, = (1.17)

Dy es la dimensién de similaridad [1].

1.2.4.1. Calculo de la dimensién de similaridad para algunos conjuntos fractales
A continuacién se realiza el célculo de la dimensién de similaridad D para tres con-
juntos fractales descritos en la seccién [1.2.2

Conjunto de Cantor
Al tomar el segmento de linea inicial [0, 1], éste se divide en 3 segmentos iguales (e = 1/3),
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de los que se conservan M = 2, reemplazando en [1.17

log(2) _ log(2)

D, =
log(3)

= 0.6309.

log

Wl |~

El Polvo de Cantor, tiene dimensién fraccionaria entre 0 y 1.

Curva de Koch
Al tomar el segmento de linea inicial [0, 1] de la curva, éste se divide en 3 segmentos iguales
(e =1/3), de los que se conservan M = 4, reemplazando en (1.17));

log(4) _ log(4)
log(3)

D, = = 1.2618. (1.18)

log

Wl |~

La Curva de Koch, tiene dimensién fraccionaria, muy cercana a 1.

Triangulo de Sierpinski
Al tomar el tridngulo equilatero inicial de lado Iy = 1, éste se divide en 4 tridngulos
més pequenios de lado Iy = 1/2 y (e =1/2), de ellos se conservan M = 3 tridngulos,

reemplazando en (1.17));

log(3) _ log(3)

— — 1.5849.
log(2)

D, =

—_

log T
2

Los fractales vistos hasta ahora son exactamente autosimilares. Otro tipo de fractales
son los aleatorios, que son estadisticamente autosimilares. Cada parte de un fractal tiene
las mismas propiedades estadisticas que el conjunto completo, mas no es una copia exacta,
esto ocurre con la mayoria de elementos fractales en la naturaleza [1].

1.2.5. Dimension Box Counting

La Figura muestra una imagen satelital de un cuerpo de agua, a simple vista
se puede afirmar que tiene comportamiento fractal. En este caso como en la mayoria
de los fractales naturales (v.g. rio, helecho, costa de una isla) no es trivial el calculo
de la dimensién de similaridad Ds empleando la ecuacion , sin embargo, existe
una metodologia empirica que permite determinar la dimensién fractal en estos casos:
Boz Counting. Se puede emplear para analizar cualquier estructura (hasta R?), ademds
es muy conveniente en el anélisis de imdgenes ya que su estructura asemeja los pixeles [60].
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F1GURA 1.14. Lake Powell desde la estacién espacial EarthKAM Imag
(Agosto 4, 2017)

Para comenzar, se cubre el objeto con cuadros de lado d que no se traslapan y se
cuenta la cantidad de cuadrados necesarios para cubrir el fractal (I'(d)). Similarmente se
pueden usar segmentos de linea de longitud § o cubos de lado §.

1

Dp
En general se necesitaran I'(J) = 505 = 5P = <5) cuadrados para cubrir el

objeto, donde Dp es la dimensién Box Counting [1].

La dimensién Box Counting se obtiene como el limite de Dp cuando § — 0,

Dy = 1im (9L (1.19)
5—0 lo 1
I\ s
lo cual segun [I] corresponde a
log(T'(9)) = Dplog <%) , (1.20)
Y log(T'(o0
b, _ loa(T(®) (L.21)

1
El resultado (1.20)) es de la forma y = a + xb, por tanto, al realizar la grafica log (5)

vs log(T'(9)), para diferentes valores de ¢ y ajustar una recta por minimos cuadrados
ordinarios (MCO) se puede estimar la dimensién fractal como
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Dp =b. (1.22)

En algunos trabajos la recta se dibuja de la forma log(T'(0)) = —Dplog(d) de modo que
Dp = —b [60].

La Figura muestra la aplicacion de la metodologia para el caso de la curva de
Koch, asi como el conteo de cajas I'(d) para diferentes valores de §. Se puede calcular Dp
empleado un solo valor de §, teniendo en cuenta el resultado que se observa en la tltima

parte de la Figura[[.15] Reemplazando [(§ = 1/12), (I'(§) = 24)] en (1.21));

_ log(T(3) _ log(24)

g (L) teg (2
“\s) \12

La Figura muestra la construccién del grafico log-log (log(1/d), log(I'(4))), los
puntos representan los resultados obtenidos en la Figura Al ajustar una recta por
MCO se obtiene Dp = 1.2545, éste valor es muy similar al obtenido en en (|1.18)).

Dy — 1.2789. (1.23)
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.

0 0

Ficura 1.15. Aplicacién de la metodologia Box Counting para la curva de Koch, se varian los
valores de 0, el valor I'(d) corresponde al conteo de las celdas de lado ¢ que contienen
algin segmento de la curva (Elaboracién propia).
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log('(4))

1
+log(I'(6)) = —0.006 + 1.255l0g {5]

FIGURA 1.16. Gréfico log-log para el célculo de Dp en el caso de la curva de Koch, donde (Dp =

1.255) es la pendiente de la recta, ajustada por MCO (Elaboracién propia)



Prueba de AEC basada en dimension Box
Counting

En esta seccién se expone en primera instancia la prueba gréfica y calculo de la
dimensién fractal empleando la metodologia Box Counting bajo la hipétesis de AEC.
Posteriormente, se realiza el desarrollo teérico de la prueba y cédlculo de la dimensién
fractal para el caso de un patrén puntual regular. Se compara el resultado de la prueba pa-
ra un patrén puntual regular con uno que presenta AEC con tamanos de muestra n iguales.

Finalmente se describe la interpretacién de la prueba grafica propuesta, a través de
una funcién realizada en el programa estadistico R [54].

2.1. Desarrollo teodrico de la prueba de AEC basada en la
dimension Box Counting

Suponga un patrén puntual x bajo AEC, con una muestra n de eventos en A € R?,
donde A es un cuadrado de lado k. Sea N(A) la variable aleatoria que cuenta el nimero
de eventos de x que ocurren en A de manera que N(A) ~ Poisson()\), la probabilidad de
que ocurran exactamente y eventos en un cuadrado de area |A| se puede escribir como:

e\

y!

(2.1)

De (2.1)) se puede calcular la probabilidad de que ocurra al menos un evento en un
cuadrado de érea |A| como

P(N(A)>0)=1-P(N(A)=0)=1— —" =1—¢" (2.2)

Ahora, teniendo en cuenta el procedimiento para el calculo de Dpg descrito en la
seccién [1.2.5] es posible dividir el cuadrado original A de lado k en f3; cuadrados (4;) de
lado d; que no se traslapan (Figura , con drea |A;| = 62, donde §; es una fraccién de

k, tal que §; = —, parai =1,2,...,00.

El drea de A se escribe cémo:

28
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A

k <

A; 51'25
i

F1GURA 2.1. Se puede dividir la ventana de observacién A de lado k en 3; cuadrados de lado §;
que no se traslapan.

k2
|A| = Bi|Ai| = Bio? = 51'17

Se puede definir el total de cuadrados §; de lado d; que no se traslapan como

, E\? k2
Bi =i = (&) =5 (2.3)

Para cada tamano de la unidad de area es posible definir una intensidad ho-
. n , . (
mogénea 7; = — como el nimero de puntos por unidad de area |A;|, 7;, a pesar de que

K3
este valor es diferente para cada |A;| es constante a lo largo de la ventana de observacién A.

n .
Reemplazando (2.3, en 7; = — se tiene;

Bi
n n  nd?
Ti:E:?:]#- (2.4)
82

Reemplazando (2.4]) en , es posible determinar la probabilidad de que ocurra por
lo menos un evento en un cuadrado de drea |A;|, de modo qué

2
né;

P(N(A)>0)=1—-¢Ti=1—¢ =,

(2.5)

Por otra parte, sea I'(;) la variable aleatoria que cuenta el nimero de celdas de lado
d; que contienen al menos un evento del patrén puntual:

o {1 si N(A;) > 0 26)

D) =D z» donde: 2 = In(ay = 1 g N(A) =0
=1
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De (2.5) y (2.6)), se puede definir el valor esperado de I'(J;), como

B Bi
E[L()] = E Zz] =S E[z]
i=1 i=1

Bi
= D (PN (A;) > 0) + (0)P(N(4;) = 0)]

=1

ﬁi n5,Lv2
S

i=1

7157? k2 n67;2
= [ [l—e_lﬁ}:(s'?[l—e_lﬁ]. (2.7)
Aplicando log a ambos lados de ([2.7)) se obtiene
k‘2 n6i2
log (ET(5)]) = log (52 [1 S ])
k2 nd;
= log [52} + log |:1—6 k2}
' n6i2
= 2log(k) — 2log(6;) + log [1 — e_kz]
1 no?
= 2log(k) + 2log <5> + log [1 — ekQ] [ | (2.8)

A partir de la ecuacién (2.8]) se puede construir la gréifica log-log tedrica para el calculo
de la dimensién fractal por el método Box Counting.

El valor de log (E [I'(d;)]) depende de la longitud de lado del cuadrado inicial (k) y
del nimero de eventos del patrén puntual (n).

En la primera particién, cuando ¢ = 1, existe un unico cuadrado inicial que contiene
todos los eventos, por tanto I'(d;) = 6; = B1 = 1 y por tanto log(I'(61)) = log(1) = 0.
Reemplazado en (2.8)) y despejando log (1/(d1)) se obtiene

log (T'(61)) =log (1) =

0 =

(i) -

_nk?

1
2log(k) + 2log <5) +log|1—e O
1

—_

nk?

1
log(k) — log <51> + log [1 — ekQ]

—log(k) — %log [1—e"]. (2.9)
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El resultado obtenido en ([2.9) es el cruce de la curva con el eje x.

Notese que lim log(1 —e™™) = log(1) = 0. Esto quiere decir que para valores muy
n—,oo
grandes de muestra n, el cruce de la curva con el eje x estd determinado por el valor de k

y se puede calcular como —log(k).

En la Figura se puede observar la comparacién de gréaficas tedricas resultantes de
(2.8) para diferentes valores de k, manteniendo constante n. Se evidencia en dicha figura
que el aumento de k se traduce en un desplazamiento de la curva a la izquierda.

log (E(M(5)))

log(1/5)

FIGURA 2.2. Gréfico log-log bajo AEC obtenido a través de la ecuacién (2.8)), se realizan cuatro
curvas manteniendo constante n = 100 y con valores k=1,10,100 y 1000.

Dado que los patrones puntuales que se analizan en la practica son finitos, no tiene
sentido continuar realizando particiones una vez que el valor esperado de puntos por
unidad de drea es menor a uno (7; < 1) esto quiere decir que hay menor cantidad de
puntos que cuadrados. Esto ocurre con § J/n Como se muestra en .

_n_nég_l

= (2.10)
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log(E(N(5)))
05 10 15 20
| |

0.0

A
I
—

0.0

T T T T
05 10 15 20

log(1/8)

F1GURA 2.3. La curva representa el grafico log-log obtenido a través de la ecuacién , para
un patrén puntual bajo AEC con n = 100 y £ = 1. El punto representa los valores
cuando 7; = 1, calculados segiin y (2.12)), el valor de la pendiente de la recta
desde el origen hasta 7; = 1, es la primera dimensién Box Counting (Dp; = 1.808),

calculada segin (2.13).

Aplicando log;

oo (i) = o ()

= %log(n) —log(k). (2.11)

Reemplazando (2.11]) y (2.10) en (2.8)), se puede calcular log(E[I'(d vm)]) cuando 7; = 1:

log(EL'(6,m)]) =

2log(k) + 2 <;log(n) _ log(k)) + log [1 - eiiii?]

2log(k) — 2log(k) + log(n) + log(1 — e~ 1)
log(n) 4+ 10g(0.6321206)
log(n) — 0.1992001. (2.12)

Los valores definidos en (2.11) y (2.12)), cuando 7; = 1, representan el punto en cual la
curva cambia de pendiente. El resultado se puede ver en la Figura [2.3
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En la Figura se evidencia el efecto de la variacién de n en la curva. Un aumento
en el tamano de la muestra n se traduce en el aumento de amplitud de la curva.

n=10000
n=1000
z
=, 2-
w
[=]
i=]
n=10

2
log(1/3)

FIGURA 2.4. Gréfico log-log bajo AEC obtenido a través de la ecuacién (2.8), se dibujaron cua-
tro curvas manteniendo constante k& = 1 y con diferentes tamanos de muestra

n=10,100,1000 y 10000.

2.1.1. Calculo de la dimension fractal por el método Box Counting bajo
la hipétesis de AEC

La grafica tedrica log-log para definir la dimensién fractal por el método Boxz Counting
que se obtiene con la ecuacién (i.e. bajo AEC) muestra un comportamiento
multifractal (i.e. tiene varias dimensiones fractales) y cambia de pendiente cuando 7; = 1.
En este caso se observan dos dimensiones fractales. La primera dimension fractal Dpgq
definida como la pendiente de la curva desde el origen cuando 01 = k (i = 1, ver ),
hasta 7; = 1 con ¢,/ (1 = +/n, ver ) La segunda dimensién fractal Dpo corresponde
a la pendiente de la curva desde 7; = 1, hasta 1/§; — oco. En la Figura se muestra un
ejemplo de célculo de la primera dimension fractal Dpy.

Para determinar la primera dimension fractal Dpgi, en el caso de un patrén
puntual completamente aleatorio, se define la pendiente de la recta desde el punto

[log (1/(d1)) ,log(T'(61))], hasta el punto [log (1/(5\/ﬁ)> ,log(F(d\/ﬁ))}
Reemplazando (2.9), 2.11) y (2.12) en (L.21)
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log('(0 ) — log('(61))
1 1
log ((5\/%) —log <51>
log(n) — 0.1992001 — log(1)

%log(n) —log(k) — <—log(k) - %log 11— e”]>
log(n) — 0.1992001

1 1
ilog(n) —log(k) + log(k) + §log [1—e"
log(n) — 0.1992001

1 1
— — 1 _ p—MNn
2log(n) + 2log[ e "]

log(n) — 0.1992001
log(n) +log [l —e "]

(2.13)

n
10 100 500 1000 50000 100000 1000000
Dpy ‘ 1.60 1.80 1.85 1.87 1.915 1.92 1.934

TABLA 2.1. Variacién de la primera dimensién fractal Dp; (2.13)), para diferentes tamafios de n.

Dp1 depende de n, la Figura @ muestra el resultado del cdlculo de Dpq para el caso
k =1y n = 100. La tabla muestra como el aumento en el tamano de muestra n,
resulta en mayor valor calculado Dg1, cuando n — oo

~0.1992001
lim Dy — lim 2.-29(n) = 01992001
n—o0 n—o0 log(n) + log [1 - ein]

De lo anterior se puede concluir que la primera dimensién fractal Dg; para un patrén
puntual que presenta AEC, estd dada por una recta con pendiente que tiende a 2, para
valores suficientemente grandes de n.

En la préctica, la curva se dibuja hasta cuando log(T'(d;)) = log(n). Reemplazando

esta igualdad en ([2.8)

(3

né%
log(T'(6;)) = log(n) = 2log(k) + 2log <;> + log [1 — ek2:| ,
n6-2

log <51> _ %log(n)—log(kz)—%log [1-5#]. (2.14)

La segunda dimension fractal Dpo, corresponde a la pendiente de la recta desde el punto
[log (1/(5\/5)) ,log(F(é\/ﬁ))} hasta el punto [log (1/(6;)) ,log(n)].

Reemplazando (2.11)), (2.12) y (2.14) en (|1.21)) se tiene
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log(L'(6:)) — log('(6 /)

g (1) -1 (W)
log(n) — (log(n) — 0.1992001)
<;l0g(n) ~ log(k) — %log [1 - e:;]> - (;log(n) - log(k))
log(n) — log(n) + 0.1992001

né?

1 1 o 1
ilog(n) —log(k) — §log {1 —e &2 } - ilog(n) + log(k)

_ 0.1992001
1 n?
_5109 [1 — e_kQ]
0.3984002
= - — (2.15)
log [1 - e_l@}
Usando (2.15) y (1.19) se puede definir también Dps como
0.3984002
D = i —
B2 51'1310 _ne?
log |1 —¢e 2
0.3984002
DB2 = o ns2
lim |log |1 —e #
b 7]
_ 03984002
N —00
0.3984002
= =, (2.16)
00

es decir, el valor de la segunda dimensién fractal (Dp2), para un patrén puntual comple-
tamente aleatorio, depende del factor —(né?)/(k?). Dps tiende a cero cuando §; — 0.

2.2. Dimensiéon Box Counting para un patrén puntual espa-
cial regular

Suponga un patrén puntual totalmente regular, con una muestra n de eventos (Figura
2.5)); el nimero de eventos del patrén puntual contenidos en un érea |A| es una constante
n

E .

y se puede definir como, w; =
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F1GURA 2.5. Simulacién de un patrén puntual regular, en una ventana de 1x1 con n = 100, el
comportamiento se asemeja a un patrén de inhibicion.

Siguiendo el procedimiento para el célculo de Dp, descrito en la seccién [[.2.5] es
posible dividir el cuadrado original de lado k, en 3; = % cuadrados de lado §;; donde
0; es una fracciéon de k, de modo que 0; = k/i, para ¢ = 1,2,...,00. Mientras exista
mayor o igual cantidad de puntos que de cuadrados de lado §; (i.e. n > ;) todos los
cuadrados contienen elementos del patrén puntual, por lo qué I'(6;) = f3;, para todo 5; < n.

Sea T'(0;), el nimero de celdas de lado §;, que contienen al menos un elemento del
patrén puntual,

log(T'(d;)) = log(Bi)

k2
= oy (as)

2log(k) + 2log (;) . (2.17)

Note que (2.17) tiene forma similar a (1.20)) y de alli se puede deducir Dg = 2.

Dp para un patrén puntual totalmente regular (2.17)) no depende de n, solamente de
k. La Figura [2.6] evidencia el efecto de la variaciéon de k. Un aumento en el tamano inicial
del area de interés de lado k, se traduce en una traslacién de la recta a la izquierda.
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log (E(M(5)))

log(1/5)

FIGURA 2.6. Gréfico log-log obtenido a través de la ecuacién (2.17)) para un patrén puntual to-
talmente regular, se dibujan cuatro curvas manteniendo constante n = 100 y con
diferentes valores k=1,10,100 y 1000.

2.3. Comparacion del comportamiento de la curva bajo AEC
con la recta tedrica de un patron puntual regular

La Figura muestra una comparacién entre el grafico de un patrén regular (2.17) y
el de otro aleatorio para el mismo tamano de muestra n = 100 y £ = 1. La curva
para los patrones de inhibicién se comporta de manera similar al caso regular y se ubica
por encima de la curva bajo AEC.

2.4. Cédigo e interpretacion de la prueba grafica basada en
dimensiéon Box Counting

Para evaluar el comportamiento de la prueba propuesta se creé una funcién en R
[54] (apéndice . Esta recibe como parametros dos vectores de coordenadas = y y de
un patrén puntual observado. En primer lugar, calcula los valores de I'(d;) observados
para cada §; = k/i, i = 1,2,...,n, retorna una matriz de tamafio n X 2 que contiene en
la primera columna los valores calculados log(1/0;) y en la segunda columna los valores
log(T'(0;)). Posteriormente realiza una prueba de Monte Carlo con s = 100 simulaciones de
un patrén puntual bajo AEC (i.e. 95 % de significancia), con valores n y k del patrén pun-
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log (E(M(5)))

aleatorio

log(1/5)

F1GURA 2.7. El grafico muestra la comparacién entre la recta log-log para un patrén regular,
calculada a través de la ecuacién (2.17)) y la curva bajo AEC obtenida a través de la
ecuacion ([2.8)), ambos casos con k =1y n = 100.

tual observado, para cada una de las simulaciones realiza el cdlculo de los valores log(I'(6;)).

Para cada valor log (1/0;) se calcula log(I'(d;)) y se construyen las bandas de confianza
definiendo como limite inferior el resultado ubicado con a = 0.025% y como limite
superior el resultado ubicado con a = 0.975% . Como resultado la funcién dibuja las
bandas de confianza en gris, calcula y dibuja la gréfica tedrica bajo AEC segin ,
muestra en azul la curva para el patrén puntual observado y calcula los siguientes valores
para la curva aleatoria: cruce de la curva tedrica con el eje x, valores de los ejes x y ¥y
cuando 7; = 1 y dimensién Box Counting Dp.

La Figura y la Tabla muestran el resultado de la aplicacién de la prueba
propuesta para el caso de un patrén puntual regular con n = 100 y £ = 1 (Figura .
En gris las bandas de confianza y en verde la curva bajo AEC. Para que no se rechace la
hipétesis nula, la curva del patrén puntual observado (en azul) debe encontrarse al interior
de las bandas de confianza. Una curva por encima de las bandas de confianza, como en éste
caso, indica que las observaciones siguen un patrén regular o de inhibicién que también
resulta en una pendiente mayor para la primera parte de la curva y por tanto mayor
dimensién Box Counting. Una curva por debajo de las bandas de confianza revelaria que
los datos corresponden a una realizacién de un patrén agregado (cluster).
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log-log con bandas de confianza
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F1GUurA 2.8. Resultado de la prueba gréfica para evaluar la hipdtesis de AEA, para el caso de un
patron regular con k = 1 y n = 100, la curva observada se ubica por encima de las
bandas de confianza, por tanto se rechaza la hipétesis nula.

2.4.1. Prueba de AEC basada en dimensién Box Counting y el efecto de
borde

Notese que la metodologia Box Counting no se encuentra basada en distancias, sino en
particiones de la ventana de observacién A. Por tanto, para la construccion de la prueba
no es necesario tener en cuenta informacion por fuera de A. De alli que es necesario
considerar y realizar correcciones al efecto de borde en la prueba grafica basada en el
método de Box Counting.

Valores bajo AEC Calculado
Cruce con el eje x 0
Valor del eje x cuando 7 =1 0.8116246
Valor del eje y cuando 7 =1 1.4240492

Primera dimension Box Counting Dp1  1.7545662

TABLA 2.2. Valores resultado de la prueba de AEC basada en dimensién Box Counting, para el
caso de un patrén homogéneo de Poisson con valores n = 100 y k£ = 1.




Estudio de Simulacion

Usando la librerfa Spatstat [9] del software R [54], se simulan patrones puntuales
homogéneos, regulares y agregados. En cada caso se evalia la hipétesis de AEC, mediante
la prueba propuesta basada en el cdlculo de la dimensiéon Box Counting, utilizando la
funcién descrita en el apéndice El resultado se compara con los obtenidos a través de
pruebas graficas basadas en las funciones F', G y K, respectivamente.

3.1. Patron puntual homogéneo de Poisson

Se simularon cuatro realizaciones de procesos homogéneos de Poisson (i.e. comple-
tamente aleatorios), con diferentes tamanos de muestra n = 39,466,4895,498953. El
resultado se presenta en la Figura Para el caso de n = 498953 ya no es posible
distinguir los puntos por separado. La funcién de intensidad estimada de cada uno de
estos se muestra en la figura 3.2

Se realizé la prueba para evaluar la hipdtesis de AEC basada en el calculo de la
dimensién Box Counting. El resultado en los cuatro casos se puede apreciar en la Figura
3.3 y en la Tabla En los cuatro casos simulados la curva observada se encuentra
al interior de las bandas de confianza (color gris en la grafica), por tanto se concluye
que no existe evidencia para rechazar la hipétesis de AEC. Para el caso n = 39 en la
Figura son mas evidentes las bandas de confianza ya que el rango de la gréafica es
menor. Cuando aumenta el rango de calculo de la dimension Box Counting, es decir,
cuando aumenta el tamano de la muestra, se hace mas dificil la percepcién de las ban-
das, aunque un acercamiento en una ventana particular permitiria corroborar el resultado.

Para cada conjunto de datos simulado se realizan también las pruebas graficas de
AEC con base en las funciones F', G y K, con el fin de comparar los resultados con los
obtenidos mediante Box Counting. Las Figuras a muestran el resultado de la
pruebas gréficas basadas en las funciones F'; G y K para los cuatro conjuntos de datos
simulados. En todos los casos la curva observada se ubica al interior de las bandas de con-
fianza (color gris en las graficas). Por tanto, no existe evidencia para rechazar la hipdtesis
nula y se concluye que el patron se distribuye aleatoriamente en la ventana de observacién.

40
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(A) Caso homogéneo de Poisson, n = 39. (B) Caso homogéneo de Poisson, n = 466.

REEL
podiart m&ﬁfﬁ’

(C) Caso homogéneo de Poisson, n = 4895. (D) Caso homogéneo de Poisson, n = 498953.

FIGURA 3.1. Simulaciones de patrén puntual aleatorio (i.e. homogéneo de Poisson), con diferentes
tamanos de muestra n=39,466,4895 y 498953.

Para el caso n = 498953 el cdlculo de las bandas de confianza para la funcién F
presenta problemas desde el punto de vista computacional. Con tamanos de muestra
mayores a 3000, la prueba K no calcula correccion al efecto borde en su lugar realiza un
estimado.

De los resultados anteriores se puede concluir que la prueba grafica basada en Boz
Counting es satisfactoria, independientemente del tamano de muestra. En éste dltimo
sentido podria ser preferible respecto a la prueba grafica F' que es computacionalmente
costosa (con el software R). Por otra parte, ya que la prueba propuesta no requiere hacer
correccién al efecto de borde, para tamanos de muestra mayores a 3000 puede ser mas
precisa que la prueba grafica basada en la funcién K.
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|

) Caso homogéneo de Poisson, n = 39. ) Caso homogéneo de Poisson, n = 466.
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(C) Caso homogéneo de Poisson, n = 4895. (D) Caso homogéneo de Poisson, n = 498953.

FiGURA 3.2. Gréfica de la funciones de intensidad para los casos de patrones aleatorios simulados
en la Figura@ con diferentes tamafios de muestra n=39,466,4895 y 498953.

n Cruce de la curva Valor en el eje x Valor en el eje y Primera dimen-
log-log con el eje x cuando A =1 cuando A =1 sién fractal Dpq
39 0 0.795532 1.391865 1.749606
466 0 1.334193 2.469186 1.850696
4895 0 1.844885 3.490553 1.892025
498953 0 2.849485 5.499770 1.930093

TABLA 3.1. Valores del resultado de la prueba basada en Box Counting, para patrones bajo AEC,
con diferentes tamanos de muestra, n= 39,466,4895 y 498953, se puede apreciar el
aumento de la primera dimensién fractal (Dp1) a medida que el tamafio de muestra
es mayor.
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FiGURA 3.3. Prueba gréafica para evaluar la hipétesis de AEC a través de la dimensién Box Coun-
ting, para los casos simulados en la Figura(3.1] con n=39,466,4895 y 498953. En todos
los casos la curva observada se mantiene al interior de las bandas de confianza, por
tanto, se concluye que no hay evidencia para rechazar la hipétesis nula.
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una simulacién de patréon puntual de Pois-
son con n = 498953.

F1GURA 3.4. Pruebas gréaficas para evaluar la hipétesis de AEC con base en la funcién F para
cuatro simulaciones de patrén puntual de Poisson. Se muestran en color gris las ban-
das de confianza calculadas mediante simulaciones de Monte Carlo [Ej,(r), Fpi(r)].
En color negro la curva calculada para el patrén observado Fobs(r) y en color rojo la

curva tedrica bajo AEC Ftheo(r).
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(C) Funcién G con bandas de confianza para
una simulacién de patrén puntual de Pois-
son con n = 4895.
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(D) Funcién G con bandas de confianza para
una simulacién de patréon puntual de Pois-
son con n = 498953.

F1GURA 3.5. Pruebas grificas para evaluar la hipétesis de AEC con base en la funcién G para cua-
tro simulaciones de patrén puntual de Poisson. Se muestran en color gris las bandas
de confianza calculadas mediante simulaciones de Monte Carlo [G,(r), Gpi(r)]. En
color negro la curva calculada para el patrén observado Gobs(r) y en color rojo la

curva teérica bajo AEC Gipeo(r).
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son con n = 498953.

F1GURA 3.6. Pruebas gréficas para evaluar la hipdtesis de AEC con base en la funcién K para
cuatro simulaciones de patrén puntual de Poisson. Se muestran en color gris las ban-
das de confianza calculadas mediante simulaciones de Monte Carlo [Kj,(r), Kpni(r)].
En color negro la curva calculada para el patrén observado Koy, (r) y en color rojo
la curva tedrica bajo AEC f(theo(r).
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3.2. Simulacién de un patréon de inhibicién

Se simularon cuatro realizaciones de proceso de inhibicién estacionario utilizando el
Modelo IT de Matérn en una ventana de observaciéon de una unidad de &rea. Se procurd
que los tamanos de muestra resultantes para cada caso sean similares a los obtenidos en
la seccién [3.1] en este caso los tamanos de muestra obtenidos son n=>50, 441, 6952 y 456038.

Este proceso se genera partiendo de la simulacién de un proceso uniforme de Poisson
con intensidad (). Para cada punto se define un tiempo de llegada que corresponde a un
numero uniformemente distribuido entre [0, 1]; un punto es borrado del conjunto de datos
si se encuentra a una distancia menor de la distancia de inhibicién r; (pardmetro que se
determina durante la simulacién) de otro punto con tiempo de llegada anterior [9].

La Figura [3.7) muestra la distribucion espacial de los patrones simulados. Las respec-
tivas graficas de la funcién de intensidad estimada se dan en la Figura [3.8

En primer lugar, se realizé en cada caso la prueba gréafica para evaluar la hipdtesis de
AEC mediante dimensién Box Counting. Su resultado se puede evidenciar en la Figura
Se aprecia, como es de esperarse, que la curva (con los cuatro tamanos de muestra)
se ubica por encima de las bandas de confianza. Como conclusién se rechaza la hipétesis
nula en favor de la hipétesis de inhibicion.

Con el fin de verificar los resultados se realizaron las pruebas graficas para evaluar
la hipétesis de AEC basadas en las funciones F', G y K. La grafica resultante para el
caso de la funcién F' con tamaiio de muestra n = 50 no aporté evidencia suficiente para
rechazar la hipétesis nula (Figura , para los tamafios de muestra n = 441 y 6952
(Figuras y los resultados permiten rechazar la hipétesis nula y asumir que
los datos siguen un patrén de inhibicién. Por otra parte, en el caso n = 456038 el cédlculo
de las bandas de confianza para la funcién F presenta problemas desde el punto de vista

computacional (Figura [3.10D)).

Por otra parte, la prueba grafica basada en la funciéon G permite rechazar la hipétesis
nula en todos los casos (Figuras [3.11A| a [3.11D)) en favor de que los datos siguen un
patrén de inhibicién. Finalmente la prueba grafica basada en la funcién K (Figuras
a permite rechazar la hipétesis de AEA para los tamanos de muestra n = 50 y
n = 441 pero no aporta evidencia suficiente para rechazar la hipdtesis nula en los casos
n = 6952 y n = 456038. Con tamanos de muestra mayores a 3000, la prueba K no calcula
correccién al efecto borde en su lugar realiza un estimado.
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(A) Simulacién de patrén de inhibicién, (B) Simulacién de patrén de inhibicién,
Matérn II(A = 100,7; = 0.07), tamano Matérn IT(\ = 1000, r; = 0.025), tamafio
de muestra n = 50. de muestra n = 441.
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(C) Simulacién de patrén de inhibicién, (D) Simulacién de patrén de inhibicién,
Matérn IT(X\ = 10000, r; = 0.005), tamano Matérn IT(A = 1000000, r; = 0.0005), ta-
de muestra n = 6952. mano de muestra n = 456038.

FiGURA 3.7. Simulaciones de patrén puntual de inhibicién utilizando el Modelo II de Matérn con
diferentes pardmetros de intensidad (A) y distancia de inhibicién (r;).



CAPITULO 3. ESTUDIO DE SIMULACION 49

i

(A) Funcién de intensidad patrén de inhibi- (B) Funcién de intensidad patrén de inhibicién

40 50 60 70
420 440 460 480 500 520

30

20
400

@
©

cién simulado en la Figura [3.8A] n = 50. simulado en la Figura n = 441.

o
o
o

(=] o

(=] (=]

= -

3

= [=]

s =
w
~

(=)

o

(=]

~ o
[}
8

(=]

2 g

w

o [}

(=] (=]

w o

w <
uw
=~

6400

(C) Funcién de intensidad patrén de inhibiciéon (D) Funcién de intensidad patrén de inhibi-
simulado en la Figura n = 6952. cién simulado en la Figura n =
456038.

FicuraA 3.8. Graficas de la funcién de intensidad estimada para las simulaciones de patrén de
inhibicién de la Figura
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(A) Prueba gréfica para evaluar la hipétesis de
AEC, a través de la dimensiéon Box Coun-
ting, caso de patrén de inhibicién simulado
con tamano de muestra n = 50.
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(C) Prueba gréfica para evaluar la hip6tesis de
AEC, a través de la dimensiéon Box Coun-
ting, caso de patrén de inhibiciéon simulado
con tamano de muestra n = 6952.
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(B) Prueba grafica para evaluar la hipdtesis de
AEC, a través de la dimensiéon Box Coun-
ting, caso de patrén de inhibicién simulado
con tamano de muestra n = 441.
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(D) Prueba gréifica para evaluar la hipétesis de
AEC, a través de la dimensién Box Coun-
ting, caso de patron de inhibicién simulado
con tamano de muestra n = 456038.

F1curA 3.9. Resultados de la prueba grifica para evaluar la hipétesis de AEC, a través de dimen-
sién Box Counting, para los casos de patrones de inhibicién simulados en la Figura
con diferentes tamafios de muestra. En todos los casos se rechaza la hipdtesis
nula, teniendo en cuenta que la curva observada se ubica por encima de las bandas

de confianza.
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(C) Funcién F' con bandas de confianza pa- (D) Funcién F con bandas de confianza pa-

ra una simulacién de patrén puntual de ra una simulacién de patréon puntual de
inhibicion Matérn II, tamano de muestra inhibicion Matérn II, tamano de muestra
n = 6952. n = 456038.

F1GURA 3.10. Pruebas graficas para evaluar la hipétesis de AEC con base en la funcién F para

cuatro simulaciones de patrén puntual de inhibicién Matérn II. Se muestran en
color gris las bandas de confianza calculadas mediante simulaciones de Monte Carlo
[E3o(r), Fri(r)]. En color negro la curva calculada para el patrén observado Fip(r)
y en color rojo la curva tedrica bajo AEC Ftheo(r).
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(B) Funcién G con bandas de confianza pa-
ra una simulacién de patrén puntual de
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n = 441.
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(D) Funcién G con bandas de confianza pa-
ra una simulacién de patréon puntual de
inhibicién Matérn II, tamano de muestra
n = 456038.

F1GURA 3.11. Pruebas graficas para evaluar la hipétesis de AEC con base en la funcién G para
cuatro simulaciones de patrén puntual de inhibicién Matérn II. Se muestran en
color gris las bandas de confianza calculadas mediante simulaciones de Monte Carlo
[G1o(r), Gri(r)]. En color negro la curva calculada para el patrén observado Gops ()
y en color rojo la curva tedrica bajo AEC G‘thco(r).
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(C) Funcién K con bandas de confianza pa-
ra una simulacién de patrén puntual de
inhibicién Matérn II, tamafnio de muestra
n = 6952.
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(B) Funcién K con bandas de confianza pa-
ra una simulacién de patrén puntual de
inhibicién Matérn II, tamano de muestra
n = 441.
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(D) Funcién K con bandas de confianza pa-
ra una simulacién de patréon puntual de
inhibicién Matérn II, tamano de muestra
n = 456038.

F1GURA 3.12. Pruebas gréaficas para evaluar la hipétesis de AEC con base en la funcién K para
cuatro simulaciones de patrén puntual de inhibicién Matérn II. Se muestran en
color gris las bandas de confianza calculadas mediante simulaciones de Monte Carlo
[K}o(r), Kpi(r)]. En color negro la curva calculada para el patrén observado Koy (r)
y en color rojo la curva tedrica bajo AEC ktheo('f').
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3.3. Simulacién de patron agregado

3.3.1. Patrén Puntual Thomas

Para evaluar el desempeno de la prueba propuesta bajo agregacién espacial y comparar
estd misma con las clasicas (basadas en funciones F, G y K) se simularon dos casos
particulares de proceso no homogéneo.

Neyman (1939), propuso un modelo basado en larvas de insectos. Que consiste en
un proceso de Poisson para grupos de larvas (hijos) alrededor de cada insecto (padre) [25].

Supéngase que ocurren m eventos padres, con una distribucién Poisson(\) y que
cada padre independientemente produce un numero aleatorio de eventos hijos S, todos
ellos ocupando la misma posicién que su padre. El nimero de padres m en una region
A sigue una distribucién de Poisson con media A|A|. El nimero de hijos en A, N(A) es
igual a S1 + ... + Sis, y si la funcién generadora de probabilidad de S es fs(z), entonces
la funcién generadora de probabilidad de N(A) esta dada por [25]:

(2 A) = e NAKI=T5())

El proceso de Thomas es una variaciéon del proceso Neyman que consiste en agre-
gaciones de patrones distribuidos aleatoriamente, cada hijo desplazado de su padre una
distancia isotrépica Gausiana N(0,02I) [6] e incluye los padres en el patrén final, esto
evita agregaciones de tamano cero [25].

Se simulé un proceso Thomas con parametros A = 30, o = 0.08 y u = 20 (n = 524)
y otro con A = 200 y p = 200 manteniendo o (n = 41832). Los patrones resultantes se
presentan en la Figuras [3.13A] y [3.13C| y sus correspondientes funciones de intensidad
estimadas en las Figuras [3.13B] y [3.13D], respectivamente. Tanto la inspeccién de los
patrones como los graficos de las funciones de intensidad estimada senalan que existe
agregacién espacial.

Con ambas simulaciones se obtuvo el grafico basado en Box Counting (Figu-
ras |3.14A] y |3.14BJ). Estos indican que debe rechazarse la hipdtesis de aleatoriedad en
favor de la agregacién (puesto que las curvas estan por debajo de las bandas de confianza).

Los graficos correspondientes a las funciones F, G y K (Figuras [3.15A[ a [3.17B))
permiten llegar a la misma conclusion.

La conclusién general de la simulacion en el caso del patrén agregado es igual a los
casos anteriores (aleatorio e inhibicién). Es decir, la prueba basada en Box Counting
permite obtener resultados andlogos a los que arrojan las funciones F, G y K. En casos
en que n aumenta la prueba propuesta es preferible a la F'.
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mulado en la Figura

45000 55000 65000

35000

F1curA 3.13. Las Figuras|3.13A|y[3.13C|representan dos simulaciones de patrén agregado Thomas
con diferentes pardmetros y su funcién de intensidad en las Figuras y

respectivamente.
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(A) Thomas(A = 30,0 = 0.08,x = 20), ta- (B) Thomas(A = 200, = 0.08, x = 200), ta-
mafno de muestra n = 524. mano de muestra n = 41832.

FicURA 3.14. Prueba de aleatoriedad espacial para dos simulaciones de patrén puntual cluster,
Thomas(A, o, ) con diferentes pardmetros, mediante el uso de la dimensién Box
Counting.
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(A) Funcién F con bandas de confianza para  (B) Funcién F' con bandas de confianza para
una simulacién de patrén puntual agrega- una simulacién de patrén agregado Tho-
do Thomas, tamano de muestra n = 524. mas, tamano de muestra n = 41832.

F1GURA 3.15. Pruebas graficas para evaluar la hip6tesis de AEC con base en la funcién F' para dos
simulaciones de patrén puntual agregado Thomas. Se muestran en color gris las ban-
das de confianza calculadas mediante simulaciones de Monte Carlo [Fi,(r), Fys(r)].
En color negro la curva calculada para el patrén observado Fops (r) v en color rojo
la curva tedrica bajo AEC Ftheo(r).
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una simulacién de patrén puntual agrega- una simulacién de patrén agregado Tho-
do Thomas, tamano de muestra n = 524. mas, tamano de muestra n = 41832.

F1GURA 3.16. Pruebas graficas para evaluar la hip6tesis de AEC con base en la funcién G para dos
simulaciones de patrén puntual agregado Thomas. Se muestran en color gris las ban-
das de confianza calculadas mediante simulaciones de Monte Carlo [Gio(7), Gpi(r)].
En color negro la curva calculada para el patrén observado Govs (r) y en color rojo
la curva tedrica bajo AEC Gtheo(r).
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(A) Funcién K con bandas de confianza para  (B) Funcién K con bandas de confianza para
una simulacién de patrén puntual agrega- una simulacién de patrén agregado Tho-
do Thomas, tamano de muestra n = 524. mas, tamano de muestra n = 41832.

F1GURA 3.17. Pruebas gréficas para evaluar la hipétesis de AEC con base en la funcién K para dos
simulaciones de patrén puntual agregado Thomas. Se muestran en color gris las ban-
das de confianza calculadas mediante simulaciones de Monte Carlo [K 10(7), Kni (r)]-
En color negro la curva calculada para el patrén observado K obs(1) y en color rojo
la curva tedrica bajo AEC Kiheo (r).



Aplicaciones

4.1. Base de datos Cells

En la Figura se presenta el patrén espacial Cells (descrito anteriormente en la
seccion [1.1.1]) y su funcién de intensidad estimada. Es un ejemplo de patréon de inhibicién.
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F1GURA 4.1. Gréfica del patrén y funcién de intensidad para el conjunto de datos Cells, contenido
en el paquete Spatstat ([7] y [65]), representa los centros de 42 células bioldgicas
observadas mediante un microscopio en un corte histolégico.

En la seccién [I.1.5] se evalué la hip6tesis de AEC para este conjuno de datos a través
de pruebas basadas en las funciones F, G y K (Figuras [1.6B] [1.7B)) y [[.5B). Como
resultado, en todos los casos se rechazo la hipotesis nula y se concluyd que se trata de un
proceso de inhibicién.

En la Figura [£.2) se evalida ahora la hipdtesis de AEC empleando la prueba propuesta
basada en dimensién Box Counting. La curva calculada se ubica por encima de las bandas
de confianza, lo que indica que se rechaza la hipétesis nula. La prueba confirma los

o8
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F1GUrA 4.2. Contraste grafico para evaluar la hipdtesis de AFA a través de dimensién Boz Coun-
ting, al conjunto de datos Cells [9]. La curva observada se ubica por encima de las
bandas de confianza, razén por la cual se rechaza la hipdtesis nula y se concluye que
se trata de un patrén de inhibicién.

resultados ya conocidos para este conjunto de datos, es decir que se trata de un patrén
de inhibicién.

4.2. Base de datos Reedwood

Se trata de un ejemplo tipico de patrén agregado (descrito anteriormente en la seccién
1.1.1)). Su distribucién espacial y funcién de intensidad estimada se observa en la Figura[4.3]

Se evalia la hipotesis de AEC mediante la prueba propuesta basada en dimensién
Box Counting (Figura . La curva calculada se ubica por debajo de las bandas de
confianza, por tanto se rechaza la hip6tesis nula. En la seccién [I.1.5] se evalué la hipétesis
de AEC para este conjuno de datos a través de pruebas basadas en las funciones F, G
y K (Figuras [1.6C| [1.7C| y [1.5C]). En todos los casos se rechazé la hipdtesis nula y se
concluyé que se trata de un proceso de agregado.

4.3. Base de datos Longleaf Pines

Otro ejemplo descrito anteriormente en la seccién [I.1.1] es el patrén Longleaf Pines
la Figura [4.5 muestra su distribucion espacial y funcién de intensidad estimada. No es
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F1cUrA 4.3. Distribuciéon espacial y funcién de intensidad del conjunto de datos Redwood conte-
nido en el paquete Spatstat [7]. Representa 62 secoyas en un cuadrado de 23 metros
de lado. Los colores claros muestran agrupamientos de arboles.

evidente asumir de qué tipo de patrén se trata.

La hipdtesis de AEC para este conjunto de datos usando pruebas basadas en las fun-
ciones F', Gy K fué evaluada en la seccién (Figuras[1.6D] [I.7D]y [T.5D)). En todos los
casos se rechazé la hipétesis nula y se concluy6 que se trata de un patrén puntual agregado.

Finalmente, en la Figura[4.6]se evalia la hipétesis nula empleando la prueba propuesta
basada en dimensién Box Counting. La curva calculada se ubica por debajo de las bandas
de confianza, lo que es evidencia para rechazar ésta hipdtesis. La prueba confirma los
resultados ya conocidos para este conjunto de datos, concluyendo que se trata de un
patrén agregado.
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FIGURA 4.4. Contraste gréfico para evaluar la hipétesis de AFA a través de dimensién Box Coun-
ting, al conjunto de datos Redwood [9]. La curva observada se ubica por debajo de
las bandas de confianza, razén por la cual se rechaza la hipdtesis nula y se concluye
que se trata de un patrén agregado o cluster.
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FI1GURA 4.5. Distribucién espacial y funciéon de intensidad del conjunto de datos Longleaf Pines
contenido en el paquete Spatstat [7]. Representa las coordenadas de ubicacién 584
pinos en un drea cuadrada de doscientos metros de lado (4 hectdreas) de bosque en
el condado Thomas (Georgia, USA) [23].
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FiGURA 4.6. Contraste grafico para evaluar la hipdtesis de AEA a través de dimensién Box Coun-
ting, al conjunto de datos Longleaf Pines [9]. La curva observada se ubica por debajo
de las bandas de confianza, razén por la cual se rechaza la hipdtesis nula y se concluye
que se trata de un patrén agregado o cluster.



Conclusiones

e Se propone y desarrolla tedricamente una prueba para evaluar la hipétesis de AEC
basada en el calculo de la dimensién fractal, mediante la metodologia Box Counting.
Bajo condiciones de AEC se definen dos dimensiones fractales. La primera Dpq,
definida desde (1/6;) = 1 hasta 7; = 1, depende del tamano de muestra n. La se-
gunda Dps desde 7; = 1 hasta cuando (1/d;) — oo, tiende a cero cuando (1/§;) — oo.

Para realizar la prueba grafica se realizan simulaciones de Monte Carlo y se obtienen
bandas de confianza bajo AEC. La prueba consiste en establecer si la curva obtenida
con los datos se ubica en el interior de las bandas de confianza calculadas bajo
aleatoriedad.

Los resultados tedricos y los anélisis de datos reales y simulados permiten concluir
que curvas Box Counting por encima de las bandas de confianza corresponden a
patrones regulares, asi mismo, las que estan por debajo hacen referencia patrones
agregados.

e La prueba propuesta mostré buen desempeno en los tres escenarios (aleatoriedad,
inhibicién y agregacién), presentando incluso mejor comportamiento que las
funciones F'y K. El resultado también fué el esperado en las aplicaciones con datos
reales. En ningtn caso se presentaron inconsistencias respecto a lo obtenido con las
pruebas tradicionales basadas en las funciones F', G y K. Una de las ventajas de la
prueba es que no es necesario considerar efecto de borde, ya que se basa tinicamente
en particiones de la ventana de observacién.

e En casos de patrones puntuales espaciales con valores grandes de n, la funciéon F
presenta inconvenientes en la generacién de las bandas de confianza. La funcién K
muestra inconvenientes para descartar la hipdtesis nula en el caso de patrones de
inhibicién y no calcula el efecto de borde, sino que realiza una estimaciéon. En estos
casos la prueba propuesta podria ser mejor alternativa.
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Trabajo futuro

e El presente trabajo deja abierta la exploracion de la tedria de fractales en el estudio
de patrones puntuales espaciales. Una tarea es estudiar el comportamiento de la
prueba de AEC basada en dimensién Box Counting para casos particulares en que
las pruebas gréficas tradicionales presenten inconvenientes, como en el caso de los
patrones puntuales hibridos [§].

e Hacer la implementacién de la prueba propuesta en una libreria del software R,
mejorando sus tiempos de respuesta.

e Profundizar en el significado de la dimension fractal que resulta de la aplicacién de
la prueba propuesta asi como las aplicaciones de la teoria de fractales al modelar
patrones puntuales espaciales.

e Realizar el desarrollo tedrico de la prueba propuesta para el caso de patrones
puntuales en R3.

e Extender la tedria considerada al caso de patrones puntuales espacio-temporales.

e Para el caso de patrones marcados espacio-temporales plantear un modelo dindmico
entre la dimensién Box Counting y las covariables.
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APENDICE

Funcion BoxCountingDim

La funcién BoxCountingDim escrita en R [54], realiza el contraste grafico que
permite evaluar la hipdtesis de AEC, mediante simulaciones de Monte Carlo. Calcula y
grafica las bandas de confianza y curva tedrica bajo la hipdtesis nula, dibuja la curva
log-log observada, lo que permite comparar su comportamiento y rechazar Hg cuando ésta
se ubica fuera de las bandas de confianza. A continuacién se muestra el cédigo fuente,
que si bien es susceptible de mejoras, presenta buen desempeno.

511
i|n=length (X)

A uncién que realiza el test de aleatoriedad propuestofHEHHHHHH
BoxCountingDim=function (X1,Y1){

k=max (X1,Y1)

BoxCountl = function (X,Y)

Nd=1

del=k

for (i in 2:n){

i=141

K0=k /i

(XY=unique (data.frame(ceiling (X/k0),ceiling (Y/k0))))
(Na=length (XY$ceiling .X.k0.))

Nd=c (Nd, Na)
del=c(del ,k0)
}

m=matrix (c(logl0(1/del),logl0(Nd)),ncol=2)
return (m)

}
bl=BoxCountl (X1,Y1)
z=100

n=length (bl[,1])
nn=subset (bl,bl[,2]==1logl0(n))
nmin=min (nn)

del=b1[,1]

i| todos=matrix (nrow=n, ncol = z)

for (i in 1:2){

x=runif(n,0,k)

y=runif(n,0,k)

as . vector (b<—BoxCountl(x,y)[,2])
todos [,i]=b

}
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bandas=matrix (nrow=n, ncol=2)
for (i in 1:n){
banda=range (todos[i,])

;| bandas [i,]=banda
|}

pl=data.frame (del ,bandas[,1])

p2=data.frame(del ,bandas|[,2])

names (p2)=c (" px”,"py”)

names (pl)=c (" px”,"py”)

pl <— pllorder(—del) ,]

pp=rbind (p2,pl)

plot (del ,bandas[,1],type="1", col="gray”, main="log—log con bandas de
confianza” ,cex.main=0.7,cex.lab=0.7,xlab=expression (log(1l/delta[i])),ylab
=expression (log (N(delta[i]))))

legend (” bottomright” ,c(”Bandas de confianza” ,” Curva Tedrica” ,” Observado”),
col=c (" gray” ,”Green” ,”Blue”) ,lty = 1, border="gray” ,cex = 0.7)

i| polygon (pp$px,ppdpy, col="gray” ;border = 7gray”)

points(del ,b1[,2], type="1", col="Blue”)

delta=k/seq(1,n)

logN=2%1og10 (k)—2xlogl0(delta)+logl0(l—exp(—nxdelta"2/k"2))
points (logl0(1/delta) ,logN ,type = 717, col="Green”)
teorica<—function (n,k){

delta=k/seq(1,n)

logN=2%10og10 (k)—2%logl0(delta)+logl0(l1—exp(—nxdelta”2/k"2))
crucex=—1xlogl0(k)—1/2%(logl0(l—exp(—1xn)))
infley=logl0(n)—0.1992001

inflex=1/2xlogl0(n)—logl0 (k)

DB1=2x (log10(n) —0.1992001) /(logl10 (n)—logl0(l—exp(—1x*n)))
res=c(crucex ,inflex ,infley ,DBI)

nombres=c (7 Cruce x7,”7inflex .x” 7inflex.y” ,”DBI1”)
f=data.frame (nombres, res)

return (f)

print (f)

}
teorica (n,k)

}
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