110

Revista Colombiana de Estadistica
NZs 23-24 1991.

COMPARACION POR SIMULACION DE TRES METODOS

DE ESTIMACION DE PARAMETROS PARA LA DISTRL

BUCION DE GUMBELL CON MUESTRAS ALEATORIAS
Y AUTOCORRELACIONADAS

Pedro Nel Pacheco Durdn Ricarndo Cogua Sudnrez
Profesor Asociado Estadistico
Universidad Nacional Universidad Nacional

Resumen: En este trabajo se muestra una comparacidn del
comportamiento de los estimadores de momentos, mdximo ve-
rosimiles y de momentos de probabilidad ponderados para
los pardmetros y percentiles de la distribucidn de Gum-
bell, por medio de la simulacidn estadistica bajo dos su-
puestos.

1. Muestras aleatorias.

2. Muestras autocorrelacionadas de primer orden que se asumen
aleatorias.

Para realizar las simulaciones a gran escala se imple-
mentd un programa en lenguas SAS en el computador del cen-

tro de calculo de la Universidad Nacional. De los resultados
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obtenidos con dicho programa se concluye que el mejor método
para la estimacidn de pardmetros y percentiles es el de mo-

mentos de probabilidad ponderados, ya que para todo tamaio de
muestra es practicamente insesgado y la varianza es compara-
ble con la de los otros métodos para la mayoria de los tama-

nos de muestra.

1. Disefio experimental.
1.1. Generalidades.

El proceso en términos generales consiste en generar
muestras aleatorias de diferentes tamafios de la distribucién
de Gumbell y, para los mismos tamafios de muestra, generar va
lores de un proceso autocorrelacionado de orden uno con dis-

tribucidn marginal Gumbell.

La implementacidn de este procedimiento requiere enton
ces de un mecanismo para generar valores que se distribuyan
Gumbell, y es aqui donde se puede aprovechar que la funcidn
de distribucidn es inversible. Mids formalmente: Una variable

aleatoria X se dice que tiene distribucidn de Gumbell si
F(x) = Exp{-Exp[-((x-u)/m)] }
donde F(x) = P[X g «].
La inversa de la distribucidn de Gumbell es:
X =p-aln [-1n(F)]

y de la teoria estadistica se conoce que F(x) tiene distribu

cidn uniforme en el intervalo unitario. Por lo tanto, basta
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generar un valor U(0,1) y aplicar la funcidn inversa de F pa

ra generar un valor Gumbell.

Se considerd adecuado generar muestras de tamafio n = 5,
10, 20, 30, 50, 80, 100 y 1000, ya que este rango cubre 1la
gran mayoria de los tamafios de muestra posibles en estudios
aplicados y también los tres tipos de tamafio muestral (grande,

mediano y pequefio), de acuerdo con los teoremas limites.

Una vez generadas las muestras, se calculan las estima
ciones de los parametros de la distribucién (@ y W), y a par

tir de estos los percentiles Xx(F) donde F = Q:

@ = {o0.001, 0.010, 0.020, 0.050, 0.100, 0.250, 0.500,
0.750, 0.900, 0.950, 0.980, 0.990, 0.999 }.

Con este procedimiento se determinan para cada muestra
las estimaciones de los par@metros y percentiles utilizando
1 Método de momentos convencionales.
2 Método de mAxima verosimilitud.
3 Método de momentos de probabilidad ponderados.
Ahora, si 8§ denota un estimador de 0 = [oc u x(F)], to

mando como base, N muestras de tamafio n: la media y la varian

~
za de los O se obtiene como:

~ ~ N ~
B8] - (1 8w

L

A A N a2 NA 2
ofo] = {a/N ] B85 -(2/NJ 8.)°1
=1 * i=1 *

respectivamente, donde N = 50000 si n < 100 y N = 2000, si
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n > 100.

Para cada uno de los tres métodos y para cada muestra

de tamafio n, el sesgo de los estimadores de 6 se calcula asi:
~ ~ ~ A
wle-6] =e-uf6]

y el errorcuadritico medio como:

ECM (8/n, método) = n2[8-8] + &% [6]

~

La eficacia relativa de dos métodos en la estimacidn de © da

do un tamano de muestra N se define como:

ECM (8, Método 1, n)
ECM (68, Método 2, n)

EF[E;, Método 1, Método 2, n] =

Si EF < 1, el Método 1 es mas eficiente en la estimacidn de

) que el Método 2. Si EF > 1 el Método 2 es mads eficiente en
la estimacidn de 6 que el Método 1. Si EF = 1 no se puede es
tablecer una preferencia con base en la eficiencia del Méto-

do 1 relativo al Método 2.

Para cada uno de los tres métodos se consideraron dos

casos?:

1. Una muestra de tamafio h que proviene de un proceso pura-

mente aleatorio.

2. Una muestra de tamafio n que procede de un proceso serial-

mente correlacionado visto como puramente aleatorio.
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1.2. Generacidn de nimeros aleatorios Gumbell.

Generacidn de muestras aleatorias.

Para el caso de un proceso aleatorio las N muestras de
tamano n fueron generadas usando la forma inversa de la dis
tribucidn de Gumbell. Se realizd un érograma disefiado en el
paquete SAS tomando un valor numérico como semilla, usando
la funcidn RANUNI que genera numeros aleatorios U(0,1) de
un generador multiplicativo para un mdédulo primo igual a
231-1. La semilla debe ser una constante numérica que es me
nor que 23'-1 que se tomd como la fecha de ejecucidn del

programa.

Generacidbn de un Proceso autocorrelacionado.

Para el proceso serialmente correlacionado los datos
fueron generado usando el método sugerido por H.A. THOMAS,
(1976) asi:

- 2%
ZL = Pz zi—l + (1 + Pz) 61
que representa un proceso de Markov, donde la correlacidn
de primer orden de los Z1 y 61 es una variable aleatoria
normalmente distribuida con media cero y varianza uno, inde
pendiente de Zt;l (61 son generados mediante la funcidn
RANNOR). De la misma manera Zl esta normalmente distribuida

con media cero y varianza uno.

Dando los valores de Zl’ los correspondientes valores
de F(Zl) = P[Z zl] estan dados por:
Z
Flp = [ @z,



donde 6~ es la funcidn de densidad para la distribucidn nor-
mal. Los valores de X; serialmente correlacionados para la

distribucidn de Gumbell fueron obtenidos asi:

X;=n-aln {- 1n (F(;é))}

Los valores de 61 = 1,2,...,n fueron generados aplicando 1la
técnica de BOX y MULLER (1958) de la funcidn RANOR de SAS.
El valor de PZ se tomd como 0.5, lo suficientemente grande

para asegurar el efecto de la correlacidn serial.

2. Marco tedrico.
Momentos de probabilidad ponderados.

Greenwood y otros (1979) definieron momentos de proba-

bilidad ponderados asi:

M, o, = EXCF a-pk

L34,

donde 4, f,ke= R. Si 4,4,k son enteros no negativos, M.('. ik
2J?

proporcional al momento {-&simo respecto al origen de la es-
tadistica de orden (f+1)-&sima, de una muestra de tamafio

(R+4+1). En especial:

Mg ip ™ B[j+1, k+1] E[x(j+1),(k+j+1) 1]
donde B[ ,] corresponde a la funcifn Beta.

Para f = 0y 1 = R, se escribiri:

115
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Mgy = M1,0,p = /R E[X] 44y ] (1

se probd que M(k) es un estimador insesgado de M(k) para una
muestra aleatoria de tamafio h, donde k es un entero no nega-
tivo. M(k) se obtiene como sigue: Supongamos que las n obser

vaciones estidn ordenadas en forma ascendente desde X1 hasta

x .
n

El nimero total de posibles formas de obtener un con-

junto de submuestras de tamaiio (k+l) es:

N=(k:1>

el niimero de estas N submuestras que contienen Xys la obser-

vacidn mds pequefia es:
n=-1
Nl =
k
similarmente, para las N submuestras que contienen x2 pero

no x,, es decir, el nimero de submuestras posibles en 1los

cuales X, es la observacidn mds pequeiia es:

w ()

En general el niimero de submuestras de tamafio (k+1) que con

tienen XL pero ninguna de las anteriores (xl""’xi-l)’ es

n-1
- ()

Notese que 8i L > n-k+1, NL = 0.



Dado que existe un total de N posibles submuestras, de
Nl’ en los cuales Xi puede ser la observacidn mds pequeiia,
en un estimador de probabilidad de que X; sea la observacién
mds pequefia en una submuestra de tamaiio (k+l) tomada de una

muestra de tamafio N es:

-0 ()
.

es un estimador no paramétrico y cuya distribucidn no depen-

Note que

u

de de la densidad de la variable involucrada. Por lo tanto,
un estimador del minimo de una submuestra de tamafio (k+1) ex

traida de una muestra de tamafio n es:

n n-4
E[x1,lz+1/"]' Z "4’( k)

BV

pero de la relacidn establecida en (1) se obtiene

n .
Moo= 1/(k+1) ) x; "-")

) ie1 b / (;1)
e ()

-1/n Ef X, (": >/(";1) .
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El valor esperado de XL viene dado por:

1
E[x] = 4(:) f o F¥l a-p"lg

(o)

donde O = O(F) y F = F(0), si el valor esperado M(k) puede

ser expresado como:

E[Mpy] = 1/n :z [(n;)/( ":)] E[X]

1 n-1-k [(n-1-k . :
- 5 n-j-k-17,
E (M ] f o[fz KJ.)F(l-F) ]
(o]

o
. (1-F)de .

Donde § =4 -1. Esto denota que:

n-1-k n-1-k
i ¢1_ gy N--k-1
jzo(j)F(lF)

=[F+(bkab4- 1,
donde

1
k

(o]

De donde se concluye que este estimador de M(k) es insesgado.

A partir de este resultado, se pueden obtener estimado

res de los parametros de la distribucidn de Gumbell a partir

de M(k) como sigue:
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Q
|

= [M(k) - 2M(1)] / 1n(2)

n = M(o) -€0q.

3. Andlisis de resultados.

3.1. Parametro de localizacidon para muestras aleatorias.

3.1.1. Sesgo.

Como podemos observar en forma clara en la figura (2),
Tabla (1) se presentd una jerarquia. El método de momentos
es el mis sesgado, seguido por el método de mixima verosimi-
litud. El método de momentos de probabilidad ponderados pre-
senta un insesgamiento muy notorio ﬁara todos los tamafios de

muestra examinados, por supuesto es el mejor de los tres.

En los tres métodos podemos ver claramente la tenden-

cia a sobreestimar el pardmetro.

Los tres métodos pueden ser comparados en tamaiios de

muestra grandes.

3.1.2. Varianza.

Como podemos observar en la figura (4) Tabla (1), la

varianza disminuye cuando n aumenta.

El método de momentos de probabilidad ponderados pre-

senta varianza minima para todo n, seguida del método demixi
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ma verosimilitud y momentos convencional.

Para todos los tamafios de muestras se observa que mo-
mentos de probabilidad ponderados presenta varianza minima,
aunque cuando N es mayor de 20 las varianzas son practica-

mente iguales.

3.1.3. Error cuadratico medio.

En la figura (6) Tabla (1), se puede observar que el
mejor método es momentos de probabilidad ponderados seguido

por mdxima verosimilitud y momentos convencionales.

3.2, Parametro de dispersidn para muestras aleatorias.

3.2.1. Sesgo.

Como se observa en la figura (1) Tabla (1), los tres

métodos presentan una subestimacidn o < 1.

Al igual que en los casos anteriores en la figura (1)
Tabla (1) se observa que el sesgo decrece exponencialmente
para todos los tamafios de muestra analizados en los tres mé

todos.

Podemos ver a lo largo de todos los tamaifios de muestra
analizados una jerarquia muy notoria, momentos de probabili-
dad ponderados es el mds insesgado, seguido por mixima vero-

similitud y momentos convencionales.

El método de momentos de probabilidad ponderado es muy
bueno para muestras pequefias y practicamente insesgado para

tamafio de muestra superior a 10.



121

3.2.2. Varianza.

El estimador mdximo verosimil es el que presenta varian
za minima para todos los tamafios de muestra como lo podemos

ver en la figura (3) Tabla (1).

Para los métodos de momento y momentos de probabilidad

ponderados la varianza estd en funcidn de n.

Para un n pequerio (n = 5, 10), momentos convencionales

es mayor o igual que momentos de probabilidad.

Para un n > 20 momentos de probabilidad ponderados es

mayor que momentos convencionales.

Se observa que a medida que aumenta el tamafio de mues-—
tra, la diferencia que se presenta entre las varianzas del
método de midxima verosimilitud y el método de momentos de
probabilidad ponderados es cada vez mds pequefio, hasta ser
aproximadamente nula a partir de un n mayor que 50. La va-
rianza de momentos es muy grande en comparacidn con las ante-

riores.

3.2.3. Error cuadratico medio.

En la figura (5) Tabla (1), podemos ver que el método

de mixima verosimilitud es el mejor para todo n.

Para los métodos de momentos y momentos de probabili-
dad ponderados el error cuadrdtico medio esta en funci®n de

n‘

Para muestras pequefias (n = 5), momentos convenciona-

les es mayor o igual que momentos de probabilidad ponderados.
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Para muestras en las cuales (1 > 10), momentos de pro-

babilidad ponderados es mayor que momentos convencionales.

El error cuadrdtico medio de maxima verosimilitud es
aproximadamente 0.75 del de momentos de probabilidad ponde-

rados.

Para alfa el cambio entre error sistemidtico (sesgo) y
error aleatorio (varianza) resulta desfavorable en té&rminos
del error cuadratico medio. Sin embargo es mejor en general
el método de momentos de probabilidad ponderado por insesga-
miento mientras que el método de mixima verosimilitud por

varianza.

Por la utilizacidén de computadores es mds facil traba-
jar con momentos de probabilidad ponderados, pero com la pro
fusidon de computadores y programas, los dos métodos son igual

mente utilizables.

3.3. Percentiles para muestras aleatorias.

3.3.1. Sesgo.

Como se puede observar en la Tabla (2) existe una je-
rarquia muy clara. El método de momentos de probabilidad pon
derados es el mejor de los tres métodos para todo n, el mé-
todo de maxima verosimilitud se encuentra en el medio y el

peor de todos es el método de momentos convencionales.

Para los métodos de momentos de probabilidad pondera-
dos y médxima verosimilitud el sesgo es muy similar en mues-

tras de tamano mayores o iguales a 100.



Dentro del rango medio (0.25 - 0.75) los percentiles

se estiman mucho mejor que para los demis.

3.3.2. Varianza.

Como se observa en la Tabla (5) en los percentiles del
rango medio, la varianza de momentos de probabilidad ponde-
rados es menor que la de mdxima verosimilitud y la de momen

tos convencionales.

En los extremos de la Tabla (4) se observa que la va-
rianza de mdxima verosimilitud es la menor, pero para mues-
tras grandes, los métodos de momentos de probabilidad ponde

rados y maxima verosimilitud son comprables.

Para todos los tamafios de muestra analizados, el méto

todo de momentos posee la varianza més grande.

3.3.3. Error cuadratico medio.

En la Tabla (5) podemos darnos cuenta que para el ran
go medio (0.25 - 0.75) es el método de momentos de probabi-
lidad ponderados es el mejor, seguido por mixima verosimili

tud.

4. Conclusiones.

La comparacifn de un nuevo método de estimacidn, el mé
todo de momentos de probabilidad ponderados con otros dos
métodos mids antiguos, mixima verosimilitud y momentos conven

cionales fue explorado mediante un programa en el paquete

123



124

SAS. Los experimentos aportaron la estimacibn de los parime
tros y cuantiles de un proceso puramente aleatorio y un pro
ceso autocorrelationado tratado como puramente aleatorio.

Las conclusiones derivadas de estos experimentos son:

h.1. Para un proceso puramente aleatorio.

El sesgo de momentos de probabilidad ponderados es siem
pre el mds pequefio para todos los tamafios de muestra estudia
dos. Se nota que desde muestras de tamafio pequefio es casi
despreciable y a medida que n aumenta. Las estimaciones de
maxima verosimilitud se acercan a las de momentos de proba-

bilidad ponderada.

El método de momentos de probabilidad ponderados cam-
bia una gran cantidad de error sistemidtico por error aleato-
rio para tamafios de muestra muy pequeiios (n = 5, 10, 20) y,
en general; para los percentiles que estdn fuera de la banda
central (0,25 - 0,75). En otros casos este cambio no afecta
priacticamente en nada y resulta mucho mejor momentos de pro-
babilidad ponderado que mixima verosimilitud. Es decir: si
el sesgo es la principal preocupacidén el mejor en todos los
casos es el método de momentos de probabilidad ponderados.
En el supuesto que el sesgo sea secundario serd mejor usar
el método de midxima verosimilitud, cuando se estima con tama
fios de muestra pequefia (n = 5, 10, 20) o para percentiles

que se encuentran en la franja externma (0,25 - 0,75).

En ninglin caso se recomienda el uso del método de mo

mentos convencionales.



4.2. Para un proceso autocorrelacionado.

Para el proceso autocorrelacionado visto como puramen
te aleatorio se conservan los mismos resultados obtenidos
en el caso anterior, con la diferencia de que presenta ma-
yor sesgo y mayor varianza. Sin embargo, se puede notar que
los estimadores son asintdticamente insesgados pero con ve-
locidad de convergencia menor a la de una muestra aleatoria.
Por Gltimo, si se sabe que las observaciones provienen de un
proceso autocorrelacionado, basta con tener una muestra de
tamafio moderado para garantizar buenos resultados. En el ca
so de muestras pequenas se recomienda tener mucho cuidado,
porque los errores (sesgo y varianza) pueden ser demasiado

grandes dependiendo del 4&rea de aplicacidnm.
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