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~ Una gran dificultad para quien trata de acer
carse a este material es la amplitud y, sobreto-
do, la variedad de los llamados "pre-requisitos',
puesto que en esta teoria convergen ideas y téc-
nicas provenientes de ramas muy diversas de 1la
matematica (lo que, naturalmente, es al mismo

tiempo un elemento de interés y de encanto).

Esta dificultad intrinseca ha causado, a ni
vel del curso una cierta desorganizacidn en el
tratamiento de los temas; se habld un poco de
geometria hiperbdlica, un poco de topologia de
variedades de dimensidn tres, un poco de grupos
discontinuos, etc., sin pretender profundizar en
ésta o aquella teoria, sino limitandose a ilus-
trar algunos conceptos y ejemplos directamente

encaminados al fin propuesto.

Lo que sigue es una especie de "introduccidn
a posteriori" con el objeto de ayudar a recons-
truir el hilo conductor del material desarrolla-
do; estando dirigida principalmente a quienes si
guieron el curso, no se dan aquil las definicio-
nes de los objetos estudiados, para las cuales

se remite a la bibliografia indicada.

Se puede decir informalmente que la idea

clave en la base de la conjetura y de los resul
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tados de Thurston es la existencia de una estre-
cha interconexidn, en dimensiones bajas, entre
problemas de cardcter métrico y problemas de ca-

racter topoldgico.

Para aclarar este concepto basta pensar en

algunos resultados clasicos sobre las superficies:

1) Existe una clasificacidn topoldgica completa
de las superficies; el invariante principal de
esta clasificacidn es la caracteristica de Euler-
Poincaré (inico invariante para superficies orien

tables, conexas, compactas, sin borde).

2) La parte interna de cualquier superficie (to-
poldgica) se puede dotar (salvo homeomorfismos)
de una estructura de variedad riemanniana comple

ta, con curvatura constante.

3) Tal curvatura es positiva, negativa o nula, se
gn que la caracteristica de Euler-Poincaré sea,

respectivamente, positiva, negativa o nula.

4) E1 teorema de Gauss-Bonnet para una superfi—

cie con curvatura constante establece un vinculo
explicito entre el Area total y la caracteristi-
ca de Euler-Poincaré (esto es, entre un invarian

te métrico y uno topoldgico).

Una primera parte del curso ha sido utiliza

da para ilustrar estos resultados, aprovechando,
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al mismo tiempo, para introducir en el contexto
mis manejable de las superficies, algunos concep
tos que podrian servir en el estudio de las 3-

variedades. En particular:

w(1)

- se definid una "estructura geométrica en
el sentido usado por Thurston y se vid cdémo ésta
implica una estructura de variedad riemanniana

con curvatura constante.

- se vid que en dimensidon dos el concepto de es-
tructura geométrica produce los tres casos clasi
cos de métrica eliptica, euclidiana, hiperbdlica
se analizaron estos tres casos con particular re
lieve en la métrica hiperbdlica y se demostraron

los puntos 2) y 3) enunciados arriba.

- se demostrd la equivalencia entre dar una es-
tructura geométrica completa sobre una superfi-
cie S y ver S como el cociente de su revestimien
to universal § respecto a la accidn de un grupo
(isomorfo al grupo fundamental nl(S)) que actua
libremente y de manera propiamente discontinua

sobre §; con este propdsito, se sefiald la teo-

ria de Poincar@ sobre poligonos fundamentales pa

ra estos grupos.

(1) Sea X una variedad analitica y G un grupo de difeo-
morfismos analiticos de X. Sea S el conjunto de las apli
caciones definidas sobre abiertas de X que son restric-

ciones de elementos de G sobre las componentes conexas
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Por mucho tiempo se ha tratado de obtener un
resultado andlogo a 1) para las 3-variedades; es-
te estudio ha hecho desarrollar la topologia de
las variedades de dimensidn tres como teoria ma-
temdtica por si misma, lejos ailin de ser completa
mente sistematizada. Ademdas del problema de 1la
clasificacidn, (que es en cierto sentido el pro-
blema final) siguen abiertos numerosos problemas
"clasicos": basta citar la conjetura de Poincaré
(iuna variedad de dimensidn tres que tiene la mis
ma homotopia de una esfera es homeomorfa a la es

fera?) que en efecto ha sido, histOricamente,

del abierto.

DEFINICION 1. Se dice que un espacio topoldgico M es
una (G,X)-variedad si existe un atlas (ui’éi) de M, donde
61 es un homeomorfismo entre w. y un abierto VL de X vy,

si uifluj # @ , entonces 6{061 < S.

DEFPINICIOR 2. Una estructwwur geométrica sobre M es una
(G,X)-estructura sobre M tal que G y X verifican las si-

guientes condiciones:

a) G actia transitivamente sobre X.

b) G es un grupo de Lie (analitico) y el estabilizador de
todo punto, Gy = {ge G| g(x) = x}, es compacto.

c) X es simplemente conexo.

d) M es completa y de volumen finito (seglin la métrica rie
manniana asociada).

e) G es maximal respecto a la propiedad b).

"
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otro "hilo conductor" en torno al cual se ha de-

sarrollado gran parte de la teoria.

Una de las dificultades de la topologia de
las 3-variedades que motiva su peculiaridad y su
autonomia (respecto de la topologia general, de
la topologia algebraica, etc.) es el hecho de que
han debido inventarse té&cnicas e instrumentos
"ad hoc", no transferibles de otros contextos,
dado que las técnicas estdndar resultan ser poco
itiles en el caso de las 3-variedades. Por ejem-
plo, la caracteristica de Euler-Poincaré es siem
pre nula para una 3-variedad compacta, conexa,
sin borde. La homologia estd completamente deter
minada por el grupo fundamental y, por esta ra-
z0n, no da ninguna otra informacidn. E1 grupo
fundamental puede, en cambio, ser un instrumento
itil pero a menudo poco manejable en cuanto de
€1l se obtiene una presentacidn con generadores y
relaciones y no existe, en general, un algoritmo
que diga cuando dos de tales presentaciones dan

grupos isomorfos.

Una situacidn tipica es la de disponer de
una construccidn general (en el sentido de que
se obtienen todas las 3-variedades a partir de
datos mds simples) y no poder explotar 1la aparen
te potencia de este instrumento porque no se tie
nen condiciones necesarias y suficientes para que

la misma construccidn, aplicada a datos distin-
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tos, produzca variedades homeomorfas (por ejem-
plo, cirugia de Dehn a lo largo de nudos o links,

o bien, los diagramas de Heegard).

De todo esto se puede intuir que una difi-
cultad cronica de la topologia de variecdades de
dimensidn tres haya sido la de seleccionar bue-

nos invariantes.

En este panorama, muy superficial, se inser
ta la idea (ambiciosa) de Thurston, de tratar de
obtener, para las 3-variedades, resultados anidlo
gos a los citados puntos 2), 3) y 4) para super
ficies. Respecto al punto 1), es razonable es-
perar que resultados de este tipo, al introducir
en la topologia los instrumentos rigidos, mas po
tentes, de la geometria, lleven a una mayor com
prensidn de las 3-variedades, también desde un
punto de vista exclusivamente topoldgico (ver
también sucesivas discusiones sobre la geometria

hiperbdlica).

Es necesario observar, antes que todo, que
cuando se habla de resultados "andalogos" a los
de las superficies no se puede esperar un para-

lelismo directo. Se ve, en efecto, sin mucha di

ficultad, que:

a) existen variedades de dimensidn tres que no

admiten una estructura geométrica: en particular
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todas las 3-variedades no primas, con la inica
excepcidn de P3 # P3 (1).

b) Las posibles geometrias que es necesario con-
siderar en dimensidn tres no son solamente las
tres andlogas del caso bidimensional (eliptica,
hiperbdlica, euclidiana): por ejemplo, SZXSI, a
pesar de que posee una "buena'" geometria, (una
métrica riemanniana homogénea, completa, con cur
vatura constante) no puede ser dotada de ninguna

de las tres métricas precedentes.

Resulta, en efecto, que las condiciones pa
ra una "estructura geométrica" (en el sentido
definido en el curso a propdsito de las superfi
cies) llevan, en el caso tridimensional, a ocho

posibles geometrias.

La conjetura clave de Thurston se puede ex

presar, informalmente, de la siguiente manera:

Conjetura. Toda 3-variedad admite una descomposi
cidn candnica en piezas tales que la parte inter
na de cada una de ellas puede ser dotada de una

estructura geométrica.

Este es el maximo resultado que se puede

obtener como anidlogo al punto 2) de las super-

(1) # significa suma conexa.
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ficies. La descomposicidn candnica a la que se
refiere la conjetura esta compuesta en realidad
de dos estadios: el primero es la descomposicidn
de una variedad en variedades primas (necesario
por. la precedente observacidn a) ); el segundo
es una construccidn mas complicada que comporta el

cortar una 3-variedad a lo largo de toros particulares.

La conjetura de Thurston es muy fuerte: en
particular, por curiosidad, citamos el hccho de
que la conjetura de Poincaré serfa una consccuen

cia de un caso particular suyo.

La plausibilidad de la conjetura estid jus-
tificada por un gran nimero de resultados obte-
nidos en los Gltimos anos: sea resultados que la
apoyan directamente (informalmente se puede de-
cir que la conjetura ha sido demostrada para
"casi" todas las variedades); sea resultados
que, si bien no directamente ligados a la conje
tura, utilizan técnicas de tipo métrico para
llegar a la solucidon de problemas relevantes de
topologia de variedades de dimensidn tres (por
ejemplo, la solucidn de la conjetura de Smith).
Asi se muestra claramente la potencia de las hi
potesis y de las técnicas introducidas por

Thurston.

Entre los resultados parciales obtenidos
en direccidn a la conjetura citamos los siguien

tes:
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TEOREMA 1. La conjetura es cierta para las varie

dades Haken.

TEOREMA 2. Sea M una variedad Haken, compacta,
sin borde. M tiene una estructura hiperbdlica si

y s0lo si M es atoroidal.

TEOREMA 3. Sea M una variedad Haken, compacta,
con borde M # @, que contiene una superficie
incompresible F que no sea la fibra de una fi-
bracidn p:M ~» s'. Entonces M tiene una estructu

ra hiperbdlica si y s6lo si M es atoroidal.

TEOREMA 4. Sea M = 33—K el complemento de un nu
do en 33. M tiene una estructura geométrica si

y s0lo si K no es un nudo satélite.

M tiene una estructura hiperbdlica si y sb
lo si K no es ni un nudo satélite ni un nudo tau

rino.

33-K el complemento en 33 de

TEOREMA 5. Sea M

un nudo que no sea ni satélite ni taurino, y sea
M(p,q) la variedad obtenida de M por cirugia de
Dehn de tipo (p,q). Entonces M(p,q) tiene una
estructura hiperbdlica, para todos los valores
de los pardmetros (p,q), excepto un nimero fini

to de parejas.

Las demostraciones de los teorema 1-5 son

muy profundas y complicadas y en el curso no se
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pretendia, ni siquiera marginalmente, adentrarse
en ellas. Se queria, sin embargo, llegar a captar
el significado de los enunciados de estos teore-
mas y de la conjetura, no sd6lo en el sentido de
dar las definiciones té&cnicas de los objetos ¥y
de las construcciones involucradas sino también
en un sentido mds amplio. Esto se hizo, por ejem
plo, justificando de modo mds o menos riguroso
las observaciones que aqui estamos expresando de
manera informal; o bien, demostrando completamen
te los teorema 4 y 5 en un caso particular (M =
complemento del nudo ocho 33 - éB), pero especial

mente significativo.

Con este fin se hizo necesario dar algunos
requisitos indispensables de topologia de 3-va-
riedades, lo cual se efectud basicamente a par-
tir de ejemplos tomados en su mayor parte de la

teoria de nudos.

El caso de la geometria hiperbGlica merece
algunas consideraciones aparte: en los mismos
enunciados de los teorema 1-5 se puede notar una
posicidn "privilegiada" de la geometria hiperbd
lica respecto de las otras siete geometrias; in
clusive la misma conjetura se podria reformular
diciendo que toda 3-variedad que verifica ciertas
condiciones se puede dotar de una métrica hiper-

bb6lica. (Las condiciones garantizarian simplemen
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te que no existen obstrucciones topoldgicas "a

priori'" para poderlo hacer).

Esta posicidon "privilegiada" depende del he
cho de que las otras siete geometrias producen
3-variedades completamente clasificadas desde el
punto de vista topoldgico: se pueden dar condi-
ciones (topoldgicas) necesarias y suficientes a
fin de que una 3-variedad admita una métrica de

uno de esos siete tipos.

En consecuencia, el trabajo en direccidn a
la conjetura ha originado, como subproducto, una
comprensidon mucho mads profunda de las 3-varieda
des hiperbdlicas y una serie de resultados de
por si interesantes y a veces bastante "extra-
nos" en el sentido de que revelan cierta atipi-
cidad de la dimensidn tres respecto de las otras
dimensiones. (Ver por ejemplo, el comportamiento

de la funcidn volumen).

Otro motivo del interés particular de la mé
trica hiperbdlica también respecto de cuestio-

nes puramente topoldgicas es el siguiente:

TEOREMA (de rigidez): Sea f:M - N una equivalen
cia homotdpica entre dos variedades hiperbdlicas
de dimensién tres, orientadas, completas, de vo-
lumen finito. Entonces § es hombtopa a una isome

tx e
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En particular, si una 3-variedad admite una
estructura hiperbdlica (completa, de volumen fi-
nito), esta estructura es Unica (salvo isometrias).
Esto es falso en el caso de las superficies, mien

tras que sigue siendo cierto en dimensidn n > 4.

El teorema de rigidez, unido al hecho de que
"tantas" 3-variedades son hiperbdlicas, puede te
ner consecuencias muy fuertes. Esto deberia ser
intuitivamente plausible, por ejemplo, confrontén
dolo con la precedente discusidn sobre la difi-
cultad "crdnica'" presente en la topologia de va-
riedades de dimensidn tres. Basta pensar que, en
este caso, los invariantes métricos son en reali
dad invariantes topoldgicos. En efecto, es presu
mible que el volumen pueda ser un buen instrumen
to para medir la "complejidad" topoldgica de 1las
3-variedades hiperbdlicas (completas, orientadas,

de volumen finito).

. Lo que se hizo en el curso a este propodosito

-

fueé:

- discutir una demostracidn geométrica reciente
(debida a Gromov y Thurston) del teorema de rigi
dez, enunciando los varios pasos y demostrando
dos, elementales pero significativos, en particu
lar porque muestran por qué razdn el teorema de

rigidez es falso en dimensidn dos.



96 Balances

- indicar la descomposicidn de Kazhdan Margulis
y ios teorema de clausura y apertura de cispides;
en particular, se mostrd como el ejemplo discuti
do detalladamente dei complemento del nudo ocho

viene a ser una situacidn generalizable.

Una clase de ejemplos significativos de 3-
variedades son los cilindros de aplicaciones, es
to es, las variedades del tipo M = Sx[0,1]/¥ don
de S es una superficie (con caracteristica de Eu
ler negativa), ¥:8 » S es un difeomorfismo. El
cociente mddulo ¥ significa identificar las dos
bases del cilindro SX[O,I] de acuerdo con la re-
lacidon de equivalencia (x,0) v (Y(x),1). E1 hecho
de que una variedad de este tipo admita una es-
tructura hiperbdlica produce fendmenos topoldgi-
cos muy "extrafios'", tanto que, inicialmente, era
entre los cilindros de aplicaciones que se busca
ban los contraejemplos a la conjetura. Por el con
trario, la comprensidn completa de cudles difeo-
morfismos ¥ producen un cilindro de aplicacidn
con una estructura hiperbdlica ha sido un punto
determinante para apoyar la plausibilidad de 1la
conjetura de Thurston (aunque ahora es un caso

particular de los teoremas ya citados).

Este ejemplo muestra, en particular, cdmo
del estudio de las 3-variedades surgen natural-
mente problemas (en general bastante delicados)

que tienen que ver con las superficies. Y es sor
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prendente notar cOomo, aiin sobre objetos aparente
mente "inocuos" y de tiempo atris bien conocidos
como las superficies, existan tantas preguntas

todavia sin respuesta o a las que se ha dado una res

uesta so0lo muy recientemente.
P y

El mayor resultado de Thurston en este sen-

tido responde a los siguientes dos problemas:

PROBLEMA I. "Clasificar" los elementos del grupo
G(S) = {difeomorfismos de la superficie S}/isotopia

Esto es, seleccionar en cada clase de equivalen-
cia un representante particularmente "bueno'" (S

es una superficie con X(S) < 0).

En efecto se demuestra que todo difeomorfis
mo ¥:S - S es, salvo isotopia, de uno de los si

guientes tres tipos:

a) una isometria (respecto a alguna métrica hi-

perbdlica sobre S).

b) reducible (lo que significa que fija una cur

va en S y, en consecuencia, induce un difeo-

morfismo sobre una superficie de género menor).

c) pseudo-Anosov.

Los difeomorfismos pseudo-Anosov gozan de

una serie de propiedades geométricas relevantes
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aunque bastante complicadas de enunciar. En par
ticular, respecto al problema citado sobre las
3-variedades, el cilindro de aplicacidn

M = 3X[O,1]/9 tiene una estructura hiperbdlica

si y s6lo si ¥ es pseudo-Anosov.

Esta clasificacidn es una consecuencia de

la respuesta al

PROBLEMA II. Sea S una superficie compacta, sin
borde, con X(S) < 0 y 7(S) el espacio de Teich-
miller de S, es decir, el espacio de las métri-
cas hiperbdlicas sobre S, salvo isotopias. Se

conocia de tiempo atras que

1(8) = R3XOS)

» - - - - .~ - - " .
ique significa que una sucesidon de metricas "tien
de al infinito?". (Se puede compactificar T(S8),

es decir, poner un borde que sea natural respec

to a la accidon del grupo de difeomorfismos G(S)?

La solucidn de este problema (que, notamos
de paso, es un problema clasico cuyo inter@s pro
viene tambi@&n de otros sectores de la matemati-
ca) es bastante elaborada y pasa a través del
estudio del espacio de curvas simples y cerra-
das sobre S y del espacio de foliaciones. En
efecto, los puntos del borde de T(S) se pueden

interpretar geométricamente como clases de equi
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valencia de foliaciones medidas y contienen, co-
mo subconjunto denso, las clases de isotopia de
curvas simples y cerradas. Un elemento determi-
nante en este contexto es el de definir una "bue
na topologia" sobre el espacio de las curvas (y

de-las foiiaciones).

Lo que se hizo en el curso a este proposi-

to fué:

- describir los objetos en cuestidon y definir 1la
topologia, que se obtiene de la inclusidn en un

espacio funcional grande.

- tratar detalladamente el caso del toro; en es
te caso valen resultados andlogos (naturalmente
mas simples) al caso de superficies con caracte
ristica negativa y las demostraciones son '"ad

hoc" y de naturaleza elemental.
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COMENTARIOS.

A) En Al (Cap.3) y A2 (Cap.l) se hace un estudio
de la geometria hiperbdlica en parte desde el pun
to de vista sinté@tico, en parte desde el punto

de vista de la geometria diferencial. Por el con
trario en A3 (Cap.l16) se la estudia exclusivamen
te desde un punto de vista sintético. Se incluye
por ejemplo, la demostracidn sinté@tica delhecho de
que el drea de un tridngulo hiperbdlico es m-(su

ma de los dngulos).

En A3, (Cap.6) se da una discusidn de la in
versidn circular y de las familias de circulos
coaxiales que puede ser Gtil para la comprensidn
de lasisometrias hiperbdlicas, mientras que en el
Cap. 20 se trata la geometria hiperbdlica usando

resultados de la geometria diferencial.

En A4 se hace un panorama histdrico de la
geometria hiperbdlica que, en particular, liga
la geometria hiperbdlica "cldsica" con los resul

tados recientes de Thurston.

B) E1 articulo original con los resultados de
Thurston es Bl. No es de facil lectura y las
demostraciones son apenas bosquejadas. Puede ser

itil para entender la génesis de la idea.

B2 y B3 son "explicaciones'" de Bl. B2 es
una exposicidn concisa donde se dan los enuncia

dos de los resultados y las ideas fundamentales
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de las demostraciones. B3, en cambio, es una ex-
posicidn completa y detallada, bastante técnica

y pesada.

En B4 se presenta otro resultado de Thurston
Soﬂre las superficies, bastante independiente de
los precedentes y con técnicas de demostracidn
completamente distintas (y mads simples). Se da
una presentacidn con generadores y relaciones de

G(M) = {difeomorfismos de M}/isotopia.

En B5 hay un estudio de los '"circuitos fe-
rroviarios" como instrumento para dar explicita-
mente una estructura de variedad P.L. sobre el
espacio de las foliaciones medidas sobre una su-
perficie. Los circuitos ferroviarios se utilizan
siempre para dar una construccidn de algunos di-

feomorfismos pseudo-Anosov.

C) En Cl, en particular, se demuestra que dos cur
vas sobre una superficie son homotdpicas si y so
lo si son isotdpicas, y que un homeomorfismo homo
tépico a la identidad es también isotdpico a la

identidad.

En C2 (Cap.2 §A,B,C,D) se da la demostra-
cidon de los dos resultados citados, en el caso
del toro (que ya pueden dar la idea del tipo de
dificultades que se tienen). Ademds se encuen-
tran, por ejemplo, la demostracidn de que una

clase de homotopia a = p[l]i—q{m] ew, (toro)
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es representable por una curva simple, cerrada y
conexa si y s6lo si (p,q) = 1 y la demostracion

del teorema de la cuerda en el plano.

En cuanto a ghrupos discontinuos y domindoA
fundamentales, en la bibliografia se encuentra

lo siguiente:

1. En Al se encuentra la construccidn de Dirich

let del dominio fundamental;

2. En A2 (Cap.II) hay un estudio detallado de
los grupos del triidngulo

%, a1 = <a,b,e : a®=b*=c?= (ab)P= (bo) ¥ = (ac)™= 1>

con bellisimas ilustraciones;

3. En C3 se encuentra la demostracidon del teore

ma de Poincaré en lenguaje moderno;

4. C4 (881-4) trata, entre otras cosas, las cons
trucciones de Ford y de Dirichlet del dominio

fundamental. A este propdsito puede ser Gtil tam

bién A3 (Cap.4,15).

También en A3 encontramos un bello tratado
de isometrias y similitudes euclidianas, en R
y en R3 (Cap. 3,5,7) y algunos elementos de to-
pologia de las superficies (Cap.21). Ademds, en
el Cap. 13 (85) se demuestra una formula que 1i

ga el area de un poligono plano con vértices en
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el reticulo entero al nimero de puntos de este
reticulo interiores al poligono mismo o sobre

el borde. Ademads de ser interesante de por s7i,
tal fdrmula puede servir para demostrar que si
o = p[ﬂ}+q[m] y B = p'[ﬂ]-+q'[m] son elementos
en ¥ (toro), entonces £(a,B) = |pg' -p'q].

En C5 hay una demostracidn elemental del si
guiente resultado: Sea M una superficie orienta
ble, compacta, sin borde, dotada de una métrica
riemanniana cualquiera (no necesariamente con
curvatura constante) y sea o ﬂlM una clase no
nula, representable por una curva simple y cerra
da. Si 6:31 > M es un representante de a de lon
gitud minima, entonces § es un embedding. Las
ideas utilizadas son en extremo elementales, aun

que a veces las argumentaciones no son faciles.

En C6 hay un estudio de las tres geometrias
bidimensionales (§1) y, al comienzo del §5, una
Gtil discusidn acerca de las relaciones entre
los distintos puntos de vista con los que se pue
de pensar en una ''geometria'" sobre una variedad:
espacio dotado de una distancia, métrica rieman-

niana, (G,X) estructura.

En C7 se puede encontrar un tratado (de lec
tura nada facil) sobre el concepto de (G,X) es-
tructura, holonomia, aplicacidn desarrollante

(Cap.3).
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C8 y C9 dan 1la demostracién (dificil) del

hecho, de que una 3-variedad del tipo
M = Sx[0,1]/(x,0) ~ (¥(x),1)

tiene una estructura hiperbdlica si y sblo si es

pseudo-Anosov.



