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Capitulo 1
Introducciéon

Acontecimientos como el del 11 de Septiembre de 2001 en Nueva York, el del
11 de marzo del 2004 en Madrid y recientemente los atentados en el metro en
Mosci, han hecho que se incremente la preocupacion por seguridad y se busquen
sistemas efectivos para garantizar a los ciudadanos su bienestar. En dichos sis-
temas intervienen factores humanos, administrativos y técnicos, propiciando un
complejo proceso que requiere de avances cientificos relacionados con tecnologia
computacional de vanguardia. Dado que la problemadtica actual de seguridad
mundial se aborda desde una perspectiva interdisciplinar, la matemdtica apli-
cada juega un papel protagénico y es donde queremos contribuir a este vasto

tema.

1.1. Orden del trabajo

Este trabajo se ha dividido en cuatro partes. En la primera, se consideran
diferentes métodos de identificaciéon personal, en particular la identificacién de
caras con algunas de sus aplicaciones en diferentes pafses. En la segunda parte,
se dardn algunas definiciones bdsicas de imdgenes y la forma de construccién
de la base de caras. En la tercera parte, se establecerd el procedimiento para
la reconstrucciéon de caras, discutiremos el fundamento de nuestro método de
identificacién que basicamente utiliza la teorfa de las componentes principales
de la matriz de caras y la representaciéon de una imagen facial en un conjunto de
vectores caracteristicos. En la cuarta parte, se establece el procedimiento de iden-
tificacion de caras mediante la proyeccion de fotografias externas en el espacio

de la base de caras El algoritmo de componentes principales han sido discutidos
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en la literatura especializada, sus bases radican en los trabajos de Pentland y
Turk [1], y se ha convertido en estédndar sus conceptos y procedimientos cuan-
do se trabaja reconocimiento de imdgenes faciales por medio de componentes
principales, nuestro interés es comprender el proceso y las dificultades del re-
conocimiento de imdgenes faciales, finalmente se expondrd la identificaciéon de
NN y la identificacién de retratos hablados que puede ofrecer alternativas a los
métodos utilizados por las autoridades de Medicina Legal y criminalistica para

esclarecer casos de justicia.

1.2. Meétodos de identificacién personal

Durante mucho tiempo la identificacién de las personas tan sélo estaba rela-
cionada con la memoria fotogréifica y ésta es subjetiva ya que tiene un alto grado
de error en el reconocimiento de personas. Muchos de los métodos usados ac-
tualmente para la identificacién estdan basados en la tecnologia biométrica. Esta
tecnologia se define como: Medicién de distintas caracteristicas fisicas exclusivas
y determinantes de la identidad de un individuo [2].

Algunos ejemplos de identificacién biométrica son las huellas dactilares, las
retinas, los patrones faciales etc. Sistemas de identificacién basados en la huella
dactilar se remontan a la cultura China en el siglo XIV cuando los comerciantes
imprimian las huellas de la palma de la mano y los pies en un papel con tinta
para distinguir los individuos [3]. En 1870, el francés Alphonse Bertillon desa-
rrollo un sistema de antropometria descriptiva como un método para identificar
individuos basado en registros detallados de las medidas del cuerpo. Esta técnica
fue utilizada en Francia como instrumento en las investigaciones de la policia
entre 1882 y 1890 [4] Francisco Galton en su publicacién Huellas dactilares
de 1892 garantizé la invariabilidad de las huellas digitales de un individuo a lo
largo de toda la vida. Ademads, determiné 40 caracteristicas de las huellas que
incluso son utilizadas hoy en dfa para la clasificacién y propuso usarlas para
la identificacién personal en reemplazo del sistema de Bertillon [5]. El italiano
Juan Vucetch radicado en Argentina, realizé las primeras fichas dactilares del
mundo con las huellas de 23 procesados, ademds verific6 su método con 645
reclusos de la cércel de La Plata y en el trabajo resalto 101 rasgos de las huellas
empleados para su clasificacién. Mediante esta técnica en 1892 en la Argentina se

detecté al primer asesino por cotejo de sus huellas dactilares. A partir de 1894 la
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Policia de Buenos Aires adopto oficialmente las huellas dactilares como sistema,

de identificacién [6].

Isla
Poro

Terminacién
cresta

Bifurcacién
cresta

Figura 1: Partes de las huellas digitales

Los oftalmélogos Isadore Goldstein y Carleton Simon, publicaron en 1935
el trabajo de investigacion A New Scientific Method of Identification, en
el que reportan el siguiente descubrimiento: el dibujo que conforman los vasos
sanguineos de la parte posterior de los ojos son unicas en cada persona (Figura
2). Para el caso de gemelos idénticos, Paul Tower en su publicacién de 1955 T'he
fundus Oculi in monozygotic twins : Report of six pairs of identical twins,
demostré que, en lo que menos se parecen los gemelos idénticos es en los patrones

vasculares de la retina [7].

Retina Iris

Figura 2: Gréfica de la retina e iris

Existen otros sistemas de identificacién biométrica tales como el iris, la geome-
tria de la palma de la mano, la dindmica del paso y el andlisis espectral de la
voz. El reconocimiento de imagenes faciales es una alternativa de identificacién
que, ha ganado gran interés en las tltimas décadas, dado el avance en el proce-
samiento de imagenes y las técnicas computacionales. Este iltimo método de

identificacién personal, constituye el centro de estudio de este trabajo.
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1.3. Identificaciéon de caras.

Cuando tratamos de identificar personas uno de los aspectos méds relevantes
es la cara ya que en ella se encuentran caracteristicas tipicas de la persona y
se convierten en el principal foco de atencién e interaccién social. Desde que
nacemos empezamos a aprender a identificar caras, y con el tiempo entendemos
que sus facciones son una de las fuentes méas importantes de informacién perso-nal
ofreciendo claras referencias sobre edad, estado de &nimo, género, raza, etc. Asi, el
més natural de los sistemas de identificacién en los humanos, es el reconocimiento
de caras. Si pretendemos utilizar este sistema de manera computacional nos
encontramos ante una tarea bastante dificil puesto que la cara, hace parte de un
ente vivo y puede adoptar diferentes expresiones ya que esta sujeta a los efectos
del envejecimiento.

En 1988, una divisién de la policia en la ciudad de Los Angeles usé dibujos
compuestos o imdgenes de video para realizar buisquedas en bases de datos de
fotografias de criminales. Este procedimiento es considerado el primer sistema
semiautomatico de reconocimiento facial que hizo uso de la tecnologia computa-
cional [8]. El reconocimiento de caras y el procesamiento de imdgenes se han
convertido en un tema de bastante interés en investigacién ya que es una alter-
nativa actual para los sistemas de seguridad.

El reconocimiento facial se realiza a partir de una imagen digital en donde
se analiza matemdticamente ciertas caracterfsticas faciales de la foto para com-
pararlas con la informacién de una base de datos previamente establecida en la
literatura especializada existen varios métodos para la identificacién de caras co-
mo: analisis por caracteristicas, red neuronal, eigenfaces, entre otros, la técnicas
basadas en eigenfaces o valores principales serd discutido en profundidad en los

capitulos posteriores

1.4. Aplicaciones modernas de la identificacion

de caras

Los primeros programas de reconocimiento facial fueron instalados en Newham
(Reino Unido) en 1.997. En esta ciudad se instalé un sistema de video-control
conectado con un programa especializado de reconocimiento de caras. Las imé&-

genes eran transmitidas al centro de la policia y se contrastaba con la informacién
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de una base datos de datos de delincuentes. El uso de este sistema permitié en
Newham una disminucién de la criminalidad en un 34 % [9].

Australia utiliza actualmente esta técnica en los aeropuertos. Alli se han
instalado las denominadas "puertas inteligentes", que utilizan la identificacién
facial para permitir el acceso rdapido de la tripulacién de todas las aerolineas. Asi
mismo, la aduana tiene un sistema de reconocimiento facial que compara el rostro
de la persona con la imagen en el microchip del pasaporte electrénico. El objetivo
es verificar que el titular del pasaporte es el propietario legitimo. Esta técnica
también empezo a ser utilizada desde el ano 2008 en la Terminal del aeropuerto
de Manchester del Reino Unido, para ayudar a agilizar la congestion de viajeros
y las preocupaciones de las autoridades policiales relacionadas con la seguridad.
Las nuevas puertas de seguridad solo pueden ser usadas por ciudadanos adultos
del Reino Unido y la Unién Europea que tengan pasaportes electrénicos [10]. Otro
ejemplo de la utilizaciéon de identificacion de rostros se da en el departamento
de seguridad de EEUU que posee la base de datos mds grande del mundo para
el reconocimiento de caras. Dicha base estd compuesta por mds de 75 millones
de fotografifas y es la que se usa activamente para la tramitacién de visas. La
policifa de Tampa Bay Florida utilizé en el Super Bowl XXXV un software de
reconocimiento facial cuyo objetivo era la biisqueda de delincuentes que asistian
al evento. Con ayuda de este procedimiento se detectaron 19 personas con érdenes
de captura [9)].

Vale la pena destacar que el sistema también es utilizado para evitar fraude
electoral. En las elecciones presidenciales de México en el ano 2000, la reg-
istradurfa de ese pais comparé las imagenes de los votantes con la informacién
de la base de datos para reducir drasticamente la suplantacién en la votacién
y recientemente se estdn implementando sistemas de reconocimiento de rostros
para ser usados en los cajeros automaticos para evitar fraudes indebidos por la

manipulacién de las tarjetas de crédito [11].



Capitulo 2

Conceptos basicos de imagenes

para la identificacién de caras

En este capitulo consideraremos algunos elementos bésicos del anélisis de
imdgenes con el fin de definir la terminologia empleada para la identificacién de
caras. Inicialmente daremos una definicién de imagen digital, posteriormente se
tratard el concepto de normalizacién de la imagen y finalmente se mencionaréd la

manera como se construye la base de caras.

2.1. Concepto de fotografia

En este trabajo vamos a considerar fotografias en escala de grises cominmente
denominada en blanco y negro. Una fotografia digital en escala de grises (Figura
3) se define como un rectangulo formado por pixeles (cuadraditos), en donde cada
uno de ellos tiene un determinado color en la escala de grises. Matemdticamente

podemos decir que la foto digital es una funcién:
f:R—C con  R=(la,b] x [c,d]) N Z* (2.1)

Esto es, al pixel de la posicién (i,j) del rectdngulo R se le asigna el color
F (i, j) de la escala de grises. En el lenguaje Matlab la escala de grises contiene 256
tonalidades que van desde el blanco (f(, ) = 255) hasta el negro (f(i,7) = 0).
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Fotografia

Grilla bidimensional

Valor en escala de gris

correspondiente a cada pixel

2.2.

Para nuestro propdsito, la normalizacién de una imagen significa en nuestro

caso, considerar que todas las fotos de nuestra base tengan:

Figura 3: Definicién de fotografia en escala de grises

Normalizacion de fotos

{L1) (L3} (L3) (1.200) 17 12 126 192

{2.1) (2.2) (23) (2,200) 1 ] W0 102 187

(240.1) | (240.2) | {240.3) (240, 200) 121 12 117 %
240=200 240

= Las dimensiones de 240 x 200, esto es que contienen 48000 pixeles.

Las fotos deben ser en blanco y negro.

expresiones faciales como risa, tristeza etc

2.3.

A partir del conjunto de p fotografias digitales f(1), f(2),.., f(p), convertimos
cada una de las imdgenes f(i) i« = 1,..., p en un vector fila de longitud (n x m)
(n = 240, m = 200) que se obtiene al concatenar los elementos de la matriz f(i).

Asi, para un conjunto de p fotos, se obtiene una matriz I’ con p vectores fila,

cada uno de ellos con 48000 columnas.

El fondo de las fotos es de color blanco.

Las condiciones de luz deben ser similares.

Construccion de la base de caras

Las fotos deben representar personas en posiciéon frontal, con diferentes
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Denominamos F' la matriz de la base de datos de nuestro conjunto de fotos y
la construimos colocando cada uno de los p vectores en las filas de dicha matriz.
Por tanto, la matriz que representa la base de caras del conjunto de p fotos es

un arreglo NO cuadrado de dimensién p x (n x m):

flp—1)
f(p)

En este trabajo se experimento con dos bases de caras. La primera base de

pX(mxn)

caras, es una base de caras disponile en internet (Figura 4) las condiciones de luz
son similares y contiene 63 fotografias de 9 personas con 7 expresiones faciales
diferentes y cada una de las fotos tiene resolucién 240 x 200, para esta base de
caras la matriz F' tiene dimensiones 63 x 48000, es decir contiene 3024000 ele-
mentos y cada uno de ellos toma un valor entre 0 y 255. Computacionalmente
nuestra matriz ocupa cerca de 2.5 Mb. Este valor se incrementa sustancialmente
a medida que tomamos mé&s imédgenes con mejor calidad. Por ejemplo: Si con-
sideramos 100000 personas y cada persona tiene 7 fotos en blanco y negro con
expresiones diferentes con una resolucién de 4200 x 2800 x 100000 se tiene que
acumular informacioén equivalente a 970 Gb!!.

La segunda base de caras!, las condiciones de luz son diferentes en algunas de
sus fotos y.contiene 80 fotografias de 16 estudiantes del Colegio Nueva Delhi con
5 expresiones faciales diferentes y cada una de las fotos tiene resolucién 240 x 200
(Figura 5), para esta base de caras la matriz F' tiene dimensiones 80 x 48000, es

decir contiene 3840000 elementos.

!La base de caras del Colegio Nueva Delhi, esta almacenada en el archivo estudientes.mat en
el lenguaje matlab es una matriz Fggx4s800, donde cada fila representa la foto de un estudiante,
con alguna pose en particular y esta disponible en psantanac@unal.edu.co






Colegio Nueva Delhi

Figura 5: Segunda base de caras



Capitulo 3

Procedimiento para realizar

reconstruccion de caras

Nuestro interés en este capitulo es ilustrar la técnica matemdtica pertinente
para reconstruir una imagen que se encuentra en la base de datos F'. Los dos
desarrollos que se indican a continuacién son fundamentales para el préximo
capitulo en donde se mostrard la manera de identificar un rostro.

El primer proceso se inicia eliminando informacién que no es importante o
superflua ya que todas las imédgenes la contienen. Formaremos la cara promedio
JF del conjunto de p imégenes, este es un vector que se realiza con el promedio

de los valores de los pixeles de todas las p fotos que forman la base de caras.
~ 1<&
f=22_70) (3.1)
i=1

Tomando como ejemplo la base de caras de la figura 4, la cara promedio f se

indica en la Figura 6

11
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Cara promedio

Figura 6: Cara promedio correspondiente a la primera base de caras

Ahora, para eliminar la informacién superflua, restamos ésta imagen ]? de
cada una de las caras f(i) (i = 1,...,p) que forman la matriz F' y obtenemos una

caricatura a(i) (1 =1,...,p) de nuestra base de datos.
a(i) = (f(i) = /)" (3.2)

Un ejemplo de caricaturas de la base utilizada en la Figura 4 es la que se indica
en la Figura 7.

Figura 7: Ejemplo de caricatura de la primera base de caras.

Con las caricaturas a(i) (i = 1, ..., p) formamos una matriz que denominamos
A, que contiene la informacién relevante del conjunto de personas que forman la
base.

Amxnyxp = (a(1)a(2)a(3).....a(7)......a(p)) (3.3)
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A{nxm} Xp =

Figura 8: Construaccién de la matriz de caricaturas A perteneciente a la primera base de caras

En el segundo procedimiento no determinamos ni la cara promedio ni la
matriz de caricaturas, sino que tomamos A = F'7 es decir los valores de la matriz

A son los mismos que los valores de F'.

3.1. Base ortogonal para la Base de caras

Con el propdsito de identificar una foto, para cualquier procedimiento debe-
mos seleccionar una base ortogonal de tal manera que podamos expresar las fotos
en funcién de elementos de la base, algo similar al Anélisis de Fourier

A continuacién mostraremos tres formas para la determinacién de la base

ortogonal que nos permite realizar la reconstrucciéon o identificacién de caras.

» Definimos una matriz de Covarianza C' = AAT

C(an)x(mxn) = A(mxn)XpA;I;x(an)

La matriz C' es una matriz cuadrada que en nuestro caso su dimensién es 48000 x
48000. Con el fin de realizar el reconocimiento de caras debemos determinar sus

valores y vectores propios.

Dado que la matriz es extremadamente grande con 48000% = 2,3 x 10° ele-

mentos, el procedimiento numérico requerido para encontrar sus valores propios
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y sus vectores propios es una tarea costosa. Por tanto abordarlo de manera di-
recta es bastante engorroso, sin embargo en la siguiente forma proponemos un

método alterno para llevar a cabo la bisqueda de valores y vectores propios de

C.

= Para obviar la dificultad enunciada anteriormente originada por el gran

tamaifio de la matriz C, consideramos una matriz alternativa L = AT A

L= ATA, Lpxp = AZX(an)A(an)Xp

La cual tiene una dimensién p X p que es un valor razonable para realizar
célculos ( por ejemplo la primera base de cara tiene 63 fotografias y por tanto la
matriz L tiene 63 x 63 elementos). Para la determinacién de los valores propios
de C a partir de L procedemos de la siguiente forma:

Consideremos inicialmente la ecuacién de valores propios para L
AT Av, = ;U5
y multipliquemos al lado izquierdo de la igualdad anterior por A :
AAT Av; = ; Av;
realizando un reordenamiento adecuado, obtenemos:
(AAT) Av; = p, Av; (3.6)

se observa que el término entre paréntesis es la matriz C definida anteriormente.

Por tanto es facil reconocer que los vectores propios de C' estdn dados por
u = Av;

Con este procedimiento, el cdlculo numérico de los vectores propios de C' se
reduce significativamente, pues es facil con ayuda de un computador de escritorio

y métodos numéricos convencionales realizar tales operaciones.
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Valores propios

T T T T

£
g,

L L T
LLLL LT R r—
e LI T
AL LTI

10 20 £ 40 50 60

a3

Figura 9: Valores propios \; y grafica de los 9 primeros vectores propios u; de C'

utilizando la matriz de caricaturas A apartir del procedimiento de la ecuacién 3.6

10‘]

10’

Valorzs propios

at
o4
T

5

ad

Figura 10:Valores propios \; y grafica de los 9 primeros vectores propios u; de C'

utilizando la matriz F' apartir del procedimiento de la ecuacién 3.6

En las dos gréficas anteriores se observa que los valores propios decrecen

cuando n aumenta, sin embargo el decrecimiento de estos valores propios es més

lento en el caso en que utilizamos la caricatura f. Este comportamiento se debe

a que en la matriz A se ha retirado la caricatura f , y por tanto, se ha eliminado

una informacién superflua de la cara promedio.

= Dado que la matriz A no es cuadrada realizamos la descomposicién SV D

con el fin de determinar los valores singulares y la base adecuada para

realizar el procedimiento de la reconstruccion e identificacién de caras (ver

apéndice):
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Amxn = Umxmzmxan

nxn

La matriz ¥ es una matriz diagonal no cuadrada m x n que contiene los
valores singulares descendentes de ATA o AAT, U es una matriz ortonormal
cuadrada (UTU = I) y sus columnas estdn dadas por los vectores propios de
AT A y la matriz ortogonal V (VTV = I) contiene en sus columnas los vectores
propios de AAT.

De acuerdo a lo mencionado, las formas anteriormente expuestas son equiv-
alentes a emplear el procedimiento SV D para la determinacién de los vectores
que conforman la base. Ademds por la complejidad impuesta por el tamano de

las matrices, concentraremos nuestros esfuerzos en la base generada por V'

alores propios

EE—

v w =@ mw  a« @ & 7
Figura 11: Valores propios y grafica de los 9 primeros vectores propios U

utilizando la factorizacén SV D en la matriz de caricaturas A

Walores propios

103 b b b b b b
o 10 i} a0 40 50 a0 70

Figura 12: Valores propios y grafica de los 9 primeros vectores propios

U utilizando la factorizaciéon SV D en la matriz F
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La Figura 13 indica los 1ltimos siete elementos de la base o sea los ultimos
siete vectores propios de AT A, se observa que estos elementos son mucho més

claros que los primeros expuestos en la Figuras 14 -15

abf

a7
ol
ofil ofi2 w33

Figura 13: Grafica de los ltimos 9 vectores propios AT A

3.2. Reconstruccion

Obtenida la base generada por cualquier procedimiento anteriormente des-
crito una imagen facial a(i) pueda ser expresada como una combinacién lineal

de los elementos de la base:

a(i) =Y w(n)u(n) + f (3.7)
n=1
Donde r es el rango de la matriz de caricaturas y w(n) son los coeficientes
de la expansion. Estos coeficientes los interpretamos como el peso con el cual el
n-enésimo elemento de la base u(n) contribuye a formar la foto. a(i) algo similar

a lo que se estudia en el andlisis de Fourier (Figura 14).

- )
Figurald: Fotografia expresada como combinacién lineal mas la cara promedio
Para observar el efecto de la contribucién de las caras propias u(n) en la
reconstrucciéon de una cara a(i), consideramos diferentes cantidad de elementos
s para la base . La reconstrucciéon se mejora a medida que s aumenta como se
observa en la Figura 15.
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Original

s=1  s=12  5=32 5= 5=

=47 =63

Figura 15: Reconstruccién de una imagen utilizando diferente cantidad de elementos de la base

El error de la reconstruccion se puede definir como:

170) —a)]
rar M

En la Figura 16 se muestra la grafica Dimensién vs Eror de la reconstruc-

error =

cién de la imagen correspondeinte a la Figura 15, el error de la reconstruccién

disminuye a medida que s aumenta.

ERROR DE LA RECONSTRUCCION
16 T T T T T T

14 1

10F 1

Porcentaje de error

O 1 1 1 1 1 L keoke
0 10 20 30 40 50 60 70
Dimesién

Figura 16: Dimensién vs Eror de la reconstruccién
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Se observa que hay un salto cuando s = 10 lo que nos indica que tomando
solo 8 elementos de la base u(n) tenemos una buena reconstruccién de la imagen
a(i). Este comportamiento nos sugiere que el procedimiento es rapidamente con-
vergente, pues s6lo necesitamos 8 caras propias de las 48000 caras propias. En
la Figura 17 se observa un subconjunto de la base de caras de la Figura 5, vale
la pena mencionar que esta base de datos tiene consideraciones de iluminacién

muy diferente a la considerada en la base de caras 1 o Figura 4.

Base de datos

Figura 17: Subconjunto de la base de caras Colegio Nueva Delhi

A continuacién se muestran dos fotografias con condiciones de iluminacion
diferentes (Figuras 18- y 19). Al realizar el mismo proceso de reconstruccion,
utilizando como base de caras las fotos de la Figura 17 se observa que con cerca
de la mitad de elementos de la base se obtiene una buena aproximaciéon de la

imagen original.
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Original

Figura 18

Original

Figura 19



Capitulo 4
Identificacion de rostros

En el capitulo anterior ilustramos el procedimiento matemadtico adecuado
para reconstruir una imagen que se encuentra dentro de caras F. Asi mismo
calculamos el error de la reconstruccién cuando utilizamos diferente cantidad de
elementos de la base empleada para la expansién. En este capitulo mostraremos
las técnicas de identificacién de rostros basado en el procedimiento de expansién
en una base de caras. Como interés principal estudiaremos dos casos particulares:

A) Cuando la imagen de la persona que se va a identificar NO esta en la base
de caras pero si existen otras fotos de esa persona en la base

B) Cuando NO se tiene ninguna imagen de la persona en la base de caras.
Esto corresponde al caso en que la persona no puede ser relacionada con alguien
de la base y en principio los coeficientes de la expansién deben ser cero y por
tanto no podemos tener similitud entre los elementos de la base y la persona que
deseamos identificar.

De particular importancia para la identificacién de rostros es necesario es-
tablecer un valor umbral para evitar falsas identificaciones o para evitar que se

haga muy exigente el procedimiento de la identificacion.

4.1. Comparacion de fotografias

Con el propésito de determinar si la foto digital de la cara de una persona,
que denominamos a, o imagen de prueba, se encuentra dentro de la base de caras,
procedemos de la siguiente manera: determinamos la proyecciéon de imagen a en

el espacio ortogonal formado por las caras propias :

21
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a=> wn)u(n)+ f (4.1)

Donde r es el rango de la matriz de caricaturas, u(n) es el n-enésimo elemento de
la base de la matriz de caricaturas y w(n) representa el peso o sea la contribucién
del n-enésimo término de la base para formar la cara. Al conjunto de pesos w(n)

de la imagen digital a o imagen de prueba lo denominamos ¢, ;

0o = {wy, wo, w3, ........ wy } i=1..n (4.2)

Si deseamos establecer la similitud de a con alguna de las p fotos que forman
la base de caras debemos comparar los pesos de a con los pesos de cada una de

las caras que se encuentran en la base:

0; = {wgi),wg),wgi), ........ w(i)} i=1..n (4.3)
Con el fin de determinar la correspondencia, se comparan los J, con cada uno

de los §; mediante la distancia euclidiana entre los vectores pesos:
160 — 6l =1 (4.4)

donde [ indica la distancia entre los vectores pesos. Definimos que hay correspon-

dencia cuando esa distancia [ es menos que un umbral previamente establecido
h

[<h

A continuacién vamos a ilustrar lo anterior. Consideremos la base de datos

compuesta por 9 caras con expresiones neutras

4
i

o D
D B

Figura 20: Base de caras de 9 personas con expresiones neutrales
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Si la imagen de la persona que vamos a identificar es la indicada en la Figura
21, notése que a simple vista esta persona si esta en la base de datos pero con
expresion neutra.

Figura 21: Imagen de la cara de la persona que se desea identificar

Al correr el programa identi ficacion.m que esta escrito en el lenguaje matlab
y cuyo pseudocédigo se encuentra en los Anexos con un umbral h podemos
esperar que esta cara se identifique con la cara 2 de la base de caras ya que la
imagen a es de esa persona pero con una expresion facial distinta. Vale la pena
observar que si el umbral es demasiado bajo no podemos identificar la persona

y si es muy alto, tenemos una correspondencia equivocada.

Se busca Encantrade

a

1 2 3 4 5 (] 7 ] a

Figura 22: Proceso final al correr el programa

En el caso B en el cual la persona no esta en la base de caras como es el caso

de la Figura 23 que en este caso es un estudiante del Colegio Nueva Delhi.
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Figura 23: Imagen de la cara de la persona que se quiere identificar

Al realizar el anterior procedimiento con el mismo umbral A empleado para
hacer la identificacién, observamos que NO es posible asociar una persona en la
base de datos con la imagen de la persona que queremos identificar y el programa
debe responder como es obvio como persona no encontrada pues la cara de la
persona no es parecida a ninguna de las consideradas en la base al menos para
el umbral anterior, si subiéramos el umbral obtendriamos una correspondencia

equivocada.

Se busca

-
(=R

—_
i

sl

H

=i

Figura 24: Proceso final al correr el programa

Aunque lo anterior se realizo para una base de caras relativamente pequena (9
caras) y con una base de prueba de 9 estudiantes con expresion neutra, al correr
el programa en todos los casos este arrojo no se encontro, el procedimiento es

el mismo cuando tenemos una base mayor.
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4.2. Aplicaciones

La teorfa anteriormente expuesta nos ilustra la manera de como podemos, con
ayuda del algebra lineal, desarrollar procedimientos computacionales eficientes
para identificar rostros de personas. Como aplicacién final de este trabajo consid-

eramos los casos de reconocimiento de personas NN e identificacién en retratos
hablados.

Identificacién de NN

Esta aplicacién es de suma utilidad en nuestro pais dado la apariciéon de
cadaveres NN que son producto del alto indice de inseguridad resultado del
conflicto interno. Con el fin de abordar, en una etapa inicial, este problema,
hemos considerado una base de datos de personas con expresiones faciales neutras
parecidas a las empleadas por la Registraduria del Estado Civil en las imédgenes
que aparecen en la cédula de ciudadanfa. Vale la pena recalcar que la exigencia
de la Registraduria Nacional al tomar una foto para la cédula la persona debe
tener los ojos abiertos, tener expresién neutra y la imagen se toma sobre un
fondo blanco requisito que es semejante a la expresion neutra de los individuos
de la Figura 25

4
2
)

o D
D B

Figura 25: Simulacién de una base de datos de la Registraduria

Supongamos para el caso de identificacién de una persona NN que no tiene
mutilaciones faciales y que tiene los ojos cerrados, hemos considerado la simu-

lacién con una imagen como la indicada en la Figura 26, vale la pena anotar
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que la persona NN a identificar debe estar en la base de fotografias de la Reg-
istraduria Civil ya que el hecho de una persona colombiana no tenga documento
de identidad, implica que su vida cotidiana se vea afectada en aspectos tan sencil-
los como la imposibilidad de cambiar un cheque en un banco, abordar un avién,
hacer cualquier tramite notarial, pedir una cita médica en su EPS, sacar el RUT,
tomar posesién de un cargo, etc. Las leyes 757 de 2002 y 999 de 2005 senalan que
todos los colombianos deben renovar su cédula de ciudadania, ya que a partir
del 31 de julio de 2010 el tinico documento de identificacién véalido en el pafs
para los mayores de edad serd la cédula amarilla con hologramas, documento
de identidad que le permite a Colombia contar con un sistema de identificacién
biométrico con tecnologia de punta y altos estdandares de seguridad que impiden

su falsificacion.

Figura 26: Simulacién de una persona muerta y cuya identidad es desconocida

Al realizar el procedimiento explicado en las secciones anteriores, en el pro-
grama N N.m el pseudocédigo es parecido al de identi ficacion.m, se diferencia
en que la base de caras son solo fotografias de personas con expresiones neutras
(Figura 25) y la base de prueba son fotografias de personas con ojos cerrados, en-
contramos que con un cierto umbral, logramos encontrar la imagen de la persona
viva con ojos abiertos como se indica en la Figura 27.

Para las dos bases trabajadas se encontré concordancia entre la persona bus-
cada y la persona encontrada por tanto consideramos que los resultados en este
caso son satisfactorios y es un inicio estimulante para emprender el estudio pro-
fundo al caso de identificacién de personas NN Un reto no abordado aqui y que
dejaremos para una investigacién futura es el caso de personas registradas como

NN con deformaciones faciales
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Ee busca = ke gt
15000 T T T T T T T T T

2 3 4 S E =

Figura 27: Proceso final al correr el programa

Identificacién de retrato hablado

Otra aplicacién muy interesante que se desprende de lo explicado arriba es
el reconocimiento de retratos hablados". Se define el retrato hablado como: Una
disciplina artistica mediante la cual se elabora el retrato o rostro de una
persona extraviada o cuya identidad se ignora tomando como base los datos
fisonomicos aportados por testigos e individuos que conocieron o tuvieron a
la vista a quien se describe [12].

En Colombia por el alto grado de delincuencia el retrato hablado es utilizado
por las autoridades de nuestro pais para iniciar la bisqueda de sospechosos que
participaron en una actividad judicial por tanto constituye un factor importante
en el reconocimiento de delincuentes un ejemplo de este es el caso de alias Bochas
(Figura 28), el autor material del crimen de Jaime Garzén. Luego de su captura
se hizo el cotejo y las autoridades sostuvieron que fue asombroso el parecido del

retrato hablado con el individuo [13].
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Figura 28: Retrato hablado de "Bochas"
En el retrato hablado solo figuran rasgos significativos y por tanto no hay
precision de la persona como en las fotos. Para llevar a cabo el experimento con
el programa que desarrollamos, consideramos la imagen de un sospechoso como

la imagen de la Figura 29

Figura 29: Simulacién de un retrato hablado

Aqui esta imagen se obtuvo por medio del programa Corel Draw realizando
un filtro de Canny para delimitar los bordes y en iltimas esta imagen puede
corresponder a una imagen con las caracteristicas de un retrato hablado. Al
realizar el reconocimiento, con el programa retratohablado.m el pseudocédigo es
parecido al de identificacion.m, se diferencia en que la base de caras son solo
fotografias de personas con expresiones neutras (Figura 25) y la base de pruebal
son simulaciones de retratos hablados, con un cierto umbral, logramos encontrar

la correspondencia mostrada en la Figura 30

ILa base de prueba para los retratos hablados, estad almacenado en el archivo retratos.mat
en el lenguaje matlab es una matriz Pyyx 45000, donde cada fila representa el retrato hablado de
un individuo y esta disponible en psantanac@unal.edu.co
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S busca Encomimdo

1 F} 3 4 H] & T g 9

Figura 30: Proceso final al correr el programa
Aqui el valor del umbral para el reconocimiento es un poco mas dificil de
definir dada las caracteristicas de la imagen del retrato hablado. En la siguiente
imagen se observa que para un umbral mas alto o mas bajo no se obtiene un

reconocimiento adecuado y podemos decir que el método falla.

k4 3 4 5 B T g -]
Figura 31: Proceso final al correr el programa



Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se abordo el tema de la identificacién de rostros utilizando
el algebra lineal y técnicas computaciones basados en el lenguaje matlab. Se
codificaron fotograffas para formar una base de datos y asi construir una matriz
que se le denomino base de caras, se trabajaron con dos bases de caras una de 63
fotografias en la cual habian 9 hombres cada uno con 7 expresiones faciales y otra
de 80 fotografias de estudiantes del Colegio Nueva Delhi la cual la conformaban
16 personas cada una con 5 expresiones, a cada base de caras se le encontré un
conjunto de vectores que conformaron una base ortogonales, para la formacién
de esta se utilizo la factorizaciéon SV D. Con ello se realizaron esencialmente tres
cosas: Reconstruccién de cada fotografia, Identificacién de rostros y Aplicaciones
a la identificacién de rostros.

Denominamos reconstruccién de la fotografia al poder representar una fo-
tograffa como una combinacién lineal de elementos de la base, los diferentes
experimentos mostraron que con una base de datos de caras de 63 fotografias
que posee buenas condiciones de luz, se necesitan menos de la mitad de los el-
ementos de la base para hacer una buena reconstruccién ya que al comparar la
fotografia original con la reconstruccion el grado de error es minimo.

Con una base de caras de 80 fotograffas con diferentes condiciones de luz
se necesitan cerca de la mitad de los elementos de la base para tener una buena
reconstruccion. Teniendo en cuenta que la cantidad de elementos de la base
concuerda con la cantidad de fotografias, esto indica que este procedimiento
converge rapidamente.

En la identificacién de rostros fue centro de interés dos casos: Cuando la

30
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imagen de la persona a la que se va a identificar no estd en la base de caras pero
si existen otra foto de esa persona en dicha base y cuando no se tiene ninguna
imagen de la persona en la base de caras.

Los experimentos para el primer caso arrojaron que con la utilizacién de
63 fotograffas de hombres dividida en una base de caras de 9 fotografias de
personas con expresién neutra y una base de prueba de 54 fotografias de las
mimas personas, en la cual cada individuo tiene 6 expresiones diferentes a la
expresion neutra. Al comprarlas se obtuvo 5 errores correspondiente al 9,2 % de
error, con un umbral de 4900.

Con el uso de 80 fotografias de estudiantes del Colegio Nueva Delhi dividida
en una base de caras con las 16 personas con expresién neutra y una base de
prueba de 63 fotografias de las mismas personas, en la cual cada individuo tiene
4 expresiones diferentes a la expresion neutra. Al comprarlas se obtuvo 8 errores
correspondiente al 14 % de error, manejando un umbral de 4900.

Para el segundo caso en el reconocimiento de imdgenes faciales en el que no
se tiene ninguna imagen de la persona en la base de caras, manejando el mismo
umbral, con una base de caras de 9 hombres con expresiones neutras y una base
de prueba de 9 estudiantes también con expresiones neutras al realizar el proceso
de identificacién en todos los casos el programa arrojo no se encuentra

En este trabajo se trato en una etapa inicial dos aplicaciones en el re-
conocimiento de imdgenes faciales: La identificacion de NN e Identificacién de
retratos hablados, temas que no se encuentran en la literatura especializada. Para
la identificacién de NN se uso una base de caras 9 fotografias con expresiones
neutras se comparo con una base prueba de 9 personas con ojos cerrados que
simularon personas NN. Al comparar dichas bases todas las fotografias concor-
daron, utilizando un umbral de 4900. En el caso del retrato hablado se utilizo la
misma base de de caras y la base de prueba que representaba un retratos habla-
dos se simulo con el programa Corel Draw con un umbral de 10000 se obtuvo 1
error que correspondiente al 11 %

Con base de caras pequenas el reconocimiento de imégenes faciales con las
que se experimentaron en este trabajo y utilizando el procedimiento SV D, el
programa no gasta mucho tiempo en su ejecucién y se obtuvo una tasa de rechazo
pequena, teniendo en cuenta que posee limitantes como la baja resolucién en
todas las fotografias, ya que estas tienen dimensiones 240 x 200.

Falta experimentar la eficiencia del procedimiento SV D en el reconocimieto
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facial, donde la imagen que se quiere reconocer no estd en condiciones optimas,
es decir puede que la imagen este borrosa, muy oscura o con mucha luz.

Con respecto a las aplicaciones este trabajo, se sugiere experimentar con fotos
de personas NN reales y con retratos hablados pintados por un dibujante para

obtener resultados mads fieles a la realidad respecto al reconocimiento.



Capitulo 6

Apéndices

6.1. Introduccion

Para resolver un sistema lineal de ecuaciones
Av = v
es necesario factorizar la matriz A, y para ello existen varias formas de hacerlo:
= Método LU que consiste en escribir A como
A=PLU

en donde P es una matriz de permutacién, L es una matriz triangular

inferior y U es una matriz triangular superior.
s Método QR : la matriz A se escribe como
A=QR
donde () es una matriz unitaria, R es una matriz triangular superior.

s Método SV D en donde
A=UxVT

U y V son matrices unitarias y 2 es una matriz diagonal.
En este apéndice consideraremos la factorizaciéon SV D y su relacién con los
valores y vectores singulares. Este procedimiento es 1itil para nuestro propdsito

ya que tenemos una matriz de base de fotografias /' o una matriz de caricaturas
A, ambas NO cuadradas

33
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6.2. Definicion de SVD

Dada una matriz, no necesariamente cuadrada, A,,«., la descomposicién

SV D es una factorizaciéon que se escribe como:

Aan = meZanan;n (6]‘)

Esta factorizacién SV D, presenta las siguientes caracteristicas:

= La matriz ¥ es una matriz diagonal en donde los elementos de la diagonal

principal son los valores singulares descendentes' de ATA o AAT.

» La matriz U es ortonormal UTU = I y esta formada por los vectores

propios de AT A.

» La matriz V es ortonormal VIV = I y esta formada por los vectores
propios de AAT.

La matriz A € R™*", es una matriz NO cuadrada y puede ser vista como

una transformacion lineal

A:R" — R™

En donde el vector = definido en R™ le corresponde la imagen Ax que
pertenece a R™. Dos espacios fundamentales asociados con la transformacién

lineal son la imagen de A y el espacio nulo.

» La imagen de A es un subespacio de R™ que esta definida como
Imagen(A) = {Az € R™ | x € R"}
= El rango es la dimensién de la imagen de A y se define como
p(A) = dim(Imagen(A))

el rango también es definido como la dimensién del espacio de las columnas
de A.

!Los valores singulares son raices cuadradas de los valores propios
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s El espacio nulo es un subespacio de R™ y se define como

N(A)={z eR" | Az =0}

» La nulidad es la dimensién del espacio nulo de A y se define como

v(A) = dim(N(A))

Una relacién entre la nulidad y el rango de una matriz A,,., esta dada

mediante la siguiente relacién
n = p(A) +v(A)

es decir que el rango de A mas la nulidad de A es igual al nimero de columnas
de A.

La definicién de SV D se fundamenta en las matrices (AT A),xpn 0 (AAT) 1 sim.-
Podemos observar las siguientes propiedades de estas matrices y su relacién con
Ay AT:

Lema: AT”A y AAT son simétricas?

Demostracién (ATA)T = ATAy (AAT)T = (AAT)

Lema: N(ATA) = N(A)

Demostracién: Demostrar que N(A) C N(ATA) si x € N(A) entonces
x € R" con Az = 0, si multiplicamos por A7 a la izquierda se tiene que AT Az =
0 luego z € N(ATA). Demostraremos que N(ATA) C N(A).Suponemos que
x € ATA. Entonces AT Az = 0 recordemos que el producto interno estdndar es
(w, 2) = zTw. Podemos observar que (AT Az, z) = (Ax, Az) = 0. Por lo tanto
Az = 0.Esto significa que z € N(A).

Lema: Rango(AT A) = Rango(A) = Rango(A") = Rango(AAT)
Demostracién: Rango(ATA) = m — dim(N(ATA)) = m — dim(N(A)) =
Rango(A)

Lema: Si v es un vector propio de A7 A asociado con un valor propio diferente
de cero ). Entonces Av es un vector propio de AAT, asociado con el mismo valor
propio.

Demostracién AAT(Av) = A(ATA)v = A(Mw) = \(Av)

2Una matriz es simétrica si AT = A
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Teorema: El rango de una matriz A € R™*" que tiene r valores singulares
no nulos 67 > 09 > ... > 0, >0con 0,1 = 0419 = .... = 0, = 0 entonces el
rango de A es 1

Demostracién: Sean .[v, v, ...., v,] una base de R™ formada por los vectores
propios asociados a AT A, de tal forma que los valores propios correspondientes

a AT A satisfacen que \; > Ay > ... A, entonces:

AUZ‘AU]‘ = (AUZ‘)TAU]‘ = Ui(ATAUj) = Ui)\jvj
AU@'AU]' = U?(Uﬂjj) — { 0sis 7é J }

osii=j

Luego [Avy, Avs, ..., Av,] es ortogonal. Sea 7 el nimero de valores propios no
nulos de A, esto es r es el mimero de valores propios no nulos de AT A. Se tiene
que Av; # 0 siy solo si 1 < i < r entonces [Avy, Avy, ...., Av,] son linealmente
independientes lo cuales pertenecen al espacio de las columnas de A denotado
col(A).Supongamos que y = Azx donde z se puede expresar como: x = ¢1v; +

CoVy + .... + CLU, y

y = Ax = ciAvy 4+ cAvs + .. + ¢, Avy + o1 AV + Uy
y = Ax=cAvy + cuAvg + ..+ ¢, Av,. +0.. +0

Entonces y esta en el espacio generado por [Avy, Avs, ...., Av,] que es ortogonal
para col(A) por tanto p(A) =r
Teorema: SV D :Sea A € R™"™ con rango r. Entonces existen nimeros

reales 01 > 09 > .... > 0, > 0 y una base ortonormal vy, vs, .....v,, € R™ y una

base ortonormal uq, usg, .....u,, € R™ tal que:
AUZ':O'[LLZ' VZ:1T ATUi:O'iUZ' Vi=1---7r (62)
Av; =0 Vi=r+1---n ATu;=0 Vi desde r + 1 hasta n
(6.3)
Las ecuaciones anteriores implican que vy, vs, .....v,, son valores propios de
AT A, v uy,ug, .....u,, son valores propios de AAT, ademds 01,09, ...., 0, son los

valores propios diferentes de cero para ATA y AAT.
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Demostracion: Sea vy, vy, .....0,, es una base ortonormal de R™ consistente
en los autovectores de AT A y A\, \g, ...., A\, los vectores propios asociados. Como
AT A es semidefinida positiva, todos sus vectores propios son positivos. Asum-
imos que wq, Ua, .....v,, son ordenados tal que \;y > Ay > ... > \,,. Como r =
rango(A) = rango(AT A) debe pasar que A\, > 0y A\py1 = Arjo = ... =\, =0

para toda ¢ = 1...n. Definimos o; y u; como

1

g;
Esta definicién implica que Av; = ou; y ||us]| = 1 para toda i = 1,...,7.
Tenemos que wuy, Us, .....u, son ortonormales, ya que o? = || Av;||2 = (Av;, Av;) =

(AT Avi, v5) = (Nvs, ) = N

ATu; = (1/0) AT Av; = (\i/o;) = o,

Como r < n Los vectores 1, Us, .....u, son vectores propios de AAT ¢ R™" y
el rango(AAT) = r. la dimensién del espacio nulo, la nulidad v(A) = n—r. Sean
Upi1, Upsg, ... Uy, UNA base ortonormal de N (AAT) que constituyen los vectores
propios de AAT asociados con el valor propio 0. cOmo Uy, Uyta, -....Uy SON
ortonormales a uq,Usg, .....u,. Asi uy, usq, .....u, es una base ortonormal de R".
Como N(AAT) = N(AT) nosotros tenemos que ATu; =0 parai=r+ 1....n

Es de aclarar que:

= 01,09, ....,0, se le denominan valores singulares
= Uy, Vg, ....., Uy S€ le denominan vectores singulares a derecha
= Uy, Usg, ....., U, S€ le denominan vectores singulares a izquierda

El teorema anterior se puede ilustrar mediante el siguiente grafico.
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A
U1 01 U1
_—
(%) 09 U9
_—
(6.5)
Uy Or Up
_—
Ur41
o, 0
_
U,

Teorema Sea A € R™™ ™ con rango r, entonces existe U € R™*" ¥ € R™" y
V e R™*" tal que U y V son unitarias, ¥ es una matriz diagonal en donde los

elementos de la diagonal principal son o1 > 05 > .... > 0, > 0 con forma

vl
Ta 0
T
0 0
Y=
D-J"
0 ' 0 jn—r
- [ o i \-._...v,._.r' N
T i
y ademds
A=UxvVT (6.6)
Demostracion: Sean vy, v, ...., v, vectores singulares a derecha y uy, us, ....u,

vectores singulares a izquierda y sean oy, 09, ...,0, los valores singulares de A.
Sea V' = [v1, V2, ..., U] € R™™ v U = [uy,ug, ....u,] € R"™. Entonces V' y U

son ortogonales y la ecuacién
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Pueden ser combinacién de matrices singulares

A[Ulw-avr UT+17"7U7L] - [U17~-7ur ur—l—la--;un] 0 Ty 0

Significa que AV = UX. Como V es unitaria o sea VV7T = I se tiene luego
que: A=UxVT

Como consecuencia del anterior Teorema se tiene el siguiente Lema
Lema: Sea A € R™™ con rango r, entonces existe U € R"*" 3 € R™" y
V e R™*" tal que U y V son unitarias, ¥ es una matriz diagonal en donde los

elementos de la diagonal principal son 0y > 05> .... >0, >0y

A=0UsvT (6.7)

El Lema anterior se puede ilustrar en la siguiente Figura 35, donde se compara

A=UxVT =0UxvT
4 o
A u 3.
5 ¥
L I
=1 O
i 0
A i 5 V'

Figura 35: Descomposicién SV D

i

Teorema: Sea Ae R™™ con rango r, Sean 01, 03, ...., 0, los valores singulares
de A asociados con sus vectores singulares a derecha e izquierda vy, vg, ..., v, ¥

Up, U,y veee- , U, respectivamente. Entonces
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A= Z ouv; (6.8)
i=1

Demostracién: Sea B = >, ou;v] € R™™. Mostraremos que A = B, es
suficiente mostrar Av; = Bvj,para i = 1,..,m.Como vy, vy, ....., Uy, €S Una base
m . . _ o T T
para R™.Si ¢ < r, nosotros tenemos que Av; = o,u; y Bv; = Y i, o,u;(v; v;)
T
i

1t = j . Por lo tanto todos los términos en la sumatoria son cero, excepto el

o . . . T o .
Como v1, vy, ....., Uy, es ortonormal, entonces v; v; = 0sii # jy v;v; = 1 si

i — enésimo término, por lo tanto Bv; = o;u.S5i ¢ > r entonces Av; = 0y
_ N T, \ — N7 _
Buj =37 oiui(v; v) = > i oqui(0) = 0

Teorema . Sea Ac R™*™ con rango r.
Las primeras r columnas de de U forman una base ortonormal para el espacio
de columnas de A

Las primeras r columnas de de V' forman una base ortonormal para el espacio
de filas de A

6.3. Ejemplo de la factorizacién de A en la for-
ma SVD

El proceso para factorizar una matriz A en la forma A = ULV = UVT, lo

describiremos a continuacién mediante un ejemplo. Dada la matriz A no cuadra-
da 4 x 2

S O =N
S W =

0

Para calcular la representaciéon de A como SVD, debemos encontrar los valores
propios y vectores propios de AAT y AT A. Los vectores propios de AAT forman
las columnas de U y los vectores propios de AT A forman las columnas de V. Asf
mismo los valores singulares en ¥ son las raices cuadradas de los valores propios
de AAT o AT A. Estos valores singulares son los elementos de la diagonal de ¥
que se colocan en orden descendente.

Para nuestro caso.
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2 4

|13 2100
0 0 4 3 00
0 0
20 14 0 O
14 10 0 O

= :W

0 0 00
0 0 00

Valores propios de la matriz AAT son 29,883, 0,117, 0, 0. Con los vectores

propios de W formamos la matriz U

0,82 —0,58 0 0
0,58 0,82 0 0
U — Y Y
0 0 10
0 0 01

Similarmente a partir de A7 A determinamos la matriz V/

aur_ (2100 5 11
“\4 300 11 25

Por lo tanto

S OO W =
|
/N

S O =N

0,40 -0,91
V: Y )
(0,91 0,40 >

Finalmente la matriz X

5,47 0
5 0 0,37
0 0



0,40 0,91
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Asi
2 4 0,82 —0,58 0 0 5,47 0
1 2
= 3 _UsyT - 0,58 0,82 0 0 0 0,37
0 0 0 0 10 0 0 —0,91 0,40
0 0 0 0 0 1 0 0

(6.9)

(5 5)

6.4. Calculo de valores propios

La factorizacién SV D consiste esencialmente en encontrar los valores propios
y vectores propios de las matrices simétricas AT A o AAT, y eso es, encontrar los

ceros del polinomio caracteristico
|ATA—=\I| =0

Usualmente, para nuestro caso de identificacién de caras, las matrices tiene
una dimensién alta y es necesario hacer uso de algin método numérico eficiente
para encontrar los ceros de dicho polinomio. La estrategia establecida divide el
problema en dos partes, primero se reduce la matriz original A” A a una matriz
B de estructura més simple (en el sentido que tiene mayor cantidad de ceros)
que puede ser una matriz de Hessenberg®, una matriz tridiagonal* o matriz

bidiagonal® (Figura 36) a las que es mas sencillo determinar sus valores propios.

Fx % % % % % x x] ¥ X ® X
® X b S ¥ oK X X ® X % o=
€ * * b4 4 o b ® ® k4 x x
X X X X X X X M ®x X
* . - S S b S S X X
X X X X X X X oo
F O S X ¥ X ®x =
L ® x| L = =] L * ]
Matriz Hessenberg Matriz tridiagonal Matriz Bidiagonal

Figura 36: Matrices Hessenberg, Tridiagonal, Bidiagonal

3A = a;; es matriz Hessenberg superior si a;; = 0 para todo ¢ > 7 + 1
1A= a;; es matriz Tridiagonal si a, @i 41 Y @it1,; son diferentes de cero
A= a;; es matriz Bidiagonal superior si a;;, ;41 son diferentes de cero

)
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6.4.1. Reducciéon de matrices a formas mas simples
Estos métodos se basan en la transformacion de similitud o semejanza

Definicién: Dos matrices A y B se dicen semejantes si existe una matriz
T, xn 10 singular® tal que:
B=T"1AT (6.10)
Lema: La transformacion de similitud tiene de preservar los valores propios,
vectores propios y poseer el mismo polinomio caracteristico
Demostracion: Preservar los valores y vectores propios.
Sea Ax = \x
Si multiplicamos por 7! tenemos T 1Az = \T 'z
Si definimos 7'z = y tenemos que x = Ty
Obteniendo T7*ATy = AXT'Ty = \y
Es decir By = \y
Preservar el mismo polinomio caracteristico
(N = |B = N| = |TYAT = XT'T| = |T YA - X)T|=|T7Y|A - \||T| =
|A = M| = pa(X).
La clase de similitud es muy amplia. Dentro de ella estd incluida un tipo de
transformacién mucho maés restrictiva, la transformacién ortogonal, en este caso
la matriz de transformacién es ortogonal lo que significa que su transpuesta es
su inversa
=17
La estrategia para calcular los valores propios de una matriz A consiste en
utilizar una sucesiéon de transformaciones de semejanza
AV = A
. 1 _ (6.11)
At =T ACDT, Parai=1,2,..m
Para gradualmente transformar la matriz A en una matriz B de forma mads

simple

B=A"=T"'AT Donde T = T\ T»... T, (6.12)

Los métodos de factorizacién se basan en que una matriz A puede ser factor-

izada en una matriz de la forma

A= F,Fp (6.13)

6Una matriz T es singular si posee inversa
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donde F7, es una matriz a izquierda Fr es una matriz a derecha Si inverti-
mos el orden de los factores obtenemos una matriz A = F rEFL = F, LAF, que
es semejante a la matriz A por medio de la transformaciéon Fp. Asi cualquier
factorizacién de dos matrices al ser multiplicadas en orden inverso constituyen

una transformacién de semejanza.

Reduccién Householder

El algoritmo de Householder produce ceros a partir de transformaciones or-
togonales y cada transformacion estd disenada para formar ceros una parte de
toda una columna y su correspondiente fila si la matriz es simétrica, este algo-
ritmo hace uso de una matriz ortogonal simétrica P, denominada la matriz de
Householder

P=1-2wuwt

En donde w es un vector real con || w ||2= 1, P tiene la propiedad de ser

simétrica

P' = (I - 2wuw")
P = T-2wuw")
P' = T —-2(w")'w
P = I 2wu
P = P

P tiene la propiedad de ser ortogonal
P = (I - 2ww")(I - 2ww")
P? = I —4dww' + dw(w'w)w
P =1

Asi P! = P, pero como P! = P se tiene que P~! = P! con lo que se concluye
la prueba de la ortogonalidad.

El vector w se escoge de tal forma que para un vector x dado se cumpla que:

Pxr = ke
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Donde e es el vector [1,0,0,..,0]* y k es la norma euclidiana de z. Por tanto
la matriz P actia sobre un vector dado x llevando a cero todas sus componentes
excepto el primer término.

Para reducir una matriz simétrica A en la forma tridiagonal se construye una
matriz de transformacién 77 como una matriz particionada que tiene 1 en la
posicién (1,1), una matriz de Householder P, de orden (n —1) x (n —1) y ceros

en el resto de posiciones.

0

: P
0

La matriz T) es ortogonal y simétrica, entonces T-! = T{ = T, se elige

el vector x a los tdltimos n — 1 elementos de la primera columna de A, r =

(ag1,asy, ..., an1), en la multiplicacién 77 A se obtiene:
_1|E] o ... 0 fa-_1|m-_: agn v din
0 191
T, A= | D P 3] I
o , , |
irrelevante |
L L] an1 J
a1 |aiz ais - ain
k
— 0
irrelevante
0

La transformacién ortogonal completa es:

T AT, = | ©

irre ] evante

0

Por tanto se han producido ceros en la primera columna y fila que son nece-

sarios para formar la diagonal, posteriormente para colocar ceros en la segunda
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columna y fila, se construye la matriz de transformacién 75 :

1 olo - 07
o 110 - 0

Ty— | 0 0

Pa

L0 0 |
Donde P, es la matriz de Householder de tamano (n — 2) x (n — 2) que
actia sobre un vector z que tiene componentes los n — 2 elementos inferiores

de la segunda columna de A.El bloque identidad en la esquina superior derecha

asegura que la tridiagonalizacién alcanzada el primer paso no sea destruida, P,
crea una nueva fila y columna de la matriz tridiagonal, una sucesién de (n — 2)
transformaciones reduce al matriz A a la forma tridiagonal, el trabajo realizado
por este algoritmos contiene 2n®/3 multiplicaciones, esta estrategia puede ser
implementada para reducir matrices no simétricas a la forma tridiagonal con un

costo de 5n?/3 multiplicaciones

Polinomio caracteristico de una matriz tridiagonal

Sea A una matriz tridiagonal simétrica

B
.':jjlz Cin

Sin perdida de la generalidad se asume que A es una matriz tridiagonal
irreducible, esto es que ; # 0 para todo i. De lo contrario A puede escribirse
como una matriz triangular por bloques cuyos bloques son matrices tridiagonales

irreducibles AW i =1,... k
A-:J]
GOV

A= I
| o)

El polinomio caracteristico de A es el producto de los polinomios caracteris-

ticos de los bloques A® i = 1, ..., k, entonces es suficiente considerar matrices
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irreducibles A, el polinomio caracteristico p(\) de la matriz A es el siguiente

determinante:
oy — A _-':ll_m

3o an — A 3
p(A) =

1 — A _"ir!

.':-j]r:e Oy —

Desarrollando el determinante por la iltima columna se tiene

oy — A s
‘;._}. ¥y — /‘\. ﬂ;
| i—'; 3 — A
P l:/\] = (flr! - )\)
_-'jr!—_
iy —1 — A
rp — A b))
;‘]»-1 g — )\ j)!'-
q as — A
- ,-'jr!
."-.j)n—g
[ A .'jr!—'.
3-:;:”.

El polinomio caracteristico de A tiene un primer término que es el producto
de (a1 — \) por el polinomio caracteristico p,_1(A) de la submatriz tridiagonal
de dimensiones (n — 1) x (n — 1) y otro término que es el producto de 3, por
otro determinante de orden (n — 1).Desarrollando éste por su tltima fila, la cual

contiene solo a 3, se obtiene que:

p(N) = (an = A)pu-1(X) = Brpu-—2(N)

Definiendo pg(\) = 1 y teniendo en cuenta que

pi(A) = (a—2A)
p2(A) = (a2 —Npr(N) — 53

Se puede calcular p(A) de A de forma recursiva. Si
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¥ i_:
p; (A) =det(A; —AI), A; ="~
| B oy
Calculando
po()\) =

Q — )\)pzel()\) - 5?1?1'72()\); 1=2,3,..,mn

finalmente p(\) = p, ()
Para un determinado valor A este algoritmo es una forma para evaluar p(\).
Se pueden utilizar métodos numeéricos cldsicos para determinar las raices de un

polinomio como método del dicétomo, el de la secante o el método de Newton.

6.5. Pseudocddigo

Para el reconocimiento facial se desarrollo un programa en el lenguaje matlab

denominado tdenti ficacion.m el cual tiene el siguiente pseudocédigo:

= Carga la matriz de la base de caras y muestra las fotos que se encuentran

en ella.

= Determina la cara promedio, muestra la imagen de la cara promedio y

construye una matriz de caricaturas.
= Realiza la factorizacion SV D para la matriz de caricaturas
» Grafica los valores propios y normaliza los vectores propios

= Se le pide al usuario la dimensién del espacio de las caras (cantidad de

elementos de la base que se desea utilizar)

» Realiza la construcciéon de la matriz de pesos para cada fotografia de la

base de caras.
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= Reconstruye cada fotograffa como una combinacién lineal méas la cara

promedio y se determina el error de la reconstruccién

= Muestra las fotografifa original de la base de datos, la fotografia reconstru-

ida y el error correspondiente

= Carga la base de prueba que son las fotografias que se quieren identificar

y muestra dichas fotografias.

= Se le determina la caricatura para las fotografias que se desean identificar

y sus correspondientes pesos.

= Se compara la fotografia que se desea identificar con cada fotograffa de la
base de caras, mediante la Distancia Euclidiana, almacenando la menor

distancia y la posicién que ocupa esta fotografia en la base de caras

= Se establece un umbral determinado y si la distancia ecuclidiana es menor
que dicho umbral, se muestra una cuadro en donde en la parte superior
aparecen la fotografia de la persona que se desea identificar con la cor-
respondiente fotografia en la base de datos que ocupa la posicién corre-
spondiente a la menor distancia y en la parte inferior aparece una grafica
de barras donde se muestran la distancia euclidiana de los pesos de la fo-
tografia que se desea identificar con los pesos de cada una de las fotografias

de la base de caras.

= En el caso que la distancia euclidiana es mayor que dicho umbral, se mues-
tra una figura en donde en la parte superior izquierda aparecen la fotografia
de la persona que se desea identificar y en la parte superior derecha aparece

las palabras no seencontro.
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