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FUNDAMENTOS DE LA TEORIA DE FUNCIONES DE UNA
VARIABLE COMPLEJA, Il

JAIRO CHARRIS C.

CAPITULO 1l

HOMOLOGIA SINGULAR
1. Homologia continua.

En esta seccion X sera un espacio topoldgico arbitrario, 1=[0,1], 1" =
“’p'""n)i €1, i=12 ...,n ).
Definicion 1.1. Una aplicacion continua p : 1” 5 X se denominara un »- cubo con-
tinuo de X . Denotaremos por §n(X) al conjunto de todos los »-cubos continuos
de X.

Es claro que X
§;X)= U _S(X,ab).

a,beX

Convendremos en que 12 = {0} . Por lo tanto

si se identifican la aplicacion p : I » X, p(0) = x, conelpunto x€ X .

Definicién 1.2. Una aplicacion

f8(X) 9" Z
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tal que su soporte,
Supp f = Lo | flo) #0 },
sea finito, se denominara una »-cadena singular de X . Denotaremos por 6n (X)
al conjunto de las »-cadenas singulares de X .
Como §O(X) =X, éo(x) es el conjunto de todas las aplicaciones de X en Z
tales que f(x) = 0 salvo para un nimero finito de puntos x€ X .

Con las leyes de composicion usuales :
(f+g) ) = flo) + glo) ,
(Af)) = Aflo) , A€Z
&n(x) es un Z-modulo. Si identificamos a o & s'n(x) con la »-cadena o dada

por

folp) =

podemos considerar a in(x) como un subconjunto de én (X) . Se tiene entonces

Teorema 1.1. El conjunto §n(X) es una base , sobre z, del z-modulo én(X).
Demostracién. Sea

n -~
y supongamos ' f=0. Sea pj» con 1<j<n, Entonces

/(p’.) = /\].
de lo cual A;=0. Porlotanto, $,(X) eslibre . Seaahora /€ C,(X) y supon-

gamos que

A = Suppf = {pl,pz;..., Pyl
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Escribamos

>
]

y sea
; /\kpk .

R
n
N

k

Esclaro que /"€ C, (X). Porotraparte, si peS,(X) y p&A, [(p)=/(p)

=0, ysi p=pk6A,

n
(p) = j=21 /\].p].(pk) = A, =/(p).

Esto demuestra que /* =/ y que § (X) es un sistema de generadores de C,(X).

El teorema esta demostrado.
Ejemplo 1.1. Los 2 cubosde X = IR, definidos por

2nint

Sy (@ (0,8) = as (1)047,(1-0))) e

donde 0<r <r n€Z , a€R, , se denominan las 2-coronas de IR, con:

1=:2"

(1) centro en a ; (2) radio interior Lt (3) radio exterior ok (4) indice =.

Tales 2-cubos juegan un importante papel en analisis complejo de una varia-

ble. En el caso £ % 0 tales coronas reciben el nombre de 2-discos, con las es-

pecificaciones anteriores, y en lugar de c:’ - (a) es costumbre escribir cz ,Z(a).
Si Ty =Ty tales 2-coronas reciben el nombre de 2-circulos. Si G es un abierto
de IR, tal que

{x|r <llx-allsry} €6,
C:lI’ r, @ puede considerarse con un 2-cubo de G .
Nota : Notese que éo(x) es el conjunto de las aplicaciones f: X » Z tales

que f(x) = 0, salvo para un nimero finito de puntos. Para n€Z, »n <0, es
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también costumbre definir

¢, %) = 101,

Paracada »> 1, y cadapareja (i,j) i=1,2, .

overador de cara F ].’ |

/

U

i
F].(tl,..., t,.

donde

n-l 7 bor ia relacion
(tg,. .,t]._I,SI]., t],,.
(81].,!1,,.., t 1)
(11,. AT 611.)

[ 1 si j=1
f si ;=0

se define e!

es el & de Kronecker. Los operadores de cara tienen la siguiente propiedad fun-

damental
i+ 1 E_ k i .
Lema 1.1 (a) F], o Fp P§ .o F] si
i R k+l <
(b) F]. 2Fy, & o g euify si
Demostracién . Demostraremos primero (a). Se tiene
Fk(t vyt =iy B ) t,...,t ). Entonces
b 1 2" 1 k-ll 1h’ k' ’ n-2
FH 5 ) = )
5 t1,..,,tk.~.1, 1ty ty2) = (1), .. T 'ty by
Por otra parte,
Fi(t t ) = ( t o, .t t
]' 11' ’ ﬂ-z L ’ i-]’ 1].1 iu ’ n_2
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Por lo tanto

k
Fb(tl,...,tl._lb‘ i s o wis 8

Esto demuestra (a). Para demostrar (b), nOtese que si i< k entonces i-I1<k.

Hagamos &' = i-1, = k. De (a) se tiene

E't" o F'=E®, F?
7 h b %
o sea,
1 o -1
AR S N
j b b i

F o F, = FioFk
j b

Fsto demuestra (b) y completa la demostracion del lema .

Definicion 1.3. Si p€S,00, p,=p o F].i se denomina la (i,j) carade p.
1 2 2

Ejemplo 1.2. Si n=2, F,() = (0,0, F, (1) = (L0, Fy(1) = (1,0), F; (1) = (1.1)..

La figura 1.1 representa las cuatro caras del 2-cubo p(6,2) = (6, 2)

[ P21
. (1,1)
Pio $ Pr1
p
20g, "
Fig. 1.1
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Ejemplo 1.3. Si n=2 vy 0(0,8) = crI , (@)= .12 (a) , lafigura 1.2 representa
12
las cuatro caras del 2-cubo o.

Fig. 1.2

> -
(0, es el segmento AB ; 0y, €s el segmento AB ; 0,, ©s el circulo de radio

20

recorrido en su direccion positiva ; 9,0 ©S el circulo de radio g recorrido en

r

2
su direccion positiva) .

Definicion 1.4. Paracada p €§n(X) , n>1, sea

SE)
i)
It

I} M

-1%p., .
j Fij

La (n-1) -cadena dp se denomina el borde de p. Si »=0 y p CS (X) definimos
(;p =0 .
Ejemplo 1.4 . La figura 1.3 representa el borde del 2-cubo : p(8,1) =(0,t) de

IR,

Fig. 1.3

336 El borde del 2-cubo p(6,t) =(6,1) de R2.



Ejemplo 1.5. La figura 1.4 representa el borde del 2-cubo

p= (0)

Crl, 1‘2

de R,

Fig. 1.4

El borde del 2-cubo p = <, ’2(0) de R,

Nota : Un 2-cubo p tiene cuatro carasy dp = pyo+ £~ 6, " P,
Definicién 1.5. Sea p € C, (X), n> 1,

n

Definimos el borde de p por
n
o= I Ny
Si peC,(x), ng0, definimos

(9p=0.

Es claro que si p€ C (X), dp€C, ;(X). Elborde define entonces un ope-
rador , obviamente Z-lineal ,
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an =9 Cn(X) - Cn-I(X) ’

r?n(p) =f)(P) =(9p .

2. Los grupos de homologia singular continua.

Sean

Z,(X,Z) =Z,(X) =Kerd,, B(X,2) = BX)=1Imn3d,,

Entonces, én(x), 2”(X) son Z-submddulos de c'n(x). Los elementos de
Zn(x) se denominan los »-ciclos de X . Los elementos de én(x), los »-bordes.

Para »=0, Z (X)=C (X). Para n<0 , Z (X)=B,X) =10},
Teorema 2.1. Paratodo »> 0, B,(X) C Z,(x). Es decir, si pecC, ;(X),

Demostracién. Tenemos

1 n+ 1 n .. ;
bh+k k
d@p =3 = 3 (TR0 kS0 BT
ih=0 j=1 k=1 - b Z

lo cual se puede escribir en la forma

1 : Qe % 4
d@p)= S {3 (pititk+b, Fbko F].l+ s (-1)’+’+”+’*popb’% £ L,

i,h=0 k<j j<k
Introduciendo las notaciones
Bibzkg.('l)z+]+b+k Fbkopi] ’
o
i+jvh+k 'S
Aip = <2151(-1)l ] poFoF, '
j<k-
se comprueba inmediatamente que
_ i+j+h+k k j
Aib ]Ek (-1) p o I‘;) o I";
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Ahora, sustituyendo j por & y k-1 por j en ladefinicién de A, se tiene

A % ,
'(-1)t+]+b+kp o F o F]

Ay =(-1) X =-B;.,
ih k< g b hi

de lo cual d(dp) = iEb B, + izb Ay 0. FEstodemuestra el teorema .
Definicion 2.1. Un n-cubo p & fn(X) , >0, sedice degenerado si, como aplica-

.2 n . . .
cionde I en X, es independiente de una al menos de las variables.

Un 0-cubo nunca es degenerado. Para que un I-cubo sea degenerado es necesa-
rio y suficiente que sea constante. Para que un 2-cubo sea degenerado es necesario
y suficiente que p(6,2) =y(0) 6 y(0,1t)=y(1),y 631 (x) . No se excluye aqui
que y sea constante (es decir, un I-cubo degenerado). Denotaremos por SN,D (X)
al conjunto de los »-cubos degenerados de X . Pondremos ademas que §n’D(X)=¢
si n<'0. Por 5n(x) denotaremos al Z-submddulo de X generado por in‘D(X) ,

y escribiremos

B,(X) = B,(X) + D, (X) N Z,(X).
Es claro que én(X) es un submddulo de z'n(x) ;

Definicién 2.2. Denominaremos n-ésimo grupo de homologia de X, con coeficientes

en Z,y lo notaremos ﬁn (X, Z) , 6 simplemente H_ (X), al Z -modulo cociente

H, (X) = zn(x)/ B, (X) .

Denominaremos relacién de equivalencia de homologia sobre X. a la relacion defini-
daen cada C,(X) por

iX = (p.o)|p-o€B, }.

Si (p,0) € ﬁ,;x, escribiremos -p : ¢ (mod X,n), o simplemente p : o si no

, .z . ~X
hay lugar a confusion. n tal caso p y o se diran homologos. Fs claro que H, es,
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en efecto, una relacion de equivalencia en C, (X).

Denotaremos por <p>, x 0 simplemente por <p>, ala clase de equivalen-

. =X > (x) " E .
ciasegun H _de peC, (X). Esdecir,

<p>=1o€C(X)|opl.

Si p,ag €C(X), p:o siysblosi
m

p-o=dc + kzzlf\kpk

m>1, 0 €Z, p, € S,p™X), c€C, 1(X), teniéndose ademds que
m
ICE Appy) =0.

De ésto se deduce que si p o y dp =0, también do=0. Por lo tanto, si
peén(X),
<p> = faéén(X)[p ¥ & ¥

H (X) = {<p> |p€Z,(X)}.

Recordamos que si »=0, z (X)= é,l (X) y por lo tanto, §O(X) C Zo(x) . Sea
U EO(X) > 7 definida por (p) =1 paratodo p, y extendamos a ¢ por li-

nealidad a todo ZO(X). Entonces ¢ 2O(X) > Z esunepimorfismo, y estd
dada por
n . n
s/f(kg )\kpk) = E_l__l Ay

1 k

cuando P, € 5%, aun si P = Py para k #j. Porotra parte, B, (X)=B (X)
C Ker . Enefecto, si p & §,(X),

(?p:pl_po ,
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donde p (0) = p (0)= p(0). Si o €5 ,(X) es un borde,

n
a=k§1 /\k(pkl-pko) i A€ Z
donde P, € §;(X) . Se tiene entonces

n
‘/I(U) = k2=1 )\k' kE A =0,

y por lo tanto o € Ker ¢y, Mas alin

Teorema 2.2. Si X es un espacio topoldgico arco conexo, B,(X) = Ker¢r. La
aplicacion

l/l hy HO(X) WA s
obtenida de  por vaso al cociente, es un isomorfismo.

Demostracion . Todo lo que hay que demostrar es que Ker ¢ C B, (X) . Sea

n -~
p=k§1 /\kpk , )\kEZ , pkESO(X).
y supongamos que

n
Vo) = I N =0

Entonces, paratodo o €S$ (X) |,

Se deduce que

Todo lo que hay que ver es que, para o fijo, py-o esun borde. Para ello,sea

o, € §1 (X) tal que o, (1) = Pk(o) ; ak(O) , ok(O) =¢g(0). Tal oy existe pues
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X es arco conexo. Pero entonces

y el teorema queda demostrado .

Corolario : Si Q es un abierto conexo en R, p> 0, entonces HO(Q) ~Z.

Demostracion. En efecto, ) es arco-conexo, por ser abierto y conexo.

3. Larelacidn entre 7.71(X) y IJI(X).

Entre 7;1 (X) y Hy(X) existe, enel casode X arco-conexo, una importan-
tisima relacion, conocida como el Lema de Poincaré (muchos otros lemas en mate-
matica Ilevan también el nombre de Poincaré). Como vemos, tal lema juega un im-

portante papel en el analisis complejo.
Lema3.1. Sean p,c € $,(X) y supongamos que po estd definido. Entonces

(a) pa:p+a
) gl -p

(c) e =+ 0, vparatodo acX.
- p

Demostracion . Sea y =po & S;(X) vy definamos
70,0 =y v (1.0) 1),
Nétese al respecto quesi r<[0,1] ,
9(1121) +(1-0)t € [0,1]

paratodo 0<[0,11. Ademds y<S,(x), yun calculo simple muestra que
Y20 = P> )7]0 =Yy, ¥;; =0 Yaue );21 es degenerado. Por lo tanto

p-po+o : 0,
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y:de ésto,
po * p+o.
Esto demuestra (a) . La relacion (c) es trivial por ser e, degenerado. Para de-

mostrar (b), tomese

0 (0,8) = p((1-0) + 01) € Sy(X) .

" ; -1
Se ve inmediatamente que O30 Y 0;; SON degenerados y que 010" P 1031 TP
De la relacion

30:020+01 -0, -0

1 10 "21

se deduce inmediatamente que (-p) : p'l. E1 lema esta demostrado .

Lema3.2. Si p€S(X) y G=p, p entonces p : 0

.1 o1

11 P21 P10 -

Demostracién . En virtud del lema 3.1
PEPy Py Par P = 9P

Lema 3.3. Sea y €5,(X,a). Si y~e, , entonces y: 0.

a

Demostracion. Sea o :y e

«+ Esclaro que 0€S5,(X). Porotra parte, es evi-

dente que .
da=e, e, +y e,

Como e, es degenerado, y * do. Esdecir, y * 0.

Corolario. Sean p,o € §1(X; a,b) , y supbngase que p=~o. Entonces p - o.

Demostracion . En efecto, pc}] ~e . Porlotanto, po' tp-0 > 0. Sededu-

P
ceque p:o.
Sea ahora .
i+ $;(X,a) 5 Z(X)

la inyeccidn natural : i(p) =p . Envirtud del corclario al lema3.3, p~p* im-
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plica p I p’, osea, i(p) * i(p*). Porpaso alos cocientes i define enton-

ces una aplicacion

¢ : 7;1(X, a - I;I(X)’

¢([P]) = L P>
Ademas, por los lemas 3.1 y 3.3,

d([pllo]) = <p> + <o> ,
SIple] 2 apht ot

dlle,1) = 6(1,) =0,

®

de lo cual ¢ es un homomorfismo de las estructuras de grupo.

Teorema 3.1. Si X es arco conexo, ¢ : :?1 (X) » H,(X) es sobre .
Demostracion. Basta demostrar que ¢ ¢ 7-71 (X,a) » ’;1 (X), a€X, es sobr'e.
Paracada 4 X escdjase, de una vez por todas, una curva Y € §1(X ;a,b) .
Sea p & Z,(X),

p—E /\kpk 3 /\kGZ,pkegl(X).

A a ¢ = 0 == 1
demas, sea X, pk(), Yy pk(),

YoR T Yt YT Yy

donde y son las curvas en §1 (X, a, xk) ; §1 (X, a,yk) escogidas antes.
X

k" Yy

Sea . om /\k
P o= Bushgl ylk)

Es claro que p& §;(X,;a). Demostremos que

& ([p]) = <p> .

Puesto que ¢ es un homomorfismo,
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Lo m L} m m

Se.deduce que g m
é(p) = <k2=1 Ay (o ~¥yy) > + <P>

Veamos ahora que
m
S MM e
Como p esun I-ciclo,
m m
dre 2w 213 Pt Pro’ = 0

Se deduce que N

m
A%t Akpk1 =k2=1)\kpk0 .

Pero los pkj son 0-cubos, y por lo tanto linealmente independientes. Debe exis-

tir entonces una permutacion r. de {1,2,...,m}, tal que

Pi1=Pro M T M)

Pero entonces p, ,(0) = pk(l) = prx) oD = Py ()0 - De esto Yir=Yor (1) Y

la afirmacion resulta inmediatamente de esta relacién. El teorema esta demostra-

do.

Teorema 3.2. (H. Poincaré). Si X es arco conexo, Ker ¢ = (X, a) donde
(X, a) es el subgrupo derivado de frl( X,a), o subgrupo de los conmutado-

res . E1 homomorfismo
$:m(X,a)/n'(X,a) > H (X)

obtenido de ¢ por paso al cociente es,entonces, un isomorfismo. Es decir,
ﬂ(x)ab =~ H1 (X) ¥

donde :
nI(X)ab = 771(X) /17'1(X)
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es, de acuerdo con la terminologia usual de la teoria de grupos, el abelianizado
my (X) .
Demostracién . Para cadapunto x€ X, escojase unatinica y € §;(X ; a,x) .
Si peSs;(X), sea
Yop = Yp(0) + Vip T Yp(1)-

y definamos :
g:85;X) » n(X,a)

por 1
Yp) =y p Yip 1]

donde [[o]1 denota ala clase médulo 7/(X,a) de [o]. Denotemos también
por ¢ a la extension lineal de la anterior aplicacion a todo C;(X) . Sea p€S{X,a),
<p> = 0. Demostremos que [o] € 7j(X,a), o lo que es lo mismo, que [ [p]1=
'[(ea)] = 1. Esto probara que Ker ¢ C my(X,a) . Supongamos entonces que

p € Bj(X), o seaque 4

=0 ) ,
P 0'+k=1[lk0k

donde oG Cy(X) y o5 @S p(X). Supongamos también que

o =é1 a ek pResm.
Entonces F
do= kzl )\kapk
S
y p=k§=1)\k(pzko+p1k1—pzlel'pllao)+k§1”k %
Sean
Viibk = ypkij(b) '"p =01,
: 1 -k -1 k1A

i 5wl k
P= I, (2008 Prg Y012 Y110k P11 Y1118 Y2118 P21 210k 1012 o oo’ .
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-1‘%

s
P = klll (Yog % ka)

C = 0 2L = .
omo ok(l) 0,(0), también y, You " Como evidentemente

|
a1k = fa

se tiene

Por otra parte (Fig. 3.1)

Fig. 3.1.

Y2016 = Y110k Y211x T Y111k Y2108 = Y101k ' Y2008 = Y100k = Yk

Se deduce que _
P “k

3
it
1 'k k

e

donde

b .k ko -1k -1k
P = By 1 P21 P10
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] P b et
Pero Yk pkyk ~e,, por ser pk 4 e“k' a, = pk(0,0), Por lo tanto p.p=e,

- : i =1
Pero wip) =[[pl1llp 11 =[le, 11 €7j(X,a), ytambién (p)=[[ypy 11 don-

B o | -
de y = Yo 0) =y, 8(X,a. Se deduce entonces que {y py 1 € m(X,a), y de
ésto, que [pl ¢ 7}'1(X,a) , como queriamos demostrar. Veamos ahora que fr;(x,a)g
Ker ¢», Pero si

=1 &1
pqu (XZ dl a2 ,OCZ.CSI(X,a),

<Pp> =<0y + 0y-0y-0y>=<0>=0,

de lo cual la afirmacion. Por lo tanto, Ker ¢ = 7;;(x,a) . Como ¢ es sobre, el teo:

rema esta demostrado.
Corolario 1. Si X es simplemente conexo, entonces
ﬂI(X,a)ab =m (X,a) /7’ (X,a) = Hy (X) = {0}

para todo punto € X . O sea,
m(X), = mX)/7/(X) = H(X) = {0},

Corolario 2. Si Q es un abierto conexo de R, p> 0, I;II @ =0.

Nota. Reemplazandoa Z por K = Q, R, C en ladefinicion de los grupos de
homologia obtenemos la denominada homologia con coeficientes en K. Una n-ca-
dena con coeficientes en IK es simplemente una aplicacion con soporte finito de
S,X) en K.y C,(X,K), Z,(X,K), B,(X,K),S, (X,K), DX K y

I;" (X, K) se definen de la manera obvia, utilizando como borde |a extension de
d, a (','” (X, K ). Escribiremos fin(x, IK) para denotar al »-grupo de homologia

con coeficientes en K . Es claro que lin(x, IK) es un espacio vectorial sobre KK,

y es facil ver que H (X, K) = H (X) @ K.
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4. Homologia suave.

Un subconjunto F de IR, sediceuna subvariedad de R, si

m
F =kL=JI ak+ Vk

donde @, e R,y Vv, esun subespaciode R,. Si dim(V,) <n paratodo
k=1,2,..., m, sediraque F es una subvariedad propia de R, . Para »=0,
la Unica subvariedad de R, es {0}. Si »=1, las Unicas subvariedades pro-
pias son los conjuntos finitos de puntos, y si »=2, los conjuntos que son union

" de un nimero finito de lineas y puntos. Sea ahora ) abierto en IRP , p>0,y sea
feli= §n(Q) ,n=0,1,2,..., Sedird que p es suave, si existen una vecindad rela-
tivamente compacta U de 17, una subvariedad propia F de R,y una aplica-

Cién p:U-Q, peC(U-F,Q), talesque p |17 =p yque

- 2
ﬁ{p’(tl,...,tﬂ) || dt;...de, <+,

In
donde
96 fals §
53;_’ dt,
Fay e eope tigro : ol 3 { PORNPL BE
Iy | Ty 9
L&tl !?tn

Denotaremos por §,(Q) al subconjunto de §n(Q) formado por los »-cubos sua-
ves, y por C, () al submodulo de En(ﬂ) generado por §_(Q) . Notese que

S, =5,Q),yque C,(Q)=C,D). Por otra parte,
\) Q = ) A} Q y ,b v
1( ) a,b€Q 1( a,b)

y S$,(Q) es simplemente el conjunto de las homotopias suaves de Q. Luego se
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definen

N
X
=
il

zZ@Nc,Q ,
B,(Q) = d(c,, ;(@Q)),

S, p@ = S, p@N s @,

D,(Q) como el submédulo de C,(Q) generado por S, p(Q), vy
B,(=B,Q)+Z,(@N D,Q).
Se tiene que B,(Q) C Z,(Q), y se define

H(Q,2) = H(Q=2,Q)/B, Q).

El z-médulo H,(Q) se denomina el n-€simo grupo de homologia singular suave
de Q.

Si un abierto Q es conexo, dos puntos cualesquiera de Q pueden unirse por
unacurva p < §,(Q) ; basta, por ejemplo, tomar una poligonal que aproxime sufi-
ciente cercanamente a una curva o € 51(9) que conecte a los dos puntos. Se de-

duce que H_(Q) = ﬁO(Q) ~ Z . Por otra parte, si
i 5Q,a - §5;(Q) aec Q,

es la inyeccionnatural, i es compatible con las relaciones Rg y H? (notare -
mos Hy a larelacion de equivalenciaen ¢, (Q) dada por H?: {(p,0)|p-0€
i ' Q : L
B, 1, yescribiremos p -0 si (o,p)€H . Ademas, <pp denotara a la
clase modulo H, de p =C Q). Si p-o diremosque p y o son suavemen-
te homdlogos) . Es decir, si p =0, también i(p) - i(o), e i define entonces,
por paso al cociente, un homomorfismo epiyectivo.

b-'ﬂ](Q’ﬂ) - HI(Q)

tal gue s(fp})=<pp. Setiene entonces la siguiente version del lemade Poin-
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caré .
Teorema 4.1. Elniicleo de » es precisamente =;(Q, a), subgrupo derivado de

7 (Q,a) y se tiene un isomorfismo

bh: rrI(Q, a) /n{(Q,a) - H; (),
0 lo que es lo mismo,
hem @ /7;@) - H, Q)

dado por l;({p}+ (@) = <pp .

Demostracion . |déntica a la del teorema 3.2 .

Corolario . Si Q es un abierto conexo de R,, H(@ = H,(Q) .

Demostracién. En efecto
HyQ) ~7,/(@) /7@ = m@)/nf(@)=H @) .

Nota. El isomorfismo Z : Hy () - iII (Q) esta obviamente dado por

b ( pP) =<p> .
Nota. Por regularizacion de los »-cubos p € §n(Q) es facil ver que es posible
definir un homomorfismo 4
b+ H,Q@ - H,@ .

Tal homomorfismo es un isomorfismo, pero ésto no es tan facil de demostrar. A es-
te respecto, véanse,por ejemplo, [11,[2]1,[3] enla bibliografia. Como nuestro
interés radicara esencialmente en H_(Q), Hy(Q), H)Q), vy s0lo alguna vez en
H3(Q) , y de manera fundamental, s6lo para H,(Q) y H;(Q), en cuyos casos la

afirmaci6n esta demostrada, no haremos énfasis en este resultado.

Nota. La razén fundamental para introducir los grupos =,(Q) y H;(Q) esla si-
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guiente: si f:Q » IR escontinuay p€S,(Q), podemos introducir un objeto
matematico, al cual notaremos (véase mas adelante) por [ fdx, dado por

p
1

[fdx= [ f(p(x))p'(x)dx ,

2 o
mientras que no es facil dar un significado a [ fdx para pe€ 51(9) . Como ve-
remos después, en ciertos casos del mayor intgrés, [ fdx sirve para estudiar
mas profundamente la estructura de los grupos HI(Q)p y "I(Q) , lade los ﬁn(Q)
para »> 1, y lade 7;1(9) . Mas ain, para ciertas funciones, al menos, nos per-
mitira definir un objeto {)/ dz, cuando p € 51(9) . El analisis complejo de una

variable, Q C € , s6lo los grupos ﬁO(Q) y I;I(Q) son importantes, pues, como

veremos, Iin(Q) =0 para » #0,1.

Teorema 4.2. Sea Q un ahierto simplemente conexode ¢ . Entonces H;(Q) =
H,(@Q)=0.

Demostracién. En efecto, m(Q) ~7 Q) =10}, y escalro que 7;(Q) =~ H;(Q) =

H Q) .

Teorema 4.3. Sea Q un abierto simpleménte conexode ¢, acQ, Y =0Q-{al
Fntonces, H,(Q’) y H,(Q") estdn generados nor un unico elemento. Ademds,
<cgla)>, donde e>0 es lo suficientemente pequeno para que Bg(a) C Q,
es un generador de H,(Q*) 'y H,;(Q" estd generado por <c.(a)> .

Demosfracién. 7;1(Q')z ﬁI(Q’) , ¥y [ce(@ 1 esun sistema de generadores de

5,(9 *) . Las demas afirmaciones son ahora triviales.

F| siguiente teorema es también cierto, pero su demostracion no es facil en es-

te momento. (Véase el teorema 1.3 del Cap. VD) .

Teorema 4.4. Si Q es un abierto simplemente conexode C, a<Q, Q' =Q-la},

H () ~H (@) ~ 7. Si £>0 es comoen el teorema 4.3, <c.(a) > es una ba-
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sede H(Q") y Lco(a)> unabase de H,(Q) .

Nota . NOtese que si suponemos () convexo, o simplemente estrellado con respec-
to al punto @, no es necesario recurrir al lema (C) para demostrar el teorema
4.3

Nota. Para K= Q, R, C podemos también definir, de la manera evidente, los
grupos H,(Q, K) de homologia suave con coeficientes en K .

Nota. En el capitulo X estudiaremos mas detalladamente la estructura de los

Hn (Q) para conjuntos abiertos del plano.

5. Homomorfismos inducidos por una aplicacién continua.

Sean X,Y espacios topoldgicos, f: X - Y una aplicacion continua. Para ca-
da n€ z, f induce una aplicacién /7: S,(X) » §(v) definida por
S
[*¥p Y= Fop*.
Por linealidad f induce un homomorfismo

*

£ 7 CylKiigalobs(th s

_ y evidentemente / es compatible con la relacion de equivalencia de homologia.Se

tiene entonces un homomorfismo f : H (X) - H,(Y) dado por
}(<p>)=~</"(p)> :

Es ademas evidente que f es un isomorfismo si f es un homeomorfismo. En efec-

to, se comprueba inmediatamente que fo ]-1= iy es la identidad de H,(Y)y que

]'Iof = Zx es la identidad de ﬁn(x) . Notese que si Q, Q' son abiertos de

mp y f:Q > Q' escontinua, se tiene un homomorfismo.

JH @ > H @)
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y si / esun homeomorfismo, 7 es un isomorfismo. Por otra parte, si / es de

clase Cc™, 7 puede tomarse dado por

7(<p») =1 ")
donde f”(p) =fop si pes§(Q), ysi / esundifeomorfismo, 7 es un iso-
morfismo. Es un ejercicio facil para el lector comprobar que si f: X 5 Y es con-

tinua, / induce también aplicaciones K-lineales

e
=

(X,K) - H (YK) K=0 R, GC.

n

Ty, K) - H"(X,K) (Ver N°6)

paratodo »c Z. Ademas, /.= fT .y si f es un homeomorfismo, / y 7 son

isomorfismos.

6. Cohomologia .

Si X esun espacio topolégico , y si K =2, Q, R, C, denotaremos por
H"(X,IK) al IK-mbdulo (ﬁn(x, K) )", dual algebraico de Hn(X,K). H™(X,K) se
denomina el »-ésimo grupo de cohomologia de X con coeficientes en K. Lo
mismo, si Q es un abierto de IRP’ H"(Q, K) denotara al dual H,(Q, K), de
H, (Q,K).H"(Q,K) se denominara el »-ésimo grupo de cohomologia suave de
Q con coeficientes en KK . Parala cohomologia suave, solamente los casos
n=0,1 son de interés para nosotros. Notese que si  es un abierto conexo,
HYQ,K) ~ K ~ HP(Q, K), y que v, K) ~ H'(Q, K). Porlo tanto, si
() es simplemente conexo, HI(Q, K)=~0=~ ﬁl(Q, IK),ysi Q esun abierto I-co-

nexo de C, HI(Q,H() z”(z’;l(Q,”().

EJERCICIOS

1. Sea Q un espacio topoldgico. Para cada » &€ Z definase
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2)

3)

4)

C, (0K =C (Q,K /D@, K, K=2,0, R,C.

Sea a,: én(Q, K) > 6"_1(9, KK el operador de borde. Demuestre que

g 5 (Q,IK)
an (Dn(Q’ K) C AR
y que por lo tanto d,define, por paso a los cocientes, un homomorfismo
9,:C,0Q,K) .2,C, (0, K).

Demuestre entonces que

~ a

H (Q, K) = Kerﬁn/lm 9n+1

n

Demuestre que paratodo »€ 2, K =Z , Q, R, C ,

H, QK ~ H(Q, 2) @ ,K

y concluya que I}O(Q, IK) ~ K si () es arco conexo, ﬁO(Q, K)={0} si
Q es simplemente conexo, y que HO(Q, IK) esta generado por <cgla) > si

Q=Q'-1{a} con Q' simplemente conexoen C y B.(a) CQ’.

Sean C,(@,K) = (C,(Q,K) )" (K - dual algebraico) y

d:C @, K » C"HQ,K)
la aplicacion transpuesta de 9, . Demuestre que

Im (9"1 C Ker 3*(n+1)

y que
*n

l;”(Q,H\’) ~ Ker 3*(’”- 1)/ Im o

Demuestre que si  es un abierto estrellado de R, ﬁn(Q, K) = 0 para

todo n€Z , n#0.

355



5) Demuestre que si Q es un abierto simplemente conexo de C

H,(Q K =10} paratodo n€Z ,n#0.
6) Demuestre que si Q es f-contractil, ﬁn(Q ,C)={0} paratodo n<Z .

7) Demuestre que si X,Y son del mismo tipo de homotopia, l;!n (X, K) sf;n(Y,”()
paratodo »ncZ.
8) Trate de demostrar que un abierto simplemente conexo de IRP es f-contrac-
til.
9) Sea {x:|i€1} unafamilia de espacios topoldgicos arco-conexos, mutuamen-
te disyuntos. Sea X el espacio suma de los X;. Demuestre que
H (X) = iléll H, (X;)

(suma directa externa).

10)Sean X,Y,Z espacios topoldgicos, f:X » Y, g:Y>Z. Sea h=go [
ysean f:H (X) » H,(Y), g:H, ) > HNZ), b*:H (X) » H (Z) los
homomorfismos inducidos. Demuestre que 5 = gof .

11) Sea i: X » X laaplicacion idéntica. Demuestre que i: H, (X) » H (X)es
la identidad.

ik
12) Sea f: X » Y un homeomorfismos. Cemuestre que /'1 = ]1 y que por lo tan-

to / es un isomorfismo.
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