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Resumen

El objetivo de este trabajo es demostrar la existencia de soluciones débiles para dos problemas
elipticos no lineales usando la teoria de puntos criticos. En el Capitulo 1 se estudia el Lema
de Deformacién, algunas propiedades del grado de Brouwer y se presentan algunas propiedades
de los espacios de Sobolev. En el Capitulo 2 se estudia el Teorema de Punto de Silla y una
Generalizacion del Teorema del Paso de la Montana. En el Capitulo 3 se usan dichos teoremas
para probar la existencia de soluciones débiles para problemas elipticos no lineales.
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Introduccion

Una de las principales herramientas empleadas para estudiar la existencia de soluciones de
problemas elipticos no lineales es la teoria de puntos criticos. Esta teoria identifica una clase
importante de problemas no lineales que pueden ser escritos en la forma

donde u pertenece a un espacio de Banach E adecuado e I’ es la derivada de Fréchet de un
cierto funcional I : E — R. La ventaja de esta formulacién es la de poder hallar las soluciones
del problema no lineal como puntos criticos de tipo minimaz del funcional I, que en ciertas
circunstancias pueden ser més fdciles de encontrar.

Este trabajo esta dividido en tres capitulos. El Capitulo 1 contiene tres secciones. En la primera
seccién presentamos una herramienta fundamental conocida como el Lema de Deformacién,
que juega un papel importante en todos los resultados abstractos de tipo minimaz. En la
segunda seccién presentamos la definicién del grado de Brouwer y algunas de sus propiedades.
Finalmente, en la tercera seccién se resumen algunos resultados de Anailisis tales como los
Teoremas de Encaje de Sobolev y la desigualdad de Poincaré, entre otros. La prueba de estos
resultados aparece en los textos que se citan como referencia. Con la ayuda de lo hecho en la
primera y segunda seccién se demostrard en el Capitulo 2 el Teorema de Punto de Silla y la
Generalizacion del Teorema del Paso de la Montana; mientras lo hecho en la tercera seccion, se
utilizard en la prueba de los teoremas centrales del Capitulo 3.

En el Capitulo 2 presentamos los resultados que nos permiten caracterizar en el Capitulo 3 las
soluciones de un problema eliptico no lineal como puntos criticos de tipo minimaz de un cierto
funcional I definido en un espacio de Banach apropiado E. Los resultado de tipo minimaz que
estudiaremos son el Teorema de Punto de Silla y una Generalizacién del Teorema del Paso de
la Montana. Ambos resultados fueron publicados por P. Rabinowitz en [12]. Estos resultados
involucran la condicién de Palais-Smale, que aparece repetidamente en la teoria de puntos
criticos y que afirma una cierta compacidad sobre el funcional I. A continuacién se describen
estos resultados de forma precisa.

Teorema. (Teorema de Punto de Silla) Sea E un espacio de Banach real. Sean X e Y
subespacios cerrados tales que E = X @Y y 0 < dim X < oo. Sea I € C'(E,R) un funcional
que satisface la condicién de Palais-Smale. Supongamos que

(1) Existen constantes o € Ry r > 0 tales que I|8DT(O)FWX <a,y

(I») Existe una constante 8 > «a tal que I|,, > .
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Entonces I posee un valor critico ¢ > 3, que se caracteriza como

c=inf max I(h(x)),
hEF IL‘GDT(O)QX

donde T = {h e C(D,(0)N X, E) : h = Id en 9D,(0) N X} y D,(0)={z € E: ||y <1}

Teorema. (Generalizacién del Teorema del Paso de la Montana) Sea E un espacio de
Banach real. Sean X e Y subespacios cerrados tales que £ = X @Y y 0 < dim X < co. Sea
I € CY(E,R) un funcional que satisface la condicién de Palais-Smale. Supongamos que

(11) Existen constantes positivas a y p tales que I|8D,,(0)mY >ay

(I2) Existen e € 0D1(0)NY y R > p tal que si Q@ = (Dr(0) N X) @ {re:0 < r < R} entonces
Ilpg < 0.

Entonces I posee un valor critico ¢ > «, que se caracteriza como

= inf max I(h
¢= [of max (h(z)),

donde I = {h € C(Q,E) : h = Id sobre 8Q}.

En el Capitulo 3 se ilustra la importancia del Teorema de Punto de Silla y la Generalizacién
del Teorema del Paso de la Montafia mediante sus aplicaciones en las demostraciones de la
existencia de soluciones débiles no triviales para los problemas elipticos no lineales

Au+ da(z)u+p(r,u) =0 enQ, (1)
u=0 en 09,

Au+ f(u) =0 enQ,
{ u=0 en 0L, (2)

donde © C R™ (n > 3), es un dominio acotado con frontera suave, A es el operador de Laplace,
A € R y a es una funcién positiva y Lipschitz en . Més adelante se precisan las hipétesis de
las funciones p y f.

Este Capitulo estard dividido en dos secciones. En la primera seccidon se presenta la demostracion
de la existencia de una solucién débil no trivial del problema (1) en el caso resonante, es decir,
si A = A\p para algin k£ € N; donde 0 < A1 < Ay < A3 < ... es la sucesién de valores propios del
problema

Au+ da(z)u=0 en
u=0 en O

Mids especificamente se demuestra el siguiente teorema con la ayuda del Teorema de Punto de
Silla.

Sea p una funcién que satisface las siguientes condiciones:

(p1) p€ C(Q x R,R).
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(p2) Existe una constante a; > 0 tal que

Ip(x,€)| < a1 paratodox € Qy ¢ eR.

(p3) P(x,§) := fof p(z,t)dt — oo cuando [¢| — oo, uniformemente en x.

Teorema. Si A = A\ < Ag+1 v p es una funcién que satisface las hipétesis (p1), (p2) y (ps3)
entonces el problema (1) tiene una solucién débil no trivial.

Este teorema fue demostrado por P. Rabinowitz en [12].

De manera similar en la segunda seccién se demuestra con la ayuda de la Generalizacién del
Teorema del Paso de la Montana la existencia de una solucién débil no trivial del problema (2)
en el caso asintéticamente lineal, es decir, cuando f/(400), f'(—o0) € R. Mds especificamente
se demuestra el siguiente teorema. Sea 0 < A\; < Ay < A3 < ... la sucesién de valores propios del
operador —A en ) con condicién de Dirichlet cero en la frontera y sea f : R — R una funcién

continua, diferenciable en el origen y que satisface las siguientes condiciones:

(1) f(0) = 0.
(it) Ak—1 < f'(0) < A\ para k > 2.
(111) Ny < f'(+00) < Ny1y N < f/(—o0) < Njy1 para l > k, donde f/(400) := slggoff) y

oe) = tim T

p Se excluye el caso f/'(+00) = f/(—00) = Aj41.
(iv) (f(s) — A\k—18)s > 0 para todo s € R.

Teorema. Si f es una funcién que satisface las hipétesis (i), (ii), (iii) y (iv) entonces el
problema (2) tiene una solucién débil no trivial.

Este teorema fue demostrado por P. Hess en [6].
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Capitulo 1

PRELIMINARES

Este capitulo estd dividido en tres secciones. En la primera seccién se presenta el Lema de
Deformacién y, como una consecuencia de éste, el Teorema del Paso de la Montana. Este
lema juega un papel importante en todos los resultados abstractos de tipo minimax. En la
segunda seccién presentamos la definicién y algunas de las propiedades del grado de Brouwer.
Finalmente en la tercera seccién se resumen algunos resultados de Andlisis tales como los
Teoremas de Encaje de Sobolev y la desigualdad de Poincaré, entre otros. Lo que se presenta
en la primera y segunda seccién se utilizard en las demostraciones del Teorema de Punto de
Silla y en la generalizacién del Teorema del Paso de la Montana en el Capitulo 2, mientras lo
presentado en la tercera seccién se utilizard en las demostraciones de los resultados centrales
del Capitulo 3.

1.1 EL LEMA DE DEFORMACION

En esta seccién presentaremos una herramienta, llamada el Lema de Deformacién, que serd
fundamental en las pruebas del Teorema de Punto de Silla y una Generalizacién del Teorema

del Paso de la Montafia en el Capitulo 2.

Definicién 1.1 Sean E un espacio de Banach real y U un subconjunto abierto de E. Un
funcional I : E — R es Fréchet diferenciable en u € U, si existe un operador lineal continuo

I'(u) : E — R que cumpla: para cada € > 0 existe § > 0 tal que
[I(u+h) — I(u) — I'(w)h| < €||h||z siempre que |||z < 6.
I:E — R es de clase C' en U, denotado I € C*(U,R), si I es Fréchet diferenciable en cada

u €U y la funcion u — I'(u) es continua de U en L(E,R).

Definicién 1.2 Si I es Fréchet diferenciable en u € E, u es un punto critico de I si I'(u) =0,
es decir, si I'(u)h = 0 para todo h € E. Parac,s € R, sean K, ={u € E:I(u) =c e I'(u) =0}
yAs={ue E:I(u) <s}. Si K.# ¢, se dice que ¢ es un valor critico de I.

Definicién 1.3 Sean E un espacio de Banach real, I € C*(E,R). Se dice que I satisface la
condicion de Palais-Smale (en adelante se denotard por (PS)), si cualquier sucesion {un}, . en

E, para la cual {I(un)},cy €s acotada y lim I'(u,) = 0, admite una subsucesion convergente.
n—oo
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La condicién de Palais-Smale aparece repetidamente en la teorfa de puntos criticos y afirma
una cierta compacidad sobre el funcional I. Es decir, si I € C1(E,R) y satisface la condicién

de Palais-Smale entonces K. es compacto.

Lema 1.1 (Lema de Deformacion) Sea E un espacio de Banach real. Supongamos que
I € CY(E,R) y satisface la condicion (PS). Sic € R y € > 0 entonces existen ¢ € (0,€) y
ne C([0,1] x E, E) tales que:

(i) 1(0,u) = u para todo u € E.

(it) 1(t,u) = u para todo t € [0,1], si I(u) & [c —€,c+ €.

(iit) Para todo t € [0,1], n(t,-) : E — E es un homeomorfismo.
(iv) Si K. = ¢ entonces n(1, Acte) C Ac—e.

Prueba. Véase [12] (Apéndice A). m

Con la ayuda del Lema de Deformacién se puede demostrar el siguiente resultado de tipo
minimaz, llamado el Teorema del Paso de la Montafia. Este resultado permite deducir la
existencia de un punto critico de un funcional. Esta técnica fue demostrada por A. Ambrosetti
y P. Rabinowitz en [2]. Ademads, en el Capitulo 2 presentaremos una generalizacién de este

resultado (véase Teorema 2.2).

Teorema 1.1 (Teorema del Paso de la Montarnia) Sean E un espacio de Banach real
e I € CHE,R) un funcional que satisface la condicion de Palais-Smale. Supongamos que
I1(0) =0,

(I, ) Ezisten constantes positivas o y p tales que I|6D,,(0) >a,y

(L) Existe e € E tal que |||z >p y I(e) <O0.

Entonces I posee un valor critico ¢ > «, que se caracteriza como

©T g 1)

donde I' = {h € C([0,1],E) : h(0) =0 y h(1) = e}.

Prueba. Véase [12], pdginas 7y 8. =

1.2 EL GRADO DE BROUWER

En esta seccién presentaremos un bosquejo de céomo se define el grado de Brouwer. Comen-
zaremos definiendo el grado de Brouwer para valores regulares y funciones de clase C1(Q2,R"),
donde © C R" es un abierto acotado. Después, definiremos el grado de Brouwer para funciones

continuas en € y en puntos que no sean valores regulares; para terminar presentando algunas



propiedades del grado de Brouwer que serdn fundamentales en las pruebas del Teorema de

Punto de Silla y la Generalizaciéon del Teorema del Paso de la Montana en el Capitulo 2.

Definicién 1.4 Sean Q C R™ un abierto acotado y C'(Q,R") := C1(Q,R") N C(Q,R"). Si
f € CHQR") y S¢(Q) = {x € Q/Js(x) := det f'(x) = 0}, entonces diremos que y € R™ es un
valor reqular de f, si f~1(y) N St(Q) = ¢. Cuando y € R™ no es un valor reqular, diremos que

es un valor singular.

Obsérvese que si Q C R"™ es un abierto acotado, f € CY(Q,R") y y € R~ f(0Q) es un valor

regqular de f, entonces f~1(y) es un conjunto finito.

Definicién 1.5 Sean Q C R™ un abierto acotado y f € C*(Q,R"™). Siy € R* ~ f(9Q) es un

valor regular de f, definimos el grado de Brouwer de la funcion como

S sgn(d(e) si M) 46,
d(faQ7y) = z€f~1(y)
0 si f7H(y) = ¢,

donde

1 six>0,
sgn(e) = -1 six<0

Nétese que por la observacion anterior el grado estd bien definido.

Proposicién 1.1 Sean f € C?(Q,R"), y & f(0Q) y po = d(y, £(0)) > 0. Si y1,92 € B(y, py)

son valores regulares entonces

d(f’ Q’ yl) = d(f7 Qv y?)'

Prueba. Véase [8], pagina 40. m

Ahora definimos el grado de Brouwer para un valor singular.

Definicién 1.6 Sean f € C%2(Q,R"), y & f(0) y py = d(y, f(0)) > 0. El grado de f en

con respecto a y se define como

d(f7 Q7 y) = d(f7 Qa y1)7
donde y1 € B(y, py) es un valor regular.

Ndtese que por la Proposicion 1.1 y el hecho de que el conjunto de valores singulares de f, es
un conjunto de medida cero, entonces la definicion anterior no depende la escogencia del valor

reqular.



A continuacién definiremos el grado de Brouwer para funciones continuas en §2.

Definicién 1.7 Sean f € C(Q,R"), y & f(0Q) y py = d(y, f(0Q)) > 0. El grado de f en

con respecto a y se define como

d(f,,y) = d(g,y),

Po

donde g € C*(Q,R") es tal que ||f — g, < 5

Se puede demostrar que esta definicion es independiente de la escogencia de la funcion g (Véase
[8], pagina 44).

Presentamos ahora tres propiedades del grado de Brouwer que serdan fundamentales en la prueba
del Teorema de Punto de Silla y la Generalizacién del Teorema del Paso de la Montana en el
Capitulo 2.

Teorema 1.2 (Propiedades del grado de Brouwer) Sea 2 C R™ un abierto acotado.

(a) Sea Id: Q — R™, la funcién identidad. Entonces

1 siyeq,

d(Id,Q,y) ::{ 0 siyg B

(b) Sean f,g € C(Q,R") tales que f =g en ON. Siy & f(ON) entonces

d(f,Q,y) = d(g,2y).

(c) Sean f € C(Q,R") yy & f(ON). Si d(f,Q,y) # 0 entonces existe x € Q tal que f(z) =y.

Prueba. Véase [8], paginas 47 y 48. m

La nocién de grado de Brouwer puede ser generalizada a espacios de dimensién infinita. Tal

generalizacién es conocida como el grado de Leray-Schauder.

1.3 TEOREMAS DE ENCAJES DE SOBOLEV

En esta seccién se enuncian algunos resultados técnicos que se requieren para probar los resul-
tados principales, en la primera y segunda seccién del Capitulo 3. Las demostraciones de estos

resultados aparecen en los textos que se citan como referencia.



Teorema 1.3 (Encajes de Sobolev). La inclusion

2
H}(Q) € L¥(Q), donde 1 < s < nz,

n —

es continua.
Ademds, en E := H}(Q) la norma de H'(Q) es equivalente a la norma definida, para u € E,

por

Julls = IVl = (| 1Vl o)1/, )

Mas ain, para cada u € E se tiene la desigualdad de Poincaré

1
/quxS / \Vu|? dz.
0 At Jo

Prueba. Véase [3], pdginas 168, 173 y 174. m

En virtud del Teorema 1.3, a lo largo de este trabajo, se supondrd que E := H&(Q) estd dotado

de la norma dada por (1).

Teorema 1.4 (Rellich-Kondrachov) La inclusion

2
HY(Q) € L¥(Q), para todo s € [1, n2> ,
n—

es compacta.

Prueba. Véase [3], paginas 169 y 173. =

Teorema 1.5 Sea 2 C R"™ un dominio acotado con frontera suave. Sea p una funcidn que

satisface las siguientes condiciones:
(1) p€ C(AXRR), y

(p2) Existen a; >0 y ag > 0 tales que

Ip(z,&)| < a1 €]’ + az para todo z € Q y £ € R,

2
donde 0 < s < L+2 Si el funcional I : E — R se define por
n

1
I(u) := /9(2 |Vul? — P(z,u))dz para cada u € E,
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donde P(x,§) : fo z,t)dt, entonces I € C1(E,R) y ademds,
I'(u)v = / (Vu - Vv — p(z,u)v)dx para todo u,v € E.
Q

Ademds, si{un},cy €s una sucesion acotada en E tal que I'(u,) — 0, cuando n — oo, entonces

{Un}en tiene una subsucesion convergente.

Prueba. Véase [12], Apéndice B. m



Capitulo 2

EL TEOREMA DE PUNTO DE SILLA Y
UNA GENERALIZACION DEL
TEOREMA DEL PASO DE LA
MONTANA

En este capitulo se enuncian y demuestran el Teorema de Punto de Silla y una Generalizacién
del Teorema del Paso de la Montafia. Ambos resultados fueron probados por P. Rabinowitz
(véase [12]) y son herramientas que se utilizan para estudiar la existencia de soluciones de
problemas elipticos no lineales. Estos teoremas se utilizardn en las aplicaciones a ecuaciones

elipticas no lineales que haremos en el Capitulo 3.

Utilizando el Lema de Deformacién y la teorfa del grado de Brouwer, a continuacién demostrare-
mos el Teorema de Punto de Silla, el cual es un resultado de tipo minimax que permite deducir
la existencia de un punto critico de un funcional. Este resultado fue demostrado en [12] por P.

Rabinowitz.

A lo largo de este trabajo denotaremos la bola abierta de centro 0 y radio r en un espacio de
Banach E por D,(0) ={z € E: ||z||p <r}.

Teorema 2.1 (Teorema de Punto de Silla) Sea E un espacio de Banach real. Sean X e
Y subespacios cerrados tales que E = X @Y y0 < dim X < oo. Sea I € C*(E,R) un funcional
que satisface la condicion de Palais-Smale. Supongamos que

(L) Ewisten constantes o € R y > 0 tales que I|yp gnx < Y

(Iz) Existe una constante 8 > « tal que I|y > 5.

Entonces I posee un valor critico ¢ > 3, que se caracteriza como

c=1inf max I(h(x)), 1
hel zeD, (0)NX (h(e)) &

donde T = {h € (D, (0) N X, E) : h=Id en D,(0) N X}.

Prueba. Inicialmente observamos que para cada h € I', max I(h(z)) existe porque
z€Dr(0)NX

I o h es una funcién escalar continua definida en D,.(0) N X, que es un conjunto compacto. Por




lo tanto ¢ < oo.

Demostremos que ¢ > 5. En efecto, dado que £ = X &Y, sea P : F — X la proyeccién de E
sobre X, definida por Pu=z;donde u =z+yconz € X ey € Y. Ademsds, si h € I' y puesto
que Pes una funcién continua entonces P o h € C(D,(0) N X, X); y para z € dD,(0) N X,
P(h(z)) = Px = x. Es decir, Poh = Id en 0D,(0) N X.

Supéngase que dim X = n, por lo tanto X se puede identificar con R" y asi d(Ph, D,(0)NX,0)
estd bien definido. Por las propiedades (a) y (b) del Teorema 1.2, obtenemos que

d(Ph, D,(0) N X,0) = d(Id, D,(0) N X,0) = 1.

Como d(Ph, D,(0)NX,0) # 0, entonces por la propiedad (¢) del Teorema 1.2, se sigue que existe
x € D,(0)NX tal que P(h(x)) = 0. Por lo tanto, para cada h € I, existe z = xz(h) € D, (0)NX
tal que

h(z) = (Id — P)h(z) €Y.

De la hipétesis (I2), se sigue que

max I(h(z)) > I(h(x)) > 5.
z€D-(0)NX

Dado que h € I era arbitraria, la anterior desigualdad implica que ¢ > f.

A continuacién probaremos que ¢ es un valor critico del funcional I. Razonando por el absurdo,
supongamos que ¢ no es un valor critico de I, entonces K. = ¢. Sea € = 1([3 —a) > 0. Por
el Lema 1.1 (Lema de Deformacién), existen € € (0,€) y una funcién n € C([0,1] x E, E) que
satisface las propiedades (i), (ii), (iii) y (iv) del lema. Puesto que ¢ < ¢+ € y de la definicién
de c, existe h € I tal que

max I(h(x)) <c+e. (2)
z€Dr(0)NX

Definamos g(x) = n(1, h(zx)), para todo = € D,(0) N X. Observamos que g € C(D,(0) N X, E),
ya que 7(1, -) es un homeomorfismo (por la propiedad (i) del Lema 1.1) y h € C(D,(0)NX, E).
Ademas, dado que ¢ > 8y por la hipétesis (11), si x € 0D, (0) N X entonces

=
=
8
=
[
=~
&
IA

a<at+e<f—-e<c—c¢

Es decir, I(h(z)) ¢ [c—€,c+€ y por la propiedad (ii) del Lema 1.1, g(x) = n(1,h(z)) =
h(z) = z. Por lo tanto g € T".



Por (1) se tiene que

c< max I(g(x)).
€D, (0)NX

Por (2), h(D,(0) N X) C Acte vy por la propiedad (iv) del Lema 1.1, g(D,(0) N X) C A.—. Asi

max I(g(z)) <c—e

z€D,(0)NX

Luego, ¢ < ¢ — ¢, que es una contradiccién. Por lo tanto ¢ es un valor critico de 1. m

Nuevamente por el Lema de Deformacién y la teoria del grado de Brouwer, a continuacién
demostraremos otro resultado de tipo minimazx, que permite deducir la existencia de un punto

critico de un funcional. Este resultado fue demostrado en [12] por P. Rabinowitz.

Teorema 2.2 (Generalizacion del Teorema del Paso de la Montana) Sea E un espacio
de Banach real. Sean X eY subespacios cerrados tales que E =X @Y y 0 <dim X < co. Sea
I € CY(E,R) un funcional que satisface la condicién de Palais-Smale. Supongamos que

(L) Ezisten constantes positivas o y p tales que Ilyp )y = @ Y

(Iz) Existen e € 9D1(0)NY y R > p tal que si Q = (Dr(0) N X) ®&{re:0 < r < R} entonces
Ilpg < 0.

Entonces I posee un valor critico ¢ > «, que se caracteriza como

¢ = inf max I (h(x)), (1)
hel zeQ

donde T = {h € C(Q,E) : h = Id sobre 0Q}.

Prueba. Inicialmente para cada h € T, observamos que max I (h(x)) existe porque I o h es
z€Q
una funcién escalar continua definida en @, que es un conjunto compacto. Por lo tanto ¢ < oo.

Con el fin de probar que ¢ > a demostremos la siguiente afirmacion.

Afirmacion. Si h € I' entonces

hQ)NAD,0)NY # ¢. (2)

Prueba. Dado que F = X @Y, sea P : E — X la proyeccién de E sobre X, definida por
Pu=z;donde u =x+yconz € X ey €Y. Demostrar (2) es equivalente a demostrar que
existe u € @ tal que
P(h(u)) =0
{ [(Id = P)h(u)| g = p.

Sea u € @, entonces u = z + te, con x € Dr(0)N X y 0 < t < R. Definamos ®(¢,z) =
([(Id — P)h(z + te)|| g , Ph(x + te)). Observamos que ® € C(R x X,R x X) (nétese que Py



Id — P son proyecciones y por tanto son continuas). Ahora, como h| ag =1 d entonces
O(t,x) = (||te]| p, z) = (t,z), para u € 9Q.

Es decir, ® = Id sobre 0Q. En particular ®(¢,x) # (p,0) para u = z + te € 9Q.
Puesto que R x X se puede identificar con R™ para algin n € N, entonces d(®, @, (p,0)) estd
bien definido. Por las propiedades (a) y (b) del Teorema 1.2, obtenemos que

d(®,Q, (p,0)) = d(I1d,Q, (p,0)) = 1.

Como d(®,Q, (p,0)) # 0, entonces por la propiedad (c¢) del Teorema 1.2, se sigue que existe
u € Q tal que ®(u) = (p,0), es decir, P(h(u)) =0y [[(Id — P)h(u)||z = p. De esto se sigue la

afirmacién. [

Demostremos ahora que ¢ > a. Sea h € I". Por la Afirmacién anterior existe u € h(Q) N
0D,(0) NY. De la hipétesis (1) se sigue que

max I (h(z)) > I(u) > inf  I(z) > a.

reQ z€0D,(0)NY

Dado que h € T era arbitraria, la anterior desigualdad implica que ¢ > «.

A continuacién demostraremos que ¢ es un valor critico del funcional I. Razonando por el
absurdo, supongamos que ¢ no es un valor critico de I, entonces K. = ¢. Sea € = 104 > 0. Por
el Lema 1.1 (Lema de Deformacién), existen € € (0,€) y una funcién n € C([0,1] x E, E) que
satisface las propiedades (i), (i), (iii) y (iv) del lema. Puesto que ¢ < ¢ + €, de la definicién
de ¢, existe h € T tal que

max I (h(z)) < c+e. (3)
z€Q
Definamos g(u) = n(1, h(u)), para todo u € Q. Notamos que g € C(Q, E), ya que 7(1,-) es un
homeomorfismo (por la propiedad (i) del Lema 1.1) y h € C(Q, E). Ahora, por la hipétesis

(I2)y como ¢ > a entonces para u € dQ) se sigue que
Ih(u))=I(u) <0<a—-€e<c—E

Es decir, I(h(u)) ¢ [c —€,c+ €| y por la propiedad (i) del Lema 1.1, g(u) = n(1,h(u)) =
h(u) = u. Por lo anterior g € T.
Por (1) se tiene que
¢ < max I(g(z)).
zEQ
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Por (3), h(Q) C Acic v por la propiedad (iv) del Lema 1.1, g(Q) C Aq—e. Ast

max I(g(z)) < ¢ —e.
z€Q

Luego, ¢ < ¢ — ¢, que es una contradiccién. Por lo tanto ¢ es un valor critico de 1. m

La siguiente proposicién se utilizard en una aplicacién que haremos del Teorema 2.2 en el
Capitulo 3.

Proposicion 2.1 Sea E un espacio de Hilbert real. Sean X e Y subespacios cerrados y ortog-
onales tales que E=X &Y y0<dimX < oo. Sea I € CY(E,R). Supongamos que Iy <0y
existen e € OD1(0)NY y R > p, donde p es el de la hipdtesis (1) del Teorema 2.2, tales que
I(u) <0 parau € X BRe con |jul|lp > R. SiR>RyQ = (Dr(0)NX)d{re:0<r<R}
entonces I|5o < 0.

Prueba. Sea u = x1 + te € Q. Se presentan los siguientes casos:
(i) Sit = 0 entonces u = z1, donde z1 € X y |z1]|z < R, y por tanto como I|y < 0 se sigue
que I(u) <0.
(i) Sit = R entonces u = x1 + Re, donde 21 € X y [|z1||p < R, luego por el Teorema de
Pitagoras |lulz > R > Ry por tanto I(u) < 0.
(iii) Si u = x1 + te, donde z1 € X, ||z1||p = Ry 0 <t < R, entonces por el Teorema de
Pitdgoras |lulz > R > Ry por tanto I(u) < 0. De esto se sigue la proposicién. =
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Capitulo 3

APLICACIONES A PROBLEMAS
ELIPTICOS SEMILINEALES.

En este capitulo se usa el Teorema de Punto de Silla y la Generalizacién del Teorema del Paso
de la Montafna presentados en el Capitulo 2 para probar la existencia de soluciones débiles no

triviales para los siguientes problemas

Au+ da(z)u+ p(x,u) =0 en Q, Au+ f(u) =0 en Q,
u=0 en 0N u=0 en 0,

donde Q2 C R™ (n > 3) es un dominio acotado con frontera suave, A es el operador de Laplace,
A € Ry las funciones a, p y f satisfacen ciertas condiciones que serdn especificadas mas adelante.
La demostracién del resultado principal de la primera seccién utiliza el Teorema de Punto de
Silla (Teorema 2.1), mientras que la demostracién del resultado principal de la segunda seccién

utiliza la Generalizacién del Teorema del Paso de la Montana (Teorema 2.2).

3.1 UNA APLICACION DEL TEOREMA DE PUNTO DE
SILLA

En esta seccién se utilizara el Teorema de Punto de Silla para probar la existencia de soluciones
débiles para un problema eliptico semilineal.

Consideremos el problema

(1)

Au+ da(z)u+p(z,u) =0 en Q,
u=0 en 0.

Supongamos que a es una funcién positiva y Lipschitz en € y p es una funcién que satisface las

siguientes condiciones:
(pl) pE C(ﬁ X R7R)
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(p3) P(z,€) :== fog p(z,t)dt — oo cuando [¢| — oo, uniformemente en x.

Se denotard por {1, A2, A3, ...} la sucesién de valores propios y por {¢, ¥a, ¢3, ...} la sucesién

de funciones propias del siguiente problema

Au+ da(x)u=0 en Q,
u=0 en 0.

Es conocido que 0 < A\ < Ag < A3 < ...y Ay — 00 si n — oo (véase [5], paginas 715-718).

Definicién 3.1 Siu € E := H}(Q) satisface la ecuacion
/ (Vu - Vv — Xauwv — p(z,u)v)de =0 para toda v € E,
Q

se dice que u es una solucion débil del problema (1).

A continuacién presentamos el resultado central de esta seccién. Este resultado garantiza la
existencia de una solucién débil no trivial para el problema (1) en el caso resonante, es decir,

A = \; para algun k € N. Este resultado fue demostrado en [12] por P. Rabinowitz.

Teorema 3.1 Si A= A\ < A\gy1 Yy p es una funcion que satisface las hipdtesis (p1), (p2) y (p3)

entonces el problema (1) tiene una solucion débil no trivial.

Prueba. Sea E := H(Q). Se define el funcional I : E — R por

1
I(u) == /9(2 [Vul? — %au2 — P(z,u))dr para cada u € E.

Demostraremos a continuacién que el funcional I satisface las hipétesis del Teorema 2.1. La

siguiente afirmacién prueba que I € C'(E,R) y proporciona una férmula para calcular I'(u).

Afirmacién 1. El funcional I es de clase C*(E,R) y ademds

I'(u)v = /(Vu - Vv — A\gauv — p(z,u)v)dr para todo u,v € E.
Q

1
Prueba. Noétese que I(u) = I1(u) — Iz(u), donde I (u) := fQ(§ |Vul|? — P(z,u))dz y

A
I(u) == [q ?kmﬂd:c. Como p cumple las hipétesis (p1) y (p2) (con s = 0) del Teorema 1.5, se
tiene que I; € C1(E,R) y
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I(u)v = /Q(Vu - Vv — p(z,u)v)dr para todo u,v € E.
Probemos que I € CY(E,R) y
I(u)v = /Q)\kauvd:c para todo u,v € E.
En efecto, sean € > 0y u,v € E. Sea S(u)v := fQ Arauvdz. Obsérvese que
|I2(u + v) — Ia(u) — S(u)v| < );C/Qa v|? da
y como a es una funcién positiva y Lipschitz en Q, entonces existe M > 0 tal que

a(z) < M para toda z € Q. (2)

Por lo tanto

[Io(u+v) — () — S(u| < 21 / jof? dz.
Q

Luego por la desigualdad de Poincaré, se sigue que
[Ia(u + ) = I(u) = S(u)v| < c o]l
Asi, tomando § = ¢ > 0, se tiene que
c
[I2(u +v) = Ix(u) = S(u)v| < €ljvg

para todo ||v||5 < 4.
Claramente S(u) es lineal para cada u € E, y por (2), la desigualdad de Holder y la desigualdad

de Poincaré, se sigue que
|S(u)v] < c|lv||p para todo v € E.

Por tanto Ia(u) es Fréchet diferenciable.
Queda por demostrar que I’ es continua. En virtud de (2), la desigualdad de Holder y la

desigualdad de Poincaré se tiene que
Hlé(u) - Ié(v)”c(E R <€ lu—v|p paratodo u,v € E.
De lo anterior se sigue la Afirmacién 1. O
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De la Afirmacién 1 es claro que u es una solucién débil del Problema (1) si y sélo si u es un
punto critico del funcional I. La existencia de un punto critico de I se obtendra con la ayuda
del Teorema de Punto de Silla (Teorema 2.1).

Sean X = gen{py, 09, 03,0} vy Y = X*+. Por lo tanto E = X @Y. Las siguientes
afirmaciones permiten demostrar que el funcional I satisface las demds hipétesis del Teorema
2.1.

La siguiente afirmacién se utilizard en la demostracién de la condicién de Palais-Smale y la
hipétesis (I2) del Teorema 2.1.

Afirmacién 2.

(a) |l < k1 Jqau?dz para todo u € X~ :=gen {p; : \j < A}

(b) ||uH2E > Ait1 fo au’dz para todo u € Y.

Prueba.

La sucesion de funciones propias {cpj }jeN es una base ortonormal para L?(Q) (véase [5], pagina

718). Ademds, para cada j € N se tiene que:

/ Vo, - Vodz = )\j/ ap;vdr para todo v € E, (3)
Q Q

y en particular

(a) Sea u € X, entonces u = Zajgoj, donde J = {j : Aj < A4} es un conjunto finito. Por lo
jeJ
tanto de (3) obtenemos que

Z a? fQ chj . Vgoj dx Z a?Aj fQ acpjzdx

Jo Vu - Vu dz _jes _jed 3
2 - - 9 9 >~ Ag—1.
Jo av?dz Za? Jo aap?d:b Zaj Jo apidx
jeJ jeJ
Es decir, |[ull% < Me—1 [ au?dz para todo u € X~
0o N
(b) Seau € Y, entonces u = Z ajp;. Luego, siuy = Z ajp; se tiene que [[uy — ull, — 0,
Jj=k+1 J=k+1

cuando N — oco. Nuevamente por (3) se sigue que
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N

N
Yo [ Ve Veyde Y a3 faplde

Jo Vuy - Vuy dz _ =k _ j=k+1 S
Jo aun?dx N N = Tkt
Z QfQ a<p2dx Z 2fQ a<p2dac
j=k+1 Jj=k+1
es decir,
/ Vuy - Vuy dx > )\k+1/ auddx para toda N >k + 1. (5)
Q Q

Probemos que [, Vuy - Vuy dz < [, Vu-Vu dz y A}im Jqauddr = [, au’dz. En efecto,
— 00
nétese que por (3), (4) y la identidad de Parseval se tiene que

/VuN VuNdx—Z QA/awjdx—ZaJQS Z :/Vu Vu dx.
j=k+1 j=k+1 j=k+

Por otro lado, dado que |lun||, N ||lul|5, entonces ||un||y < co para toda N. Ahora, de (2) y
— 00
la desigualdad de Holder se obtiene que

/au?\,dm—/aquaj
Q Q

< M/ fun — ul [y +ul dz < M |fuy — ully lluy + ully
Q

< M(co + [lully) flun = ully -

Puesto que [Juy — ull, N 0, entonces A}Enoo Jq auddz = [, au*dz. De lo anterior y (5) se

sigue que Hu||%E > Net1 Jo au’dz para todo u € Y. Lo que concluye la prueba de la Afirmacién
2. O

La siguiente afirmacién se utilizard en la demostracién de la condicién de Palais-Smale y la
hipétesis (I1) del Teorema 2.1.

Afirmacién 3. Si p es una funcién que satisface las hipétesis (p1), (p2) y (p3), entonces

/ P(x,v)dz — oo cuando |[v||; — oo, para v € X°,
Q

donde X© := gen{cpj A= )\k}.

Prueba. Sea v € XY Dado que dim X% < oo, entonces todas las normas en X° son equiva-

lentes. Por tanto existen constantes ci,co > 0 tales que

clfolly < lvlly < ezffoll; - (6)
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Para k € N, sean Ay := {x €N:ju(z)| > HUkHQ} y Q= {x €Q:u(r)| < h;{HQ}, se sigue
de (6) y la desigualdad de Holder que

m / v viar = var — v axr i—M v
A A A A LS

1 Q 1
Fijando kg € N suficientemente grande tal que — — m]i ) > 200 se obtiene que m(Ay,) >
C2 0 C2

‘ -

4c

NN

Noétese que

/QP(:E,U(JS))da::/Ak P(m,v(m))dx—l—/ P(z,v(z))da. (7)

Qi

Sea ag := inf P(z,£). Nétese que por (p3), ap > —oo. Puesto que m(2) |ap| > 0 entonces
zeNEER
existe My > 0 tal que

< ag. (8)
De (7) y (8) se sigue que
/P(m,v(m))dw 2/ P(z,v(x))dz — M. (9)
Q Apg
Por la hipétesis (p3), dado T > 0 existe s > 0 tal que si [£| > s

P(z,§) > T para toda z € Q. (10)

Sea v € XY tal que ||v], > kos. Six € A, entonces |v(x)| > ”ZH2 > s, y por tanto (10) implica
0
que P(z,v(x)) > T. De esto y (9) se obtiene que

/ P(z,v(z))dr > Tm(Ag,) — Mo > % — Mo, (11)
Q €

Asi, de (11) se sigue la Afirmacién 3. O

La siguiente afirmacién demuestra que el funcional I satisface la condicién de Palais-Smale.
Afirmacioén 4. Si {uy}, .y en E es tal que {I(un)}, oy €s acotada y lim I'(u,) = 0 entonces
n—oo

existe una subsucesién convergente.

Prueba. Sea {un},.y C E tal que {I(un)},cy es acotada y lim I'(u,) = 0. De acuerdo
n—oo
con el Teorema 1.5 basta probar que {un},  es acotada en E para obtener la condicién de

Palais-Smale.
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Dado que u, € E, entonces u, = u + u, + u}; donde u) € X% u; € X~ y uf €Y.
Demostremos que {u}}, on, {u foen v {00} ¢y Son sucesiones acotadas en E. Puesto que
lim I'(u,) =0, para € = 1 existe N1 € N tal que si n > N; entonces
n—oo

HI’(un

)”E(E,]R) <l

Probaremos primero que {u, Fnen €s acotada en E. En efecto, por la desigualdad anterior

obtenemos que
()| < flunllp v [ (wn)un | < Jlug || (12)
para toda n > Nj. Nétese que por (12) y la férmula para I’ (véase Afirmacion 1)

Jutls > | [ (Tt = Mo . (13

/ p(z, up)u,t dz
Q

Ahora, por (p2) y las desigualdades de Holder y Poincaré tenemos que

/ p(z, un)u;tdx
0

gal/ it | dz < N [t (14)
Q

Asi, usando (13) y (14) se obtiene que

HuXHE > '/(Vun Vu! — Aaugu))dz| — N HUIHE (15)
Q
A continuacién se demuestra que
A
s > (= 520 et = |- (16)

En efecto, obsérvese primero que de (3) y la definicién de los conjuntos X~y Y se sigue que
/(Vun Vu — Apau, b )dz = 0. (17)
Q

— 0 L 4yt
Como u, = u, +u, + u, , entonces

/(Vun Vul — Apaugu))de
Q

/(VU:{ SVub = Meauful)dx + / (Vu,, - Vub — Meauy, u)t
Q Q

La Afirmacion 2 parte (b) y (17) implican que

)‘k 4112
> (1— . 18
> ( k+1)H“nHE (18)

/ (Vuy, - Vu — Maupu,)ds
Q
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Por lo tanto de (15) y (18) se obtiene (16). Asi, de (16) se concluye que {u;}, . es acotada
en .

Anélogamente se demuestra que

A
leally > G = Dl [ = N fles (19)

De (19) se sigue que {u,, }, o s una sucesion acotada en E.

Resta probar que {u%}neN es acotada en E. Puesto que {I(un)},cy €s acotada, u, = u) +

u, +ut, (3), (17) y la definicién de I implican que, para alguna constante Ag,

Ao > uwmzL/Pum%m
Q

_Elﬂv@E—Awwp%w
+;/Q(|Vun\2 —Aka(un)2)da:_/<P(*T=“n) — P(z,uy))dz] .

Q

Ahora, por (p2) y las desigualdades de Holder y Poincaré tenemos que

e

/(P(m, un) — P(x, u%))dw
Q

Sal/ ‘uf{—i—u;‘deMlHuz—i-u
Q

‘;/ﬂ(}vumz—)\ka(u:;)?)dm—i—;/ﬁ(‘vugf_)\ka(u;y)dw

1 _ -
< St I+ [l 1) + Mt | s + [z || )-

Dado que {u}}}, cn, {Un bnen Son acotadas en F, por las desigualdades anteriores se sigue que

/ P(z,u?)dz
Q

Usando (20) se obtiene que {ug}neN es acotada en E. En efecto, si {ug}neN no es acotada en

AO > - Al- (20)

FE, entonces existe una subsucesién, que por abuso se denotard igual, tal que Hu%H g . 00
n—oo

Por la Afirmacién (3), se sigue que
/ P(z,ul)dz — oo cuando n — oo,
Q

lo cual contradice (20). Por lo tanto, {u,}, .y €s una sucesién acotada en E. De esto se obtiene
la Afirmacién 4. O

La siguiente afirmacién demuestra que el funcional I satisface la hipétesis (1) del Teorema 2.1.
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Afirmacién 5. Existen constantes a € R y r > 0 tales que ]|8D,~(O)OX < a.
Prueba. Sean X° := gen {cpj PN = )\k} y X7 = gen{npj (A < )\k.}. Luego, si u € X

entonces u = u® +u~, donde u® € X® y u~ € X~. Nétese que

1

I(u) = B /Q(|Vu2 — Mpau?)dx — /QP(a:,uO)dx - /Q(P(x,uo +u”) — P(x,u’))dz.

Con el fin de probar la Afirmacién 5 demostraremos primero que existen constantes My < 0y
My > 0 tales que

I(u) < My Hzf!!?LJ + M,y Hu*HE — /QP(x,uO)da: para toda u € X. (21)

En efecto, por (p2) y las desigualdades de Holder y Poincaré se sigue que existe M; > 0 tal que

/ (P(z,u® +u™) — P(z,u?))dx
Q

<a /Q lu™ | dz < M,y [Ju ), (22)

1
Para obtener (21) resta probar que 5 fQ(|Vu]2 — A\pau?)dr < My ||u_|\]25, donde M < 0. En
k
efecto, puesto que u® +u~ =u € X entonces u = Z a;jp; y por tanto
j=1

ul = Z ajp; y U = Z a;p;,

je JEJ2
donde J1 ={j: A\j =X}y Jo={j: \j < Ax}. De estoy de (3) obtenemos que

1

2/Q(|vu|2 ~ aand)dz = ;/Q(}V(uo )P = Aeau® + u”)?)da

- Z a;a;\j /axpjcplda: Z agaz/ ap;p;dx

]zEJz ]ZGJQ
1 Ak
Z Z aja,Z /agojgozdac 5 Z(l — )\—)a]2
j,zEJQ JjEJ2 J

A A
Observar que 1 — )\—k < 0 para toda j € Jo, y asi 1 — )\—k < My para toda j € Ja, donde

J J
My = mf}x(l — i\\—) < 0. A partir de esto y la identidad de Parseval se verifica que
JEJ2 j
1
= / (IVul* = Mau?)dz < Mo ||u= )% (23)
2 Ja
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Por lo tanto, de (22) y (23) se obtiene (21).

A continuacién probaremos la Afirmaciéon 5. En efecto, del Teorema de Pitdgoras se tiene que

||uHJ2LJ = HuDHZE + ||u_|\129, luego si ||ul| ; — oo se presenta que HuOHE — 006 ||[u”||p — oo.

(I) Si HUOHE — 00, entonces de (21) se obtiene que

M?
< — 0 N
I(u) < /QP(:U,u )dx 0k

y de la Afirmacién 3 se sigue que [, P(z,u®)dx — +o0o y por tanto I(u) — —oo cuando

[ull g — oc.

(IT) Si ||u™ ||z — oo, entonces de (21) se obtiene que

_ lwl 2 1”12
I(u) < M — )" = Q) — —-
(w) = Ma(fu™ [ + g5 = aom(®) = 37
donde ap = inf P(z,§), el cual existe por (p3). De esto se tiene que I(u) — —oo cuando

z€Q,EER
[ull p — oo

De lo anterior obtenemos que I(u) — —oo cuando ||u||; — 00, y por tanto se sigue la Afirmacion
5. 0O

La siguiente afirmacién demuestra que el funcional I satisface la hipétesis (12) del Teorema 2.1.

Afirmacién 6. Existe una constante 8 > « tal que I|y > .

Prueba. Sea u € Y. La Afirmacion 2 parte (b) implica que

1 1 A
! / (Vaf? — Mar?)de > 21— 22y )l (24)
2 Ja 2 Ak+1

Ahora, por (p2) y las desigualdades de Holder y Poincaré tenemos que

/QP(x, w)dz

Por lo tanto, de (24) y (25) se sigue que

<a [ Juldo < N . (25)
Q

1 A
I(u) > -(1— —k) |ull% — N |lul|; para todau €Y.
2 Akt1

Ak
k1

Puesto que (1 — ) > 0, se sigue la Afirmacién 6. O

Por las Afirmaciones 1, 4, 5 y 6 el funcional I satisface las hip6tesis del Teorema de Punto de
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Silla, (Teorema 2.1), con lo cual se concluye que el Problema (1) tiene una solucién débil no

trivial u. m

3.2 UNA APLICACION DE LA GENERALIZACION DEL
TEOREMA DEL PASO DE LA MONTANA

En esta seccion se utilizard la Generalizacion del Teorema del Paso de la Montana para probar
la existencia de soluciones débiles para un problema eliptico semilineal.
Consideremos el problema
Au+ f(u) =0 en Q,
(1)
u=0 en 0L,

donde 2 C R™ (n > 3) es un dominio acotado con frontera suave, A es el operador de Laplace.
Se denotard por {1, A2, A3, ...} la sucesién de valores propios y por {¢, ¥s, ¢3, ...} la sucesién
de funciones propias de —A con condicién de Dirichlet cero en la frontera. Es conocido que
0< M <A<A3< ..y Ay — 00, sin— oo (véase [7]).

Supongamos que f : R — R es una funcién continua, diferenciable en el origen y que satisface

las siguientes condiciones:

(i) f(0) = 0.
(11) Ap—1 < f(0) < A\g, para cierto k > 2.

(iii) N < f'(+00) < N1y i < f'(—00) < Nyq para cierto | > k, donde f/(400) := lim fis)
y
f(=o0) := lim @ Se excluye el caso f'(+00) = f'(—00) = Aj41.

S§——0O0

s
(iv) (f(s) — Ak—15)s > 0 para todo s € R.

Definicién 3.2 Siu € E := H}(Q) satisface la ecuacion
/(Vu - Vv — f(u)v)de =0 para toda v € E,
Q

se dice que u es una solucidn débil del problema (1).

A continuacién presentamos el resultado central de esta seccién. Este garantiza la existencia
de una solucién débil no trivial para el problema (1) en el caso asintéticamente lineal, es decir,
cuando f/(+00), f'(—o0) € R. Este resultado fue demostrado en [6] por P. Hess.
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Teorema 3.2 Si f es una funcion que satisface las hipdtesis (i), (i), (iii) y (iv) entonces el

problema (1) tiene una solucion débil no trivial.

Prueba. Sea E := H{(Q). Se define el funcional I : E — R por
Lo, 2
I(u) :== (5 |Vu|” — F(u))dx para cada u € E,
Q

donde F(§) := fgg f(t)dt para todo & € R.

Demostraremos a continuaciéon que el funcional I satisface las hipétesis del Teorema 2.2. La
siguiente afirmacién prueba que I € C'(E,R).
Afirmacién 1. El funcional I es de clase C*(E,R) y ademds

I'(u)v = / (Vu- Vv — f(u)v)dx para todo u,v € E.
Q

Prueba. Puesto que f'(+00), f'(—o0) € R, para e = 1 existen constantes Ko > 0y K; <0

tales que

)< Q] o)) s Vs> Ko v ()] < (14| f(—00)])|s] Vs < K.

Por la continuidad de f en [K7, K3] existe una constante M; > 0 tal que

|f(s)] < M; para todo s € [K1, Ks].

Si hacemos a1 := max {1+ |f'(—o00)|,1 + |f/(+0o0)|} y az := M; se obtiene que

|f(s)| < a1 |s| + a2 para todo s € R. (2)

La Afirmacién 1 se sigue de (2) y del Teorema 1.5. [J

De la Afirmacién 1 es claro que u es una solucién débil del Problema (1) si y sélo si u es un
punto critico del funcional I. La existencia de un punto critico de I se obtendra con la ayuda

de la Generalizacion del Teorema del Paso de la Montana (Teorema 2.2).

Sean X = gen{gpl,ap2,¢3,...,gpk_1} yY = X+. Porlo tanto E = X @Y. Las siguientes
afirmaciones permiten demostrar que el funcional I satisface las demads hipé6tesis del Teorema
2.2.

De manera similar a la demostracién de la Afirmacién 2 del Teorema 3.1 se prueba la siguiente
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afirmacién que serd utilizada en las demostraciones de la Afirmacién 3 y las hipétesis (11) y
(I2) del Teorema 2.2.

Afirmacién 2.
(a) |ull% < A1 Jq u?dz para todo u € X.
(b) |lull} > A [ u?da para todo u € Y.

Definamos la funcién v : R — R como
(1) =

f(+o0)t sit>0,
f/(—o0)t sit<O.

Consideremos el problema
Au+~y(u) =0 en Q,
(3)
u=0 en 0N.

La siguiente afirmacién se utilizard en la demostracién de la condicién de Palais-Smale.
Afirmacion 3. Supongamos que \; < f/(—00) < Ny y N < f/(+00) < \jy1 para algin [ € N,

y ademads que

(a) Sil > 1 entonces los dos casos f'(+00) = f/(—00) = Ny f/(+00) = f/(—00) = A\j41 estén
excluidos, y

(b) Sil =1 entonces los tres casos f'(—o00) = A1, f'(+00) = A1y f/(+00) = f'(—00) = A2 estédn
excluidos.

Entonces el problema (3) admite sélo la solucién trivial.

Prueba. Sea u € E. Sean Q1 = {z € Q:u(z) <0}, Qy = {x €Q:u(x) =0} y Q3 :=
{z € Q:u(x) > 0}. Por tanto, Q = Q3 U Qs U Q3 y definamos

1'(—00) six € Q,
p(z) = \ con A< < A1, siz € Qo
1 (+00) siz € Q3.

Ast y(u(@)) = u(@)p().
Sea u una solucién débil del Problema (3), por lo tanto

/Q(Vu - Vv —p(z)uv)de =0 Yv € E. (4)
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Obsérvese que por la definicién de p se sigue que
A <plx) < ANy1 aex e (5)

A continuacién demostraremos que u = 0. En efecto, sean X1 = gen{¢y, ps, ¥3, .., 01} v

Y, = Xf-. Por lo tanto £ = X1 ®Y;. Si u € E entonces u = x1 + y1, donde x1 € X1 y y1 € Y1.

Si hacemos v = x1 — y1 en (4) se obtiene que

(ol = | ple)otdn) = (nlls | pleiiae) 0. (6)
Por otro lado, de (5) se sigue que
[ p@tae = xlmld v [ patde <. 7
Ademais,
1% < Nllzill; Vo€ Xy vl = A lmll; Vo € i (8)

De (6), (7) y (8) se concluye que

mm%—lﬁmnwx=0y mm%—[}umwm=o (9)

!
Probemos que x; = 0. En efecto, dado que 1 € X; entonces x; = Zajcpj, donde H%’Hg =1

Vj. Ahora, para cada j € N "~
/QV<pj Vo de = \; /Q ¢jvdx para todo v € E. (10)
Como para i # j, se tiene que
/QVLPJ»-V%» dx =0, (11)
de (10) y (11) se obtiene que
l !
nm@=Z@M4@m=2ﬁw (12)
J=1 J=

Por otro lado, de (7) y la identidad de Parseval se concluye que
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!
/Qp(x)x%dw >\ Hxlﬂg =X\ Za?. (18)

j=1

Por lo tanto de (9), (12)y (13) se sigue que
-1

0< Z()\j — )\l)ai.
j=1

Observamos que A\; —\; < 0 para todo 1 < j <[—1y por tanto a; = 0 para todo 1 < j <[1—1.

De esto se obtiene que x1 = a;¢;. Ahora, (9) y lo anterior implican que

aﬂ[}m—p@»ﬁ¢w=0-

De las hipdétesis (a) o (b), se sigue que p #Z A; y por tanto a; = 0. De esto se obtiene que z1 = 0.
Por una demostracién similar a la anterior se concluye que y; = 0. Luego v = 0 y asf{ queda

demostrada la Afirmacién 3. O

La siguiente afirmacién demuestra que el funcional I satisface la condiciéon de Palais-Smale.
Afirmacién 4. Si {uy}, .y en E es tal que {I(u,)}, oy €s acotada y lim I'(u,) = 0 entonces
n—oo

existe una subsucesién convergente.

Prueba. Sea {un},cy C E tal que {I(un)},cy €s acotada y lim I'(u,) = 0. De acuerdo con
n—oo

el Teorema 1.5 basta probar que {u, },y €s acotada para obtener la condicién de Palais-Smale.

Demostremos primero que {uy},y €s una sucesién acotada en L?(2). En efecto, supongamos

que {up}, cy 1O es una sucesién acotada en L*((2), por tanto existe una subsucesién, que por
n

abuso se denotard igual, tal que |luy|, — o00. Sea v, := . Puesto que lim I'(u,) =0,
n—oo n—oo

[[wnlly
dado € = 1 existe N1 € N tal que si n > N; entonces

HI,(U’")”L(E,R) <l

Por lo anterior y las definiciones de v, y I’ se sigue que

1

[unlly

vnll g
HunH2

>[It - Vi > M. (14)

/Q f(up)vpdx

Noétese que
1

[l m—ee

0,

por lo tanto existe My > 0 tal que
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l[unllo

Ademis, de (2) se sigue que

1
T nnd
n%méﬂ“”x

Ahora, por (15) y la desigualdad de Holder en (16) se concluye que

1
< 5 / (a1 |un| + az)vndz. (16)
[unlly Jo

1
n nd
H%uﬁﬂ“wx

De la anterior desigualdad y (14) se obtiene que

< a1 + aaMo(m(Q)Y? := M; VneN

Un
0< an”QE < ’|’|u ‘|||E + My ¥Vn > Nj. (17)
nlla

Por la desigualdad de Poincaré, se sigue que existe My > 0 tal que

1 Mo

lonlle ~ llvally

Por tanto de (15), (17) y (18) se sigue que {v,}, oy €s una sucesion acotada en E. Por lo tanto

existe una subsucesién, que por abuso se denotars igual, tal que

v, v en K
para algin v € E. Dado que el encaje E — L?(Q) es compacto,
v, — v en L2(Q). (19)

Obsérvese que como ||vy||, = 1 para toda n € N, |[v||, = 1. Es decir, v # 0.

A continuacién probaremos que v es un solucién débil del Problema (3). Es claro de la definicién

de I’ que para w € F fijo se tiene que

1 r Un w
/wva%_ /ﬂ%mmgu<>h@mnm N
Q unlly Jo [l -
De esto se sigue que
; 1
lim (/ Vo, - Vwdz — / f(up)wdz) = 0. (20)
n—oo" Jo HUHHQ Q
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Puesto que v, — v en E se tiene que

lim an-dem:/Vv-de$ we k. (21)
Demostremos que
. 1
lim / f(up)wdx = / y(v)wdzr Yw € E. (22)
n—00 [[unlly Jo Q

En efecto, Observamos que (2), (15) y la desigualdad de Holder implican que |J’Z(L ”) c L2(Q),
nll2

y puesto que y(v) € L?(Q) nuevamente por la desigualdad de Holder se sigue que

/(f(un) —'y(v))wdx’ < Hf(un) —v(v) Yw e E. (23)
a lunlly [l 2
Definamos h(t) := f(t) — v(t) para t € R. Nétese que
h(t h(t

Por lo tanto

f(un) 7 (un) h(un)

— — + Vn € N.
unlly " = [ anlly =7, el l, 7€

Observamos que v(v) = f'(+o00)v — f/(—o0)v™, donde v* := max {0,v} y v~ := max {0, —v}.

Por otro lado, de (19) se sigue que v;” — v y v, — v~ en L*(Q) y por lo tanto

Y(vp) — ~(v) en L*(Q). (25)

n—oo

Obsérvese que

un) v(v)

[unlly

2 = — 2 W(Un)__ 2
9 B /u”>0 ||un||2 7(”)) de+ /1;n<0(”un||2 ’Y(U)) dSC
un=0 Up <0

= [ Gt [ ) =)
Unp>0

Upn <0
2
< 2y(wn) =y ()5

De (25) y lo anterior se obtiene que
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fY(u”) _ (’U)
[[unlly

— 0. (26)

n—oo

2

Dado € > 0, por (24), existe T' > 0 tal que

o) < 5l i > 7. (27)
Por la continuidad de h existe k > 0 tal que
|h(t)| < k Vte [-T,T]. (28)
De (27) y (28) se sigue que

2

h(uy,) 1 N .
‘ l[unlls [l B ||Un”2(/|un2T(h( n(@)))"d +/|un§T(h( n(7)))"dx)
L E Un 2 m(§) k:2
< Huan(2ll I3 +m()k7)
_ €, mQF
T2

2

Puesto que — 0, lo anterior implica que

lunlly 7o

[[tn]l || m—o0
Luego, de (26) y (29) se concluye que
f(un
) ) =0 (30)
[[unll, g o0

Asi, de (23) y (30) se sigue (22).
Por tanto de (20), (21) y (22) se obtiene que

/ Vv - Vwdz = / y(v)wdzr Yw € E.
Q Q

Es decir, v # 0 es un solucién débil del Problema (8). Lo cual es un absurdo, ya que por
la Afirmacién 3 la unica solucién débil del problema (8) es la solucién trivial. Por lo tanto

{un}, ey €s una sucesién acotada en L%(€2).

Del acotamiento de {uy,},cy en L*(Q), (2) y la desigualdad de Holder se sigue que
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<M VneN (51)

/Q f(un)updx

Obsérvese que existe N1 € N tal que

MME>ummm42uwﬁfﬂAfwm%w:VnzNL

De la desigualdad anterior y (81) se sigue que

lunll = llunllp < M. Yn > Ni.

Por lo tanto {uy, },cy s una sucesién acotada en E' y asi queda demostrada la Afirmacién 4. [J

La siguiente afirmacién demuestra que el funcional I satisface la hipétesis (I7) del Teorema 2.2.

Afirmacién 5. Existen a > 0y p > 0 tales que I‘aDP(O)ﬂY > .

Prueba. Sea € > 0. Como f/(0) € R, existe 0 < § < 1 tal que si |s| < § entonces

|f(s) = f'(0)s] < els]. (32)

Usando (32) se sigue que

‘F(s) - f,;O)SQ

< [ 150 - rOtlde < 15, v e (-6.5) (33)

Por otro lado, como f'(4+00), f'(—oc0) € R, existen constantes Ko >0y K1 <0con Ko > 1y
K; < —1, tales que

[f($)] < (e+ f/(+00)) [s] Vs> Kz y |f(s)] < (e+ f/(—00))[s] Vs < Ki.
Sea OV := max {e + f'(—00), e + f'(+00)}, por lo tanto
F(s)] < C|s| Vs € (=00, K1) U (K, 0). (34)
De (34) y de la continuidad de f en [K7,0] U [0, K2] se tiene que existe ! tal que
/05 [f(B)ldt < CP)|s* Vs € (=00, K1) U (K2, 00). (35)

Ademas,

/'(0)

ro -T2 < [irotas L2 e,
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entonces por (35) se concluye que

' P - 710

Por (32) y la continuidad de f en [K7, —d] U [0, K3], existe ¢ tal que
[ 150l < s s e 16,5 U5, Kal,
0
y por tanto

'(0)

2
5 S

’F(s) - < CO 5|? Vs e [Ky,—6|U[s, Ky].

Ahora, de (36) y (37) se obtiene que

!
féo)ﬁ < Celsl* Vs € (—o0,—8] U[6,00),

‘F(s) -

donde C, := max {c§3), c® }

Sea 0 < n < p—-t Obsérvese que si hacemos O’ := 5—; entonces
n J—

C.ls|> < C'|s*™ VY|s| > 6.

De la desigualdad anterior, (33) y (38) se sigue que

'F(s) -

< §|s|2 +C'|s* Vs eR.

A continuacién demostraremos la afirmacién. Sea u € Y. Puesto que

I(u) = % JullF — fléo) /Qqux - /Q(F(u) - @u2)d:r,

2

de la Afirmacién 2 parte (b) se concluye que

)= 50 - Ll - [ ) - Ly

< CE(?’) \3\2 Vs € (—oo, K1) U (K2, 00).

(36)

(37)

(38)

(39)

(40)

Por el Teorema 1.3 la inclusién H}(Q) C L2T7(Q) es continua. Asf, existe C' > 0 tal que

2+ 2+
lull3y < Cllullz™ -
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Por la desigualdad de Poincaré, existe K > 0 tal que

lully < K [l - (42)

Luego, de (39), (41)y (42) se sigue que existe una constante positiva C tal que

[ - P e] < cat + €l ol 43)

Por lo tanto, si p > 0 es tal que p < ( é,)l/”, entonces para todo u € Y con ||lul| 5 = p, de (43)

se 81gue que

[ - L] < ceful (44)
Q
De (40) y (44) se concluye que
1) 2 50 - L0 il — Cueully e op,0)0 . (45)
7'0)
1-— "

Por tanto, si escogemos € := > 0, de (45) se obtiene que

() > (1 - f/())p Vu € aD,(0)NY.
4 Ak

/'(0)

2>0.0
Ak)p>

1
De esta tltima desigualdad se sigue la Afirmacién 5 haciendo « := 1(1 —

Las siguientes dos afirmaciones seran utilizadas en la demostraciéon de la hipdtesis (12) del
Teorema 2.2.
Afirmacién 6. I|, <0.

Prueba. Sea u € X. De la hipétesis (iv), se tiene que

f(8) > Ag—1s Vs >0 y f(s) < Ap—1s Vs <0,

y por lo tanto
Ak—l 2
F(s) > —5 5 Vs € R. (46)
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De (46), la Afirmacién 2 parte (a) y de la definicién de I se sigue que

I(u)g)\k_l/Ude)\k_l/uzdm:O.
2 Ja 2 Jo

Se concluye asf la prueba de la Afirmacién 6. [J

Afirmacién 7. Existen e € 9D1(0)NY y R > p tales que I(u) < 0 para todau € X1 := X ®Re
con |jul| > R.

Prueba. Sea e = ¢, entonces e € 9D1(0) NY. Noétese que si u € X1 entonces u = v + tyy,
donde v € X y t € R. Por lo tanto

1 t?
I(u) = / |Vv|2dx—|—/ |chk|2dm—/F(u)d:1;. (17)
2 Ja 2 Jo Q
Por la Afirmacién 2 parte (a) y (10) se sigue que
I /\kfl 2 )\k 2
(u) < —/— [ vide+ — [ (tyy)de— | F(u)dx. (48)
2 Ja 2 Ja Q
N
< vl + litexlz) - QF(U)de
N
= Yl - | s
Q
Sea € > 0 tal que

F/(+00) > Mt Sy J'(-00) > M+ o (49)
Por otra parte, como f’(4+00) € R entonces existe C7 > 0 tal que
|f(s) — f'(+00)s| < % Is| Vs> Ch. (50)
De (49) y (50) se obtiene que
f(s) > (A +€)s—a Vs> 0,donde a > 0 es una constante. (51)
De (51) se concluye que
Fls) > %()\l +e)s2—als| Vs> 0. (52)
De manera similar se demuestra que

1
F(s) > 5()\1 +€)s? —ag|s| Vs <0, donde ap > 0 es una constante. (53)
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Por tanto de (52), (53) y la desigualdad de Hélder se tiene que que existe C' > 0 tal que
1
- [ Plude < =500+ ) ull + C lul, (54)
De (48) y (54) se sigue que

I(w) < 5 (O = (i +0) Julls + C flull, - (55)

| =

2C
_ C(Nte) = A
R > p. De estoy (55) se sigue que I(u) < 0 para u € X; con [ju[, > R. Como las normas

Como A\, < )\ se tiene que A\, — (A\; +¢€) < 0. Sea [jull, > R con R > >0y

Il ¥ |-/l z son equivalentes en X7, por ser un espacio finito dimensional, entonces se sigue la
Afirmacién 7. [

Por las Afirmaciones 6 y 7 se verifican las hipétesis de la Proposicion 2.1, por lo tanto el

funcional I satisface la hipétesis (I) del Teorema 2.2.

Como el funcional I € C*(E,R), satisface la condicién de Palais-Smale y las demds hipétesis de
la Generalizacién del Teorema del Paso de la Montafia, se concluye que el Problema (1) tiene

al menos una solucién débil no trivial v. =
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