SOLUCION DE PROBLEMAS

74. ¢De cuantas maneras se pueden repartir £ billetes de un peso
entre 7 personas’

1% solucién. Hacemos crecer de 1 a 2 el nimero de personas que
participan en la reparticion de los £ billetes.

Si hay una sola persona, habrd un solo caso posible: ella recibe
los £ billetes.

Con dos personas P,, P, la primera puede recibir £, k — 1, ...,
1, 0 billetes: hay £ + 1 reparticiones diferentes posibles.

Con tres personas Py, P., P, las primeras dos, consideradas jun-
tas, pueden recibir X, k — 1, ..., 1, 0 pesos; segin el caso prece-
dente habra:

k+1) +k+ =1+ +1=(k+ 1) (k+2)2
casos posibles, expresién a la que se puede dar la forma:

(447

Pasamos al caso de cuatro personas: Py, P,, P; y P,. El grupo
formado por los tres primeros podra recibir %, £k — 1, ..., 1, 0 bi-
lletes. Aprovechando el resultado obtenido en el caso de tres perso-
nas, se ve que si son cuatro, el nimero de distribuciones diferentes

vale:
(55 o3 105
(véase Problema 102).

Los resultados validos para estos primeros casos particulares su-
gieren que con 7 personas, el niimero de reparticiones sera:

(f5or).
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Procedamos por induccién completa para demostrarla. La formula
vale para 1, 2, 3, 4 personas. Supongamos que ella sea correcta para
¢l caso de 7 personas. Si afiadimes una persona mas, el grupo for-
mado por las 7 primeras podra recibir £k, k — 1, ..., 1, 0 billetes
mientras la (n 4+ 1) -¢sima recibe el resto. EI nimero de las repar-
ticiones posibles es, de acuerdo con la hipdtesis de induccion:

(/(—{_”_‘1)_{_(/{_{_”_2)*‘---“*“/;f_l) (/({-71),

n—1 n—1 n

que es de la misma forma, lo que demuestra completamente la
formula.

Guillermo Tello Y.

2% solucion. El problenm es equivalente al siguiente: tenemos 7
objetos: 1, 2, ..., »n, ;/de cuantas maneras podemos formar grupos
de £ objetos, pcrvmrlendo que el mismo objeto figure varias veces y
sin tener en cuenta el orden? Estos grupos se llaman combinaciones

. o/ &
con repeticién de orden % de 7 elementos (véase vol. IL. pp. 27-28,
donde esta explicado el concepto de combinacién sin repeticion).
El nGimero total de estas combinaciones con repeticién es

(1 ,(/l%—é—l)

\

Demostremos esta formula. Sea primero £ = 1; entonces las Gnicas
combinaciones posibles son:

1, 2 e g
. n
es decir
1
en namero.

Sea k = 2, entonces se pueden formar las combinaciones si-

guientes:
11
12 22
13 23 33
1n 2n 3n . : . nn,
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esdecirn - (n— 1) + (n—2) +... +1= (2 + Vyn/2=

{1

Para £ = 3 podemos obtener todas las combinaciones agregande
primero 1 al principio de todas las combinaciones de orden dos:

combinaciones en total.

111
112 122
113 123 133

117 127 132 . . . 1nn;

1)

luego, agregamos 2 al principio de todas las combinaciones de or-
den dos que empiezan por 23, ..., a:

de tales combinaciones hay

3] _{_

222
223 233

22n 23n . : ; 20

[5):

ahora agregamos 3 al prmC1p10 de todas las combinaciones de orden
dos que empiezan por 3, .

de tales combinaciones hay

333

3.%72 . . 3nn:



de tales combinaciones hay

n—1
5 ;
Siguiendo asi, llegamos finalmente a agregar  a la Gnica combi-

nacion de orden dos que empieza por #:
nnn.

Claro estd que hemos obtenido asi todas las combinaciones de or-
den tres de 7 elementos; el nimero de ellas es entonces (véase Pro-

blema 102)

U () ) ()08

Hemos demostrado, pues, la férmula (1) para £ = 1, 2, 3.
Ahora la demostraremos para el caso general por induccién com-
pleta, suponiéndola cierta para un valor £ y pasando a k + 1 por
el mismo método que acabamos de emplear en ¢l caso k& = 2,
k 4 1 = 3. Las combinaciones de orden £ + 1 se cbtienen a partir
de las de orden % agregando el elemento 1 al principio de todas las
combinaciones, luego el elemento 2 al principio de todas las com-
binaciones que empiezan por 2, 3, ..., n, etc. Este proceso da un
total de (véase Problema 102)

) (1)

combinaciones con repeticién de orden £ -+ 1 de 7 elementos y la
férmula (1) queda completamente demostrada.

3% solucién. Demostraremos la férmula (1) estableciendo una
correspondencia biunivoca entre las combinaciones con repeticion de
orden %k de n elementos y las combinaciones sin repeticién de or-
den % de n + k— 1 elementos, lo que demostrara la férmula (1).
Sea entonces '

(i], ig, ceay Zl\)

una combinacién con repeticién de orden % de los elementos 1,2,
oy donde 1 < gy <y, <. <k << . A esta combinacién
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le hacemos corresponder
(2) (1, s+ 1, oo, + k—1)

la cual es una combinacion sin repeticion de orden % de les elemen-
tos 1,2, ..., n -+ k — 1, puesto que cada elemento de (2) es in-
ferior al siguiente y que en virtud de i« << » tenemos i + £ — |
< n + k — 1. Inversamente sea

(J15 Jos o es 19

una combinacion sin repeticién de orden £ de los elementos 1, 2,
on+k—1Ldondel <, <<l ...< p<n+k—1L

Esta combinacién corresponde a

Gojo—1, ..., c—k + 1)

que es evidentemente una combinacién con repeticion de orden %
de los elementos 1, 2, ..., n. Asi la féormula (1) queda otra vez de-
mostrada.

Otra solucién de: Armando Chaves Agudelo.
75. ¢De cuidntas maneras se pueden repartir £ billetes de un

peso entre » personas (¥ = n) de manera que cada persona reciba
por lo mencs un billete?

Solucién. Después de repartir a cada persona un billete, sobran
k — n, los cuales se pueden repartir segin el problema anterior de

PR = (2

maneras.
' Armando Chaves Agudelo.

Otra sclucion de: Guillermo Tello Y.

76. Sea la sucesion U,, U, ..., Us,... definida poniendo U, = 1,
U, =2 yparan =3

Uu = Uu-—] + L]n——:.
AsiU, =3, U, =5, U, =8, U, = 13, ... Los elementos de esta
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sucesion se Ilaman nimeros de Fisonacer (c¢f. Vol. L. p. 19, Vol. IL.
p- 125).

Demostrar
[]‘ -%-- l];:, + l]-. + cee -‘;— U»_m——1 — U-_n.\ = 1’
U, +-U; +Us+ ... + U = Unn+1 — L

12 solucion. Por induccién completa: para n = 2, tenemos

U4—1TL”;-_—%—U-_--—l::U;;—%—I‘ZU;-_—FU,,
U’;_l:L/4‘{'br;;'—l:b’v;+L’:+U’I_1:U,;+U:.
Supongamos ahora que para 2 las dos relaciones sean ciertas; en-

tonces

L["l!+: amiaad 1 = U-_vn%w] —;— U-_m —_ 1 =

== l]-_m‘—: + lJ’-_m—‘] + e + [/'.’. + [J’:: L UT,

(_/3'1-1——:; = ] = U-_'nﬂ'-;_' '+— U:x|+1 — 1 -
= [jgn—&—g -{** U:n + —+— U(; —L U4 —:'— U-_».

Humberto Aparicio.
24 solucion. Para simplificar, pongamos

Su = (]1 *7" (]:: + -—i'— U;:n——nr,

i = []: ‘{‘ L/v4 + — + l]:n.

Restando obtenemos
Tu - Sn — ([]: _— l]y) 'f— (U; - U:;) + + (U:u s U::n——1)
] e P, b, o e Do = 4 o T

de donde §n = Uwm — 1.
Por otra parte
So —To=U, + U —=Us) + (Us—Us) + ... +
(Up—1 — Uso—2) — U =1 -+ (Ur + Us + ... + Un—s3) —
Umw = 1 4+ Su— Um—1 — U,
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de donde
e T:n Pty l S (U-_:n“'l + l]:n) = l e U-_.n'—}—],
Tn f— U;gll-+~] o 1.

Guillermo Tello Y.

Otras soluciones de: Astolfo Arias, Armando Chaves Agudelo,

Jaime Rocha R., Alvaro Rodrignez, Arturo Sanchez Weiss, Jaime
Vanegas Gomez.

* 77. (Continuacién) Demostrar

ng! = U1;2 -+ U"_"_‘,
Lygn-fl‘] = Ull'f"];’ - Lyn-"[:!.

Solucidn. Por induccién completa: para n = 2, tenemos

U4 — 5 e [J:-‘ + U12,
U;'. = 8 == U::: i Ulg-

Supongamos ahora que para 2 las dos relaciones sean ciertas;
entonces

Um-+o = U+, 4+ Usn =
ST A P I O B = e P U
Um+z = Um+s + U+, =
=Unri® 4 Ui® + Unrt® — Un—1* =
= 2Un+:* + 2Us* — Un—* — Un® =
= W12 £ 2 —= (Un+y — Uh)® — Us® =

— \,-7n~0—1: + Un: + 2Uu+1 Un o l]u: =
e ([]u—!—: + Un): — Un2 — L/Yn—e-‘_»z — Unz.

Humberto Aparicio.

Otras soluciones de: Armando Chaves Agudelo, Alvaro Rodri-
guez, Jaime Vanegas Gdimez.
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78. Demostrar que si 7 es un nimero entero positivo,
B+ + (P +2)+ ...+ (n 4+ 1)
¢s la suma de dos cubos consecutivos.

Solucion.
(1) +2)+ .+ @+ 2+ 1) =
=+ +n4+1)=2"+3"+3m+1=
=" + (n 4 1)
Oscar Villa Moreno.
Otras soluciones de: Humberto Aparicio, Astolfo Arias, Arman-

do Chaves Agudelo, Jaime Rocha R., Alvaro Rodrigucz, Alvaro
Sanchez Weiss, Jaime Vanegas Gomez.

79. Resolver la ecuacién

1 1 1 1
i e . — = 0.
x x+—1+x~1’—2+x-{-3
Solucién. La forma de la ecuacién sugiere la solucién ¥ = —3/2,

que se puede verificar inmediatamente. Suprimiendo denominado-
res, la ecuacidn toma la forma:
26" + 92 -+ 11x + 3 = 0.

Por tener la ecuacién la solucién x = — 3/2, el primer miembro
es divisible por 2x + 3. Efectuando la divisiéon se ve que la ecua-
cién se puede escribir:

2x L 3) (¥ +3x+ 1) =0,

cuyas raices son: la de 2x + 3 = 0 ya encontrada, y las de
r* + 3x + 1 = 0 que son:

[La ecuacién propuesta tiene, pues, las tres raices:
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Guillermo Tello Y.

Observacion. Armando Chaves Agudelo suma los términos de
la ecuacién de dos en dos, lo que da:
2%+ 3" A 2x 4 3 B
x(x + 3) (x+1) (x+2)

] ]
2% £ 3) {— _
(VT)(x-+3x+x-+3x+z> 0,

de donde se ve también que x = — 3/2 es raiz de la ecuacion pro-
puesta. El final de la solucién puede hacerse como arriba.

Otras so'uciones de: Astolfo Arias, Humberto Aparicio, Alvaro
Rodriguez, Jarme Vanegas Gomez, Oscar Villa Moreno.

80. Llamemos C una superficie conica de revolucion con vértice
S, cuyo semi-dngulo al vértice es de 457, D una recta paralela al
eje de revolucién de C, v P el plano que pasa por § y es perpendi-
cular a D. La recta D intersecta al plano P en O; pongamos SO —
2a. Sea L la perpendicular coman a D y a una generatriz R de C:

L cortaaRen AyabDenB.

a) Siendo A’ la proyeccion ortogonal de A sobre P, encontrar
el lugar F del punto A" cuando R varia.

b) Construir las rectas L situadas en un plano 7 paralelo a P.
Discutir cuando la distancia de los planos P y = varia.

¢) Demostrar que los puntos 4 (cuando R varia) estan situados
sobre una esfera K de centro O.

(Bachillerato, 1# parte, Lyon, Francia, 1950).

Solucién. Supongamos que el eje 2’z del cono C sea vertical. El
plano determinado por D y 2’z es un plano meridiano que corta a
C alo largo de dos generatrices perpendiculares MN y M’N’ cuya
bisectriz es 2"z. D corta a estas dos generatrices en Q y en Q” res-
pectivamente y el tridngulo QSO es restingulo e isdsceles: OS =
= OQ = OQ, = 2(1.
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a) Sea R una generatriz cualquiera de C y R’ su proyeccién or-
togonal sobre P. La perpendicular comin 4B a D y a R es paralela
a P, puesto que D es perpendicu-
lar a P; el angulo recto SAB, que
tiene un lado paralelo a P, se pro-
yecta entonces sobre P en un an-
gulo recto 4’0 y, ya que los
puntos S y O son fijos, el punto
A" estd sobre el circulo F de did-
metro SO situado en el plano P.
Inversamente, sea 4" un punto de
este circulo; el plano (4, " z) cor-
ta a C a lo largo de dos generatri-
ces; sea R una de ellas. 4" es la
proyeccién sobre P de un punto A
de R; tracemos el plano paralelo a P que pasa por A: éste corta a
D en un punto B; el dngulo SAB tiene el lado AB paralelo a Py
como su proyeccién sobre P es recto, debe ser recto él mismo; AB
es también perpendicular a D, puesto que es paralelo a un plano
perpendicular a D. AB es entonccs
la perpendicular coman a D y a
Ry 4" es un punto del lugar F
buscado, que es, pues, todo ¢! circu-
lo de didmetro OS situado en P.

b) Consideremos un plano =
paralelo a P; 7 corta a C a lo lar-
go de un circulo y que tiene por
eje 2’2, Decir que una recta L esta
situada en 7 quiere decir que exis-
te un punto 4 sobre vy, cuya pro-
yecciéon A" sobre P esta situada so-
bre el circulo F. Sea I el centro de
y; el radio  de y es igual a 87 y la proyeccién y” de 7y sobre P es el
cireulo de centro § y radio 7. El nimero de puntos 4 situados en el
plano 7 depende del nimero de puntos de interseccion de los
circulos ¥’ y F; este nimero sélo depende del radio del circulo y v
vemos que:

si 7 < 2a,% corta a F en dos puntos; hay dos puntos A4 en el
plano m, que contiene por lo tanto dos rectas L que sabemos cons-
truir;

si # >> 2a, F es interior a y'; no hay punto A4 en &, que no con-
tiene, pues, recta L alguna;
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si r = O, 7 coincide con P, el punto S es un punto A; las ge-
neratrices R estan en el pldno perpendicular en § a OS;

si r = 2a, el circulo 9’ toca a F en O; el plano 7 pasa por 0o
Q’; las generatrices R son MN o M'N’; L\ perpendicular comtn es
entonces la perpendicular al plano (D,~ 2)en Qo Q.

En resumen todos los puntos .4 estdn situados entre los dos pla-
nos paralelos a P que pasan por O y O".

¢) De la primera figura se ve que el triangulo OA4’A es rec-
tangulo y que 4’4 — SA, puesto que el "moulo A'SA vale 45°.
Los dos tridngulos 0.4’S v OA4’A son entences iguales y sus hipo-
tenusas OS y OA son iguales. Luego todo punto A estd situado
sobre la esfera de centro O y de radio 245 0. S, Q" pertenecen a

esta esfera.
Solucién tomada de: Annales corrigées du Baccalauréat, edita-
& )
das por la casa Librairie Vuibert, Paiis.
Otras soluciones de: Armando Chaves Agudelo, Jaime Rocha R.,
Alvaro Rodriguez, Jaime Vanegas Gomes.

23



