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INTEGRALES MULTIPLES 
1. INTEGRALES DOBLES 

1.1 DEFINICION 
Sea Q una región rectangular del plano XV, donde aixlb y c<y<d, es 
decir, Q= [ a , b] x[ c , d ] = { ( x , y ) ¡ x e [ a , b ] , ye[c,d]}. (Figura 1) 

Y 

yy/y/yyyyy-••/.'.•••••••••:•:•:••y.yyyyy/-y. ¿y-

'$/#///?/%. y, •••: : 
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• • • • • • • • 

Se particiona o en nm subrectángu1 os que no se traslapen asi: 
Se busca una partición Pj. de Ca,b], de la forma Pjl = { x 0 , x i, x a , . . . , x„ } , 

K a 
x0=a<xi< . . . <x„ = b, , i = l,2,3, . . . ,n, es decir cada 

subintervalo de igual longitud; y una partición P 3 de [c,d] de la forma 
a d-c Pa=(yo,yl ,y2, . . . ,y m) ; yo=c<yi<y2<...<ym=d y & y j m y j ~ y j - x m — — , para 

j = l, 2 , 3 , . . . , m . Las nm subregiones rectangu 1 ares X ^ Í X Í X j y y^.j^y^yy, 
i=í,2,3,...,n y j=1,2,3,...,m tienen cada una una área de 
AXjiAy^" («¿-Xj.J (yj~yj-i) y constituyen una partición P de q en nm 
subrectángulos que se enumeran en forma conveniente (Figura 2) 

d 
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c 
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Sea f ( x , y ) una función definida y acotada en una región del plano XV 

0=[a,b]x[c,d], entonces la integral doble de f(x,y) sobre o, notada por J* £ £ ( x , y ) dxdty 

se define por: 

Si este límite existe. (a,b) es un punto cualguiera en el subrectángu 1 OQ^ 
y f(a,b) el valor de la función en este punto. 
Ejemplo 1. 

Hallar el valor de J J Kdxdy, 0= C a , b ] x[ c , d ] . 

Solución 
n m a m 

I I Kdxdy = lim lim Y) Y) f {a,b) A ^ A y , = lim lim T T kLx^y, 
J 0J JZi JTi n-** fZ\ JZ\ 

Lm t K A x > Í A y j = ^ % = lim 
n-* 

= jalim ixn-x0) lim (yrt-y0)\ = ¿tflim ( b - a ) * lira (d-c)\ 
\ a— /»-<» / \ n-"» / 

= k(b-a) (d-c) • 

La integra 1 J J K d x d y = K ( b - a ) (d-c) representa el volumen de una caja 

de lados b-a, d-c y de altura K, luego en general la integral doble 

I | f ( x , y ) dxdy , Si f(x,y)>0 tiene una interpretación geométrica así: 

Se eligen ejes paralelos a uno de los vértices de uno de los 
subrectángu1 os de la partición (Figura 3). 



d 
dy 

Figura 16 

a dx b 

El área del subrectángu 1 o que aparece en la figura 3 subrayado es dxdy. 
Esta área se multiplica por el valor de la función en el punto (x,y) 

del subrectángu 1 o, f(x,y), entonces la integral j j f { x , y ) d x d y es 1 a 

suma de todos estos productos cuando dx y dy tienden a cero, es decir, 
n y m tendiendo a infinito y constituye el volumen del sólido limitado 
por las superficies x=a, x=b, y=d, y=c; z=0, y z=f(x,y). En conclusión 

f f f ( x , y ) dxdy=V(s) 

Siendo s el sólido limitado por las superficies anteriores y 
z=f(x,y)>0. 
Para calcular integrales dobles no se utilizará la definición ya que 
ella es muy engorrosa, se buscaran técnicas que faciliten los cálculos 
de el las 
En integrales unidimensionales el segundo teorema fundamental del 
cálculo proporciona un método para calcular integrales sin exigir la 
definición en cada caso y aqui existe el siguiente teorema que logra el 
mismo objetivo en dos dimensiones y nos permite calcular ciertas 
integrales dobles mediante dos integraciones unidimensionales 
sucesivas. 
Teorema 1 
Sea f una función definida y acotada en un rectángulo £p[a,b]i[c,d] y 
supongamos que f(x,y) es integrable en q. Supongamos que para cada y 

b 

/

b 
f { x , y) dX existe y su val 

/
• d 

A (y) dy en ton c 
f*A(y) dy=f f f ( x , y ) dxdy, es d 

or 

ices 

)eci r: 



4 Itratrria Actv*4t. 

Si se invierte el orden de integración se obtiene una fórmula parecida 
a saber: 

f ¡ f ( x , y ) = f * f * f ( x , y ) dydx 

a en 
/

• cf 
f ( x , y ) dy existe para cada x fij< c 

[a,b] y que es integrable en [a,b]. 

Este teorema proporciona una evaluación de la integra i f f f ( x , y ) dxdy 

mediante integración reiterada. El proceso consiste en integrar f(x,y) 
respecto a x entre a y b (dejando a y fija) y luego se integra el 
resultado respecto a y entre c y d ó integrar f(x,y) respecto a y entre 
c y d (dejando a x fija), y luego se integra el resultado respecto a x 
entre a y b. 
Ejemplo 

Ha llar el valor de j J C O S (x+y) dxdy; 0 = CO,n]x[0,n] (Figura 4) 

Figura 4 
[Ü,n) 

Solución 

i ) 

i i ) 

jjCos (x+y) dxdy = jf*Cos (x+y) dxdy = f*Sen(x+y\^dy 

= (Sen(y+n) -Seny) dy = -Cos(y+n) 

= -CO82n+COBTt-(-CO3n+CO80) =. - 1 - 1 - 1 - 1 = - 4 

J feos (x+y) dxdy = j* f*Cos (x+y) dydx = ¡*[sen (x+y) dx 



= f* [Sen(x+K) -Senx] dx = [-Cos(x+w) +Coexf 

- (-Cosí2n) + Cosni) — (— C o s n + C o s O ) «-4 
Ejemplo 2 

Hallar el valor de j J e dxdy 0= [0,2] x [1,3] (Figu ra 5) 

x > 
(0,3) 

(0.1 J 

Solución 

Figura 5 

(2.3) 

(2.1] 

U 
e dxdy 

= ( e ' - D ^ M Z d y (u.L^y) 

C - l ) < . ' - ! > - ^ f f . i s ü . 

Ejemplo 3 

f1 f1 X1/2 
-alcul ar / / dydx. 

Jo Jo 1 3 / 4 

Solución 

L 

[ i i 
JO I 

1 y 1 / 2 

0 1+X 3 / 4 

1 2 2 * 4 Z 3 

dx (si x =z4 - dx=4z3 cíz) 

cte cfcr 



4 l n ( z 3 + l ) 

3 3 C = ~ (l-ln2) 
à 

Ejemplo 4 

Calcular f jex+yC0Sxdxdy; [0,2] » [0,n] (Figura 6) 

X 

Solución 

f f e x+yCosx dx dy f 3 f e ye xCosxdydx = (e*-l) f2 @xCosxdx 
Jo j0 *o 

e xSenx+e xCosx\ 

1 ) [ (e2Sen2+e2Cos2) - {e°SenO+ecCosO} ] 2 

= [e2 (sen2+Cos2) -1] 
2 

Nota 

p2 
La integral I exCOSX(ÍX (se calculó por partes). 

JO 

Teorema 2. 

Sea f ( x , y ) una función continua en Q- [a,b] * [ c>d ] (Se llamará región 
de tipo I) entonces f(x,y) es integrable en o y 

f f f ( x , y ) dxdy = f b f d f ( x , y ) dydx - f d f b f ( x , y ) dxdy. 
J QJ J a J c J c J a 

Demostración (Ejercicio). 
Ejemplo 1 
Calcular f { XBY dxdy. Q = [0,1] x[0,2] (Figura 7) 



Y Figura 7 

M M i í 1 - 2 ) 

(0,0) 
Solución 

M 

¿)
 !oSxeydxdy - / : / > ' < * < * - f b f ^ - i.*n)£xdx 

= ( e 2 - i ) — 
2 ' l

1 i ' f « i z l * 
J0 l 2 , 

ii) / x e y dxdy - ¡Jfcxe'dxdy = / J f e ^ d , -

2 É e 2-l 

1 . 2 ALGUNAS PROPIEDADES 

Sean f(x,y ) , g(x ,y ) f funciones integrables en una re Síón o, entonces 
i) f(x,y)±g(x,y) es integrable en o y 

Í J ±9ix,y) ] dxdy = f j f ( x , y ) dxdy ± f j . g ( x , y ) dxdy. 

ii) Si a es una constante entonces «f(x,y) es integrable en p y 

S Q S a f { x ' y ) ^ d y = « f j f ( X r y ) dxdy 

L i i ) U f U ' y ) dxdy = dxdy*. . . + f J f ( X , y ) dxdy siendo 

ie O que no se traslapan y Q = |J Q¿, 
¿-1 

Oi,0i,...,0a subregiones de 

Ejemplos 

fjxdxdy=3 y ¡Jydxdy=l y que ¡ [dxdy =8 entonces: 

f j (2x+4y) dxdy = f j 2 x d x d y + f f i y d x d y 

Suponga que 

i) 



8 Nraartf« Acavatfo. 

i i ) 

iii ) 

iv ) 

= 2J Jxdxdy + 4 j j y d x d y = 2 *3 +4 *7 =34 

j* J (x-y) dxdy = j J xdxdy - jjydxdy=3-7 =-4 

f j 10 dxdy = l0jJdxdy=10*e=S() 

Í J í^ 2~(4+4y+y 2) ] d x d y = JJ" (-4-4y) d x d y 

= - 4 j j d x d y - 4 j j y d x d y = -4*8-4#7=-32-28 

Teorema 
Sea f(x , y ) una función continua para (x,y) en una región rectangular p, 
donde alxlb y c<y<d, es decir p = [a,b]x[c,d] entonces: 

f f f ( x , y ) dxdy = f * f * f ( x , y ) dydx = [ " f " f ( x , y ) dxdy. 
JQJ Ja Jc J c J a 

ación (Ejercicio). 

La integral f ^ í ¿ f (x, y •) dxdy se puede interpretar geométricamente así: 
J c J a J 

/
.b 

f(x,y-¡) dx considerando a yj como constante se obtiene 

\£{x,y)dxdy = \ b r d 
[ QJ j a •> c 

Demostración (Ejercicio) 
d rb 

c J a 

b 

a 

el área de la región sombreada y vertical que aparece en la (Figura 8) 
la cual está situada en el plano y=y j y bajo la superfecie z=f(x,y) 
entre x = a y x = b, y-c. y y-d", y si se multiplica por dy se obtiene el 
volumen de la tajada que se observa en la (Figura 9) y así: 

Figura 8 

z A 
^ z = U x . y ] 

-4V 

.'Sv.v.v v \v> 
. vans ¡N̂ÜN̂Nsy'; 

^ y 
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Figura 9 
z 

/
d r b 

f ( x , y ) dxdy es la sumatoria de los volúmenes de las 

tajadas desde y = c hasta y = d cuando dy -> 0 (m -> co) . j» •• 
Evidentemente, el resultado para f(x,y)>0, es el volumen de la región 
bajo la superficie z=f(x,y) y sotare el rectángulo 0, que es precisamente 
fa interpretación geométrica de f j f ( x , y ) d x d y , si f(x,y)>0 

(análogamente f * f * f ( x , y ) dydX tiene la misma interpretación). 

Ejemplo 1 

Calcular j J (x 2+y 2) dxdy o = [0,4] * [0,4]. 

Solución 

i) 

ü ) 

f j W*y>) dx<(y JF'JT4 <*»*y») cücdy-

-- L W ^ y l ^ y ^ t -

f J W + y ' ) dydx = / ; / ; dydx - f ^ Y ^ ^ d x 



ÍO 

- L 
4 ( 4 x 2 + ± ± ) d x = 

o 3 
4x 3 6AJtT* _ 256 256 _ 512 

3 3 JO 3 3 3 

A/ota 
A la región 0 = [a,b]i[c,d] se llamará región de tipo I. 
1 - 3 Teorema de FUBINE 

Sea f(x,y) una función continua en una región plana Q. 
1). Si se define o mediante a<x<b y g(x)<y!f(x) siendo g(x) y f(x) 

continuas en [a,b], (Figura 10) entonces: 

Figura 10 

f f f ( x , y ) dxdy = f * ff<x> f ( x , y ) dydx-
JQJ Ja Jcrlx) 

b /»ftx) 
QJ Ja Jff(x) 

A la región plana Q={(x,y)|a<x<b, g(x)<y<f(x)} se llamará región 
del tipo II. ; 
2). Si se define Q mediante c<y<d y g(y)<x<f(y) siendo g(y) y f(y) 

funciones continuas en [c,d] (Figura 11) entonces: 

Figura 11 

X 



¡ J f U . y ) dxdy - J c
d Q ' f ( x , y ) dxdy. 

A la región plana Q=i (x,y) |g(y ) <x<f(y ) , c<y<d) se llamará región 
del tipo III. 

Ciertas regiones son del tipo II y III a la vez, tomo lo son las 
regiones encerradas por circunferervcias y elipses. 

Ejemplo 1 

Ca 1 cu l a r ¡ J dxdy o = {(x ,y ) |0<x<l; x=<y<x.} (Figura 12J 

Figura 12 

Solución 
La región q es del tipo IX (Figura 12), así que 

= 2Í1X^2(x^2-x)dx = F1 (2X-2X3'2) dx = 
Jo Jo 5 Jo 5 

Ejemplo 2 

Calcular la integral ¡J(x*y)dxdy = f f f ( x , y ) d x d y . s i e n d o Q la región 

x 3 

0 o 

limitada por las gráficas de x = y 2 Y Y~ 
2 2 (Figura 13) 
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Figura 13 

Solución 
La región Q es la que se observa en la (Figura 13) G-CiOp, es una región 
del tipo II o III. 

pues j j f ( x , y ) dxdy = J J f (x,y) dxdy + j j f (x,y) dxdy 

= / ; / - U+y) dydx + ^ ^ 

r 3 , V ^ Ily/X 
d x + £ 

2 2 

j -i 2f )- <( ' ; > 

dx 

= 4 X + . 4 6 . 9 . 5 JO 5 8 24 8 Jl 

La región o fué considerada del tipo II, pero también se puede 
considerar del tipo III asi: 

•4) f f (x+y) dxdy = J^f]***'* U+y) dxdy (Ejercicio) 

Ejemplo 3_ 



Utiyilti <•>!«• ¡r tripln, tm lia» y ta .«p.ríícl. 13 

Calcular la integral j je^cbcdy; 0={(x, y) | |x¡ + |y| <1> (Figura 14) 

Figura 14 Y 

Solución 
La región p se observa en la Figura 14, pues 

x| + |y|=l - I * I + I y I = 

x+y si x>0, y >O 
-x-y si x <0, y <0 

-x+y si x <0, y >0 
x-y si x>0, y <0 

la región Q de integración es de tipo II o tipo III, así: 

/Je^dxdy - CfZe*'ydydX+í»Ce"ydydX 

í2e"y}Xx1ldx * f a
1 l e " t - l d x /j« 2" 1-«- 1) dx + efe 

r e2**1 jO r e2*-1^ 

Si se utiliza la región del tipo III entonces: 

(Ejercicio) 
Ejemplo 5 
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Calcular / f f ( x , y ) dxdy. 0= [0,2] »[3,5] (Figura 15) 

f(x,y) = 

r x2 v2 « O sí JL- + JL-11 
4 9 

1 en el resto 

Figura 15 

mmM'mmhMM 

mm wmm 

(2-0) 

Solución 

X 

9 4 4 2 

f j f ( x , y ) dxdy = f j f i x , y ) dxdy * ¡J f { x , y ) dxdy 

(Ejercicio) 

Ejemplo 6 < 

16) r J 1 rJ j^i-xL-ll dxdy; Q={(x,y) | <Fi*ura 



Figura 1 6 

1-2,0) 

y=3^1-(x2 /4Ì 

(2,0) 

y=-3\jl-tx2/4) 

4 9 =1 y 2 = 9 ^ 1 - ~ - j y=±3^ 1-

U M ^ ^ y - C / f12F?«y<* 

s 
= f 2 J[f** 2

A I C o s t I 3ACostdtjdx (#) 

[2
3A* Ï_t+Sen2ti 

J-2 L 2 4 J 
n/2 
- r c / 2 

dx 2 3A a ( ü l dx _ 3« 
/ > f ) dx 

X 3 l 2 
a L*" l2 J-2 

3* 3 * 8 
12 M l ì ììl 

8\_3ic/ 2 4 - 8 \ _ 3* / 1 6 \ 
m 6/" 2 \ 6 ) * - [ - r i 

3n*8 3 n * 2 * 4 
2*3 

=4rt. 

(* Si ~3?Ä=Sent Y y=3ASent 

= I C o s t j y dy = 3 A C o s t d t ) 
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Como ejercicio invertir el orden de integración y calcule la integral 
Ejemplo 7. 

Ca1 cu lar J f ÍX+y] dxdy; o = [0,2]«[0,2] . (Figura 17). 

Figura 17 

s % m,m 
"/" - i a 
j tí. -

' '///••/'//S/y/s-' 

IX \ 
* n.oj 

x+y=0 
C2,0J 

x+y=1 

x+y=2 

[x] parte entera de x 
Solución 

[x+y]=0 si O < x + y <1 
C x + y 3 = 1 si 11x + y <2 
[x+y]=2 si 21x + y <3 
C x + y]=3 si 3<x + y<4 

f j dxdy, = ¡ X y dxdy + [x+y] dxdy + 

n2 /*2 p2-y 

[x+y] dxdy + / í [x+y] dxdy + 
J-y J1 JO n3 y lx+y] dxdy + V f 2 [x+y] dxdy 

_ y J l Í 3 - y 

= f1 [X y 0 dxdy + Cí2~yidxdy + f 1 f 2 2 dxdy + 
Jo Jo Jo J l - y Jo J2-y 

r r \ d x d y + rr-y2dxdy + r r 3 ^ Jl Jo Jl J2-y Jl J3-y 

= £ C - <l-y) 1 dy + /0
 2 [2- (2-y) ] dy + JT* (2-y) d y + 

2 [ (3 -y) - (2 -y) 3 dy + [ (2-(3-y)) ] dy (Ejercicio). 

Ejemplo 7 
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Calcular f* J j x ^ 1 dydx 
_ , . , - í Solución 
Para poder calcular esta integral, hay que invetir el orden de 
integración así: 

En la integral f* f* x&y* dydx, significa que la región de integración^ 
i 0 Jx

2 

esta limitada por x=2; x=0; y=4; y = x=: (Figura 18) luego 

Y Figura 18 

12*4) 

2 

y = x t 

• — X 
c c x e y ' d y d x - a r ^ y - ¡ y 4 i f • * -

Ejemplo 8 

Calcular f^f 2 yCosx5 dxdy • 
JO JY/Y 

Y Figura 19 

Solución 

En la integral f F yCOSX5 dxdy s e tiene que y =4; y =0; X=JY y x = 2> 
Jo -v? 

luego la región p es la observada en la Figura 19. 
luego invirtiendo el orden de integración se tiene que: 

f4 f2 yCosx5 dxdy = f2 fx yCosx5 dydx = f3^-Cosx5dx 
Jo iy/y Jo Jo Jo 2 
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= --Senx5 
10 

= -l~Sen(32). 
O 10 

Ejemplo 9 

Colocar los límites de integración en la integral fJ\COS(x+y) \ dxdy, 0 

= [0,TT]x[0,Tt] (Figura 20). 
Figura 20 

Y 
1 
x+y=2*r 

x*y=3*/2 

/ 

Solución 

Cosxl 

COSX 0 ÍX5 TE 

-COBX - f - ^ 3 - 2 - l ü e ( 3 ° 2 2 

Cosx 
, 2 * 

feos (x+y) sí Oáx+y^-f 

Cos (x+y) | =l-Cos(x+y) si 
Cos(x+y) si 3-|áx+yá5f 

; í: fJ\cos(x+y) | dxcíy = f j fJ~*Cos(x+y) dydx + 

j i j * -eos(x+y) dydx + j * - C o s ( x + y ) dydx + 
0 j * 2 
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a a 
Ejemplo 9 

f*f*^ ^Cosix+y) dydx <Ej ercicio: Calcular las integrales) 

Colocar los límites en la integral J^ j | X~y \ dxdy; 0 = [-1,1 ] *[ 0 , 2 ] , 

(Figura 21 ) . 

M 

J Figura 21 

M -Y///////////•• •VA'ÏY/SA'.-Y/.' 

Solución 

x-y | -
x-y ai x>y 

y-x si x<y 
l u e g o f 0 f l x " y l dydx = (y-x) dydx 

fc fQ*(x-y) dydx + £ 1 J 2 ( y - x ) dydx- ( Como i, cakul ar las 

integra l'es ) . 
Ejemplo IO 

Cal cu 1 ar ifl/t"» 1 ^ dxdy; o = [0,4] * [0,2] (Figura 22). 

Y 

(0.2] 

(0-1Ì 

Figura 22 

K2) 

vmy Í ' / •• " 

(2,0) (4,0) X 
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Solución 
SÍ 0¿-f <1; es decir 0ÚX<2 

[ f ] - 1 SÍ i s f < 2 ; es decir 2 s x < 4 

[ í ] - 2 si 2 * f < 3 ; es decir 4*x<9 

[y ]=0 si 0<y <I 
C y] = 1 si l<y<2 
[y]=2 si 2<y<3 

.uego j /[f]Cy] dxdy = J^J0*0dxdy + f^fl*0dxdy 

j j 0*1 dxdy + f jl*l dxdy - ( l f2
 dydx = 2-

rv o. »2 J1 

Nata 

En Y t^ 3* 1 e n t o n c e s j^-fj l y l = 1 ' e n f ° r m a análoga en los demás 

casos. 
1 .4 INVERTIR EL ORDEN DE INTEGRACIÓN 

f* f XxCosydydx Jo Jo 
Solución 
La región Q está limitada por x = n, x = 0; y=x, y=0 (Figura 23). 

luego j*jxxCosydydx = fxCosydxdy 

f1 fx+1Sen(x+y) dydx 
Jo Jo 
Solución 
La región Q está limitada por x=l, x=0; y=0, y=x+l (Figura 24) 



Y Figura 24 

y=x+1 (1,2) 

1 uego 

í f0
X+lsen<x+y) ¿ydx = £f*Sen{x*y) dxdy + f*£ Sen(x+y) dxdy. 

3. ¡2J^pfU,y)dydx 

Solución 
La región q está limitada por x = l , x = 2; y=2-x, y=y¡2x~x2 (Figura 
25) . 

1 uego 
</2x-x' 

f* f f(x.y) dydx - dxdy. 
2-x 

f2 f2-x 
k / y) dydx 

Solución 

La región q está limitada por x = 2, x = -6; y=2-x y y- *a~4 

(Figura 26). Como y=2~x entonces x = 2-y y como y- entonces 
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1-6,8) Figura 26 

1-6.0) 

luego 

f [\~Xf[x,y) dydx « f° f ^ f ( x r y ) dxdy + f ix.y) dxdy. 
J-éJ*L± J-iJ-f/íy*! JO J-y/IJXI 

f Q
1 f y f ( x / y ) dxdy + f*[*~y£(x,y) dxdy 

Solución 
La región está limitada por y = 0, y = l, x = 0, x = y en la primera 
integral y en la segunda por y=l, y=2; x=0, x=2-y. (Figura 27). 

1 uego 

C f f ( x , y ) dxdy • f ' j ' 7£(x,y) dxdy = ¡ J ^ ' í l x . y ) dydx 

r 

Solución 
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La región Q está limitada por y = 0, y = 2; x - , jy- VÜF 
2 2 

(Figura 28) 

Figura 28 y 

y = 4 x 2 

Como X-^- entonces 2x=y[y-> a s í d u e y=4x2 > Y el punto de intersección 

con la recta y=2 es , ya que 

4 = X 2 - x = ± _ L = ± J ^ , luego: 
4 /2 2 

2 a a 2 

J f f ( x , y ) dxdy = / / dydx-
0 -Vf 

a 4 x a 

a 

7. f1f y f ( x , y ) d x d y 'iry, 
/0 J-y 
Solución 
La región Q está limitada por y=l, y=0; x = -y, x=y (Figura 29). 

H 

Y Rgura 29 
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1 uego 

£¡Jf{x.y) dxdy = f°J^f(x,y) dydx + £ f * f ( x , y ) dydx 

1.5 Areas ENTRE CURVAS 

En integrales unidimensionales se demostró que el área encerrada por 
x=a, x = b a<x<b y y = f(x), y^g(x) siendo g(x)<ylf(x), f(x) y g(x) 
funciones continuas (Figura 30), viene dada por: 

Y Figura 30 

f[x)=y 

gM=y 
— x 

/

• jb e b ¡>f(x) 

(f(x)-g(x))dx; pero esta integral es igual a I I dydx 
a Ja Jsr(x) 

Area _ i> b i'f(x) d y c } x _ r f d y d x _ f fdxaiy 
J a J o fx) J oJ J oJ 

decir: 
b rfix) 

a Jg{x) 
siendo p la región antes mencionada. 
1. Hallar el área encerrada por y=x2, y=x 

Solución 
Como x- = y = x entonces x3:-x = 0 x(x-l)=0 -» x=0, x = l , así los puntos 
de intersección de las dos curvas son (O,O), (1,1) (Figura 31). 
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Figura 31 

n/n 
y= X 2 

X 

luego A(0)=Area de la región es: 

0 - U * * - CL'dydx - iy*2)dx - iHrf i - •? 
2. Hallar el área encerrada por x+2y=2, y-x=l, 2x+y=7 (Figura 31.1). 

Solución 
Resolviendo el sistema y-x=l, 2x+y=7 se obtiene el punto de 
intersección (2,3). Resolviendo x+2y=2 y y-x=l se obtiene el punto 
(0,1) y resolviendo x+2y=2 y 2x+y=7 se obtiene el punto (4,-1) 
(Figura 31.1) 

X 

Figura 31.1 

2x+y=7 



26 Bmratrém Acavttfo. 

1+x 7-2X 

luego Area = f í dxdy = f f dydx + £ J dyax 
° a-« a a 

_3 
4 

3. Hallar el área encerrada por y=x 7-4x y el eje x. 
Solución 
y = x 3-4x = x ( x 3-4 ) =x ( x-2 ) ( x + 2 ) ** x= 0, x=2, x=-2 son los puntos de 
intersección de la curva con el eje x. (Figura 32). 

luego A(0) - U d x d y ' U * " * * U ^ 

J dydx + £2 j dydx 
C3-4X 

f° (X3-4X) dx + fJ[0-(x3-4x))dx 

= 4 - ( - 4 ) =8 
X 2 

4. Hallar el área encerrada por -+-¿_=1. 
a2 b2 
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Solución 

1 - *»--£<«'-*•> - (Figura 33,. 

Figura 33 

uego A(c>) = J J d x d y = j"* J dydx: 

J-a a 

w/2 
2b ' ' 
a 

• f a2-x2 dx * 22. j \Cost\a2Costdt 
- J i / 2 

W / 2 T C / 2 

2a¿> jf Cosztdt = 2ai? jf ( 
-n/2 -x/2 

t . Sen2t = 2 4 2 4 
1C/2 

. = w a t 
-n/2 

* x=aSent, dx=aCostdt, yja2-x2 = a|Coart| » cuando x=-a - Sent--! 
f - f V 

cuando £e/2t=l t=-|. 

5. Hallar el área encerrada por x=4-y3 y el eje y (Figura 34). 
Solución 
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Y Figura 34 

*-y2 

A ( o) = //cbcdy - J* f dxdy 

= J 2 (4 -y 2 ) dy = 2j^2 (4-y2) dy = 
6. Hallar el área común a x=+y==4 y x-+y==4x; es decir x-+y=~4 y 

(x-2)= + y 3=4. (Figura 35) 
Solución 

Figura 35 xz+y^=4 
x 2 + y 2 = 4 x 

Los círculos se cortan en (l, ±/3) (Ejercicio). Luego 

vi v^F 
Ato) = f [dxdy = f f dxdy 

0 V 3 2-v^P 
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v* 

| ( - 2 + 2 v / 4 - y 2 ) d y 

v* 
= 2 * 2 1 ( ^ 7 - 1 ) d y 

o 

= (Ejercicio). 

1 .6 EJERCICIOS 
I . C a l c u l a r l a s integrales siguientes; 

/
•i r«/a 
o Jo 
•1 />2 

1. Y1 /"* (AzcSenx) Senydydx i o Jo 

2. f^f* (lnx)Jydxdy 

3. £ j f 4 ( i - x a - y a ) d x d y 

f4 f4 dydx 
Jo Jo (jc+1) (y+2) 

5 - C í i b ^ y 

7. J (x+y) dydx 
-V^x1 

a. jjxydxdty o = [O, 1 ] x[ O , 2 ] 
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10. f f | y - x 2 | dxdy o = c - i , i ] i c - i , i ] 

11. f f\y-x3\ dxdy 0 = c-i,i]x[-i,.t] 

y l / S 

12. I"1 j x2y3 dxdy 
y2 

13. f f 1 dxdy 
JO J o 

-A-y 

14. j xydxdy 
-JY=y 

l-y 

5. £ f xCos2ydxdy 
Zy-2 

y'-l 

16. | 1 |* x 2 y 3 d x d y 
i-y2 

II. Invertir el orden de integración 
»1 f Z X 

Ja ix 1. f1 í^£(x,y) dydx 
Jo Jí 

2- P f £{x,y) dydx ' J-i i 

3. J 3 j £{x,y) dydx 

4. j
1
 ^

X
£ ( x , y ) dydx + f*f* *ft*'*^ 

3-JC a 
5 - f 1 f x 2 f ( x , y ) dydx + f3 í £{x,y) dydx 

Jo Jo {0 

6. f J íyi£(xfy) dxdy 
Jo Jo 



7. Jrt y/2 

2 JT f f(x,y) dxdy 

y/y V^-y 
8- | f ( x , y ) d x d y + J ' J f ( x , y ) d x d y 

9 ' £ / 

III. Calcular las integrales siguientes 

1. / f Seny^dydx 
Jo Jy/x 

2. j* f^xe*2 dydx 

f4 f2 ey2 dydx 
Jo Jx/2 

• í4 f2 yCosx5 dxdy Jo Jy/y 

• í2 f1 e^2 dxdy Jo Jy/2 
i* 1 /• 2 / / Cosx2 dxdy 

Jo J2y 

. f4 f2 Senny^ dydx 
JO Jy/X. 

8. f1 f1e*2dxdy 
Jo J v 

3. 

,6. 

7 

IV Hallar el área encerrada por 
y+x 2 =6? y + 2 x - 3 = 0 

2. y = X 2 ; y=y[x f-
3 - y - x = 6 , y - x 3 = 0 , 2y+x=0 
4 - 2 y 2 = x + 4 , x = y ^ 
5- x = 4 y - y 3 , x=0 
6 - y = x 3 - x 2 - 6 x , y=0 
7 . y = x , y=3x, x+y=4 
8. x = 2 y 1 / 3 , x = ^ 

2 



x2+y2=1 
10. 4x 2+^-=1 

11. Encerrada en el triángulo de vétices (0,0), 
12 - y=y/x, y=x3-

V Dibujar la región de integración 

VI En cada una de las integrales en los numerales 
el orden de integración. 

y) dydx 

4. J1 j*'x2dxdy 
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2. INTEGRALES TRIPLES 
2.1 DEFINICIÓN. 

Sea f(x,y,z) una función continua en un paralelepípedo S de la forma 
S=[a,b] x [c,d] x [e,h]. (Figura 36), se define la integral triple de f 

en s por: | j f f f {x, y, z) dxdydx = f ¿ J d J * f (x, y, z) dzdydx 

y se puede calcular así: 

i. f j j f ( x , y , z) dzdydx: = J y, z) dzjdxdy 
O 

= f JG(X, y) dxdy = f df*G(x,y) dxdy. 

Donde q es la proyección de S en el plano xy (Figura 37) 

Figura 37 



/

h 
f(x,y, z) dz, con x , y fijos en 

[a,b]x[c,d], luego: 

f f f f ( x , y , z ) dzdxdy = f b f df b fU,y, z) dzdydx 
3 « c e 

= fd fb fhf(x,y,z) dzdxdy. 
Je Ja Je 

Si hemos proyectado S en el plano xy. 
2. Si proyectamos S en el plano zy (Figura 38) tenemos: 

7 
Figura 38 

y.-//.•//.•>:• 
yyyyyyy¿y?-
v///s//s/sK yyyyyyyy.-y,y •yyyyyyyyy^ 

W/̂i'A'.V.'í')'/1«'''«' 
V//S////Á sss/s/sst* •yyyyy.-yy.-_ 

yyyyyyy¿y?-
v///s//s/sK yyyyyyyy.-y,y •yyyyyyyyy^ 

&VXV/X-yyyyyyyyy. v'-'v//'/.-•yyyyyyyyyy^/yyy// •yyyyyyyyyyy-yy-y-y, 
yyyyyyyyyyyyyyyy/y. 

S//SS. i i | V//////.Y. 
'ti/y-v-ss. 

i i | v'' ' 
.v/z-v.;.;.. yyy/y'yyyyyyyyy/yyy. •yyy.\-y!-yyyÁ'yyyyy.' yyyyyy.V;////y///y 4//}y///.\ 

i WXM yyyyyyyyyyyy//y/yy. 

JJJ f(x,y, z) dzdxdy = / / ix,y, z) dx 
3 Qi 

- f d [ b f b f(x,y, z) dxdzdy 
Je Je Ja 

= f ^ f c
d [ y ^ r y r z ) d x d y d z . 

3. Si proyectamos S en el plano zx (Figura 39) tenemos: 

dzdy 
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z 
Figura 39 

UHM • Jr i 
v.'.v.v • ííHí'iiv-1 lililí JÍSÍ Si 

ílíSÍ'S 
• • 

¡¡JfU,y,T)dzdxdy . ¡J^tU,y,z)dy]dzdx 

- u t f{x,y, z) dydzdx 
= Sa ! c f { X ' y , Z ) d y d x d z " 

'En forma más general: 
S e a S el sólido limitado por las desigualdades a<x<b, Q% (x) <y< Q2 ( x ) , 

<Pi(*,y) <2< <p 2 (x ,y) . (Figura 40) , f, «j>2, funciones continuas, 
entonces: 

Figura 40 

y=Q1M y=Q2M 

1. Proyectando S en el plano xy (Figura 41) se ti 



Figura 41 

WSS.y/SSSSSs.-.y /A'/Â WWW. 
WWwWMWMWMÍ 

I 

y=Q2M 

y=QtM 
— x 

f f f f(x,y, z) dzdxdy = JJ 
r »a(*.y) 

f f(x,y,z)dz 
»1 {x.y) 

dxdy 

£?j U) *a <*.y) 
/ / / f(xtytz)dzdydx-

Qt(x) h (*,y) 

2. Proyectando S en el plano zy tenemos: 
bx<yib =; P x ( y ) <Z< p 2 ( y ) , <px ( y , z ) < * < <p2 ( y , z ) . 

>a(y/ 
f f f f ( x , y , z ) dzdxdy = f f 

a J OJ 
J f{xry, z) dx 

»i (y» z) 
dzdy 

í / 
r »a(y.») 

J f{x,y, z) dx 
>P1(y. 2) 

cfz dy 

¿2 <?a (y) *a (y' z> 
f f f f(x,y,z) dxdzdy-
t>t Ci<y) *i(y, «0 

3. Proyectando S en el plano ZX tenemos: 
fa (*. z) 

f f f f(x,y,z) dzdxdy = J J J f ( x , y , z) dy 
Sf) 

dxdz 

&U) 
= / : / 

0, (x) 
/ 
(x, x) 

J f ( x , y , z) dy dzdx-

Ejemplos 
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1. Calcular f 1 f * f'*y ( X + y + Z ) dzdydx 
Jo Jo Jo Io Jo Jo 

Solución 

foíxry(x+y+z) dzdydx = r r — 

f0
lf0

Jfx(x*y) +y (x+y) + 2 j d y d y 

- n l ^ ^ Y H 

NIXIDX-Í 
Jo 2 8 

2. Calcular 

Soluc ión 
Air i y e ' d z d x d y 

a ? ¡ . " y • « < * « • n > f r w 
O j / • ' ° 

«2 A 2 * in y 
= / r y ( x - l ) dxdy = ^ 

Jl J y 'y 

- ¿ M f - * r > 

y ! - - 2 z l t ¿ . f = - Í 2 
12 8 3 Jl 24' 

3. Calcular f [ " * (""'dzdBdu 
Jo Jo Jo 

Solución 
'1 /»n/2 fCosQ pí f%/2 iCOSt) l J.«/2 /•CosO -*/2 -jCOSO ^ , 

/o lo Jo d l d B d U - Jo ¡o r] 0 d U 
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= f1 f"'2 CosQdQdu 
Jo Jo 

= J^Senefy2 du = f j d u = i . 

4 . C a l c u l a r f1 f2 [3xyzdzdydx Jo Jo Jo 
Solución 

5. 

f o C C x y z d z d y d x -

' u 1 ! > < * * < - -

±*-t tf^xdx = — • — * — ] 
- 2 2 Jo ^ 2 2 2 Jo 

= ±*A*±. 

2 2 2 
Colocar los límites de integración de dos formas diferentes y 

j j j x y e ' d x d y d z s={ ( X ,y , z ) | x=+y=+z2<16} (Figura 42). 
5 

Z Figure 42 

ca1cular 

x 2 + y 2 + z 2 < i 6 

i). Proyectando S en el plano xy (Figura 43) tenemos: 
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K O ) 

V Figura 43 

x 2 + y 2 i 1 6 

( 4 . 0 ) X 

JJJxye'dxdydz = f f 
S J QJ 

/16 -x2-yz 

</16-x2-y2 

J xye*dz 

-Vi 6-x*-y2 

dxdy 

U 
xye dxdy 

-Jl6~-x2-y2 

= f Jxy[ e V" 1* 1 7/ 1- e V-t«-j^-y2] d x d y 

y/16-x2 

= í * / - x y ( e 6 - y 1 -eVTe"* 3 - y 1 ) d y d x = O- (probarlo) 
Vl6-*2 

ii). Proyectando S en el plano yz (Figura 44) tenemos: 

Figura 44 

y 2 + z 2 í 1 6 
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f f f x y e ' d x d y d z = J J 

U y e ' 

x_ 
2 

// / R [ -vi«-y'-»1 

21 y/ie-y2-z3 

-y/l6-y2-z2 

dydz 

dydz 

= — f fye *[ (16-y2-z2) - (l6-y2-z2) ] dzdy 
R 

•¿16-y1 

= —f4, f ye B*0dzdy = 0-
Vi«-y* 

Hacerlo proyectando S en el plano xz. 

6. Colocar los limites de integración en la integral f f j x y z d x d y d z 

las diversas proyecciones; siendo S el sólido mostrado en la (Figura 
45) . 

(0,0.11 

Figura 45 

wwmMmmwMt. 

(0,2,0) 

(2,0,0) (2,2,0) 

i). Proyectando S en el plano xy (Figura 46) tenemos: 
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Y Figura 46 
( 0 , 2 ) 1 ( 2 , 2 ) 

Í2.0J 

f f j x y i d x & d z . / J [ / W 

X 

d x d y 

= U x y ' J Ç î o d x d y 

" I J ì x y d x d y 

1 C2 t2 
= à i o i 0 

= ì C f o 2 x y d y c b c t r a c i o ) . 
ii). Proyectando S en el plano yz. (Figura 47) t e n e m o s : 

Figura 47 

(2,0) 
\ 

f f j x y z d x d y d z = 

Jfyx'z^dydz 

dydz 

= 2 
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= 2.J jyz*&dydz 

2 f 2 f1yzdzdy Jo /o 

= 2 f1 [2yzdydz (Ejercicio). 
JO «»o 

iii). P r o y e c t a n d o S en el p l a n o xz (Figura 48) t e n e m o s ! 

Figura 48 

I ( 2 , 0 J 

JJJ xyzdxdydz = ^f\J*xyzdy 

= 2 J jxzdxdz 
p 

= 2 f2 Cxzdzdx Jo Jo 

dxdz 

= 2 f 1 [2xzdxdz- (Ejercicio) Jo Jo 
i tes y calcular la integral 7 / Colocar los limites de 2 formas diferen-

fffxye'dxdydz. s = {<x,y, z) | Jx^Tpiz y 2} (Figura 49). 
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X 

Proyectando S en el plano xy (Figura 50) tenemos 

Y Figura 50 

x 2 + y 2 < 4 

fffxye'dxdydz = JJ 

V*7 
J x y e dxdy 
*y 

= f J xy(e2~e^^)dydx = 0-

Proyectando S en el plano xz (Figura 51) tenemos 
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J J J xye z cbcdydz = j j 

- ÌUxe'y2 

J xyegdy 

Jz2-x2 

dxdz 

dxdz 

f j x e ' [(z2-x2)-(z2-x2)]dxdz 

xe z*0 dxdz = 0-= - f T 2 Jo J-r 

(Hacer la proyección en el plano yz). 
8. Colocar los límites de integración de dos formas diferentes en la 

integral ¡ ¡ ¡ xye ' dxdydz. S={ÍX,y,z)\x+y+Z¿'L) Y los planos 

coordenados (Figura 52) 



X 

i). Proyectando S en el plano xy (Figura 53) tenemos: 

Figura 53 

jJjxye'dxdydz - j j 
l -x-y 

J xye'dz dxdy 

= fjxy<0l x - y - l ) dxdy 

fofo "xyle1-*-Y-I) dydx. 

ii). Proyectando S en el plano zy (Figura 54) tenernos 

Figura 52 
0,1] 

=1 


