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Integralies asdles y triples, de linea y do aupertficis Bersarde Acevede. 1

INTEGRALES MULTIPLES
1. INTEGRALES DOBLES
1.1 DEFINICION

Sea p una regidn rectangular del plano XY, donde aix<ib y cfy<d, es
decir, o=[a,b]x[c,d]=((x,y)|xE[a,b], vy€lc,d]}). (Figura 1)
Y

d meemes

Se particiona g en nm subrectdngulos que no se traslapen asi:
Se busca una particién P, de [a,bl, de la forma Pi={XosX1ysX2y:0yXnml,

oo
Xo=adlx1<...<{Xn=b, AR R Rea= 2=, i=1,2,3,...,n, es decir cada
" ¥y

subintervalo de igual longitud; y una particidn Pz de [c,d] de la forma

Pa={yo,Ya,¥=2s.+-s¥m}; Yo=c<yalyz<...<ym=d y Ay =y;~y; .= d.z » Para

m

1=1,2,3,...,m. Las nm subregiones rectangulares X, ;SX$X, y yj_zsysyj,

i=1,2,3,...,Nn y j=1,2,3,...,m tienen cada una una Area de

Ax,Ay,=(x,-Xx,_.) -V, y constituyen una particién P de p en nm
18Y 4= \Xy=Xy.1) ¥V3=V3.4

subrectangulos que se enumeran en forma conveniente (Figura 2)
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Sea f(x,y) una funcidn definida y acotada en una region del plano XY

o=[a,blxc,d], entonces la integral doble de f(x,y) sobre @, notada pcrf ff(x. y) dxdy
0

se define por:

n-e e

" foff(x,y) dxdy=1im lim f: ﬁ: f(a,b)Ax,Ay,
=1

S:1 este limite existe. (a,b) es un punto cualquiera en el subrecténgulogu
y f(a,b) el valor de la funcidn en este punto.

Ejemplo 1

Hallar el valor de fdexdy, o=[a,blxlc,d].
o}
Solucidn

. a
!gj Kdxdy = 1lim lim V V f(a,b)AxAy. = lim lim ¥

peinilirioial PR peicplipieilp 3

= llm ;Kﬂxi llm ;: ij 2 llm ; (x,~x,_ 1); (Y_i—yj 1)]

= Klim (x,-X%,) lim (y,~¥,)\ = IQllm (b-a) = la.m (d—c)\
\ n~e= m-<® /

n-u-

kAxAy.

1

= k(b-a) (d-o¢) -
La integral 1 dexdy=K(b—a) (d-¢) representa el volumen de una caja
o
de lados b-a, d-c y de altura K, luego en general la integral doble

, "f(er’) dxdy , 51 f(x,y)20 tiene una interpretacidn geométrica asi:

Se eligen ejes paralelos a uno de los veértices de uno de los

subrectangulos de la particion (Figura 3).
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Y

Flgura 3
- . t
dy|-ooois
c e e ]
; ¥ :
! s [ %
a dx b

El 4rea del subrectadngulo que aparece en la figura 3 subrayado es dxdy.

Esta 4rea se multiplica por el valor de la funcidn en el punto (X,¥)

del subrectdngulo, f(x,y), entonces la integral fff(x,y) dxdy es la
0

suma de todos estos productos cuando dx y dy tienden a cero, es decir,
ny m tendiendo a infinito y constituye el volumen del sélido limitado

par las superficies x=a, x=b, y=d, y=c; z=0, y z=f(x,y). En conclusioén

fo f £(x,y) dxdy=V(s)

Siendo s el sdlido limitado por las superficies anteriores vy
z=f(x,y)>0.

Para calcular integrales dobles no se utilizard la definicidn ya que
ella es muy engorrosa, se buscaran técnicas que faciliten los calculos
de ellas.

En integrales unidimensionales el segundo teorema fundamental del
calculo proporciona un método para calcular integrales sin exigir la
definicidn en cada caso y aqui existe el siguiente teorema que logra el
mismo objetivo en dos dimensiones y nos permite calcular ciertas
integrales dobles mediante dos® 1integraciones unidimensionales
sucesivas.

Teorema 1

Sea f una funcidn definida y acotada en un rectdngulo g=[la,blxl[c,d] y

supongamos que f(x,y) es integrable en @. Supongamos que para cada vy

b
fija ye€(c,d]; la integral unidimensional f f(x,!y) dx existe y su valor
/ a

d
es A(y). Si existe la integral fA(zy) dy entonces
c

LdA(fy) dy=fnff(x,!y) dxdy, es decir:
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foff(x,y) dxdy=fcdf‘bf(x, y) dxdy

S1i se invierte el orden de integracidén se obtiene una férmula parecida

a saber:

foff(x,y) =Ldef(x,y) dydx

d
que es valida si se supone que f f(x,y) dy existe para cada x fija en
c

[a,b]l] ¥ que es integrable en [a,b].

Este teorema proporciona una evaluacidn de la integralfff(x,y) dxdy
0d

mediante integracion reiterada. El1 proceso consiste en integrar f(x,y)
respecto a x entre a y b (dejando a y fija) y luego se. integra el
resultado respecto a vy entre c y d é integrar f(x,y) respecto a y entre

c vy d (dejando a x fija), y luego se integra el resultado respecto a x
entre a y b.
Ejemplo 1
Hallar el valor de ffCos(x+y) dxdy; o = [0,n1x[0,n] (Figura 4)
fo}

Y Figura 4
(®.%)

(0,0) T

Solucidn

) fofC‘os(x+y) dxdy = '[““L*Cos(}uy) dxdy = L*Sen(x-*y)':dy

" m
E :'o (Sen(y+n) -Seny) dy = [-Cos(y+1:)+Cosy]0

= -Co82n+Cosgn-(-Cosn+Cos80) = -1-1-1-1=-4
P N T T = L ] 1w
ii) fo[Cos(my) dxdy ]; j: Cos (x+y) dydx j; [Sen(x+y)}0dx
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% L‘ [Sen(x+n) -Senx) dx = [-COS(X+1!) +C'osxj]::

- (-Cos(2n) +Cosn) -(~-Cosn+Cos0) =-4
Ejemplo 2

Tomde.
Hallar el valor de ffex:Ldedy 0 =1[0,21x[1,3] (Figura 5).
0 y

Solucidn

o35ty - [ o oy - [ 2E 0

4
- (eLl)fﬁl;Z dy (u=Lay)

2_qy U® n3_ 1n53
(e?-1) 5o = (92_1.\_5_

= (e?-1) [ utdu
J0
Eiemplo 3

1p1 y1/2
Zalcular f [ ———— dydx.
i o Jo 14x3/4 4

30lucidn

101 y1/2 - x/2 7
-l;—l; 1+x3/4 Ryax fc; 1+x3/‘y}0dx

1 x1/3 .
= f—-—dx (i x=2z¢ - dx=4z3dz)
0 1+x3/4

- [t zwaz? fl 425
0

_ 1 z3?
0 1+z23 1+23 ar=. 4 0 (z’——-—-—-)dz
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ﬁi 3_11 N 1
[32 3ln(z +1) e _%_(1_1112)
Ejemelo q;

Calcular ffe’“"Cosxdxdy; 0= [0,21x[0,n] (Figura 6)
4.1

E 4 Figura 6

Solucidn

ffe’“”Cosxdxdy fzfﬂeye xcogxdydx = (e*-1) fze‘Cosxdx
al. Jo Jo v0

®_1 -2
(—e—*—)—gre XSenx+e *Cosx|
2 L 10

_ (e®*-1) 2 2 o o
e & [ (e2Sen2+e2Cos2) - (e°Seno+e®Cos0) ]

I ~_a\
- ii_-'_-./_ [e2 (Sen2+Cos2) -1]

Nota

2
La 1ntegral r eXCosxdx (se calculd por partes).
Jo

Teorema 2.
Sea f(x,y) una funcién continua en 9 = [a,blx[c5d] (Se llamara region

de tipo I) entonces f(x,y) es integrable en @ vy
i bped dpehb
fff(x,y)dxdy= [°f°f(x,y)dydx = f f £(x,y) dxdy.
Q Jalde cJa
Demostracidn (Ejercicio).
Ejemglo 1.

Calcular { fxe’dxdy; 0 = [0,11x[0,2] (Figura 7)
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Solucion

i)] fofxe-"dxdy = f: 02

2o 2,

1 x 1 1

i) [ [xe7axay = [*[xeraxdy = f[—e"]ody= [ evdy
0
) .E’;sz e?-1
2 lo >

1.2 ALGUNAS PROPIEDADES
Sean f(x,y), g(x,y) funciones integrables en una regidn P, entonces:
1) f(x,y)*g(x,y) es integrable en p vy -

[Jitxsax i axdy = [ [£x,9) dxay + [ [atx.¥) axay.
o Q Q
i1i) Si ¢ es una constante entonces gf(x,y) es integrable en g vy

f:faf(x,y) dxdy = afgff(x,y) dxdy

r

1ii) foff(x.y) dxdy = JI Jff(x.v) dxdy+...+];ff(x,y) dxdy siendo

&
n
[0 PR - subregiones de p que no se traslapan y g = U Q.i'
Je1

Eiemplas

Supanga que fgfxdxdy=3 y fofydxdy=7 y que fn.[dXdy=8 entonces:

i) fo[ (2x+4y) dxdy = fgf 2xdxdy + fa f aydxdy
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= zfpfxdxdy + 4fofyd.xdy = 2%#3+4»7=34

ii) : }:,f (x-y) dxdy = fpfxdxdy - fofydxdy=3—7=-4
i) foflodxdy = 10fofdxdy=10*8=80
iv) fof [y2-(4+4y+y?) ) dxdy = fpf(-4-4y) dxdy

- -4fpfdxdy _ 4fofydxdy = _4wB8-4#7=-32-28

Teorema
Sea f(x,y) una funcidn continua para (x,y) en una regidn rectangular g,

donde aixib y cfy<d, es decir g = [a,blx[c,d] entonces:
bped dpeb
[[txaxdy = [ [ £x,p)dyax = [ [ "£x,y) dxdy-

Demostracioén (Ejercicio).

dpebd
La integral f f f(x,yj) dxdy se puede interpretar geométricamente asi:
' cJa

b . .
Si se forma f f(x,yj)dx considerando a ys como constante se obtiene
a

el area de la regidn sombreada y vertical gque aparece en la (Figura B8)
la cual esta situada en el plano y=yy Yy bajo la superfecie z=f(x,y)
entre x=a y x=b, y-c y vy=d, y si se multiplica por dy se obtiene el

volumen de la tajada que se observa en la (Figura 9) y asi:

Flgura'8

‘l\\

N
<
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Figura 9

z
z=f[xy]

o

deb :
La integral f } £(x,y) dxdy es la sumatoria de los volumenes de las
e Ja

tajadas desde y=c hasta y=d cuando dy -> 0 (m -> o).

r: 3

Evidentemente, el resul tado para f(x,y)>0, es el volumen de la region

bajo la superficie z=f(x,y) y sobre el rectangulo p, que es precisamente

la interpretacidn geométrica de f ff(x,'y) dxdy, si f(x,y)>0
Q

bped
(andlogamente f f f(‘x,_y) dydx tiene la misma interpretaciodn).
L] o4 -
Ejemplo 1.
Calcular ff(x3+y3) dxdy o0 = [0,41x[0,4].
ol

Solucidén

1) fof (x3+y?) dxdy = JZ‘J‘;‘ (x%+y?) dxdy = ];‘[53—3 +xy"‘Edy

‘64 4y2\gy - [64,, 4¥V3 ¥ _ 256 256 _51:
.I;( +4y)d~” [Sre k 3 T3 3

ii) fof (x?+y?) dydx = j;aj;a (x%+y2) dydx = ];‘[XZ}N-%Bde
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4x® 64x¥ _ 256 .
3

256 _ 512
= L‘(4xz+—6§4l)dx= 3 3k 3

e

Nota

A la regidn 9 = [a,blxlc,d] se llamarad regicdn de tipo I.

1.3 Teorema de FUBINE

Sea f(x,y) una funcidn continua en una regidn plana g.

1). Si se define o mediante aix<b y g(x)iys<f(x) siendo g(x) y f(x)

continuas en [a,b]l, (Figura 10) entonces:

. 4

Figura 10

foff(x.y) dxdy = _fbfﬂ’;)f(x.y) dy dx.-

a Jg(x
A la region plana o={(x,y)|a$x<b. g(x)<y<f(x)} se llamara region
del tipo II. )
2). Si se define @ mediante cfy<d vy gl(y)<x<if(y) %}endo gly) vy fly)
funciones continuas en -[(c,d] (Figura 11) entonces:

24 Figura 11




Integrales debles y tripleos, de lines y %e supsrtficie Bersarde Acevede. i1

[.[£x. axay - f["”- x, y) dxdy.

A la regidn plana p={(x,y)|g(y).<_x5f(y), ciy<d) se llamara regién
del tipo III.

Ciertas regiones son del tipo II vy III a la vez, €omo lo son tas

regiones encerradas por c€ircunferencias y elipses.

Ejemplo 1 i

Calcular: ff-dedy R = {(x,y)|0<x<1, xZ<y<x} (Figura 12)

Y Flgura 12

(1.1)
as?

Solucion
La region p es del tipo II(Figura 12), asi gue

‘/—dx dydx X1/2 -1/2dydx s 1x1/22}r1/’3]ia‘x
x? \/y 0

X

- 1 1/2 (4172 = [* _o3/2 - 2__4.,.5/2»1‘L
2.’[;)( (x X) dx j;(ZXZX ) dx [x' £ o™ 5

Ejemplo 2

Calcular la integral ff(x“'y) dxdy - fff(x:y) dxdy. siendo o la regieén
Q Q

limitada por las graficas de x=y2? v y;i;~—g— (Figura 13).
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12

Y

Figura 13

Salucién
La regidn 0 es la que se observa en la (Figura 13) =00, es una region

del tipo II o III.
e faff(x,y) dxdy = [Jf(x,y) dxdy + fa_ff('x,y) dxdy

f° 3 (x+y) dydx

i1 V==
14

j;lj:j_’-;(x-*y) dydx +

[P )% e+ o227, ax

x_3dx
) VX 272
! Z)vfﬁi“/} N
1o x3/2 A 3r2, 11x _5x2 _9 |4,
.L 2X df”+.£ X - n > 3
_ 4 _s;at 2 _sn i TleS. el Qe 460
e e ey 9

La regidén @ fué considerada del tipo II, pero también se puede

considerar del tipo III asi:
3 P +2 ) 2o i
ff(x+y) dxdy = fj(y ! (x+y) dxdy (Ejercicio).
0aJd -1Jv

Ejemplo 3
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Calcular la integral ffe’””dxdy; Q ={(x,y)”x|+|y|_<_1} (Figura 14)
[« L 01

Figura 14 4

Solucidén

La regidn o se observa en la Figura 14, pues

xX+y si1 x20, y2>0
-x—-y si x<0, y<O
[X[*1y =1 = Ix|+]¥|=
—X+y si1 x<0, y>0O
X=y si1 %20, y<O

la regidn p de integracién es de tipo II o tipo III, asi:

fo e dxdy - f: f_::ex+ydydx+f°1 f,:‘ oY dy dx

x+1 1 - 1. i
= fe[e"*"] " dx + fl[e"*”]x de = fn(e'“”‘*l-e'l)dx + f {e-e<"*) dx
-1 -X-1 0 -1 -1 40

= (e-e1)

I' 921%1 21 0 r 92X~1 11
l L 2 o

Si se utiliza la regidn del tipo III entonces:
Q py+l 1p1l-y
ffe"*”dxdy=f f e*¥dxdy + f f e*Vdxdy=(e-e1)
Q -1J-y-1 0 -1

(Ejercicio)
Ejemplo S
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14
Calcular fff(xl}’) dxdy. o = [0,2] x[3,5] (Figura 15)
%]
2 2
0 si1 3£-+l£—51
4
fix,y) =
1 en el resto
Y
Figura 15
Solucidn
y2_ _x3_4-x* | .2 X
9 4 4 T2

f.off(x'Y) dxdy = foff(x.'y) dxdy + fosz(x.y) dxdy

Ejemplo 6,
Caleular fole__ti_z’:dxdy;' Q={(x,y)| .’:_+!n_51} (Figura 16)
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Figura 16

Y
(0.3)

Solucién

G (o) - [T
’
= I?U'MAI Cost|3ACostdt)dx (%)
-2\W-n/2

= [ a2 cos?tar) dx - f(3A2f"’(_1+_C'°_5_2_t.

St : )dt)dx

-n/2
- 3l X312 _ sl 8\ [, (-2))| _ la 8.
T R az-2 T[(z ﬁ) ( > 12 s
axf,_8\_3=x| 24—8) i AR_E) - 3mx8 3mx2xd
2\" 6] 2\ 6 2(6 6 2%3

=
”
[kl
<

A=Sent y y=3ASent

1—(—3%) = |cost| v dy = 3ACostdt )

[ S R [ ) a2 [

19
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Como ejercicio invertir el orden de integraciédn y calcule la integral.

Ejemplo 7.

Calcular faf[x+y] dxdy; o0 = [0,21x{0,2]. (Figura 17).

v Figura 17

P [1'0] [2’[“ X+y=2

x+y=0 | x+y=1

[x] parte entera de x.

Solucidn
[x+y]=0 s1 O<x+y<1
[x+y]=1 si 1Sx+y<2
[{x+yl=2 si 24x+y<3
[x+y]1=3 s1 3<x+y<4

ff[x*Y] dxdy, = f f [x+v] dxdy + ,’”,'” [x+y] dxdy +

0 1
flfz [x+y] dxdy + fz fz-y[x+y] dxdy +
0 J2-y ) 1 J0
' 2 p3-y , 2 p2 ,
-[11;-}' [x+y] dxdy + j; j;_y [x+y] dxdy
1p2
ff Yo dxdy + f 1dxdy+];];_y2dxdy+
f’f’"’mxdy + P 2dxdy + [*f? 3dxdy
1 Jo J1 J2-y J1 J3-y

- [(l2-»-(-p)dy + [202-(2-»))dy + ["(2-y) dy +
0 0 1

];22[(3—}’) -(2-y)ldy + 1‘23[(2—(3—}’))] dy (Ejercicio).

J1

Ejemplo 7
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Calcular j;zfx:xey’dydx

{
Solucidn

Para poder calcular esta integral, hay que invetir el orden de
integracién asi:

2 pd
En la integral Jf Jf xeyzdydx, significa que la regién de integracidnpg
0 Jx2
esta limitada por x=2; x=0; y=4; y=x* (Figura 18) luego
v Flgurai8

(2.4)
2

y=x

X

e avan - [*[Froranay - [or £ Ve [*syeras
_ %(916, 1).

Ejemplo 8 _

Calcular L"f;_vyCosxs dxdy-
y

v Flgurall

Solucidn
En la integral J[‘f‘r_yCosx5dxdy se tiene que y=4; y=0; x=/y v x=2,
o Iy i

luego la regién p es la observada en la Figura 19.

luego invirtiendo el orden de integracién se tiene que:

4 2' 5 - 2 fx- 5 = 2 -!4_ 5
]; fﬁyCosx dxdy j; Jl; yCosx>dydx j; 3 Cosx>dx
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= L ’[%’Cosxﬂ’:dx = —I%Senxﬂi = %Sen(32)-

Ejemplo 9

Colocar los limites de integracion en la integral f['C’os(x+y) |dxdy;p
Q

= [0O,n1x[0,n] (Figura 20).

Figura 20
Y

y= C0S X

\ 1
1
+
+
g\, "

X

Solucidon

( n
Cosx Osxs-

| Cosx| ={-cCosx Z.<x<3% luego

Cosx * -% <x<5-=%

Cos(x+y) 81 0sx+ys<=
| Cos (x+y) | =(-Cos(x+y) 8i -‘,:—:;x~ry5312‘-

Cos(x+y) 8i B-E-sx-ryss-;—

asi: fof|COS(X+_Y) | dxdy = ];'E'L—:'x(.‘os(my) dydx +

f%f" -Cos (x+y) dydx + f: [’
o] e =4

Nin

" -Cos (x+y) dydx +

n
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L
f‘,];. Cog(x+y) dydx (Ejercicio: Calcular las integrales).
- - -

2°°73

Ejemplo 9.
Colocar los limites en la integral fflx—zyldxdy; 0 = [-1,11x(0,2],
Q

tFigura 21).

Y Figura 21

(0.2)

(-1.0) (1.0)
y=x
Solucién
X-y 81 X2y an a2
x- = luego |x-y|dydx = | | (y-x) dydx +
’ Y' y-x 81 x<y fg[ J-140

flfx(x-y) dydx +f1fz(y—x) dydx. (Como ejercicico, calmlar las
o Jo 0 ‘€

integrales).

Ejemplo 10
Calcular j ][.gi][y] dxdy; o = (0,43 x (0,2] (Figura 22).
o

Y Figura 22

(0.2)

(0.1)

(4.0 %
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Solucidén
[_;1'=o gi 0<3<1; es decir 0<x<2
[3257=1 gi 1<2<2; es decir 2<x<4
r
[35:2 gi 25-’5(3; es decir 4<x<9
[yi=0 s1i 02yl
(Visia@d 12y<2
[yl=2 s1 2<y<3
5 = *
L fgf[z][y] dxdy folflo O0dxdy + ngfl*OdXdy
4 p2
ffO*ldxdy+ ffl*lddeT fdydx=2.
..n,' i Q; o Jl
Nota

En @, |r’—:”|=l y [yl=1 entonces [;][y] =1%1, en forma an&loga en los demas
L<]

casos.
1.4 INVERTIR EL ORDEN DE INTEGRACION

Lo L * L xxC'osydydx

Solucidn

La region p esta limitada por x=mn, x=03 y=x, y=0 (Figura 23).
Y Figura 23

(=.%]

(7.0)
luego L“];x'xCosydydx = ];“f:'xCos'ydxdy

2. Llj:us'en(xwy) dy dx

Solucidén

La region g estd limitada por x=1, x=03; y=0, y=x+1 (Figura 24).
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Y  Figura 24
(1.2)

(1.0]

luego

{;lj;mSen(xW) dydx = j;lfnlsen(my) dxdy + L']':Sen(my) dxdy.

3. j;z];‘_/:?’;’f(x,y) dy dx

Solucidn

¢

La regidn g esta limitada por x=1, x=2; y=2-x%, y=¢2x~x! (Figura

25).

:m _
L ff(x,y)dydx

2-x

o [L[ifxy) dyax

Solucion

La regidn g estd limitada por x=2, x=-6; y=2-x y _y—.‘.":a;‘

(Figura 26). Como y=2-x entonces x=2-y y como y-

Y Flgura 25

Xty=2

X
(2.0)
luego
i1V F(x, v) dxdy.
Jo. J2-y

-l _ 4

4

entonces
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22

X=%/4y+4

Y Figura 26

(6.8])

(-6.0)

luego

f:f £(x,y) dydx - ff‘”mf(x, )dxdy+ff £(x,y) dxdy.

1f:f(x,y) dxdy + sz;z-yf(x,y) dxdy

wn
o

Solucién
La region estd limitada por y=0, vy=1, x=0,
integral y en la segunda por y=1, y=23; x=0, x=2-y.
Y

(0.2) p,

x=y en la primera
(Figura 27).

Figura 27
xX+y=2

p(1.1)

luego

f‘j;”f(x,y) dxdy + L’f"f(x,w dxdy = j;"j:"‘f(x,y)dydx

J0
2 o4
[ [ty dxdy

Solucioén
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La regidn g estd limitada por y=0, y=2; x-_-_—_‘i_g":, xg\g?

(Figura 28).

7 ];lj::f(x,y) dxdy

Solucioén

La region 9 est& limitada por y=1, y=0; x=-y, x=y (Figura 29).

Y Figura 29

w(1.1)
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luego
f: _:f(x.'y) dxdy = LZ[if(x,y) dydx + Llj:f(x,y) dy dx

1.5 Areas ENTRE. CURVAS

En integrales unidimensionales se demostrd que el area encerrada por
x=a, x=b afx<b y y=f(x), yag(x) siendo g(x)<ys&f(x), f(x) y g(x) .
funciones continuas (Figura 30), viene dada por:

Y Figura 30

N

'pbrf(x)

dydx =5
Ja Jgix) 4

b
Czr(?a=f (f(x)-g(x)) dx; pero esta integral es igual a
a

decir:
area = [*[*dyax - [ fdydx - [ [axdy
a Jg(x) Jol Jo
siendo @ la regidn antes mencionada.
1. Hallar el &rea encerrada por y=x2?, y=x
Solucidén
Como x~=y=x entonces xT—-x=0 =~ x(x—-1)=0 -~ x=0, x=1, asi los puntos

de interseccidn de las dos curvas son (0,0), (1,1) (Figura 31).
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Y Figura 31

[1.1)

y=X
f v=x2

luego A(p)=Area de la regidn es:

o ffaxar [ e - [oexnoc- -2 - 4

2. Hallar el &rea encerrada por x+2y=2, y-x=1, 2x+y=7 (Figura 31.1).
Salucidn

Resolviendo el sistema y-x=1, 2x+y=7 se obtiene el punto de

interseccidn (2,3). Resolviendo x+2y=2 y y—x=1 se obtiene el punto
(0,1) y resolviendo x+2y=2 y 2x+y=7 se obtiene el punto (4,-1)
(Figura 31.1)

Figura 31.1
(2.3)
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1+x 7-2x

luego Area = JfoJf&dy . Lz ’[‘d}’dX*'L‘ !;dyax

= ];2[1+x—(—2—;—‘)]dx + L‘[(7-—2X) —(i;ﬁ)]dx
= ["2xax + [‘(6-2)ax
- 3 clex2g) -,

Hallar el area encerrada por y=x"—-4x y el eje x.

Solucidén
y=ExT=4x=x(xT=4)=x(x—2) (x+2) & x=0, x=2, x=-2 son

intersecciodn de la curva con el eje x. (Figura 32).

Y Figura 32

luego A(Q) =

[* [ avax

x3-4x

|
=
N o
© S
&
&
+

]

f° (x3-4x) dx + f’ [0-(x?-4x)] dx
-2 (1]

52 - e

4-(-4)=8

2 "2
Hallar el A&rea encerrada por 3£—+l——=1.

a? b?

los puntos

de
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Solucién
2 2 2_ .2 2 .
Lzl-x s y2=-£_ (a?-x2) -« y=32Ja4_x2 (Figura 33).
b? a3l a? a1 - al

Figura 33 Y

ij"f

Jof axar = | ﬁ dylx

luego Al(g)

]

a
[ 223
-a

x/2
: L:.faf___az-xzdx : = f | cost|a®Costdt
e -x/2

n/2 r/2
- 2ab Jr Cos?tdt = 2abf (Le2e2t) ge
-n/2 -x/2

= 2a.b{ t. Sen2t:]j:t//22 - mak

* x=aSent, dx=aCostdt, ya?-x? = a|Cogt|> cusndo x=-a = Sent=-1,
=X
t= = Y

cuando x=8&8,. Sent=1 = t=—

3. Hallar el Aarea encerrada por x=4-y2 y el eje y (Figura 34).
Solucion
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Y Figura 34

AlQ) = fofdxdy - f’ ‘z dxdy

- [Py ay =2f (a-yDdy = T
-2 0

&. Hallar el &rea comun a xZT+yB=4 y xFT+yF=4x; es decir x=ty*=4 vy
(x-2)=+y==4. (Figura 35)
Solucidn

Y

Figura 35 | xZ+y?= 2o
+yc=4x

Los circulos se cortan en (1,i¢3) (Ejercicio). Luego

v Va-y

AlY) = fwfdxdy= _ng\/{_’dxdy
A M 4
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v
= f Va-yI-(2-/a-y?) ) dy

v

]

3
f (-2+2y/d-y?) dy
VI

]

vY
z*zf (Va-yi-1) dy
0

XJ/4-y2 1y
- 4[2 4-y +2ArcSenzy y]‘/:

1n
m

]

243; (Ejercicio).

_..._\
w

1.6 EJERCICIOS
. Calcular las integrales siguientes:

1. fo 1L'h (ArcSenx) Senydy dx
1 p2 -
v, j;j; (1nx)yydxdy

3. L’fo‘ (1-x3-y3) dxdy

f f x+1) (y+2)

S'Lj;_ﬂ% dxdy

6. L f "'1 -u‘-’-)dxdy

y+2
vaix*

7. ]: f (x+y) dydx
~aT-x?

8. fofxydxdy 0 = [0,11x(0,2]

9. [of 0= [1,21x(1,3]
(x+y+2)?
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IT.

Integrales sonzos y triples, e lines y o ssperticie

1

O

. f_fly-x’l dxdy o0 = [-1,11x[-1,1]

11. ff|y—x3|dxdy 0= [=1,17%[-1,1]

YIIS

12. [1 L‘xayadxdy
y

13. ];lf:"'dxdy

Vi-y
o [ ] axay

-VI-y

1-y
5. fl fxC'os’ydxdy
0 35-2

1}"-1
6. [ [ x?y*dxdy
1-y2
Invertir el orden de integracion

1. f‘ e(x,y) dydx
0 x

2. fz [ flx.y)dyax -

. [0 ) fley) dydx

H

ey dyax [T fTTEG ) dyax
3-x

, LIL*’f(x,y) dydx + L: ‘-]:of(x.y) dy dx

(s}

o

: L‘on’f(x,y) dxdy
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3-y

7. [P [ £x,3) axdy

- y/2
vy vZy
8. [* [fx,yaxdy « [ [ £(x,y) dxay
0 0

2 8-x?
9.f fdydx
-2 x2
III. Calcular las integrales siguientes

1. ]o' f‘/;Seny3 dy dx

2. ];zj::xe”dydx
3. ];‘szeyzdydx
4. fo ¢ ij_vyCosdexdy
y. ];2 ;zex’dxdy
o [ 2iCosx3dxdy
7

A ]; ¢ f‘;.Senny3 dy dx

8. ];lf:e"’dxdy

IV Hallar el 4area encerrada por
1. y+x?=6; y+2x-3=0
2. y=x?; y=/x x- W

y-x=6, y-x3=0, 2y+x=0

(@]

2y?=x+4, x=y%
x=4y-y?, x=0
y=x3-x%2-6x, y=0
y=x, y=3x, XxX+y=4

o 4 o o b

x=2y1/3, x=%
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9. x3+¢yi=1
16 4x’+15'-=1
11. Emcerrada en el triamgulo de vétaces (0,0), (8,0}, (4,10)

12. y=¢§’ yle.
V Dibujar la regidn de integracion

1-y
1. f: f dxydxdy

Vi

2. f:f;"QSen(xy) dy dx

Senx

3. L" fdydx
0
4. frlj;’yxzdxdy

S. LlL:yCosxdydx-

VI En cada una de las integrales en los numerales I, IV, V invertir

el orden de integracilodn.
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2. INTEGRALES TRIPLES
2.1 DEFINICION.

Sea f(x,y,2z) una funcidn continua en un paralelepipedo S de la forma

5=[a,b] x [c,d] x [e,h]. (Figura 36), se define la integral triple de f

e s por: | [[[£(x,y,2) dxdydx - f_bf:f.hf(x,y, z) dzdydx
g

y4 Figura 36

y se puede calcular asi:

v [[[£x.y.2) dzavax - [ [|[ “£(x,y, 2) dz]dxay
g o

- [ [etx,y) axdy - [°[ atx, 5 axay.
Q

Donde ¢ es la provecci¢in de S en el plano xy (Figura 37)

Y
Figura 37
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h
G(x,y) es el resultado de integrar f f(x,y,z)dz, con x,y fijos
&

v

{a,blx{c,d], luego:

I‘! £(x,y,2) dzdxdy - I:chf:f(x’y’ z) dzdydx

- fcdf.bf:f(x,y,z) dzdxdy-

Si hemos proyectado S en el plano xy.

2. Si proyectamos S en el plano zy (Figura 38) tenemos:

Figura 38

Y

n pwmm---

[[[£(x.y,2) dzdxdy - f”[:’f(x,y,z) dx]dzdy
9 [ =

- f:f:f,bf(x’y' z) dxdzdy

= thcdf:f(x,y, z) dxdydz.

3. Si proyectamos S en el plano zx (Figura 39) tenemos!
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Flgura 39

S prosse
=] TEERE
X

[[f£x.y.2) dzaxdy - fo’f[ F(x,y, 2) dy]dzdx
g (24

= [ [ty 2) dydzax

. f:f:fcdf(x'y' z) dydxdz.

lEn forma mas general:
Sea S el solido limitado por las desigualdades a<x<b, Qi(x) Syf.Qz(x).

0, (X,y) <z< o, (x,y). (Figura 40), £, o, ¢,, ., funciones continuas,

entonces:

Figura 40

1. Proyectando S en el plano xy (Figura 41) se tiene:
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Y Figura 41

y=0Q54

y=0,0d
X

2 (X, )
[f £(x,y,z) dzdxdy - ff ' fy f(x,y, z) dz|dxdy

91(1-}’)

2;0) e;(x,¥)
o
f_ f f f(x,y,z) dzdydx-
2 (x) @,00,5)

2. Proyectando S en el plano zy tenemos:
bifyibz; @ (¥)<z<0,(¥), @.(y,2)<x<@,(y,2).
‘@Y, 2)

[[ff(x'y'z) dzdxdy - J'rof f f(x,y,z) dx|dzdy

'1 (}’. Z)

by [ &N ely, D
j' f f f(x.y.z)dx]dz

by | Q)| ey, 2)

dy

by @(y) e3(y,2)
f f f f(x,y, z) dxdzdy-
by

O (¥) 9; (y, 2

3. Proyectando S en el plano ZX tenemos:

?2 (x, z)

ffff(X,Y,Z) dzdxdy - qul f f(x,y, z) dy|dxdz

9, (x, 2)

Q00 [ e,(x, 2)

) f.b [ [ f(x,y.2) dy|dzdx-

@ () 9, (x, 2)

Ejemplos
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1. Calcular ];1!:];x+y(x+y+z) dzdydx
(o]

Solucidén

Llj;x];xw (x+y+2z) dzdydx = Llj;zxz+yz+£;.]x;ydydx

- ]; ! ]; l(x(:uﬂy) +y (x+y) +£‘12~ZE) dydx

- Lij;x( 3;‘3 +3xy+§-2Lz)dydx

- ¥ 3x%y 3xy? 3y3]tx
4[;[ 2 T2 *Te h®

AN S
Jo 2 atd 8

2MMCtalcul ar .’;2];” I;EYe‘dzdxdy

Solucidén
.ﬂzj:ﬂ.LLmGHS'Chﬂixdb’= .ﬁiﬂjanyﬂlguaixdy

A0 .

= f: Jl‘;'zy(x—l)dxdy ¢r=4
2
- [AS A,

- [

ye_ 3yt YR | 47

12 8 3 24

1 pR/2 pCos®
EMICal cular ff drd@ du
o Jo 0

Solucién

];1];:/2 0r:osodraadu _ j;l j;i/?r C%Bdeu

oy o

37
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- Jfo 3 o""cOsadadu

= f:SenO]”(/)zdu = L]du =1,

4. Calcular Ll.ﬁ:Laxyzdzdydx

Solucién

[ [roedsayan - [} [l aven
- 3 fwavax - [ x5 e

9 .4, (1 e ,a4,x)
- ‘;*?*fo"d"'?*‘;*?]g

= 9 adel,
2 2 2

5. Colocar los limites de integracidn de dos formas diferentes y

calcular fffxye.'dxdydz S={(x,y,z) |x=+yZ+z2<16} (Figura 42).
S

Z Figura 42

x2+y2422<16

i). Proyectando S en el plano xy (Figura 43) tenemos:



Integrales dodles y triples, de linea y do superticie Baraarda Acaveds. 39

Y  Figura 43

ff xye *dxdydz - ff[ \/15'1 " xye *dz|dxdy

—\lls-x’-y
\/16—x"’—y"s
fofxye o dxdy
-/16 -x3-y?2

fofxy{e 16 -x :—F_e--s/TG—_?_—;_’]dxdy

V16-x%
f f xye\/m-x’-y'_.e—\/ls-x’-y’)dydx = 0. (probarlo).

16 -X

i1). Proyectando S en el plano yz (Figura 44) tenemos:

5 Figura 44

y2+22 <16
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fﬂ"ye'd"dydz=ff “f xye *dx|dydz
R

~Vi6-y“-2%

= fxfye :l‘_‘{lﬁm dydz

2

. —;— fkfye 3[(16-y?-22%)-(16-y?-2?)] dzdy

1 e Vls-y’

- — B = .

2f4. f ye *x0dzdy = 0
~V/i6-y*

Hacerlo proyectando S en el plano xz.

6.\ Colocar los limites de integracion en la integral fff
L}

xyzdxdydz .

las diversas proyecciones; siendo S el sédlido mostrado en la (Figura

43).

£ Figura 45

X

i). Proyectando S en el plano xy (Figura 46) tenemos:
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Y Figura 46
(0.2) (2.2)

(2.0)

f{ xyzdxdydz - fof[falx_vzdz]dxdy
T

[y
= %—];zf;zxydxdy

= ._21_fzf2xydydx (Ejercicio).
0 40

i1i). Proyectando S en el plano vyz. (Figura 47) tenemos:

V4 Figura 47

f{f"yz‘i"dydz = fnf[j:X)’dededz

_ —}ffyx’z]idydz
R
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= -:—fgfyz*ddydz
2]'2 flyzdzdy
o Jo
= 2 : zyzdydz (Ejercicio).
JO #0

iii).

f'gfxyzdxdydz = fpﬂf;zxyzdy]dxdz
= zfpfxzdxdz
= 2f" [*xzdzdx

1 p2
= Zf f xzdxdz. (Ejercicio)
¢ Jo

74 Colocar los limites de 2 formas diferentes Yy

Proyectando S en el plano xz ({Figura 48) tenemos!

Z  Figura 48

calcular la integral

ff xye ?dxdydz. s = {(x,y,z) |,/x5+y5_<,z y z=2} (Figura 49).
g



ategrales dobles y triples, 4o tinwa y de superficie

Barasrde Aceveds.

Z Figura 49

i). Proyectando S en el plano xy (Figura S0) tenemos:

Y  Figura 50

, 2
, zdxdydz .
j[vae fof{v;!;_‘xye dz|dxdy

Va-x*
N fz f xe?-eV¥**¥)dydx = 0.
Y .

i1i). Proyectando S en el plano xz (Figura 51) tenemos:

43
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Z Figura 51

S
fffxye'dxdydz = ff f xye *dy|dxdz
g RS .
-
- 5[ [xey Vi iz
- Z°-X

- 1 £ = & -
= —z—fgfxe [(z2-x?) - (2%-x?)]dxdz

= %j:]::xe‘*odxdz = 0.

(Hacer la proyeccion en el planc vz).

8. Colocar los limites de integracién de dos formas diferentes en la

integral ff xye"dXdeZ- S={(x,Y,ZHX+Y+Z$1} y los planos
g

coordenados (Figura 52).
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Z  Figura 52

i). Proyectando S en el plano xy (Figura 53) tenemos:

H Figura 53

x+y=1

1-x-y

f!;fxyerdxdydz _ fgf[ £ xye.dz]dxdy

= fofxy(el"“”—l) dxdy

) folfom-‘fY (el x¥-1) dydx.

ii). Proyectando S en el plano zy (Figura 54) tenemos:



