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Resumen

En el contexto de la Electrodinamica Cuéntica y para un sistema constituido por fermiones relativistas de espin
1/2, cargados eléctricamente, restringidos a moverse a un plano y sometidos a la accién de un campo magnético
uniforme externo, perpendicular al plano, se estudian los siguientes aspectos: la existencia de condensado mag-
nético, la generacion de masa magnética y la ruptura dinamica de la simetria quiral U(1)gr x U(1)r. Algunos de
estos aspectos son estudiados adicionalmente para el caso en el que junto al campo magnético uniforme externo
también actda sobre los fermiones un potencial lineal que modifica el momentum de los mismos. Para realizar lo
anterior, primero se soluciona la ecuacion de Dirac en (2+41) dimensiones, en presencia de un campo magnético
uniforme externo, obteniendo las funciones de onda de probabilidad y el espectro de energias. A continuacién
se soluciona la ecuacion de Dirac en (2+1) dimensiones en presencia de un potencial lineal que modifica el mo-
mentum de los fermiones, la cual es llamada ecuacion del oscilador de Dirac en (2-+1) dimensiones, obteniendo
las funciones de onda de probabilidad y el espectro de energias. Escribiendo la ecuacién del oscilador de Dirac
en forma covariante, se muestra que ésta describe fermiones de espin 1/2, con carga eléctrica, sometidos a la
accion de un campo magnético uniforme interno perpendicular al plano. Posteriormente se considera la ecuacién
de Dirac en (2+1) dimensiones en presencia tanto del campo magnético uniforme externo como del potencial
lineal. Realizado lo anterior, para este sistema se obtiene el condensado magnético a partir del célculo del valor
esperado del producto de los operadores de campo, asi como mediante el uso del formalismo de tiempo propio
de Schwinger, y se calcula la masa magnética siguiendo un procedimiento basado en el formalismo de tiempo
propio de Schwinger. Finalmente, para el caso de fermiones sin masa sometidos nicamente a la acciéon de un
campo magnético uniforme externo se estudia, mediante el mencionado formalismo de Schwinger, el fen6meno
de la ruptura dinamica de la simetria quiral local U(1)g x U(1)L.



1. INTRODUCCION

La Electrodindmica Cuantica (QED) es una teoria gauge basada en el grupo de simetria U(1)g, que describe
de manera fundamental la interaccion electromagnética de particulas elementales (fermiones de espin 1/2) con
carga eléctrica, a través del intercambio de fotones (bosones de espin 1 sin masa). La QED se fundamenta
en la Teoria Cuantica de Campos, de tal manera que los fermiones de espin 1/2 quedan descritos como las
excitaciones de un campo espinorial de Dirac, mientras que los fotones se describen como las excitaciones de un
campo bosonico vectorial gauge de espin 1 (campo electromagnético). La densidad lagrangiana de la QED es
invariante bajo transformaciones gauge locales U(1)g de los campos de materia, antimateria y radiacion [1], con
lo cual, la carga eléctrica @ resulta ser la carga conservada asociada a la simetria U(1)g !

Uno de los padres de la QED fue Julian Schwinger, quien desarroll6 el llamado formalismo de tiempo propio para
funciones de Green de dos puntos, lo cual le permitié estudiar el propagador fermiénico para el caso de fermiones
cargados eléctricamente que interactian via el campo electromagnético [2|[3]. Mediante el formalismo de tiempo
propio de Schwinger y a través de funciones de Green de dos puntos, se pueden describir diversas propiedades de
los campos fermionicos interactuantes, de forma consistente con sus ecuaciones de movimiento [2][3]. Usando el
mencionado formalismo de Schwinger, se puede calcular consistentemente el propagador fermiénico tanto para
el caso de un campo fermidnico interactuando con un campo electromagnético, como para el caso de interacciéon
con campos eléctricos y magnéticos constantes, y también se puede realizar la cuantizacién del campo fermiénico

4] 2.

De manera paralela e independiente a Schwinger, Richard Feynman desarroll6 algunos aspectos del actual formal-
ismo de la QED, mediante la introduccién de la técnica de los diagramas de Feynman, lo cual le permitié describir
inicialmente la interaccién electromagnética entre dos electrones [5]. Posteriormente, usando la técnica de los
diagramas de Feynman e incorporando aspectos tedricos bésicos, desarrolld el formalismo que permite estudiar
positrones interactuando via el campo electromagnético [6]|7][8]. Por otra parte, Tomonaga mostr6 formalmente
que la Teoria Cuéantica de Campos es la teoria fisica que soporta a la QED [9][10][11]. Adicionalmente, Dyson
realizé importantes aportes sobre la renormalizabilidad de la QED, mostrando que los trabajos de Schwinger,
Feynman y Tomonaga eran completamente equivalentes para describir la interaccién electromagnética con la
materia [12].

En la QED, la interaccién electromagnética se introduce a través del principio gauge y de esta forma la inter-
accion, desde un punto de vista cuantico, estd mediada por un campo bosénico gauge. Este principio en el
que se basa la QED, fue extendido para describir la interaccién fuerte de quarks y gluones en el contexto de la
QCD [13] y también para describir la interaccion electrodébil de quarks y leptones en el contexto del modelo de
Glashow-Weinberg-Salam [14].

Son varios los trabajos enfocados a estudiar diversos aspectos de la QED en (3+1) dimensiones, por ejemplo:
catalisis debido a la ruptura dinamica de la simetria quiral y el fenémeno de reduccién dimensional que se
produce como consecuencia de esta ruptura [15]; propiedades de particulas elementales con carga eléctrica [16];

1'Se ha mostrado experimentalmente que la QED es la teoria mas precisa de la fisica [1], pues entre otras cantidades fisicas
permite calcular, con una precisiéon de al menos 10 cifras significativas, el momento magnético anémalo del electrén.

2 En el anexo C, se presenta una detallada descripcion del formalismo de tiempo propio de Schwinger para la QED, tanto en el
caso general de campos electromagnéticos, como en el caso particular de campos constantes, mostrando las principales caracteristicas
del propagador fermi6nico (funciéon de Green de dos puntos) obtenido a partir de la densidad lagrangiana interactuante y de su
correspondiente funcional accion.



generacion de masa topologica [18]; expansiones de acciones efectivas [19][20]; tubos de flujo electromagnético
[21]; paramagnetismo, modos cero y singularidad de la masa [22].

Por otra parte, diversos aspectos de la QED en (2+41) dimensiones han sido estudiados en la literatura, por ejem-
plo: flujo electromagnético a través de tubos [21]; correcciones de orden superior [23]; comportamientos criticos
analizando la expansion 1/N [24]; tunelamiento quiral [25]; efectos de diferentes tipos de potencial [26][27];
mapeos exactos de la ecuacién de Dirac interactuante con potencial lineal en el modelo de Jaynes-Cummings
[28]; limite no relativista de la ecuacién de Dirac interactuante con potencial lineal en (2+1) dimensiones [58];
completez de las funciones de onda de probabilidad de la ecuacién de Dirac interactuante con potencial lineal
[30]; efecto Hall cuantico fraccionario [31][32]; comportamiento del campo de Yang-Mills [33].

Mediante el formalismo de tiempo propio de Schwinger, se ha estudiado el condensado magnético que se produce
cuando un sistema de fermiones sin masa se coloca en presencia de un campo magnético uniforme exterior, asi
como la masa magnética que se genera como consecuencia de la interacciéon de estos fermiones con el campo
magnético [35]. No obstante también es posible obtener el condensado magnético a través del calculo directo del
valor esperado con respecto al estado de vacio del producto de los operadores de campo fermionico [36][37], lo
cual da lugar a resultados equivalentes a los obtenidos usando el formalismo de tiempo propio de Schwinger. Para
el caso de fermiones no masivos, el sistema presenta simetria quiral, pero debido al efecto de la interaccién de los
fermiones con el campo magnético, los fermiones adquieren una masa dinamica (llamada masa magnética), que
trae como consecuencia que la simetria quiral se rompa dindmicamente [19][34][35]. El condensado magnético,
ha sido también estudiado en la catélisis magnética de una ruptura de simetria dinamica [38], en soluciones
clasicas de la teorfa electrodébil [39] y en condensados de quarks debidos a campos magnéticos [40].

La simetria quiral se ha estudiado de forma general tanto en la QED como en la QCD [41][42]. La consideracion
de factores que provocan la ruptura de la simetria quiral, tanto para el caso de ruptura esponténea como de
ruptura dindmica de esta simetria, también han sido motivo de interés [43][44]. De igual forma, se ha estudiado
la relacion entre la simetria quiral con la simetria axial y la existencia de sus anomalias [44]. Por lo anterior, en
esta tesis se estudian cudles son los efectos sobre el condensado magnético y la masa magnética si, ademaés del
campo magnético uniforme que actia sobre el fermién sin masa, adicionalmente se introduce un potencial lineal
que modifica el momentum del fermién. Este potencial lineal, en esta tesis, es llamado el potencial del oscilador
de Dirac. Para el caso de fermiones sin masa sometidos Gnicamente a la accién de un campo magnético externo,
también es motivo de interés en esta tesis estudiar la ruptura dindmica de la simetria quiral.

La primera alusion formal al oscilador de Dirac, en el caso de (3-+1) dimensiones, se realizé en la referencia
[45], donde se mostro que la ecuacion de Dirac con un potencial lineal que modifica al momentum del fermion
(lamada la ecuacion del oscilador de Dirac), en el limite no relativista, describe un oscilador arménico cuéntico
con un término de interaccién espin-érbita. Debido a este hecho, los autores de esta referencia llamaron al
sistema descrito por la ecuacion de Dirac con un potencial lineal como el oscilador de Dirac. El espectro de
energia y las funciones de onda de probabilidad de este sistema son obtenidas a partir de un procedimiento
que presenta cierta semejanza con el seguido para solucionar la ecuaciéon de movimiento del oscilador armoénico
cuantico no relativista [45]. Sin embargo, los espectros de energia y las funciones de onda de ambos sistemas
son diferentes [28][45][46].

El oscilador de Dirac ha sido motivo de interés en la fisica matemaética, puesto que sus funciones de onda de
probabilidad forman una base completa y ortonormal [45] 3 y por poseer soluciones exactas [47], a diferencia de
lo que sucede en algunos sistemas fisicos descritos por la Electrodinamica Cuéantica, en donde hay que utilizar
aproximaciones [15|[49]. Este sistema ha sido estudiado usando un enfoque de teoria gauge [16][50] y su dinamica
ha sido estudiada usando diferentes métodos tedricos [51][52|[53]. Adicionalmente, se ha mostrado que se puede
realizar un procedimiento consistente de cuantizaciéon canonica del campo del oscilador de Dirac en (1+1) y en

3 En el anexo B, se muestra la existencia de una base completa y ortonormal para el caso de las funciones de onda de probabilidad
del oscilador de Dirac en (2+1) dimensiones.



(3+1) dimensiones [17][26]. Otros aspectos del oscilador de Dirac han sido estudiados en la literatura, tales como:
transiciones de fase cuanticas [54][55][56]; soluciones de la ecuacion del oscilador de Dirac utilizando técnicas de
mecénica cudntica supersimétrica [57] u otras técnicas [58|[59][60]; potenciales aplicaciones en la fisica del estado
solido [61][62][63].

Para el caso del oscilador de Dirac en (2-+1) dimensiones, diversos aspectos han sido estudiados en la literatura,
por ejemplo: sus funciones de onda y sus espectro de energia [47][48]; su analogia con modelo de James-Cummings
de la 6ptica cudntica [46]; la existencia de una transicion de fase cuantica asociada con este sistema |28|[46][54][58];
su interpretacién fisica como un sistema constituido por un fermién cargado eléctricamente restringido a moverse
en un plano y sometido a la accién de un campo magnético uniforme perpendicular al plano [54]|55]. En esta
tesis de maestria se muestra que la densidad lagrangiana, que describe al sistema fisico que tiene como ecuaciéon
de movimiento a la ecuacion del oscilador de Dirac en (2+1) dimensiones, es invariante bajo transformaciones
gauge globales U (1) de los campos de materia y antimateria, y que para el caso de un oscilador de Dirac sin masa,
debido a que el término de interaccion (asociado con el potencial del oscilador de Dirac) mezcla las componentes
de quiralidad, entonces el sistema no presenta simetria quiral global U(1)r x U(1)rg.

El principal objetivo de esta tesis de maestria es considerar un sistema constituido por fermiones relativistas,
de espin 1/2, cargados eléctricamente, restringidos a moverse en un plano y sometidos a la accién de un campo
magnético uniforme exterior, perpendicular al plano de movimiento, sin y con presencia adicional del potencial
del oscilador de Dirac, con el fin de estudiar los siguientes aspectos: la existencia de un condensado magnético,
la generacion de masa magnética y la ruptura dinamica de la simetria quiral U(1)g x U(1)r. Para realizar lo
anterior, primero se soluciona la ecuacién de Dirac en (2+1) dimensiones en presencia de un campo magnético
uniforme externo, obteniendo sus funciones de onda de probabilidad y su respectivo espectro de energias. Se
muestra que la densidad lagrangiana que describe a este sistema es invariante bajo transformaciones gauge
locales U(1) y que para el caso de fermiones sin masa el sistema posee invariante quiral local U(1)r x U(1)g.

Posteriormente, se soluciona la ecuacion de Dirac en (2+1) dimensiones en presencia de un potencial lineal, es
decir, se soluciona la ecuacion del oscilador de Dirac en (2-+1) dimensiones, obteniendo tanto su espectro de
energia como sus funciones de onda de probabilidad. Para este sistema se muestra que su respectiva densidad
lagrangiana es invariante bajo transformaciones gauge globales U(1) y que para el caso de fermiones sin masa, el
sistema no posée simetria quiral global U (1), xU(1) g, dado que el término de interaccion mezcla las componentes
de quiralidad. Una vez realizado lo anterior y siguiendo un procedimiento que permite escribir el potencial del
oscilador de Dirac en forma covariante, tal como el que fue desarrollado en la referencia [59] con el proposito
de encontrar una interpretacion fisica del oscilador de Dirac en (3+1) dimensiones, en este trabajo de tesis
se muestra formalmente que el oscilador de Dirac en (2+1) dimensiones describe la dinamica de un fermion
relativista con carga eléctrica restringido a moverse en un plano y sometido a la accién de un campo magnético
uniforme perpendicular al plano, el cual en esta tesis llamaremos campo magnético uniforme interno (Br) [54][55].

A continuacion, se soluciona la ecuacion de Dirac en (2+1) dimensiones en presencia tanto del campo magnético
uniforme externo como del potencial lineal, es decir se estudia la dinamica del oscilador de Dirac en (241)
dimensiones interactuando con un campo magnético uniforme externo, obteniendo tanto su espectro de energia
como sus funciones de onda de probabilidad. Para este sistema se muestra que su respectiva densidad lagrangiana
es invariante bajo transformaciones gauge locales U(1) y que para el caso de fermiones sin masa, el sistema no
es invariante quiral local U(1)z x U(1)g, dado que el término de interaccion asociado al potencial del oscilador
de Dirac mezcla las componentes de quiralidad.

Finalmente se estudia el condensado magnético y la masa magnética para: un fermién relativista restringido
a moverse en un plano interactuando con un campo magnético uniforme exterior y perpendicular al plano; un
oscilador de Dirac libre en (2+1) dimensiones; un oscilador de Dirac en (2+41) dimensiones interactuando con un
campo magnético uniforme exterior perpendicular al plano. El condensado magnético se obtiene de dos formas:
(i) a partir del propagador fermiénico que es derivado mediante el formalismo de tiempo propio de Schwinger;
(ii) a partir del célculo del valor esperado del producto de los operadores de campo. La masa magnética se



calcula siguiendo un procedimiento basado en el mencionado formalismo de Schwinger. Por dltimo, para el caso
de fermiones sin masa sometidos Unicamente a la accién de un campo magnético uniforme externo y usando el
formalismo de Schwinger, se estudia la ruptura dindmica de la simetria quiral local U(1)z, x U(1)g.

Cabe mencionar que la masa magnética (o dindmica) se produce para los casos estudiados debido a la interaccion
del fermion con el campo magnético [70]. La masa dindmica ha sido calculada en la literatura partiendo de una
funcion de vértice [71], usando la expansion 1/N [72], o utilizando el formalismo de tiempo propio de Schwinger
[73]|4]. En el ultimo caso, es posible realizar una expansion en frecuencias ultravioletas del potencial efectivo
que describe la interaccion del sistema de fermiones y el campo magnético uniforme exterior [15], con lo cual
se muestra que esta masa depende de la intensidad del campo magnético, dado que esta intensidad se asocia
con un pardmetro de orden que describe, segiin sea el valor de la intensidad del campo magnético, como es
el comportamiento de la masa magnética [35]: si su valor es inferior a un valor critico, se comporta de forma
exponencial; si su valor es superior al valor critico, se comporta de forma cuadrética.

La estructura de esta tesis se describe a continuaciéon. En el capitulo 2, se estudia el sistema constituido por un
fermién relativista libre restringido a moverse en un plano, para lo cual inicialmente se desarrolla el procedimiento
de cuantizacion canoénica del campo de Dirac libre en (2+41) dimensiones, el cual se realiza una vez se soluciona
la ecuacion de Dirac libre en (2+1) dimensiones, y finalmente se muestra que este sistema presenta una simetria
gauge global U(1) y una simetria quiral global U(1)g x U(1)r, esta dltima para el caso de campo de Dirac sin
masa. En el capitulo 3, se estudia el sistema constituido por un fermién relativista restringido a moverse en un
plano e interactuando con un campo magnético uniforme exterior y perpendicular al plano, para lo cual primero
se soluciona la ecuacién de Dirac asociada a este sistema, obteniéndo sus funciones de onda de probabilidad y
su espectro de energia, y a continuacién se muestra que este sistema presenta una simetria gauge local U(1) y
una simetria quiral local U(1)r x U(1)r, esta ultima para el caso de campo fermionico sin masa.

En el capitulo 4, se estudia el oscilador de Dirac libre en (2-+1) dimensiones, para lo cual inicialmente se soluciona
la ecuacion del oscilador de Dirac libre en (2+1) dimensiones, obteniéndo sus funciones de onda de probabilidad
y su espectro de energia, a continuacién se muestra formalmente que este sistema describe un fermion cargado
eléctricamente sometido a la acciéon de un campo magnético interno uniforme y perpendicular al plano de
movimiento del fermién, posteriormente se muestra que se puede desarrollar un procedimiento de cuantizacién
canonica para el campo del oscilador de Dirac en (2+41) dimensiones y finalmente se muestra que este sistema,
a pesar de presentar una simetria gauge global U(1), no presenta simetria quiral global U(1)r x U(1)r, esta
altima para el caso del oscilador de Dirac sin masa, dado que el término de interaccién asociado al potencial
del oscilador de Dirac mezcla las componentes de quiralidad. En el capitulo 5, se estudia el oscilador de Dirac
en (2+1) dimensiones interactuando con un campo magnético uniforme externo y perpendicular al plano en el
que se mueve el fermién, para lo cual primero se soluciona la ecuacién de Dirac correspondiente, obteniéndo
sus funciones de onda de probabilidad y su espectro de energia, y finalmente se muestra que el sistema fisico
asociado, a pesar de presentar una simetria gauge local U(1), no presenta simetria quiral local U(1)r x U(1)y,
esta dltima para el caso del campo fermionico sin masa, dado que el término de interaccién asociado al potencial
lineal mezcla las componentes de quiralidad.

En el capitulo 6, se calcula el condensado magnético para los sistemas considerados en los capitulos 3 y 5, tanto
usando el formalismo de tiempo propio de Schwinger como mediante el célculo del valor esperado con respecto
al estado de vacio del producto de los operadores de campo. En el capitulo 7, se calcula la masa magnética
para los sistemas considerados en los capitulos 3 y 5, usando el formalismo de tiempo propio de Schwinger. En
el capitulo 8, mediante el formalismo de Schwinger, se estudia la ruptura dindmica de la simetria quiral local
U(1)gr x U(1)r para el sistema constituido por un fermién sin masa interactuando con un campo magnético
uniforme externo. Finalmente, en el capitulo 9 se presentan las conclusiones del presente trabajo de tesis y
a continuacién se presentan un conjunto de anexos que contiene algunos detalles de cdlculo y aclaraciones de
relevancia para la tesis.



2. FERMION LIBRE EN (2+1) DIMENSIONES

En este capitulo se estudia el sistema constituido por un fermién masivo relativista, libre y de espin 1/2, re-
stringido a moverse en un plano. Este sistema se describe a través de la densidad lagrangiana de un campo de
Dirac libre en (2+1) dimensiones. Se realiza la cuantizacion canoénica del campo de Dirac libre en (2-+1) dimen-
siones. Se muestra que la densidad lagrangiana que describe a este sistema es invariante bajo transformaciones
gauge globales U(1) de los campos de materia y antimateria. También se muestra que esta densidad lagrangiana,
para el caso de un campo de Dirac sin masa, es invariante bajo transformaciones quirales U (1) x U (1), globales.
Por dltimo, se muestra que si el campo de Dirac es masivo, entonces la simetria quiral se rompe explicitamente.

Para desarrollar el procedimiento de cuantizaciéon canoénica del campo de Dirac libre en (2+1) dimensiones,
primero se soluciona la ecuacion de Dirac libre en (2+1) dimensiones. Los operadores de campo de Dirac
libre @@ y 1[1T son escritos en términos de los operadores creacién de fermién y destruccién de antifermion,
mediante una serie de Fourier que emplea la base de ondas planas que solucionan la ecuacién de Dirac libre en
(241) dimensiones. Posteriormente, utilizando los mencionados operadores de campo, se obtiene el operador
hamiltoniano del sistema, al cual se le ha sustraido la energia del estado de vacio (o de punto cero) [64], obteniéndo
de esta forma que la energia asociada a este sistema es finita. De igual forma, se realiza un procedimiento similar
para el caso del operador de carga.

2.1 Solucion de la ecuacion de Dirac libre en (2+1) dimensiones

La ecuaciéon de Dirac libre en (3+1) dimensiones, que describe la dindmica cuéantica de fermiones relativistas de
espin 1/2 con masa m, estd dada por [65]

L0 hee~ OO )

donde a y B son matrices 4 x 4, las cuales se pueden escribir de la siguiente manera:

(1 0 (0 og .
B = <0 _1> ) ap = (Uk 0> ) k= 172737 (22)

siendo 1 la matriz identidad de 2 x 2 dimensiones y o las matrices de Pauli, las cuales estdn dadas por [66]

O T U O ) o3

La ecuacién de Dirac debe satisfacer la expresiéon relativista entre el momentum y la energia, dando lugar a
una densidad de probabilidad positiva y siendo invariante de Lorentz. Por tal motivo, las matrices a y 8
deben anticonmutar mutuamente y ser idempotentes. La ecuacién de Dirac permite obtener una ecuacién de
continuidad, lo cual implica que existe una cuadridensidad corriente de probabilidad asociada j# = (p, E), donde

4
p=1lp=> "y, j=cyplay. (2.4)
i=1
Por otro lado, de ahora en adelante se escribe 9, = % para denotar la derivada de una funcién con respecto al
tiempo y para hacer referencia a la derivada de alguna funcién con respecto a alguna variable espacial, se expresa
la derivada como 0; = 9/0x;, donde se ha adoptado la convenciéon de unidades naturales, es decir, ¢ = h = 1.
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La ecuacion de Dirac en (3+1) dimensiones en forma covariante se escribe como

(iv' 0y —m) 4 (7, t) = 0, uw=0,1,2,3, (2.5)

en donde " son las matrices de Dirac, tal que 7Y = 8y +* = af, con i = 1,2, 3, las cuales en términos de las
matrices de Pauli (2.3) y de la matriz identidad quedan escritas como

o (1 0 i (0 oF

en donde o* son las matrices de Pauli dadas por la expresion (2.3).

La ecuacion de Dirac (2.1) estd planteada en (3+1) dimensiones. Sin embargo, nuestro interés en este trabajo es
estudiar el sistema restringido a un plano, por lo cual la expresion (2.1) en (2+1) dimensiones se escribe como

10 = (aypy + azp, +mfB) . (2.7)

Las soluciones estacionarias de la ecuacion de Dirac en (2-+1) se pueden hallar utilizando el siguiente ansatz

?P(%Zat) = ¢(y>z) C€Xp (_ZEt) . (28)

La ecuacion de Dirac posee cuatro soluciones, dos de energifa positiva y dos de energfa negativa. Las dos
soluciones de energia positiva, asi como las dos soluciones de energia negativa, se diferencian entre si por su
helicidad. Resulta conveniente dividir el espinor de cuatro componentes en dos espinores de dos componentes
(o biespinores), ¢ v x, es decir

U1

= (0) o= () = () 20
4

Usando los biespinores y escribiendo de forma explicita las matrices o y 3, se obtiene la siguiente ecuacion

matricial [65]
s-IC DG N e

o como un sistema de ecuaciones de la siguiente forma

Ex = 03049 — mx. (212)

Los estados con momento definido p son

(i) N (ig) exp (ipjej) (2.13)

Resolviendo el anterior sistema de ecuaciones, se obtiene que el espectro de energia es

E = +,/m?+p3. (2.14)

A partir de (2.14), se llega a que el biespinor x( se escribe como [65]

_ lopi) o (2.15)

Xo_m0+E
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Ahora se escribe el biespinor ¢g como

¢ = (g;) . (2.16)

Usando (2.16), se puede reescribir la funcion de onda de probabilidad como

U exp (ipjx; — AEt)
2.17
U) 2.17)

Y(y,z,t) =N (fﬁ% 5o ,

donde A = %1 caracteriza las soluciones de energfa positiva y negativa. La constante de normalizacién se puede
determinar usando la condicién de ortogonalidad

/w;xy, 2, )y yd?w = 53xd% (pj — 1f) | (2.18)

por lo cual el valor de la constante de normalizacién es

m+ \E,)?
N = AR (2.19)
2)\E,
El espectro que produce AE corresponde al mismo asociado con la ecuacién Klein-Gordon, es decir el de una
particula libre, con valores de energia positivos y negativos. Por otro lado, observamos que la funcién de onda

(2.17) obedece la siguiente ecuacion de valores propios para el operador momentum

Para todo momentum p existen dos tipos de soluciones: (i) dos con A = 1, es decir, cuando la energfa es positiva
E; (ii) dos con A = —1, o sea, con energia negativa —F. A continuaciéon se muestra que otro nimero cuantico,

llamado helicidad, permite diferenciar los estados cuanticos dados por (2.17). Para realizar lo anterior, primero
se parte de la definicion del siguiente operador
. g 0\ -
= 7 2.21
p <0 U) P, (2.21)

el cual conmuta con el operador hamiltoniano del sistema, dado por H = (cjpj + fm). Adicionalmente, el
operador

M

s 1a 1/ 0
5222<0 &>, (2.22)

es una generalizacion del operador de espin [65] [67]. Lo anterior implica P ]3’, H y ﬁ’ pueden ser diagonalizados
al mismo tiempo [65]. Esto mismo sucede con el operador de helicidad, definido como

" 12 5 -t
Ag==-x.L _g. 2

2 |pl 1]
Lo anterior permite dar una interpretacién intuitiva del operador helicidad: corresponde a la proyeccion del
espin en direccién del momentum. Asimismo, sus valores propios son +1, mientras que sus vectores propios son

[67]

(2.23)

1 0 0 0
0 1 0 0
0 ) 0 ) 1 ) 0 (224)
0 0 0 1

Por otra parte, si el fermién se propaga en el plano yz, o sea, p' = (py, p.) entonces las funciones de onda que
solucionan la ecuacion de Dirac tienen la forma
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E+m
1Dy
E+m

0

1
—ip, | exp[—iEt +iypy + izp.], (2.26)
E+m
Pz
“ E+m

P

pyvpzv 17_1/2 y,Z t

1
0
1 . . .
‘”z(ay),pz,x L2 (20 _p. | exp[—iEt +iypy, + izp:], (2.25)

—Pz
E+m
Py

3 . . .
wf,y),pm et 4172 W5 25 ) Bim | expliBt — iypy — izps], (2.27)

I
=

—ip,,
E+m

(@ Y [ 2 o

Dy, Pz A=—1,—1/2 (y’ 2 t) =N 0 exXp [Et — WYPy — Zzpz] s (228)

1

donde N esta dado por la expresion (2.19). Las expresiones (2.25) a (2.28) muestran explicitamente que la
ecuacién de Dirac posee 4 soluciones: dos de energia positiva y dos de energia negativa, que mutuamente
difieren en su helicidad.

2.2 Cuantizacion canénica del campo de Dirac libre en (241) dimensiones

Para realizar la cuantizacion candnica del campo de Dirac libre en (2+1) dimensiones se sigue un procedimiento
similar al presentado en la referencia [68], teniendo en cuenta que el sistema estudiado es un fermién masivo de
espin 1/2 restringido a moverse en el plano yz, es decir, es un sistema en (2+1) dimensiones. La cuantizacion
del campo de Dirac se logra reemplazando los espinores 1 y 1 por los operadores de campo @ZAJ y ¥f. En
el procedimiento de cuantizacién canoénica, los operadores de campo, para cualquier tipo de campo, deben
obedecer relaciones de conmutacién o anticonmutaciéon. Para este caso, por ser una campo espinorial que
describe fermiones de espin 1/2, cuya dindmica esta descrita por la ecuacion de Dirac, satisfaciéndo el principio
de exclusion de Pauli, entonces los operadores de campo deben obedecer relaciones de anticonmutacion [68]. Por
lo anterior, se asume que los operadores de campo de Dirac satisfacen las siguientes reglas de anticonmutacion
para tiempos iguales

{%(y, 1), 0, 2, t)} =005 0 (y—y) (2 =2, (2.29)
{&g(y7zat)7d};(y/7zl7t>} = {Jja(yaz7t)7¢ﬁ(y/7zl7t)} = Oa (230)

donde los subindices o y [ denotan el espin, que por tratarse de fermiones regidos por la ecuacién de Dirac
Unicamente pueden adoptar los valores % y —%. Asimismo la eleccion de las definiciones (2.29) y (2.30) garantiza
que las particulas obedecen la estadistica de Fermi-Dirac y el principio de exclusiéon de Pauli.

La ecuaciéon de movimiento de Heisenberg para el operador de campo lﬁ es [64] (ver demostracion en el apéndice

A)

=i [wﬂ} : (2.31)

o de forma equivalente!

! La derivacién de la ecuacion se muestra en el apéndice A.



14

oy = (—& V- iﬁm)gﬁ g (2.32)

El operador de campo cuantizado, entonces satisface la ecuacion de Dirac (2.73)
iy = (—i& Y+ ﬁm) b (2.33)

2.2.1 Expansién en ondas planas del operador de campo de Dirac

El operador de campo ¥ puede ser expandido en un conjunto completo de funciones de onda plana “clésicas”
2. Para este proposito, las soluciones de onda plana de la ecuaciéon de Dirac libre son una eleccién natural, las
cuales estan dadas por

vy, 2, ) = 2m)7" /%wr (P) exp [—ie, (Bt — pyy — p=2)] , (2.34)
p

donde el indice r enumera las 4 soluciones independientes de la ecuacion de Dirac, de tal forma con r = 1,2 se
denota las soluciones de energia positiva Ez = 1/|p]? + m?, mientras que con r = 3,4, se denotan las soluciones
de energia negativa Ey = —/[p]? + m?2, siendo |p]? = pz + p2. Las ondas planas satisfacen la ecuaciéon de Dirac

(V%P0 + 7Py +¥°p2 — erm] w, () = 0. (2.35)

Los espinores de Dirac poseen las siguientes propiedades de ortogonalidad y completez [68]

E-
W;[/ (Er’ﬁ) Wy (Erm = Ep(;rr’v (236)
Wyt (p_) Wy (ﬁ) = €:0p, (2'37)

1 Ejy
Zwm (erp) WI (€:P) = —=0aB; (2.38)
r=1

4
> erwra () @rg (5) = dap- (2.39)

r=1

Notese que el signo negativo del momentum para las soluciones de energia negativa (r = 3,4) son continuas en
(2.36) y (2.38). La relacion (2.36) garantiza que las ondas planas (2.34) estan normalizadas correctamente hacia
funciones delta de Dirac, es decir

[ vz 6§05 = 5.08% (5~ 7). (240

donde €2 = 1 fue utilizado. La expresion (2.40) es valida para cualquier intervalo de tiempo. Teniendo en cuenta
los anteriores resultados, la expansion de la funcién de onda plana del operador de campo es

By t) = Z [ [ e e i), (2.41)

mientras que para el campo hermitico conjugado tiene la forma

dpydp. .
Ty, z,1) Z/ Pyap ‘/ aT (7, 7) @y (P) 7" exp (—ie, & - P). (2.42)

Los operadores a y a' satisfacen las siguientes relaciones de anticonmutacion

2 En el sentido de las funciones de onda que solucionan la ecuacion de Dirac libre
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{&,dT} = /dydz Dy, 2,95 (y, 2.1). (2.43)

Ya que las ondas planas son ortogonales, como se muestra en (2.40), los operadores creacién y destruccion
satisfacen las relaciones de anticonmutacion

{a@r).al (7)) = 6md® (5-7) (2.44)

{at@n).at (@)} = {a@n),a @)} =0. (2.45)
Las relaciones (2.44) y (2.45) para los operadores creacion y destruccion del campo de Dirac libre son similares
al del campo escalar de Klein-Gordon, salvo que para este tltimo campo se cumplen relaciones de conmutacién,
va que este campo describe bosones de espin cero.

2.2.2 Operador hamiltoniano para el campo de Dirac libre

Partiendo del operador hamiltoniano

H= /dydz 1/JT —iay 0y — 10,0, —l—,@m)w (2.46)

Insertando las expansiones (2.41) y (2.42) de los operadores de campo, se tiene entonces que el operador hamil-
toniano tiene la forma

H = Z /dpydpz/dpydpz p 7") (P, )/dydz w;;,(r’) (y’,z',t) (—i0y 0y — 10, —i—ﬁm)z/; )(y,z t).

rr/=1

(2.47)
Ya que las ondas planas obedecen la ecuacién de Dirac
(—iay0y — i 0, + Bm) ’QZJ r) (y,2,t) = L5 @DI(;) (y,2,t), (2.48)
entonces
R 4
H=>" / dpydp, &' (p',r") @ (p,r) e B (2.49)
r=1

Separando las contribuciones de energia positiva y negativa se tiene

H= /dpydpz <Z Eyal (p',r')a(p ZE at (7,7") a (7, )). (2.50)

Si se introduce el operador niimero de particula asociado al estado wﬁr (y,z,t) [68]

g =al (5, r") a(B,r), (2.51)
el operador hamiltoniano (2.50) pareciera ser initil dado que el nimero de particulas en el “ bajo continuo”
(r = 3,4) aumenta el valor esperado del hamiltoniano, es decir, la energia total del sistema puede seguir cayendo
a valores cada vez mas negativos. Sin embargo, para resolver esta inconsistencia fisica se puede utilizar el
concepto de “mar de Dirac” [68]. Resulta conveniente desarrollar este paso usando la normalizacion de “caja”
para las funciones de onda. La integral sobre el momentum, entonces se convierte en una suma sobre una
malla discreta de la variable momentum, es decir p = py, donde ¢ es un indice de conteo. Las relaciones de
anticonmutacion (2.44) y (2.45) ahora tienen la forma

{a@.r).at @0} = b, {a@ ) a0} ={a @0).at G} =0 (@252



16

Se debe tener en cuenta que la energia del vacio no es un observable fisico y que esta energia corresponde a la
suma de todos los valores propios de energfa del “bajo continuo”, es decir las energias negativas del sistema. Lo
anterior se expresa como [68§]

4
Ey=-)» )Y Ejp (2.53)
o r=3

P

pero al ser el momentum una variable continua, entonces esta suma seria infinita, lo cual no es cierto. Para
resolver este problema, se requiere tener en cuenta que la energia de punto cero del campo se puede escribir a
partir de considerar que cada oscilador contrribuye a la energia del vacio con una energia dada por %Ep. De
esta manera, se redefine el operador hamiltoniano como

H' = H — E,

el cual usando (2.53), queda escrito por

4 4

H = Z (Z Eﬁ ﬁﬁr + Z Eﬁ ﬁﬁr> . (2.54)
I r=1 r=3

En el segundo término, el operador ntimero para huecos de LZJ](;), con r = 3,4, fue introducido. De acuerdo con

(2.52), este operador satisface [68|

g =1—al (pr)a (7). (2.55)

Notese que H' es un operador hamiltoniano definido positivamente. Esta construcciéon matematica estd acom-
paniada de un significado fisico: los “huecos” son interpretados como antiparticulas, por ejemplo, como positrones.
El estado de vacio fisico |0 > es entonces definido como el estado cuéntico del campo que no contiene particulas
ni antiparticulas como excitaciones, es decir

Agl0>=0,r=1,2, g =0,r=3,4. (2.56)
En términos de los operadores creacion y destruccion af (p,r) y a ('), ésto implica que [68]

a(pr)|0>=0, r=1,2, at (5,710 >=0, r =3,4. (2.57)

Por lo tanto, podemos afirmar que a (7, 7) es el operador destruccion para particulas (r = 1,2) y que af (p,7)
es el operador destruccion para antiparticulas (r = 3,4). O de forma equivalente: a (,r) es el operador de
creacion de particulas (r = 1,2), mientras que a (p',r) es el operador de creacion de antiparticulas (r = 3,4).

El doble rol que tienen los operadores @ y a' puede resultar algo confuso. Por lo tanto es conveniente introducir
notaciones separadas para los operadores de particulas y los operadores de “huecos” (antiparticulas). Por esta
razén se cambia la notaciéon para las funciones de onda. En primer lugar, los espinores de Dirac los denomi-
namos u(p, 3) y v(p, 5) para los estados continuos de energia positiva y negativa, respectivamente®. Ellos estan
relacionados con los espinores w, (p) de la siguiente manera |68|

(. 5), ws (p) = u(p,—35),
(0, —3), wa (p) = u (P, 3), (2.58)

donde se observa el signo contrario del espin para el caso de las soluciones de antiparticula. Ajustando los
espinores (2.58), los nuevos operadores son

~ ~

b@s=a@l),  b@EH=a@).

% La cantidad § denota el vector de espin generalizado.




17

Las soluciones del “continuo superior” son simplemente renombradas a — b. Para las soluciones de antiparticula,
la direccion del espin se invierte como se observa en la definicion de los espinores (2.58) y al mismo tiempo se hace
la sustitucién para el correspondiente operador hermitico conjugado a — df [64]. Es interesante notar que la
transformacion (2.58) no modifica la forma de las relaciones de anticonmutacion (es decir, es una transformacion
canénica), ya que a y a'. Ahora las relaciones de anticonmutacion expresadas en términos de los nuevos
operadores son

{65,581 (7,5) } = 6.0 (F—F). (2.59)

{d@9),d" (7,5} = 0.90% (5-7), (2.60)

mientras que las demas relaciones de anticonmutacién que involucran relaciones entre los operadores b, bf, d y
d' son nulas.

En el nuevo lenguaje de los operadores de creacién y destruccién, el operador de campo se expande como

dpydp.
by, z,t) = Z/ . ,/ E; b (7, 5) u (P, 5) exp (—ipyy — ip.2) + dlv (5, 5) exp (ipyy + ip.2 )). (2.61)

Por lo anterior, los espinores se expresan de la siguiente forma 68|

W@ =T 05, e@s= 2T
2m (Eﬁ—l—m) 2m (Eﬁ+ m)

v(0,3), (2.62)

en donde se ha utilizado la notacion slash de Feynman, es decir, p= p*y, = °v0 + pY72 + p*y3. Por otro lado,
u (0,8) y v (0, 3) son los espinores en el sistema inercial de la particula con p'= (m, 6), el cual tiene solamente

una componente superior o inferior. La ecuacion (2.62) puede ser derivada usando el operador “boost” de Lorentz
[68].

En el espacio de cuadrimomento, los espinores satisfacen las siguientes ecuaciones de Dirac

(b—m)u(p,5) =0, b+ m)v(p,5) =0,
a(p, ) (p—m) =0, 0 (P, 5) (p+m) = 0. (2.63)

Teniendo en cuenta la notacién adoptada para los operadores de creacién y destruccion, el operador hamiltoniano
se escribe como 68|

=i Fo =Y [ oo (5 7,55 53.9) + @ (7.5 d(7.5)) (264

Las ecuaciones (2.59), (2.60) y (2.61) implican la siguiente interpretaciéon de los nuevos operadores b (7, 3)
representa el operador creacion de partlcula b (P, 8) es el operador destruccion de particula; df (P, §) representa
el operador creacién de antiparticula; d (P, §) es el operador destruccion de antiparticula.

Usando estos operadores, el espacio de Fock puede ser construido partiendo del estado de vacio |0 > definido
por [68]

b(p,5)]0 >=0, d (p,5) 10 >= 0. (2.65)

La aplicacion continua de los operadores b (P, 8y df (P, §) sobre el estado de vacio permite la construccion de los
estados que contienen un ndmero arbitrario de particulas y antiparticulas. Estos estados satisfacen el principio
de exclusion de Pauli de forma automatica [68].



18

2.2.3 Operadores de carga, momento lineal y espin

Uno de los operadores mas relevantes para ser estudiado en el caso del campo de Dirac libre es el operador de
carga electromagnética. Se define de la siguiente manera

Q= e/dydz D5 (2,005 (g, 2,1). (2.66)

Reemplazando la expansion (2.61), asi como la de su hermitico conjugado del operador de campo, se encuentra
que

A M 2k n o b i e R B ot o
Q=c>" / dpydp. - (B (7,5 b (5.5) it (5.5) i (5, 9) + d (5,5) d' (5.9) 6" (7,50 (7.9) ). (2.67)
5,8’ p
Los espinores u (p, §) v 4 (p, §) satisfacen la siguiente relacion de ortogonalidad [68]
(5 RN (58 = ot (5.8 (5 — O S5 N5 3 = (5 (s
U (p,@u(p,s):v (pag)v(pas)zﬁéss’a u (p,E')v(p,s):U (p,§')u(p,§'):(), (268)
lo cual puede ser utilizado para simplificar al operador de carga de la siguiente manera
Q=3 [ dpd- (079039 + A d' (7.5)) (2.69)
S
Con el fin de expresar el operador @ en términos del operador niimero 7 (7, 5), los operadores d (7, 5) y d' (7, 5)
tienen que ser intercambiados en el segundo término en (2.69). El anticonmutador (2.60) introduce la carga de
las particulas en el mar de Dirac. La carga total de estado de vacio de Dirac es una cantidad constante (aunque

divergente) Q,, la cual no es un observable fisico. Asi, el operador de carga fisico se obtiene sustrayendo esta
cantidad de (2.69), es decir

@ =eY [ dpyap. (V59055 - d' (7.9 d5.9) (2.70)

Como era de esperar, las particulas y sus respectivas antiparticulas poseen cargas eléctricas de signos contrarios,
que para este caso son +e y —e.

El operador momentum del campo de Dirac libre posee contribuciones tanto de las particulas como de las
antiparticulas. El operador momentum se puede escribir como

p= —i/dydeT (,2,t) VU (y,2,1) . (2.71)

La expansion en ondas planas del operador de campo da

=3 [ dno: (3 969+ 0 (.9 d5.9) 2m)
donde el signo menos resulta de derivar la onda plana exp (£ip'- ¥).

El cambio en el ordenamiento del operador en la ecuacién (2.72) no contribuye ya que la integral [dp se
vuelve nula debido a argumentos simétricos. En contraste para el caso de los operadores hamiltoniano y carga
electromagnética, la isotropia del espacio garantiza que no puede haber “momentum del vacio”, pg, el cual tendria
que ser restado del operador momentum [68].

Finalmente, en analogia con (2.64), (2.70) y (2.72) también el operador momento angular puede ser expandido
con respecto al operador numero de particula. Las ondas planas que solucionan la ecuaciéon de Dirac no tienen
un momento angular bien definido, lo cual se ve reflejado en la forma no diagonal del operador de momento
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angular. Sin embargo, un resultado sencillo se obtiene para estados de helicidad donde el eje de cuantizacién es
dirigido sobre el vector momentum. En el caso del vector de momento angular de espin, se tiene que [68]

=5 (@909~ 01 79D (3.5) + d' (7.5 d (7.5) - &1 (7.9 d (7.9 . (2.73)

Es més comodo dividir la expresion (2.73) en las contribuciones de particulas y antiparticulas cada una llevando
su proyeccién de espin % y —%. Este resultado sirve para justificar la redefinicién de la direccién del espin en las
soluciones de energia negativa, las cuales fueron llevadas a cabo en (2.59). A una particula en el “bajo continuo”
que tiene espin hacia arriba le corresponde una antiparticula con espin hacia abajo y viceversa.

Cuando se derivan los operadores hamiltoniano H y carga electromagnética ) del campo de Dirac libre, se
encuentra el problema de la existencia de divergencias. Debido a que estas cantidades no son observables fisicos
(al menos en su definicion inicial), se redefinen los operadores para que éstos sean cantidades finitas?®.

Desde el punto de vista matemético, este argumento es cuestionable ya que involucra manejar cantidades diver-
gentes. El mismo efecto se tiene de manera formal, si se acude al concepto de ordenamiento normal. Al igual
que en el caso de campos escalares (tipo Klein-Gordon), el operador de campo de Dirac libre se puede dividir
en do partes que involucran energias positivas y negativas

= + ). (2.74)

La forma explicita de estas contribuciones, asumiendo una expansiéon en ondas planas, estd dada por (2.61).
Una propiedad importante es el efecto que ellos tienen sobre el estado de vacio, teniendo en cuenta (2.65) [68]

N0 >=0, D0 >=0. (2.75)

El ordenamiento normal ahora significa que todas las contribuciones que involucran energias positivas (es decir,
operadores destruccion) son desplazadas a la derecha. Debido a que el campo de Dirac libre obedece relaciones
de anticonmutacién, cada paso de reordenamiento va con cambio de signo. Por ejemplo, el producto normal de

o v g es [68]

tatp = OIS + DS + 9L — D5, (2.76)
Si los productos de los operadores de campo son tomados de acuerdo con la definicién de ordenamiento normal,

todas las contribuciones del vacio desaparecen debido a la propiedad (2.75). Los operadores “fisicos” hamiltoniano
v carga electromagnética escritos utilizando el ordenamiento normal son

H = /dydz a0l (—iojO; + Bm) xS (2.77)

Q = e/dydz apth o, (2.78)

que coinciden con (2.64) y (2.70).

2.3 Densidad lagrangiana de Dirac libre en (2+1) dimensiones y sus simetrias

En esta seccion se presenta la densidad lagrangiana que genera la ecuacion de Dirac libre en (2-+1) dimensiones,
asi como las simetrias que posee: simetria gauge global U(1) y simetria quiral global U (1) x U(1)g, esta ultima
para el caso de campo de Dirac sin masa.

% La redefinicion se hizo sustrayendo de los operadores inicialmente propuestos la energia y la carga del vacio, respectivamente.
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2.3.1 Simetria U(1) global

Es facil de probar que la ecuacién de Dirac (2.7), se puede derivar usando la ecuacion de Euler-Lagrange para
el campo de antimateria ¢ (x), a partir de la densidad lagrangiana de Dirac libre dada por

Lp =¥ (x) ("0 — m) P(z), (2.79)

la cual es invariante bajo transformaciones del grupo U(1) global de los campos de materia ¢ (z) y antimateria

(x) de la forma

P(x) — ' (x) = exp [—i0] Y(x), P(x) — ' (z) = exp [i0] ¥(z), 6 = constante, (2.80)

donde x = (y, z,t) representa un punto en el espacio-tiempo (2+1) dimensional. Se observa que la densidad
lagrangiana de Dirac libre transformada satisface

Ly = Y'(x)(iy"9y —m) ' (x),
= P(x) explib] (iv"0, — m) exp[—ibi(x),
= () exp[if] exp[—if] (iy*d, — m) Y (z),
= P(@) ("0, — m)P(x),
E/D = Lp, (2.81)

es decir, se tiene una invariacia bajo transformaciones U(1) globales de los campos de materia ¢ (x) y antimateria
Y (z), lo cual indica que el sistema libre considerado presenta una simetria U (1) global.

2.3.2 Simetria quiral global U(1);, x U(1)g y su ruptura explicita

Los fermiones pueden tener helicidad +1, es decir la proyeccion del espin en la direccién del momentum es
positiva, o —1, la proyeccién del espin en la direccién del momentum es negativa. Considerando un fermion
con helicidad de +1 para algin observador en un sistema de referencia dado. Si un observador se desplaza en
la, misma direccién y sentido, pero maés rapido que el fermioén, se tiene que el fermién se mueve relativamente
al observador hacia atras y su helicidad para el observador es ahora de —1. Por lo tanto, la helicidad es una
cantidad relativa al observador [41] [44].

2.3.2.1 Componentes quirales del campo de Dirac

Ahora si el fermion relativista no tiene masa, es decir se mueve con la velocidad de la luz, entonces su helici-
dad serd la misma para todos los observadores, lo cual quiere decir que las helicidades positiva y negativa se
desacoplan, con lo cual ahora los fermiones tienen una “lateralidad” definida. Ellos son fermiones quirales. Por
lo anterior, consideremos la ecuacién de Dirac libre en forma covariante para un campo fermionico sin masa

(1490,) 4 (x) = 0. (2.82)
Si se define la matriz 5 como [64] [68]
0 010
0 001
5_ . 0.1.2.3_
0100

que satisface (7°)? = 1, se observa que 7 obedece la siguiente relaciéon de anticonmutacion

{757} =0. (2.84)
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Teniendo en cuenta esta relacién de anticonmutacién, la ecuaciéon de Dirac para un campo fermionico sin masa
se puede escribir indistintamente como

Y57t (x) = 0, (2.85)
—iv"ysp(z) =0, (2.86)

lo cual muestra que tanto 1 (z), como 729 (z) son soluciones de la ecuacién (2.82) y por lo tanto cualquier
combinacién lineal de estas dos soluciones es también una solucién de la ecuacion de Dirac libre. Definiendo las
siguientes combinaciones [41] [42] [44]

(L +195) (), (2.87)

N | =

Yu@) = Pr(e) = 5 (1—26)9(@),  Ya(e) = Pay(e) =

donde P;, y Pg son denominados los operadores proyectores de quiralidad ® y 1 es la matriz identidad 4 x 4.
Entonces ¢ (z) (Yr(z)) es la componente de quiralidad izquierda (derecha) del campo de Dirac ¢ (x). Los
subindices L y R que hacen referencia a proyecciones de quiralidad izquierda y derecha y se denotan asi teniendo
en cuenta el sentido de las manecillas del reloj [41]. La proyecciéon de quiralidad derecha describe fermiones en
un estado tal que su espin es 1/2 (momento angular intrinseco con sentido de giro como el de las manecillas
del reloj), mientras que la proyeccion de quiralidad derecha describe fermiones en un estado tal que su espin es
—1/2 (momento angular intrinseco con sentido de giro contrario al de las manecillas del reloj)®.

En general, la quiralidad se define como la caracteristica estructural de un sistema finito (particula, atomo o
molécula) que hace que sea imposible superponerla sobre imagen en un espejo. Por ejemplo, las manos y pies
izquierdos y derechos son ejemplos de imégenes quirales, mientras que circulos o tridngulos son ejemplos de
objetos no quirales. En otras palabras, cualquier objeto que sea diferente a su imagen se dice que es quiral” No
sobra aclarar que la quiralidad en la siguiente subsecciéon es equivalente a la helicidad, ya que estos dos conceptos
son iguales para el caso de considerar fermiones sin masa [41].

5 Para particulas sin masa, el operador Pr r proyecta la helicidad de la particula. Como operadores ellos deben satisfacer las
siguientes relaciones:

PrPL=P,Pr=0, Pip=PrPi=P,, Pr+P.=1

Para particulas con masa, Pr, 1 son operadores de quiralidad, pero ahora no corresponden exactamente a la helicidad.
5 Los campos espinoriales ¢ y Y, introducidos previamente en la ecuacién de Dirac, tienen paridad opuesta, mientras que las
combinaciones de 11, y g tienen paridad indefinida, de hecho

P ¢(y727t) %W(ﬂp (7y7 72:,15)
T/JR (y7 Zat) = PRw(y: th) - PR’YD@Z)(_:% _Zat) = ’YDPLQZ)(_?% _Z,t) 75 in(_yv _th)
7/JL(y7 2, t) = PLw(% Z, t) — PL’Y“?(‘?J: —%, t) = VOPR¢(—?/7 —Z,t) 7& i¢L(_y7 _th)7

por lo tanto 1 y ®r no transforman de la misma manera bajo transformaciones de paridad. Sin embargo, considerando las
siguientes combinaciones

P ¢R(% 2, t) + ¢L(y» Z,t) -+ (¢R(_y7 _th) + ¢L(_y7 _Z7t)) )
1/)R(y7 Z, t) - wL(yv 2, t) - = (d}R(_yv _th) - 1/JL(—y» _Z7t)) )

entonces los autoestados del operador de paridad tienen valores propios de £1.

" La quiralidad fue una propiedad descubierta por el cientifico Louis Pasteur en 1848, mientras estudiaba sales de potasio. Pasteur
descubri6 tres variaciones en los cristales: dos de ellas eran imagenes de espejo. Pasteur separ6 cuidadosamente los dos cristales, los
disolvi6 en agua e hizo pasar luz a través de la solucién y se dio cuenta que la luz polarizada rotaba diferente en los dos cristales: Uno
rotaba en sentido a las manecillas del reloj (dextrogiro), mientras que el otro lo hacia en sentido contrario (levogiro). Lo anterior
implicaba que los dos compuestos de la sal de potasio giraban hacia la derecha o a la izquierda. Ellos era parejas quirales, puesto
que uno no podia ser superpuesto con el otro [41].
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2.3.2.2 Simetria quiral global U(1); x U(1)r del sistema sin masa

La densidad lagrangiana de Dirac libre para un campo fermionico sin masa estd dada por

Eo = ¢($)j7“au¢($)’ (288)

Dado que campo de Dirac ¥(x) se puede escribir como la suma de sus componentes quirales ¢(z) = (Pg +
Pr)y(x) = ¢Yr(x) + ¢r(x), entonces la densidad lagrangiana (2.88) queda escrita como

Lo = Vr(2)in"Our(w) + L (2)in'Our (), (2.89)

donde se ha tenido en cuenta que los términos cruzados Yr(z) "0 (z) v ¥r(2)y*0,¢r(x) se anulan, dado
que PrP; = PpPr = 0. Se puede probar ahora que la densidad lagrangiana (2.89) presenta simetria quiral
U(1)r xU(1)r, puesto que es invariante bajo transformaciones de fase globales de las proyecciones de quiralidad
de los campos de materia y antimateria de la forma

Yr(x) = Py () = exp [<ifL] Y (2); Yr(x) — Yp(x) = exp [~i0r] Yr(z), (2.90)
Yr(z) = U (x) = exp [i0L] ¥r(z); Yr(x) = Pr(z) = exp [i0g] Yr(z), (2.91)

donde 0r y 01 son parametros reales, que en general son diferentes, asociados respectivamente con los grupos
de simetria U(1)g y U(1)r. Por lo anterior, las proyecciones de quiralidad derecha e izquierda del campo de
Dirac y su adjunto, transforman con una fase diferente. Para probar la mencionada simetria, primero se escribe
la densidad lagrangiana transformada como

L, = ()" Oup(@) + i ()7 0ut (x). (2.92)

Después de substituir (2.90) y (2.91) en la anterior expresion, se tiene

L, = i(exp[i0r]¥r) Y0y (exp [—ibr]vr) + i (exp [i0L]) ¥r) ¥y (exp [—ifL] ¥L)

iexp [i0r — i0R] @R’y“aﬂzﬂg +iexp [i0r — i07)] &L'y“(?“wb

(@)Y Oupr(x) + i (2)V* 0L (2),

L = L, (2.93)

resultado que indica que para el caso de un campo de Dirac sin masa, el sistema presenta simetria quiral global
U(l)L X U(l)R.

2.3.2.3 Ruptura explicita de la simetria quiral global debido al término de masa

A continuaciéon se prueba que si densidad lagrangiana de Dirac libre incluye un término explicito de masa del
campo fermionico, es decir si se considera un campo de Dirac libre masivo, entonces para este caso el sistema
ya no presenta simetria quiral U(1)g x U(1), global, puesto que el término de masa de la densidad lagrangiana
rompe explicitamente esta simetria quiral. Previamente se menciond que la ecuacion de Dirac (2.7) se puede
obtener partiendo de la densidad lagrangiana de Dirac libre dada por (2.79), la cual se puede escribir en la forma

Lp = L, —mp(z)y(z), (2.94)

donde L, es la densidad lagrangiana de Dirac libre del campo fermionico sin masa dada por (2.88). Teniendo
en cuenta que el campo ¥(x) se puede escribir como ¥ (x) = ¥ (x) + Yr(x), entonces la densidad lagrangiana
(2.94) adquiere la forma

Lp=L,—m (@R(x)w(:c)L + T;L(w)w(l')]{) , (2.95)
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donde £, esta dada por (2.88) y en el término de masa se ha tenido en cuenta que g (z) g (x) = ¥ (x)r(z) = 0,
dado que PrPp = PpPr = 0. Si ahora se substituyen los campos quirales transformados, dados por (2.90) y
(2.91), en la densidad lagrangiana de Dirac libre transformada

D = Lo —m (Vr(@)V(2) + U7 (@)PR()) , (2.96)

se encuentra inmediatamente que el primer término del lado derecho de la expresién anterior, es decir la densidad
lagrangiana de Dirac libre sin masa, es invariante quiral U(1)g x U (1), dado que L) = £,, tal como fue mostrado
en la subseccién anterior, mientras que el segundo término, correspondiente al término de masa, no lo es, puesto
que su efecto en la densidad lagrangiana transformada (2.96) es tal que

'C/D =L,—m (exp [z’&L — i@R] &R(x)l/)L(a;) + exp [Z'HR — z’HL] &L(x)wR(l’)) 75 Lp, (297)

debido a que 01, # 0g, con lo cual 87, — 0r # 0y 0 — 01, # 0. Por lo anterior, se tiene que el término de masa
de la densidad lagrangiana de Dirac libre rompe explicitamente la simetria quiral U(1)g x U(1)z, lo cual sucede
para el caso de considerar un campo de Dirac masivo libre, es decir cuando se tiene un sistema constituido por
fermiones libres con masa.



3. FERMION EN (2+41) DIMENSIONES INTERACTUANDO CON UN CAMPO
MAGNETICO UNIFORME EXTERNO Y PERPENDICULAR AL PLANO DE
MOVIMIENTO

En este capitulo se estudia el sistema constituido por un fermién masivo relativista de espin 1/2, cargado elec-
tromagnéticamente y restringido a moverse en el plano (x,y), que interacttia con un campo magnético uniforme
perpendicular a este plano. Se soluciona la ecuacién de Dirac de este sistema y se determina su espectro energias
y sus respectivas funciones de onda de probabilidad. Ademas, se muestra que la densidad lagrangiana de la QED
que describe a este sistema es invariante bajo transformaciones gauge locales U(1) de los campos de materia,
antimateria y radiaciéon. También se muestra que este sistema, para el caso del campo de Dirac sin masa, posée
simetria quiral local U(1);, x U(1)g. Se muestra que si el campo de Dirac es masivo, esta simetria quiral se
rompe explicitamente.

3.1 Solucién de la ecuacién de Dirac interactuante en (2+1) dimensiones

El sistema fisico que se considera en este capitulo corresponde a un fermién relativista con carga e y masa m
restringido a moverse en el plano xy y sobre el cual actiia un campo magnético uniforme perpendicular al plano.
La ecuacién de Dirac libre en forma covariante tiene la forma

(iv"0u — m) Y (x,y,t) =0, nw=0,1,2. (3.1)

Cuando un fermién relativista cargado electromagnéticamente interactia con un campo electromagnético, su
energia y momentum se modifican, respectivamente, como K — FE —ep vy p — p — eff, donde ¢ es el potencial
escalar y A es el potencial vectorial, lo cual formalmente se describe a través de la denominada sustitucién
minimal dada por

Pu — Pu — eA;m (3'2)

donde p,, es el cuadrimomento, e es la carga del electron y A, es el cuadripotencial (o campo electromagnético).
La componente temporal del cuadrimomento del fermién es modificada por el potencial escalar ¢, mientras que
la correspondiente componente espacial es modificada por el potencial vectorial A. Introduciendo la expresion
(3.2) en (3.1), se obtiene que la respectiva ecuacion de Dirac es

[iv" (Op + ieA,) —m] (x,y,t) =0, (3.3)

la cual, si se tiene en cuenta que A, = (Ap, —A), se puede reescribir como

(100 — eAo) ¥ (x,y,1) = (=ir°7 0 — er*7 Aj +°m) ¢ (2, 9,1) .
donde j = 1, 2, dado que el fermion se mueve sobre el plano (x,y). Haciendo la expansion de la suma, considerando
la convencién de indices repetidos de Einstein, se tiene
00y (z,y,t) = [—i7°7' 01 — i7°7%02 + e1Ag — ey"y Ay — eq°v2 Ay + 70m] Pz, v, 1), (3.4)

donde 1 representa la matriz identidad 2x2. Para el sistema considerado, existen dos representaciones no
equivalentes e irreducibles de las matrices de Dirac, las cudles estan dadas por [36]

70 = s03, v =isol, 72 = sio?, (3.5)
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donde o', 0% v 03 son las matrices de Pauli, s = 1 corresponde a la representacién que se denomina A, mientras
que s = —1 corresponde a la representacion que se denomina B. Fisicamente la representacion A describe un
electrén con espin arriba (e~ 1) y un positrén con espin abajo (e*), en tanto que la representacion B describe
un electron con espin hacia abajo (e™¥) y un positrén con espin hacia arriba (e*1)[60] [63]. Teniendo en cuenta
(3.5), entonces (3.4) se puede reescribir de la siguiente manera

i@ow(fc,y,t):K_Ol (1)>81—<? é>32+e<(1) ?)Ao—e(_oi é)x‘h—e((l) (1)>A2—|—sm<(1) —Olﬂ

P(z,y,t).
(3.6)
Asumiendo que la solucion de la ecuacion (3.6) esta dada por [36]
AB
‘ . x
9(ay,0) = esp (it +ipy) V5" ). (3.7
vy (2)

entonces, reemplazando (3.7) en (3.6), se obtiene

() =1 o) (G 3 )peelo Dame (G o)ae(l o) v (s 5]
(ﬁ@d
3.8

Puesto que el sistema esté constituido por un fermion cargado electromagnéticamente y restringido a moverse
sobre el plano (x,y), el cual interactiia con un campo magnético uniforme de manitud B, perpendicular al plano,
entonces el campo electromagnético consistente con esta situacion fisica es

Au = (AOa —Ay, _AZ) = (07 By,O) . (39)

Sustituyendo (3.9) en (3.8), se tiene que

e =[5 D)= (0 el o) (G () o

Teniendo en cuenta la forma del espinor (3.7) y después de realizar algunos pasos algebraicos, se obtiene el
sistema de ecuaciones acopladas

(E — sm) Y (z) = (01 +p + eBy) (), (3.11)
(E + sm) ¢o(x) = (=01 +p + eBy) Y1 (z), (3.12)

el cual se puede escribir de forma matricial como [36]
_ P1(x) —eB 0 () —p E + sm\ [(11(x)
(i) +r (5 ) (i) = om0 (60 1

Para solucionar el sistema de ecuaciones acopladas (3.11) y (3.12), para el caso de la representacion A, es decir
para s = 1, estas ecuaciones se reescriben de la siguiente manera

(—E+m)i1(z) = (=01 — p — eBy) Pa(x), (3.14)
(E +m)ye(x) = (=01 +p+ eBy) 1(z). (3.15)
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3.1.1 Espectros de energia
Lo primero que se hace es desacoplar el sistema de ecuaciones. Para esto, la ecuacion (3.14) se reescribe como

(ip1 — eBy +p) Pa(x) = (E —m) 1 (x), (3.16)

mientras que la ecuaciéon (3.15) se reescribe como

(—ip1 +eBy +p) Y1(z) = (E + m) ¢a(z). (3.17)

A continuacion, se escriben las ecuaciones (3.16) y (3.17) en términos de los operadores creacion y destruccion
usuales [58] [67]. Para ello, la expresion (3.16) se expresa de la siguiente manera

1 [z
—V2eB— | — —ip1s — pg z)=(F—m ), 3.18
5 (= ims =) valo) = (B = m) ) (.19
donde ¢ = 1/veB. Siguiendo un procedimiento similar para la ecuacion (3.17), se obtiene

- QeB\}§ <f +ip1s — pg) Y1(x) = (E + m)a(x). (3.19)

Se definen los operadores creacion y destruccion, respectivamente, como [36]

1 T
ap=—|—4+icp1 —<sp |, 3.20
: \@(g n p) ( )
1 x
A-i-_i -~ .
a;' = —5p1L—Sp ) - 3.21
: \/i(g n p) ( )

Después de substituir los operadores creacion y destruccion (3.20) y (3.21) en las ecuaciones (3.18) y (3.19), se
obtienen las ecuaciones

—V2eBayi(z) = (E +m) (), (3:22)
—V2eBa;"s(x) = (E —m) 1 (x). (3.23)

A continuacién se escribe cada una de las funciones de onda en términos de la otra con el fin de poder desacoplar
el sistema de ecuaciones. Por lo tanto, a partir de (3.22) y (3.23) se tiene

vV 2€Bdl

a(w) =~ (@), (3.24)
eBa
Y1 (@) = —@w(x). (3.25)

Sustituyendo (3.25) en (3.22, se obtiene la ecuacion desacoplada para o(x) dada por

(m2 + 2eBaa! ) ba(x) = E2o(z). (3.26)

Dado que los operadores creacién y destruccién satisfacen una relacién de conmutacién, entonces se tiene que

[36]
[dl,dlq = dlle — ledl =1— cilcilT =14+ ledl, (3.27)

y llamando N = d;7d;, denominado operador nimero, entonces a partir de la ecuacion (3.26) se obtiene que el
espectro de energia asociado con la funcion de onda 9(x) es

Epi1 = +v/m2+2eB(n+1). (3.28)
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Ahora reemplazando (3.24) en (3.23) y siguiendo un procedimiento similar al que se acaba de desarrollar para
la funciéon de onda s (z), se encuentra que el espectro de energia asociado con la funcion de onda 1)1 (x) es

E, = +vVm? + 2eBn. (3.29)

3.1.2 Funciones de onda de probabilidad

Para determinar las funciones de onda de probabilidad, retomamos las ecuaciones (3.14) y (3.15). En la ecuacion
(3.14) se despeja la funcion de onda ;1 (x), mientras que en la ecuacion (3.15) se despeja la funcion de onda
9(x), de la siguiente manera

(=01 — eBy — p)

(@), (3.30)

P1(z) =

(=01 + eBy +p)
E+m

1[)2(1‘) = @Dl(fl)) (3.31)
Ahora se substituye (3.31) en (3.30)

(=01 +eBy +p)

(—E +m)r(z) = (01 — p— eBy) ( ) b (@), (3.32)

E+m
la cual se puede reescribir como
(E+m)(—=E+m)¢1(z) = (=01 —p —eBy) (—01 + eBy + p) 1 (z), (3.33)
conduciéndo a la siguiente ecuacion diferencial para ¢ (x)
Ot (z) — 01y + (2eByp — p* — €2B*y* — p) ¥1(x) = (—E* + m* )1 (2), (3.34)

cuya solucion estéd dada por [36] [82]

D1(2) = Ny exp (—iEnt + ipy) <_%)é (n 119’,;)33)) | (3.35)

donde

1
N, = , E, = Vm? + 2eBn, (3.36)
V2FE, (E, +m)

tonp = (2) " L [VeB (o 2)] e [L (o~ 2], 337

En la expresion (3.36), N, corresponde a la constante de normalizaciéon de las soluciones de energia positiva,
mientras que en (3.36), H, corresponde a los polinomios de Hermite. Para poder obtener la funciéon de onda de
probabilidad 12 (z), se sustituye (3.30) en (3.31), con lo cual se obtiene

(=01 — eBy —p)
—FE+m

(E+m)e(x) = (=01 +p+ eBy) ( wg(x)) , (3.38)

la cual conduce a la siguiente ecuaciéon diferencial

(=E? +m?*) ¢a(x) = (0] — eB — 2epBy — p* — 2 B*y?) (), (3.39)

cuya solucién es [36] [82]

o(x) = Ny exp (iEyt — ipy) <(E V2eBnl (n,—p, ) ) |

) I (n—1,—p, ) (3.40)

en donde las cantidades Ny, e I(n,z,p) estan dados por la expresiones (3.36) y (3.40).
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Se observa que la funcion de onda de probabilidad (3.35) describe los estados cuénticos de las particulas de energia
positiva, dado que el momentum lineal posee signo positivo. Por otra parte, se observa que la funciéon de onda
de probabilidad (3.40) tiene una dependencia con el momentum como —p, lo cual indica que las antiparticulas se
desplazan en sentido contrarioa a las particulas, con lo cual esta funcién de onda describe los estados cuanticos
de las antiparticulas.

3.2 Densidad lagrangiana de la QED en (2+1) dimensiones y sus simetrias

En esta seccion se presenta la densidad lagrangiana de la QED, que describe el sistema en (2+1) dimensiones
considerado en este capitulo, asi como las simetrias que posee: simetria gauge U(1) local y simetria quiral local
U(1)r x U(1)R, esta ultima presente solamente para el caso de un campo de Dirac sin masa.

3.2.1 Simetria gauge U(1) local

Se puede probar que la ecuacion de Dirac interactuante dada por (3.3), para el caso en que ¥ (x) representa un
campo de Dirac, se puede derivar usando la ecuacion de Euler-Lagrange del campo de antimateria ¢(z), a partir
de la densidad lagrangiana de la QED definida por

Loep = Lp + L1+ Ly, (3.41)

donde Lp es la densidad lagrangiana de Dirac libre dada por (2.94), mientras que L; es la densidad lagrangiana
de interaccién dada