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Resumen

Basados en el trabajo de M. van Lambalgen, presentamos tres nociones distintas de aleatoriedad
y estudiamos las relaciones entre ellas. Probamos el principio de homogeneidad y generalizamos
el teorema de Chaitin-Schnorr. Luego, estudiamos las conexiones entre incompletez, compleji-
dad y aleatoriedad. En particular, desarrollamos pruebas alternativas de dos teoremas cldsicos
de G. Chaitin: el teorema de incompletez y un teorema que relaciona nimeros reales aleatorios
con las ecuaciones diofantinas exponenciales.
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Introduccion

El presente trabajo es una continuacién del estudio de la teorfa algoritmica de la informacién
y de las relaciones entre aleatoriedad e incompletez iniciado en la monografia [Su03]. Asi como
dicha monografia se basa esencialmente en el texto de Calude [Ca02] y en algunos articulos
de Chaitin, el actual trabajo se fundamenta en gran medida en la tesis doctoral [vL87a] y en
los articulos [vL87b] y [vL89] del 16gico holandés Michiel van Lambalgen. Como principales
novedades de esta tesis destacamos que todos los resultados se enuncian para la complejidad
autolimitante de Chaitin (van Lambalgen establece estos resultados con base en la complejidad
de Kolmogorov) y para medidas computables arbitrarias (en [Ca02] y [Su03] sélo se considera la
medida de Lebesgue). Por supuesto, esto nos ha llevado a modificar adecuadamente las pruebas

ofrecidas por van Lambalgen.

En el capitulo 1 recogemos brevemente los prerrequisitos bédsicos para la compresiéon de los
restantes capftulos. Suponemos que el lector estd familiarizado con un primer curso de teorfa
de la recursién tal como se desarrolla en textos como [Ro67] o [Br94]. El segundo capitulo estd
dirigido a presentar las diferentes nociones de aleatoriedad propuestas por von Mises (seccién
2.1), Martin-Lof (seccién 2.2) y Chaitin (seccién 2.4). En la seccién 2.3, probamos el principio
de homogeneidad y en la seccién 2.5 mostramos que la nocién de aleatoriedad de Martin-Lof
coincide con la de Kolmogorov-Chaitin, lo cual generaliza el teorema de Chaitin-Schnorr. El
capitulo 3 estd dedicado a explorar las conexiones entre la incompletez sintéctica, la complejidad
algoritmica y la aleatoriedad. Por tdltimo presentamos, a modo de conclusiones, un andlisis
detallado de las criticas que van Lambalgen presenta contra el uso de la teorfa de la recursién
en la definicién de sucesién aleatoria y contra las interpretaciones epistemolégicas que Chaitin

hace de sus teoremas de incompletez.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introductorio, presentamos nuestra eleccién de la terminologia, notacién y

resultados bdsicos que se usardn libremente a lo largo de la tesis.

1.1 Alfabetos y sucesiones

Si S es un conjunto finito, #S denota la cardinalidad de S. Un alfabeto es un conjunto finito
A ={ai,...,ag}, donde #A = @) > 2. El alfabeto binario {0,1} se denota por 2. A* es el
conjunto de todas las cadenas x = xix9---x, sobre A, incluyendo la cadena vacia A. Dado
x € A*, |z| denota la longitud de x (|\| = 0). Paran € N, A" = {z € A* | |z| =n}. zy denota
la concatenacién de z,y € A*; en particular, ¥ es la concatenacién de z consigo misma k veces.
La concatenacién de S, T C A* es el conjunto ST = {st | s€ SAteT}.

Todo orden total en A, digamos a1 < --- < ag, induce un orden lexicografico en A*: A <
ap < - <ag < aa < arag < --- < agag < ajaja; < --- . Denotamos por stringg(n) la n-
ésima cadena de acuerdo al orden lexicografico. Notemos que string : N — A* es una biyeccién
tal que string,) y stringé1 son computables; ademds, |stringg(n)| = [logg(n(@ —1) +1)]. En
particular, bin (n) := stringy(n) y |bin (n)| =1gn := |logy (n + 1)]. Si no hay confusién sobre el
alfabeto A, escribiremos string (n) en lugar de stringg(n).

Dados u,v € A*, decimos que u es prefijo de v (lo que se denota u <, v), si v = uw, para
algin w € A*. Es claro que <, es un orden parcial en A*. Decimos que S C A* es libre de
prefijos, si dados u,v € S se tiene que u <, v implica u = v.

Podemos obtener un conjunto libre de prefijos del siguiente modo. Para x € 2% z es la
cadena que se obtiene al insertar un 0 antés de cada bit de x y al final un 1. Es claro que
|z| = 2 |x|+ 1. Definimos la versién autolimitante binaria de = por d () := bin(|z|) . El conjunto
Dy ={d(x) | x € 2*} es libre de prefijos y |d (z)| = |z|+21g|z| + 1 (ejemplo 2.5 en [Ca02, 24]).

Si reemplazamos 0 por a; y 1 por as, podemos considerar que la funcion bin toma valores en



{a1,a2}" € A*. Asi, Dy = {d(z) | z € A*} es un subconjunto libre de prefijos de A*, donde
d(z) = bin(|z[)  es la versién autolimitante de x € A*.

A“ denota el espacio de todas las sucesiones (infinitas) x = zjx2---, donde z € A. El
segmento inicial x (n) es el prefijo de x de longitud n > 0; es decir, x (n) = z1 - - -z, € A*. Para
S C A*, definimos SAY = {x € A | (3n) (x(n) € S)}. Un cilindro es un conjunto de la forma
{w} A% para algin w € A*; los cilindros se denotardn por wA“ o por (w).

Dados x € A% y w € A*, escribimos w <, x si existe n tal que w = x(n). Notemos que

SA°={x| (Fues) (w<x)} =], () v waA={x]|x(jw]) =w}={x|w<,x}.

Topologia y Medida en A

Dotamos a A“ con la topologfa 7 generada por la familia de cilindros {(w)}, ¢4~ . Por tanto, V
es un abierto en A¥ sii existe S C A* tal que V = SA“. La topologia 7 coincide con la topologia
producto [];2; A que se obtiene al dotar a A con la topologfa discreta. Por el Teorema de
Tychonoff, tenemos que (A%, T) es un espacio topoldgico compacto.

Diremos que £ es una medida en A si p4 es una medida definida en B (A%) tal que pu (A¥) = 1,
donde B (A%) denota la o-dlgebra de Borel de A¥; i.e., la menor o-dlgebra que contiene todos
los conjuntos abiertos de A“. Las medidas en A“ se caracterizan del siguiente modo. Sea C la
clase de todas las uniones finitas disjuntas de elementos de P = {(w)},,c4- U {0}. Se tiene que
C es un algebra de conjuntos (teorema 1.6 en [Ca02, 12]) y que la o-édlgebra generada por C
coincide con B (A“) . Gracias al teorema de extensiéon de Carathéodory-Hahn ([Ba95, 101, 103],

[Ry88, 295]) y al teorema 1.7 en [Ca02, 14], obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.1 Eziste una biyeccion entre las medidas p : B (A¥) — [0,1] en A“ y las funciones

h: A* — [0,1] que satisfacen las siguientes dos propiedades:
h(A) =1 Yy h(w) = ZQ h(wag), Ywe A*
k=1 ’ '

Asi, las medidas en A% estdan completamente determinadas por sus valores en los cilindros.
Esto es, a toda funcién h con las propiedades del teorema 1.1 estd asociada una tinica medida
wen A% tal que p (wA¥) = h(w), paratodo w € A*.

Podemos definir una gran variedad de medidas en A“ del siguiente modo. Sea p = (p,,)ne;



(n

una sucesién de Q-tuplas p,, = (p; ), ... ,p(n)) € [0, 1]Q tales que Zf—l pgl) = 1, para todo n.
Definamos hp : A* — [0,1] por hp (A\) =1y

hp (w) = H:Zl p,(:l), siw = ag, ag, - - - a,, € A*, donde ag, € A.

Por el teorema 1.1, obtenemos una medida en A%, denotada por [] p, que llamaremos la medida
producto inducida por la sucesién p. Cuando p sea una sucesién constante (p),,, denotaremos la
medida producto correspondiente [ [ p por ;. Como un caso particular, obtendremos la medida
de Lebesgue A en A“ al tomar el vector p = (é, ce %) (ver [Ha74, 159]).

Intuitivamente, la medida producto [ [ p se genera mediante una sucesién de infinitos ensayos
de Bernoulli, donde el n-ésimo ensayo corresponde al lanzamiento de un dado de () caras para

el cual la probabilidad de que caiga la k-ésima cara es pgl).

1.2 Teoria de la recursion

Una funcién parcial de X en Y es una funcién tal que dom(p) C X, lo que denotamos por
¢ : X %Y. Sidom(p) = X, decimos que ¢ es total y escribimos ¢ : X — Y. Cuando
x € dom(yp), escribimos ¢(x) | y decimos que () converge; en caso contrario, escribimos
@(x) Ty decimos que o(z) diverge. Dadas dos funciones parciales o,1) : X % Y, escribimos
¢ ~ 1 para indicar que dom(yp) = dom(v¢)) y que ¢ () = 9 (x) para todo z € dom(yp). Si
B C X, denotamos por B¢ el complemento {z € X |z ¢ B} de B con respecto a X.

Una funcién ¢ : N™ 2% N es parcial recursiva (p.r.) sies computable por alguna maquina
de Turing M. Cuando una funcién p.r. es total se dice que es recursiva. cp%m) denota la
funcién p.r. de m variables computada por la maquina de Turing M,, con indice n. B C N™

es recursivamente enumerable (r.e.) si es el dominio de alguna funcién p.r.; si B y B¢ son r.e.,

decimos que B es recursivo.

El Teorema de Post

Sean B,C C N. Decimos que C' es m-reducible a B (C <,,, B) si existe una funcién recursiva
f N — N tal que (Vn) (n € C < f(n) € B). Cuando C es m-reducible a B mediante una

funcién inyectiva, decimos que C' es 1-reducible a B (C' <; B).



Una funcién ¢ : N™ 2 N es parcial recursiva en B C N si ¢ es computable por una maquina
de Turing con ordculo para xp. Si ¢ es total, decimos que ¢ es recursiva en B. En adelante, o2
denota la funcién p.r. en B cuyo indice es n y por W;2 su correspondiente dominio. Decimos
que C es Turing-reducible a B (C <p B) si xo es recursiva en B y que C es re. en B si
C =W} = dom (gpf) , para algun n.

Informalmente, C' <7 B si existe un algoritmo para decidir si n € C con la ayuda de un
mecanismo externo (ordculo para B) que responde preguntas de la forma “;m pertenece a B?”.
Es claro que la relacion B =7 C, dada por B <p C A C <7 B, es una equivalencia en P (N).

Definimos el salto de B por B’ = KB = {n | B (n) l}. B ¢l n-esimo salto de B, se
obtiene iterando el salto n veces (i.e., B = B, B('+1) = (B(”)),).

Ahora, introducimos la jerarquia aritmética de Kleene, la cual, se basa en la complejidad de
los cuantificadores de la definicién sintédctica de ciertos conjuntos [So87, 60]. Sea B C N™.

B € ¥ (Ily) sii B es recursivo. Paran > 1, B € ¥, si existe R C N™" recursiva tal que

B={z e N"[(3Jy1) (Vy2) Fys) - (Qun) R (T, y1,92,---:Yn)}

donde Q es dsi n es impar y V si n es par. Similarmente, B € 11, si

B={z e N"| (Vy1) 3y2) (Vy3) - - - (Qun) R(Z,y1,92,---,Yn)},

donde Q es 4 0 V de acuerdo a que n sea par o impar. Por dltimo, B € A,, si B € ¥, N1l,
y B es aritmético si B € |J,, (£, UIL,). Notemos que B es r.e. sii B € ¥ y que B € ¥, sii
B¢ e1l,. B es X-completo si B € ¥, y C <1 B para todo C € ¥,,. El siguiente resultado es

fundamental; para una prueba, ver [So87, 64], [Ro67, 314].
Teorema de Post Para todo n > 0:

(a) B € X,11< B esre. en algin conjunto I, < B es r.e. en algin conjunto %,.
(b) B+ es 2,1 1-completo.
(¢) B€Xhi1 < Besre. en (™.

(d) Be Apy1 < B <p 00,



Corolario 1.2 Si B <p C y C € 1l;, entonces B € As.

Prueba. Dado que B <7 C' y C =r C¢, tenemos que B <p C¢. Por el teorema de Post,
P es 21-completo. Como C¢ € ¥4 (pues C € II), C° <4 0. Asi, B <p C¢y C° <; ),
Por transitividad, B <; #(!). De nuevo, por el teorema de Post, B € Ay. [

Ahora, introducimos la funcién de pareamiento esténdar 7 : N> — N dada por
T(m,n) = %(m2+2mn+n2+3m+n), para todo m,n € N.

T es una biyeccién cuyas inversas se denotan por 71 (7 (m,n)) = m y ma (7 (m,n)) = n. Es claro

que m,n < 7 (m,n) y que tanto 7 como 7 y 72 son funciones recursivas [So87, 16].

Computabilidad en otros dominios

Como es bien sabido, la teoria de la recursién trata con conjuntos y funciones sobre N. Pero, es
posible extender las nociones propias de la computabilidad a dominios tan diversos como, por
ejemplo, A*, 2% A* x 2*, A* x N™ 0 Q.

Una funcién ¢ : A* % A* se dice parcial recursiva (recursiva) si existe ¢ : N % N p.r.

(recursiva) tal que
Y(w) =~ string (¢ (string_1 (w))) . para todo w € A™.

Asi, por la tesis de Church, {string oY, o0 string_l}nGN es una enumeracién efectiva de todas
las funciones p.r. de A* en A*. Por abuso de lenguaje y notacién, cuando resulte conveniente,
identificaremos Qgtring(n) COR String o ¢, © string~!. Andlogamente, trataremos las funciones p.r.

de (A*)™ en A*. De este modo, podemos fijar una enumeracién efectiva de todas las funciones

p-I.
(A" S AT, ee AT

que posee propiedades equivalentes a las de la enumeracion estdndar {cp,(lm)}neN. En particular,

enunciamos la versién traducida del s-m-n teorema de Kleene para funciones p.r. en A*.

Teorema 1.3 Para todo m,n > 1, existe una funcion total " : (A*)™ T — A* recursiva e



inyectiva tal que para todo e € A*,w = (w1, ..., wy) € (A*)" se cumple que
Psm(ew) = Pe 1/

Sea S C (A*)™. Diremos que S € %, (II,, A, es aritmético) en A* sii el correspondiente
conjunto

{m € N| (string (n1),...,string (n,,)) € S}

estd en 3, (II,, A, es aritmético) en N.
De un modo similar, usando bin (o combinando string y bin) se define computabilidad para
funciones y conjuntos en 2* (o en A* x 2*). Sin embargo, no entraremos en la rutina de los

detalles requeridos y apelamos a cierta madurez matemaética del lector.

Reales y Medidas computables

Fijemos una biyeccién computable ¢ : N — @Q con inversa computable. Una funcién ¢ : N — Q
es recursiva si la funcién g o : N™ — N es recursiva. Similarmente, una funcién g : A*xN — Q

es recursiva si existe una funcién ¢ : N> — Q recursiva, tal que
g(w, k)= (string*1 (w) ,k) , para todo (w,k) € A* x N.
Un nimero real a es computable (a € R,) si existe una funcién recursiva 7 : N — Q tal que
o —r (k)| <27%, para todo k € N.

Sir = ¢, decimos que n es un cédigo de aproximacién para el nimero computable «. Una

medida g en A es computable si existe una funcién recursiva g : A* x N — Q tal que
I ((w)) — g (w, k)| <27F, para todo (w,k) € A* x N.
Si p es una medida computable en A¥, se cumple que (Vw € A*) (u((w)) € R.) v que

Rlpl ={(w,r) [ p((w)) <r} vy Ll ={(w,r) [ p{w)) >r}



son subconjuntos r.e. de A* x Q. Por ejemplo, (w,r) € R[u| < (3k) (g (w, k) + 2% <r).

El siguiente lema serd de utilidad més adelante.

Lema 1.4 Sea D= (p1,...,pq) una Q-tupla de reales computables en [0, 1] tales que ) py = 1.

Entonces la medida producto ji; en A“ es computable.

Prueba. Definimos una funcién recursiva g : A* x N — Q del siguiente modo. Dado

W = ag, ap, - ag, € A* (con ag, € A), tenemos que g ((w)) = hy (w) = Hm Pk, - A partir

n=1
de las funciones r1,...,7q9 : N — Q que aproximan a pi,...,pg € R, es posible construir
efectivamente una funcién recursiva g, : N — Q tal que |u ((w)) — gu (k)| < 27%, para todo

k € N (ver [Br94, 57]). Luego, tomando g (w,k) = gy (k) , tenemos que pi; es computable. [J

1.3 La jerarquia aritmética en A“

Desarrollaremos una jerarquia de subconjuntos de A“ andloga a la jerarquia aritmética de
Kleene para N. Para ello, generalizamos el concepto de recursividad a espacios de la forma
A¥ x N™ del siguiente modo (ver capitulo 15 en [Ro67]). Sea k > 0. Diremos que una funcién

¥ A x N™ 2 N es parcial recursiva si existe un indice e tal que para todo x € A% :
V(X M1y ey ) =2 05 (N1, ey M) para todo nq,...,n, € N.

Para k = 0, diremos que 1 : A % N es parcial recursiva si existe e tal que ¥ (x) =~ ©* (0).

En otras palabras, ¥ es p.r. si existe una maquina de Turing ]\/4\6 con ordculo tal que para
todo (x,7) y todo p se cumple que 9 (x,7) = p sii cuando ]\/4\e tiene la sucesién x escrita en
la cinta de orédculo y se ingresa n como entrada, ]\/Ze determina una computacién que da como
salida p.

Ahora, diremos que R C A* x N™ es una clase 39(= II9) si su funcién caracterfstica yz es
total recursiva. Las clases X0 y IIY se definen inductivamente. Esto es, R C A¥ x N™ es una

clase X0, si existe S C A“ x N™*! tal que S es una clase II) y

R ={(x,n1,...,nm) | (In) S (x,n1,...,nm,n)}.



Decimos que R es una clase II9 | si R® € ¥2 ;. Definimos A% = £9 N1IIY y diremos que una
relacion R C A¥ x N™ es aritmética si existe n tal que R € %0 UTIO.

Sea R C A% x N™ una clase X tal que la maquina de Turing con ordculo J\/Ze computa xr.
Obviamente, ]\/4\e siempre para. Notemos que en cualquier caso ]\/4\6 s6lo accesa un nimero finito
k de celdas de la cinta de ordculo durante la computacién de x5 (x,7). Por tanto, si ingresamos
el segmento inicial x (k) como ordculo y la misma entrada 7, tenemos que ]\/4\6 realiza la misma
computaciéon. El anterior andlisis motiva la siguiente definicién. Decimos que ]\/4\e acepta en
forma exacta a (w,7) si al ingresar la cadena w € A* como ordculo y m € N como entrada, ]\/Ze

da como salida 1. Por tanto, podemos asociar a R el siguiente conjunto recursivo de A* x N™ :
R = {(w,n) | M, acepta en forma exacta a (w,m)}.

Notemos que (x,7) € R < (3k)[(x(k),7n) € Rg] vy (w,n) € Ry < (Vx € (w))[(x,7) € R].
Lema 1.5 Sea K C A¥. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes

(a) K es una clase 39.
(b) K es un conjunto abierto y cerrado (clopen) de A“.

(c) Euisten finitas cadenas wy, € A* tales que K = U:il (wy) A“.

Prueba. (a) = (b) Si K es una clase X3, entonces se tiene que K = U {{w) | (w,0) € Kg}.
Por tanto, K es abierto. Andlogamente, K¢ € TIJ = X es abierto. Luego, K también es cerrado.
(b) = (c) Dado que K es abierto, existe S C A* tal que K = Uwes (w) . Como K es cerrado y
A% es compacto, I también es compacto. Por tanto, existen finitas cadenas wy € S tales que

K= U:ﬂ (wy) . Por tltimo, (c) = (a) es trivial. [J
Proposiciéon 1.6 Sea V C A“. Entonces los siquientes enunciados son equivalentes

(a) V es una clase %Y.
(b) Emiste R C A* tal que R es recursivo y V = RA®.

(c) Eziste S C A* tal que S es re. y V = SA“.



Prueba. (a) = (b) Existe R C A“xN tal que R es unaclase ¥y y V = {x | (In) (x,n) € R}.
Por tanto, x € V < (In) (Im) ((x(m),n) € Rp) < (3k) (x (k) € R), donde

R={we A" |7 (m,n) =|w| A (wiwz-- wm,n) € Rg}.

(b) = (c) Basta notar que todo conjunto recursivo es r.e..
(¢) = (a) Como S esr.e., existe T' C A*xN tal que T es recursivoy S = {w | (Im) ((w,m) € T)}.
Por tanto, x € V < (In) (Im) ((x(n),m) € T) < (Fk) (x (72 (k)) ,m1 (k)) € T') . Definamos

R ={(xk) [ (x(m2(k)),m1 (k) € T}.

Dado que x 7 es recursiva, R es una clase 28: dado (x, k), generamos m, n tales que 7 (m,n) = k.
Mediante el ordculo para x hallamos x (n) = x1 - - - . Luego, computamos xr (x (n),m). O

Si S C A* x N, la m-ésima seccién de S es el conjunto S, = {(w,m) | w € S}.
Proposiciéon 1.7 G C A¥ es una clase Hg sii existe S C A* x N r.e. tal que G = ﬂ S AY.
m

Prueba. (=) Si G es una clase II3, existe una clase R € 39 en A* x N? tal que
x € G & (Vm) ()R (x,m,i) & (Vm) (3¢) (3k) (x (k) ,m,i) € RE) .

Basta tomar el conjunto r.e. S = {(w,m) | (In) (n =7 (¢, |w]) A (w,m,i) € Rg)}.
(<) Como S es 1.e., existe T C A* x N2 tal que x € G < (Vm) (3k) (3) ((x (k) ,m,i) € T).
Claramente, R = {(x,m,n) | n =7 (i,k) A (x (k),m,i) € T} es una clase %) de A¥ x N? tal

que x € G < (Vm) (3n) R (x,m,n) . Luego, G € 119. O

Corolario 1.8 Sean C,F C A“.
(a) C es una clase 1Y sii existe R C A* recursivo tal que C = {x | (Vn) (x(n) € R)}.
(b) F es una clase XY sii existe {C,},, en A tal que C, € IIY y F = Un Cn.

De forma andloga, se puede definir una jerarquia aritmética para el espacio A¥ x 2¥ y
obtener caracterizaciones similares. Por ejemplo, una clase XY en A¥ x 2 es un conjunto de la

forma U uAY x v2¥, donde 1" es un subconjunto r.e. de A* x 2*.
(u,v)€T
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Capitulo 2

Nociones de Aleatoriedad

2.1 Aleatoriedad y colectivos

En 1919 el fisico austriaco Richard von Mises propuso la primera axiomatizacién de la teoria
de la probabilidad basdndose en un tipo especial de sucesiones a las que dio el nombre de
“colectivos” (Kollectives en alemén). Las dos propiedades que caracterizan a los colectivos son,
por un lado, la existencia de limites apropiados de ciertas frecuencias relativas dentro de la
sucesion (regularidad global) y, por el otro, la invarianza de estos limites bajo la operacién de
“seleccion admisible de lugar” (irregularidad local). Una seleccién admisible de lugar es un
procedimiento para seleccionar una subsucesiéon de una sucesién dada x en forma tal que la
decisién de seleccionar un término x,, no depende del valor de z,,.

Ahora introducimos una descripciéon matemética de los colectivos, inspirada en las intui-

ciones de von Mises.

Definicién 2.1 (von Mises) Un colectivo es una sucesion x € A“ tal que

n

(1) para todo B C A se cumple que Pr(B) := limy, o0 Z Xp (xg) existe, y

k=1
(2) Si @ es una seleccién admisible de lugar, entonces para todo B C A
. n
Pr(B) = nlggo n Zk:l X ((Px)) .
La funcién P definida en (1) se llama la distribucion de probabilidad determinada por el colectivo
x. La condicién (2) se denomina el azioma de aleatoriedad. Von Mises también la designé
como el principio de exclusion de la estrategia del jugador. En cuanto a la elusiva nocién de
seleccién admisible de lugar, von Mises nunca dio una definicién satisfactoria e intenté aclarar

su significado apelando a varios ejemplos. Consideremos el caso més sencillo, lanzamiento de

monedas; en otras palabras, colectivos en 2% :
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(a) elija aquellos x,, para los cuales n es primo,
(b) elija aquellos z,, que siguen después de la cadena 00101,
(¢) lance una moneda (distinta); elija x, si en el n-ésimo lanzamiento sale cara.

Es mds o menos obvio que todos estos procedimientos de seleccién son admisibles: el valor de
T, no es usado para determinar si se elige x,,.

Por un tiempo, de 1919 a 1933, la tdnica axiomatizacién explicita, mds o menos rigurosa,
de la teorfa de la probabilidad hacfa uso de los colectivos. Sin embargo, se presentaron varias
objeciones a la teorfa de von Mises y surgieron dudas concernientes a la existencia de dichos
colectivos.

Después de muchos intentos surgié la conviccion de que “seleccién admisible de lugar”
deberia significar “seleccién de lugar dada por una ley matemédtica”, como en los dos ejemplos
(a) y (b) anteriores. Varios autores llegaron independientemente a una clase de selecciones de
lugar que son una generalizaciéon del ejemplo (b): las denominadas selecciones de Bernoulli.
Estas se pueden describir del siguiente modo: sea x un colectivo; fijemos una cadena w en A*
y elijamos aquellos z,,41 tales que w es un segmento final (o sufijo) de x (n). Notemos que esta
seleccién elige una subsucesién infinita de x si x contiene infinitas ocurrencias de w.

Luego, de aqui en adelante, trataremos las selecciones de lugar como funciones parciales
P : A 2 A¥ e introducimos la siguiente definicién general de seleccién de lugar que tiene como

caso particular las selecciones de Bernoulli.

Definicién 2.2 Sea ¢ : A* — 2. Entonces ¢ determina una seleccién de lugar ® en dos pasos:

(1) ®: A* — A* estd dada por

D (za) = ?(x) @ SZ: ¢(e) =1 , donde a € A.
®(x), si¢(x)=0.

o

(2) la funcion parcial ® : A = A“ se define por

(a) dom (@) = {x € A¥ [ (vm)(In =m) (¢ (x(n)) =1)}.

(b) si x € dom (®), entonces ® (x) es la unica sucesion en ﬂ D (x(n)) A,

11



Intuitivamente ® selecciona, mediante ¢, una subsucesién ® (x) de una sucesiéon x dada del
siguiente modo: si ¢ (x(n)) =1, ® elige x,,41 y si ¢ (x(n)) = 0, & descarta z,+1. Ahora, es
facil verificar que mﬂ@ (x(n)) A“ tiene a lo sumo un elemento. Por otro lado, si x € dom (@),
{® (x(n)) A¥} es una sucesién encajada de cerrados no vacios en A (todo cilindro es clopen).
Dado que A“ es compacto, ﬂni(x (n)) A¥ es no wvacia. Por consiguiente, ® (x) estd bien

definida para todo x € dom (®).

Definicién 2.3 Sean w € A* y ¢, : A* — 2 dada por

1, si w es un segmento final de u.
by (u) =

0, en caso contrario.

®,, es una seleccion de Bernoulli si se obtiene de ¢,, al aplicar los dos pasos de la definicion 2.2.

En lo que resta de la seccién, nos limitaremos al caso binario por comodidad. Sea p € [0, 1],

el conjunto LLN (p) se define por

n—oo N

I
LLN (p) = {x €2“] lim 721@:1 Tp Zp}.

Decimos que x € 2“ es una sucesiéon de Bernoulli (con respecto a p) si para toda cadena
w € 2* : x € dom(®,) implica que P, (x) € LLN (p). En el caso particular, p = 3, las
sucesiones de Bernoulli se suelen llamar nidmeros normales.

Aunque von Mises admitié que este tratamiento de los colectivos era matemédticamente
aceptable, consideraba que las sucesiones de Bernoulli no eran una formalizacién satisfactoria
de la nocién de colectivo. En repetidas ocasiones, él enfatizo que ningin conjunto fijo de
selecciones de lugar era suficiente para tratar todos los problemas de la teoria de la probabilidad.

Un resultado m4s optimista fue obtenido por Abraham Wald en 1936 [vL87a, 39].

Teorema 2.4 (Wald) Sean p € (0,1) y 2 un conjunto contable de selecciones de lugar.

Entonces el conjunto
C,p)={xe2*| (VP ) (x €dom(P) = P(x) € LLN (p) )}

tiene la cardinalidad del continuo.
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Von Mises estaba satisfecho con el anterior teorema, dado que cualquier aplicacién especifica
de la teorfa siempre involucraba una cantidad contable de selecciones de lugar. Aunque la
reformulacién de Wald solucioné de cierta forma el problema de la consistencia, llevé a una
objecién de una naturaleza enteramente diferente, basada en un teorema de Ville. Para cualquier
conjunto contable de selecciones de lugar {®,,}, Ville construyo x € 2% tal que

(@) () (Jim LS (@u)=1) oy () ) (LY w1

m—00 =

Dicha sucesién x es un colectivo respecto a los ®,,, pero parece demasiado regular para ser
llamada aleatoria. Formalmente, las sucesiones x con la propiedad (b) forman un conjunto de

medida de Lebesgue cero, dado que Lévy habia probado previamente que

Ao {X € 2% | para infinitos m : (% — % ZZ_I xp) > ﬁ} - 1.

La ley de Lévy es un caso especial de la denominada ley del logaritmo iterado.

2.2 Aleatoriedad y estocasticidad

Como consecuencia de las criticas lideradas por Fréchet y Ville en contra del enfoque de von
Mises, el problema de definir aleatoriedad se concebfia ahora del siguiente modo: una sucesién
aleatoria (con respecto a alguna medida de probabilidad) deberia satisfacer todas las leyes
probabilisticas para dicha medida; en otras palabras, el conjunto de sucesiones aleatorias deberfa
ser la interseccién de todas las propiedades de probabilidad uno. Por supuesto, enunciada en
esta forma, la exigencia es imposible de satisfacer, dado que la requerida interseccién es vacia.
Luego, se debe elegir entre las propiedades de probabilidad uno.

En 1966, Martin-Lof propuso una eleccién candnica para la familia de leyes probabilisticas:
la familia de leyes que se pueden probar efectivamente. Una ley probabilistica, de acuerdo a la
interpretacion usual, es un enunciado de la forma “u{x € AY | P (x)} = 17, donde P es alguna

propiedad. Un procedimiento tipico para probar dicho enunciado es el siguiente:

Se construye una sucesién {V,} de abiertos tales que
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(a) {xe€A¥|P(x)}° CV, para todo n;

(b) cada abierto V, es una unién de una sucesion r.e. de cilindros;

(c) pWn) < Q;;jl) (u otra funcién recursiva de n que decrezca adecuadamente a 0).

La nocién de aleatoriedad de Martin-Lof se puede ver como una formalizacién del procedimiento
anterior, el cual se conoce bajo el nombre de “test secuencial recursivo”. Este término, acunado
por Martin-Lof, refleja el origen estadistico, mds que probabilistico, de estos conjuntos (ver

seccion 3.5 de [vL87a]).

Definicién 2.5 Sea p una medida computable en A¥. Decimos que N C A“ es un pu-test

secuencial recursivo de Martin-Lof si existe V C A* x N r.e. tal que
(1) N = ﬂm Vi, donde Vyp, = Vi A¥ = {x | (3n) [(x (n) ,m) € V]}.

(2) para todo m :
Q—(m+1)

Vin+1 C Vi Yy t (Vi) < ﬁ

(3) Si (w,m) €V, entonces |w| > m.

En adelante, nos referiremos a los u-tests secuenciales recursivos de Martin-Lof simplemente
como ji-tests secuenciales. Notemos que, por las proposiciones 1.7 y 1.6, A/ es una clase Iy y
cada Vy, es una clase %Y. Por (2), u(N) = n}ijnwu (Vi) = 0. Asi, N es lo que se suele conocer
como un conjunto de medida cero construible (ver [Li93, 142], [Su03, 40]).

Cuando tomamos ;1 = Ag, se tiene que

W = > QM= > XwA) <A (Vn) < %
weAMNV, weANVy,
Por tanto, en el caso de la medida de Lebesgue A, la definicién 2.5 coincide con la definicién de
test secuencial de Martin-Lof dada en [Ca02, 109, 158] y [Su03, 29] (ver ademads el lema 3.1.12
[Su03, 40]).
Cabe mencionar que leyes probabilisticas como la ley del logaritmo iterado 6 la ley de los
grandes ndmeros se pueden probar de hecho construyendo tests secuenciales que cubren los
conjuntos de sucesiones que no satisfacen tales leyes (ver [vL87a, 69, 108]).

Ahora introducimos la nocién prometida de aleatoriedad.
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Definicién 2.6 (Martin-L6f) Sea p una medida computable en A“. Decimos que x € A“ es

p-aleatoria si para todo p-test secuencial N, se cumple que x ¢ N.

En otras palabras, si x € N, entonces x falla el test o el test rechaza la hipétesis de que x
es aleatoria. En caso contrario, x pasa el test. Por tanto, x es p-aleatoria, lo que se denotara

por x € R (i), si x pasa cualquier p-test secuencial.

Definicién 2.7 Sea p una medida computable en A“. Una funcion total § : AY — NU{oo} es

una funcién de deficiencia de aleatoriedad si existe una funcion v : A* — N tal que
(1) Vy] :=={(w,m) | v (w) >m} es un subconjunto r.e. de A* x N.

(2) para todo x € A“ y todo m € N :

—(m+1)
5(x):ilé§fy(x(n)) Y M({x\d(x)>m})§QQ_—;

Fl siguiente lema muestra la estrecha conexién entre las funciones de deficiencia y los p-tests.

Lema 2.8 Si § es una funcion de deficiencia de aleatoriedad, entonces
Ns:={xe€ AY | §(x) = o}

es un p-test secuencial. Reciprocamente, si N es un u-test secuencial, existe una funcion de

deficiencia de aleatoriedad ¢ tal que N = N5 ={x € A¥ | § (x) = oo}.

Prueba. Si ¢ es una funcién de deficiencia de aleatoriedad, basta notar que
x € Ns & (Vm) (6 (x) > m) < (Vm) (In) (v (x(n)) > m) < (Ym) (3n) ((x (n) ,m) € V[1]).
Ahora, a todo pu-test secuencial A le podemos asociar su nivel critico my : A* — N dado por

max{m+1|weVy,}, siwelp.
my (w) =
0, en caso contrario.

Dado que (w,m) € V implica que |w| > m, entonces my es total y {(w, m) | my (w) > m} =V.

Por tanto, basta tomar ¢ (x) = sup,, my (x(n)). O
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Diremos que un p-test secuencial es universal si contiene a cualquier otro p-test secuencial.
Para probar la existencia de un u-test universal, necesitamos el siguiente resultado. Para su

prueba, referimos al lector a [Li93, 143]. Como es usual, interpretamos oo — ¢ = oc.

Proposicién 2.9 Ezxiste una funcion de deficiencia de aleatoriedad ¢ (+|) tal que para cada

funcion de deficiencia § existe una constante ¢ > 0 tal que para todo x € A% :
6 (x) — ¢ < do (x|p).-

Ahora, sea U el p-test secuencial asociado a dg (+|p) ; esto es, U = {x € AY | §p (x|p) = oco}. Por

el lema 2.8 y la proposicién 2.9, es inmediato que

U= UNGVN’

donde V denota la familia de todos los pu-tests secuenciales. Por tanto, U es un p-test secuencial

universal. Es claro que para todo x € A% :

xeER((p) & x¢U < do(x|p) < oo.

Por lo cual, R (u) = A \U y p(R (1)) = 1. Asi, siempre podemos asociar a toda medida
computable p en A¥ un p-test secuencial universal U.
2.3 El principio de homogeneidad

Ahora que tenemos dos nociones de aleatoriedad basadas en ideas enteramente distintas, a
saber, selecciones de lugar (seccién 2.1) y tests estadisticos (seccién 2.2), investigaremos las
relaciones entre estas dos definiciones. Nuestro principal objetivo serd obtener el principio de

homogeneidad:

Si una sucesion x € A¥ es aleatoria, entonces ®x también es aleatoria

. . o
para “casi todas” las selecciones de lugar ® : AY = AY.

Este principio estd inspirado en la siguiente propiedad formulada por von Mises:
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Una subsucesion admisiblemente seleccionada de un colectivo es un colectivo,

con la misma distribucion.

Ahora, para formular este principio de manera que sea susceptible al andlisis matemaético,
debemos dotar el conjunto de selecciones de lugar con cierta medida. Esto se puede lograr si

identificamos dicho conjunto con 2“ de la siguiente forma.

Definicién 2.10 Sea /: A x 2¥ % A% la funcion definida por
(x/y), =xm st m es el indice del n-ésimo 1 en'y, Vxe A%y € 2%,

La operacién / estd definida para todo par (x,y) tales que y contenga infinitos unos. Sea
P : AY 2 A“ una seleccién de lugar; entonces para todo x € A¥ podemos definir y € 2¢ tal
que ®x = x/y. En efecto, si ®x = &y, T, -+ , donde my; < mg < ---, basta definir y € 2%

por

1, sii= my para algin k,
Yi =
0, en caso contrario.

Es obvio que (x/y), = ®m,. Por tanto, ®x = x/y. Esta observacién nos sugiere que serd de
utilidad estudiar las selecciones de lugar via la operacién /.
Para evitar enunciados extensos en los teoremas, introducimos las siguientes convenciones

para el resto de la seccién. La expresién “para todas las medidas v en 2¥...”

significa “para
todas las medidas de probabilidad v en 2% tales que v{y € 2¥ | y contiene finitos ceros} =
0...7. Por p denotaremos cualquier vector (p1,...,pq) en (0, 1)Q tal que Zle pr = 1y por
piz la medida producto asociada a la sucesién constante (p),—; (ver pag. 3).

En el enfoque de Martin-Lof, se identifican los colectivos con las sucesiones aleatorias; lo

cual nos permite enunciar el principio de homogeneidad en los siguientes términos.

Teorema 2.11 (Principio de homogeneidad) Sean p = (p1,...,pq) una Q-tupla de reales
computables en (0,1), v una medida computable en 2¥ y R (,u?—,) la nocion de aleatoriedad de

Martin-Lof asociada a la medida computable p. Entonces
XxER (uﬁ) implica que v ({y e2¥|x/yeR (,uﬁ)}) =1.
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Cabe observar que el principio de homogeneidad se refiere, no a alguna medida especi-
fica, sino a todas las medidas computables (adecuadas) en 2¥. Esto indica lo extremadamente
pequeno que es el conjunto de subsucesiones de una sucesién aleatoria que no son a su vez
aleatorias. Notemos que el principio no menciona para nada admisibilidad y posee un caracter

puramente cuantitativo. Para probar el teorema 2.11, necesitamos unos resultados preliminares.

Lema 2.12 (Doob) Sea y una sucesion en 2 que contiene infinitos unos. Si V es abierto en

A%, entonces {x € A¥ | x/y € V} es abierto en A” y i ({x € AY | x/y € V}) = pi; (V).

Prueba. Dado que y contiene infinitos unos, la funcién @, : A — A%, dada por ®yx =
x/y, es total. Notemos que {x € A“ | x/y € V} = {x| ®yx € V} = &/ [V]. Supogamos que
el enunciado es vilido para cualquier cilindro de A% y tomemos un abierto arbitrario V en A“.

Existe una familia mutuamente disjunta de cilindros {(w,)},, tal que V = U (wp). Asi,
n

{x € A|x/y eV} =, [Un <wn)] =J o5 [(w)].

Por tanto, {x € A¥ | x/y € V} es abierto en A“.

Dado que para todo n : i (85" [wn]) = i (wy,) , tenemos que

pp ({x € A¥ [x/y € V}) < Zn Hp ((I);l [wn}) = Zn pip (wn) = pi; (V) - (2.1)
Por monotonfa, j; (wn) = pp®y " [wn] < “ﬁ(Un O, [wn]) = py ({x € A¥ | x/y € V}) . Luego,

(V) = iy (wn) < i ({x € A° | x/y € V). (2.2)

De (2.1) y (2.2), se sigue que lo pedido. Ahora, veamos que el enunciado es vélido para cualquier

cilindro en A¥. Sea w = a;, - -~ a;, € A*, donde a;; € A, para j = 1,...,n. Por definicién,

i (wA?) = hy (w) = [T pi, € (0.1).

Ahora, sean m1 < - -+ < m,, los indices de los primeros n unos en y. Por comodidad, definamos
kjeNporki:==mi—1 y kj:=m;—mj_1—1, paraj=2,...,n. Asi,

(X/Y)1 = Tmy = Tky+1, (X/Y)z = Tmy = Tmy+ka+l, - (X/Y)n = Tm,, = Tmypy_1+kn+1-
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Por tanto,

{xe A% x/y € {w)} = {x|(x/y)(n) =w}={x|m, =an A Awpm, =a,)

= AR {a;,} AP {ai,} - {ai,_, } AP {as, } AY

— w
= U U U U@, Uiy -+ A, Up @, A

(5% cAk1 UQGAkZ ’LLnEAkn

Como {x | x/y € wA¥} es una unién finita (disjunta) de cilindros, {x | x/y € wA“} es abierto

en A¥. Por la definicién de ug; (pg. 3), tenemos que

pp(x I xfy € @w)}) = Y - Y hp(un) piy P,y by (un) i,

ui €Ak Up EARn

= upi) D Y hp(w) by (ug)

up EAR1 up €Akn

= pp(wA) - Y Y hg(w) by () Y0 h(un)

ur€AR1 ug€AFn—1 un €Akn

= iy (wA?)- Z Z hfa(ul)-~-hp(un,1)-uf,(A’“”A‘“>

uleAkl u2eAkn—l

= iy (wAY) - Z Z hy (u) - hyp (un_y) - 1

uy €AF1 ugEAk"—l

= gy ((w)). (notemos que A A = A¥). O
Lema 2.13 Para toda medida v en 2% y todo abierto V en A% :

(5% v) ({(.y) | x/y € V) = i (V).

Prueba. Por el teorema de Fubini, se tiene que

(hp xv) {(xy) [ x/y €V}) = / X{(xy)x/yevyd (15 X V)

= //X{xeAw|x/yEV}dﬂp(X)dV(Y>

_ / 1y ({x € A% | x/y € V})dv (y). (2.3)
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Dado que v {y € 2“ | y contiene finitos ceros} = 0, en (2.3) basta integrar sobre el conjunto de

sucesiones de 2“ que contengan infinitos unos. Asi, por el lema 2.12, se tiene que

[mtxe a2 xy e Vv ) = [0 () =1 (0). (2.4)

De (2.3) y (2.4), se sigue lo pedido. OJ

Lema 2.14 Sea S C A x N* r.e.. Entonces existe T C A* x 2* x N r.e. tal que para todo m :

{00 y) Ixfy € SmA} =,y wA® x 02,

Prueba. Dado v € 2%, sea |v|; = # ({k < |v| | vy = 1}) el nimero de unos en v. Definamos
una funcién /* : A* x2* — A* del siguiente modo. Dados u € A*,v € 2* :si |v|; > 1y |[v] < |u],

u/*v es la unica cadena w € A* de longitud |v|, tal que
wp = u; sii 7 es el indice del k-ésimo 1 en v.

En caso contrario, u/*v = A. Es claro que /* es una funcién total recursiva y para cualquier

w € A* se tiene que By, = {(u,v) | u/*v = w} es un subconjunto recursivo de A* x 2* tal que

{(x,y) | x/y € (w)} = U(u,v)eBw uAY x v2%,

Sea T = {(u,v,m) | (u/*v,m) € S}. Como S es r.e. y /* es recursiva, T es r.e.. Ademsds,

Upes, (63 13y € @l =U, g Upuop, @ % @) =U, g, (0% @),

dado que UwGSm B, =1T,,. O
Nota. Sean pu, v medidas computables en A y en 2%, respectivamente. En la seccién anterior,
introducimos los tests secuenciales como subconjuntos de A, pero la definicién 2.5 se puede
generalizar facilmente al espacio A“ x 2¥ y a la medida producto u X v. En especial, la condicién
(3) de dicha definicién se modifica exigiendo que si (u,v) € T;,, entonces |u|,|v| > m, donde T’

denotaria el subconjunto r.e. de A* x 2* x N asociado al (u x v)-test. Ahora, podemos entonces

enunciar la consecuencia m4ds util de los lemas anteriores.
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Lema 2.15 Sean p = (p1,...,pq) una Q-tupla de reales computables en (0,1) y v una medida

computable en 2. Si N = m Vm €s un pg-test secuencial en A, entonces
m

T ={(xy) | x/y e N}

es un (uﬁ X V)—test secuencial.

Prueba. Sea O,, :=={(x,y) | x/y € Vi } . Luego,

T={xyIx/ye() Va} =, 0n ¥ OwnCOn

Por el lema 2.14, existe ' C A* x 2* x N r.e. tal que para todo m : O,, = U (u) x (v).

(u,v)ETm
Dado que V,, es abierto en A¥, por el lema 2.13 se sigue que

Qf(erl)

(MT? X l/) (Om) = Hp Vm) < W

Notemos que, de la prueba del lema 2.14, se puede concluir que si (u,v,m) € T, entonces
lul, |v| > |v]; = |w| > m, donde w = u/*v € V,,,. Podemos concluir que 7 es un test secuencial
con respecto a p; X v. U

El dltimo paso previo a la demostracién del teorema 2.11 requiere de una versién del teorema
de Fubini para tests secuenciales recursivos. Para ello modificamos adecuadamente la prueba

del teorema 14.2 en [Ox80, 53].

Teorema 2.16 (Fubini) Sean p,v medidas computables en AY y en 2%, respectivamente.

Si T C A¥ x 2% es un (u X v)-test secuencial con respecto a p X v, entonces
{x € A¥ | v (Tx) > 0}, donde Tx ={y | (x,y) € T},

estd contenido en un p-test secuencial.

Prueba. Sea 7 = m O C AY x 2¥ un (p X v)-test secuencial. Luego, existe T C
m
A* x 2 x N r.e. que cumple las condiciones de la definicién 2.5. En particular, para todo

m: Oy = U(u er, (u) x (v) y si (u,v) € T)y, entonces |u|, [v| > m.
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Fijemos m y hagamos T, = {(u,v) € T, | k > m}. Notemos que 7%,, es un subconjunto r.e.

de A* x 2* que se puede escribir en la forma 7%, = {(u;, v;)};=, . Luego,

Uk>m Ok - U(u,v)eT>m <u> X <U> = Uzl <ul> X <vz> .

Como para todo ¢ existe k > m tal que (u;,v;) € T, tenemos que |u;|, |vi| > k > m.
Ahora, sea (x,y) € 7. Como 7 C Oy, para todo k > m, existe i, tal que (x,y) € (u;,) x (v;, ).
Asi, existen infinitos indices i tales que (x,y) € (u;) X (v;). Esto es, la sucesion de bdsicos

{{ui) x (vi)} cubre infinitas veces a T. Definamos f, : A“ — [0, 00) por

n
fo=0 y f”:Zi:1V(<Ui>) “X(u)> DParan>1.
Notemos que {f,} es una sucesién creciente de funciones escalén y que para todo n :

Chdn = X[ v xgdn = ) v ()

< wxv(U,_ o) < D X 0) (O
Q—(k+1) Q~(m+1)

< < —.
- Zl~c>m Q-1 B (Q - 1)
Para u € A* fijo, sea E, = {w | u <, w}. Es obvio que xp, es una funcién recursiva.
Como v es una medida computable y {(u;,v;)} es un conjunto r.e. de A* x 2* tenemos que

fr(w) = Zé_l v ((vi)) - X, (w) es una funcién computable y que . = {(w,r) | fi (w) > r}

es un subconjunto r.e. de A* x Q. Por tanto,

Vin = {w [ (3n) (f; (w) > 1)}

es un subconjunto r.e. de A* (que depende implicitamente de m). Como Ts,,4+1 C Ty, es claro
que Vipy1 € Vi Si w € Vip, existe n tal que u; <, w, para algin ¢ < n . Asi, |w| > |u;| > m.

Notemos que V,, = V;,, AY = {x | (3k) (fx (x) > 1)}.

Afirmamos que {x | v (7x) > 0} C V,,. En efecto, sea x € A“ tal que v (7x) > 0. A fortiori, existe

yo € 2% tal que (x,y0) € 7. Luego, existen infinitos indices ¢ tales que (x,yo) € (u;) X (v;).
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Sea Iy = {i| (Fy) [(x,¥) € (u;) x (v;)]}. Asi, para cualquier y € 7 existen infinitos indices
i € Ix tales que (x,y) € (u;) x (v;). Esto es, la sucesién de cilindros {(v;)};c; cubre a 7x
infinitas veces. Como v (7x) > 0, la serie ) ,c; v ({v;)) debe diverger; pues, en caso contrario,

podriamos cubrir 7y con abiertos de r-medida arbitrariamente pequena. Por tanto,

Jim fi (x) = lim 3" v () = 30 v () = +oo.

i<k, i€lx 1€1x

Luego, existe k tal que fi (x) > 1; esto es, x € Vy,.
Por ﬁltlmo, hagamos gn = {X | (Elk < Tl,) (fk; (X) > ].)} . Es claro que gn c gn+1 Yy Vi = U gn

Dado que k < n implica fx < f,, tenemos que para todo x € G, se cumple 1 < f,, (x). Asi,

Q—(m—i—l)
p@)= [ vdns [ goans [ goans T
Gn Gn A< Q-1
Por tanto,
y i - Q—(m—i—l)
t(Vm) —nljgoﬂ(gn) ="0-1 "

Por todo lo anterior, podemos concluir que N = ﬂ Vi es el test secuencial pedido. [J
m

Prueba del principio de homogeneidad. Sea U un p;-test secuencial universal. Dado

que (7?, (uﬁ))c = U, tenemos que (7?, (Mﬁ))c es un p;-test secuencial. Luego, por el lema 2.15,

T={(xy)|x/y ¢ R (up)} ={(xy) [ x/y €U}

es un (Mﬁ X V)—test secuencial. Asf, por el teorema 2.16, existe un p;-test secuencial N tal que

{xe A |v(Tx) > 0} CN.
Ahora, si x es una sucesién aleatoria respecto a fi5, se sigue que x ¢ N. Luego, para dicha x :

v({ye2? [x/y¢R(p)}) =v{y | (xy) €T} =v(Tx) =0.

Lo cual implica que v ({y |x/y e R (up)}) =1.0
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Mirando restrospectivamente vemos que, al menos en un sentido cuantitativo, las intuiciones
de von Mises se pueden salvar: si identificamos provisionalmente los colectivos con las sucesiones
aleatorias (en el sentido de Martin-Lof), entonces el conjunto de subsucesiones de un colectivo
que no son a su vez colectivos es extremadamente pequeno. Reciprocamente, podemos decir

que la definicién de Martin-Lof captura al menos algunas de las intenciones de von Mises.

2.4 Complejidad algoritmica

Uno de los desarrollos méas importantes estimulado por el intento de von Mises de definir
colectivos es la teorfa de la complejidad de Kolmogorov, junto con su propuesta de nocién de
aleatoriedad para cadenas y sucesiones. La intuicién detrds de la definicién de la complejidad
de una cadena finita se puede enunciar de varias formas. Uno podria decir que si una secuencia
exhibe una regularidad, se puede escribir como la salida de una regla simple aplicada a una
entrada més sencilla. Otra forma de expresar esta idea es decir que una cadena que exhiba
una regularidad se puede codificar eficientemente, usando la regla para producir la secuencia a
partir de su cédigo. Tomando reglas como funciones parciales recursivas de A* en A*, podemos
definir la complejidad de una cadena w con respecto a una regla ¢ como la longitud de la
menor entrada p tal que ¢ (p) = w. Para poder tener en cuenta todas las posibles reglas,
bastard usar una maquina universal. Se obtienen diferentes conceptos de complejidad al imponer
restricciones adicionales a las funciones. Bosquejamos a continuacién la complejidad algoritmica
de Kolmogorov, donde no se impone ninguna restriccion.

Definimos un computador como una funcién p.r. ¢ : A* x A* % A*. Esto es, visualizamos
un computador como una funcién p.r. que recibe programa + datos como entradas y que luego

puede imprimir otra cadena como salida.

Definicién 2.17 La complejidad algoritmica de Kolmogorov K, (w) de w con respecto al com-

putador ¢ se define por

K. (w) 00, st no existe p tal que ¢ (p,\) = w,
o \W) =
min {[p| : ¢ (p,\) = w}, en caso contrario.

En otras palabras, K, (w) es la longitud del programa p més corto que codifica (sin dato alguno)
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el objeto w con respecto al computador ¢.

Diremos que un computador ¥ es universal, si para todo computador ¢, existe una constante
¢ (que depende de ambos computadores) con la siguiente propiedad: si ¢ (p,d) |, entonces existe
q € A* tal que

V(g,d)=p(,d) vy g <|pl+ec

Finalmente, fijamos un computador universal ¢ y definimos K (w) = K (w) como la compleji-
dad de Kolmogorov de w.

Kolmogorov desarrollé la nocién de complejidad para obtener aproximaciones finitas a los
colectivos y propuso definir las sucesiones aleatorias como aquellas que poseen segmentos ini-
ciales de médxima complejidad. Esto es, una sucesién x € A% se dice Kolmogorov-irregular
(incomprimible) si existe una constante ¢ tal que para todo n : K (x(n)) > n — c. Desafortu-
nadamente, Martin-Lof mostré que ninguna sucesion es irregular en este sentido (ver seccién
6.1 en [Ca02]). Chaitin y Levin observaron que la idea de irregularidad era consistente si se
restringfa la clase de algoritmos considerados. Seguiremos la propuesta de Chaitin.

Decimos que un computador C : A* x A* % A* es un computador de Chaitin si para todo
v € A* el conjunto {u € A* | C (u,v) |} es libre de prefijos (ver pag. 1); esto es, el dominio de
la funcién p.r. C, : A* % A*, dada por C, (u) ~ C (u,v), es libre de prefijos. Andlogamente,
diremos que un computador de Chaitin U es universal, si para todo computador de Chaitin C,
existe una constante ¢ (que depende de ambos computadores) tal que si C (u,v) |, entonces
existe x tal que U (z,v) = C (u,v) y |z| < |u| + ¢

A partir de la enumeracién efectiva {@532)}66 A+, es posible construir una funcién universal
F: (A*)* 2 A* que simula computadores de Chaitin (ver teorema 2.1.2 en [Su03, 16)); esto es,

F es una funcién p.r. tal que

(a) para todo e € A*, el computador F, : A* x A* % A*, dado por F, (u,v) ~ F (e,u,v), es

un computador de Chaitin; y

(b) si cpg) : A* x A* % A* es un computador de Chaitin, entonces <pg2) (u,v) ~ F (e,u,v).

Ahora, por el s-m-n teorema, existe una funcién total recursiva inyectiva o : A* — A* tal que
para todo e € A* :

(700'()6) (U, U) =F (6, U, U) s VU, v e A*.



Asi, obtenemos una enumeracién {(p((f()e)}ee A= de todos los computadores de Chaitin tal que

si 4,022) es un computador de Chaitin, entonces cpgz) ~ 90572(23)' (2.5)

Ademsds, podemos definir un computador de Chaitin universal U, por

U, (ailagu, v) = waQ(ltring(i)) (u,v), donde i € N,aj,a2 € Ay u,v € A*.

En adelante, fijaremos un computador universal de Chaitin U estdndar (no necesariamente U, )
para medir, de forma andloga a la complejidad de Kolmogorov, la complejidad autolimitante.
Definicién 2.18 La complejidad de Chaitin asociada con el computador de Chaitin C es la

funcion parcial Ho : A* 2 N dada por

He (w) 00, st no existe u tal que C (u, \) = w,
c(w) =
min {|u| | C (u,\) =w}, en caso contrario.

Cuando C = U, escribiremos H (w) = Hy (w).

Ahora, fijemos v € A*. Dado w, consideremos el computador

w, Siu=\,

T, siu#A

C(u,v) =

Como U es universal, existe p tal que U (p,v) = C (\,v) = w. Por tanto, U, : A* > A* es
sobreyectiva, para todo v € A*. Como A ¢ dom (Uy) y U, es sobreyectiva, entonces para todo
w € A* existe al menos un programa u # A tal que U (u,A\) = w. Definimos el programa
canénico de w como w* = min {u € A* | U (u, A\) = w}, donde el minimo se toma de acuerdo al
orden lexicogréfico de A*. Es obvio que H (w) = |w*|.

Ansdlogamente al caso de K, tenemos que para todo computador de Chaitin C existe una

constante ¢ (que depende efectivamente de C') tal que para todo w € A* :

H (w) < He (w) +c. (Teorema de Invarianza)
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Dado que la complejidad H se definié restringiendo la clase de computadores a aquellos que
tengan dominio libre de prefijos, necesitamos algin criterio para decidir si cierta tarea se puede
ejecutar mediante un computador de Chaitin. Inicialmente, enunciamos el siguiente anédlogo de

la clésica desigualdad de Kraft para computadores de Chaitin.

Lema 2.19 (a) Si C es un computador de Chaitin, entonces ZC

B > Q"<

Prueba. (a) Como dom (C)) es libre de prefijos, la familia de cilindros {(u) | Cy (u) |} es

: Q< 1.

A(u

mutuamente disjunta. Si consideramos la medida de Lebesgue A\ en A%, tenemos que

Zcx(u)l QM= ZCA(U)L A ({u) = )‘Q(U(A(u)l uA¥) <1.

(b) Por (a), Y

—H(w) « —lul «
weA* @ - ZUA(u)l @ <10

El reciproco de la parte (a) del lema 2.19 se conoce como el Teorema de Kraft-Chaitin y es
una herramienta muy importante para la construccién de computadores de Chaitin. Su prueba,

bastante técnica, se puede consultar en [Ca02, 51-59] o [Su03, 78-82].

Teorema de Kraft-Chaitin Si S es un subconjunto r.e. de A* X N tal que

—n <
Z(w,n)GSQ <1, entonces

(a) podemos construir un computador de Chaitin C' tal que para todo (w,n) € S existe u € A*

tal que |u| =n y C(u,\) = w.
(b) eziste efectivamente una constante c tal que para todo (w,n) € S : H (w) < n+ c.

Finalizamos esta seccién con un resultado sencillo.

Lema 2.20 {(w,m) | H (w) < m} es un subconjunto r.e. de A* x N.

Prueba. Basta notar que

H (w) <m < (3n) (3t) [|string (n)| < m A U (string (n) ,\) = w en a lo sumo ¢ pasos] .
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2.5 Aleatoriedad y complejidad

Los primeros intentos de caracterizar las sucesiones aleatorias en términos de la complejidad de

los segmentos iniciales se encontraron con el siguiente obstédculo:
Teorema 2.21 (Martin-Lo6f) Si f: N — N es una funcion recursiva tal que Z QT = 0o,
entonces para cualquier sucesion x € A“ y para infinitos valores de n :

K(x(n)) <n—f(n).

Para una prueba, ver [Ca02, 157] o [Li93, 136]. En particular, el teorema se satisface para
f(n) = [loggn]. Por consiguiente, la complejidad de Kolmogorov de cualquier sucesién oscila
infinitas veces por debajo de n—logg n, esto es, bastante por debajo de su propia longitud. Este
callejon sin salida llevé a Martin-Lof a formular su propia nocién de aleatoriedad (seccién 2.2).

Sin embargo, es posible caracterizar la aleatoriedad en términos de la complejidad autolimitante.

Definicién 2.22 Decimos que x € A% es irregular respecto a p st

(3m) (V) (H (x(n)) > —logg (u[x (n) A*]) —m ).

Hemos decidido dar el nombre de sucesiones irregulares a las sucesiones que se conocen
como Chaitin-aleatorias. La ventaja informal de esta terminologia es que, hasta el momento,
hemos usado la aleatoriedad en un sentido estocdstico, mientras que la intuicién que subyace
a la nocién de Kolmogorov-Chaitin es de naturaleza combinatoria, mas que estocdstica. Por

supuesto, mostraremos que ambas nociones coinciden.

Teorema 2.23 Sean p una medida computable en A y x € A“. Entonces

x € R(n) siysdlosi x esirreqular con respecto a p.

Prueba. (=) Veamos que

N ={x€ A% [ (Ym)(3n) [ H (x(n)) < —logg [u (x (n) A%)] — (m +2) |}
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es un pi-test secuencial. Para ello, definamos S = {(u,m) | H (u) < —logg [1 ((u))] — (m +2)} .

Notemos que (u,m) € S sii p ((u)) < Q7™ . Q=(m+2) gij existen n, k,t € N tales que
U (string (n),\) = u en a lo sumo ¢ pasos A g (u,k) +27F < QIstrine(m)l. =(m+2)

(donde g : A* x N — Q es una funcién recursiva tal que [u ((w)) — g (w, k)| < 27%).
Ast, tanto S como V = {(w,m) | (3u <, w) (|lw| >m A (u,m) € S)} son subconjuntos r.e.
de A* x N. Es claro que {x | (3n) [H (x(n)) < —logg (1 [x (n) A“]) — (m +2)]} = Vi, AY =V,

y que Vi1 € Vp,. Siu <), w, entonces (w) C (u) . Por tanto, se tiene que

N(Uwevm (w)) < M(Uuesm (u)) < Zuesm w((u)) < Zuesm Q~HW . Q—(m+2),

Por la parte (b) del lema 2.19, se sigue que

Q—(m—i—l)

< O~ (m+2) —“Hw) « 0=(m+2) {1 <=~
pVn) <Q >, .Q <Q < g1

weEA*

Luego, tenemos que N = ﬂ Vi €s un p-test secuencial. Ahora, si x € R (u), entonces x ¢ N.
m
Luego, existe my tal que para todo n : H (x(n)) > —logg [ (x (n) A¥)] - (mo + 2) . Si tomamos

m = myg + 3, podemos concluir que x es irregular con respecto a pu.

(<) Primero, notemos que si a € R, entonces podemos hallar efectivamente un n € Z tal que
n < a < n+ 2. Este entero lo denotaremos L. Ahora, fijemos una constante ¢y > 2 tal que
Z::() Q*% < Q. Sea U = ﬂm U, un p-test secuencial universal. Podemos suponer que
existe un conjunto r.e. U C A* x N tal que cada seccién U, es libre de prefijos y Uy, = Up AY

(ver lema 3.1.15 en [Su03, 42]). Por tanto, para todo m :

—(m+1)
3 e, w0 =,y ) =) <

Ahora, definimos la funcién recursiva p : A* x N — N dada por

p(w,m) =L—logg (1 ((w))) — 5 —logg (Q — 1) +co + 1.
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p estd bien definida, pues, como p es computable, podemos hallar efectivamente un cédigo de

aproximacién para —logg (p ((w))) — %5 —logg (Q — 1) + co + 1 € R.. Notemos que

p(w,m) < —logg (u((w))) — 5 —logg (R — 1) +co + 1 < p(w,m) + 2.

Como U es r.e. y p es recursiva, entonces S = {(w, p (w,m)) | m € NAw € Up,} es un subcon-

junto r.e. de A* x N tal que

S o = 3% grem <oty QF - S p((w))

(w,n)es m=0weUn m=0 weUm

Q. (Q-1) i Q w =Q ¢
m=0 Q_l

m‘g

(]2
S
w[3
IN
[t

IN

Por el teorema de Kraft-Chaitin, existe una constante ¢; tal que para todo w € Uy, :
H (w) < p(w,m) +c1 < —logg (1 ((w))) — 5 +c, donde ¢ = ¢; 4+ ¢co+ 1 —logg (Q —1).
Ahora, si x ¢ R (1), entonces x € Y. Entonces, (Ym) (In) (x(n) € Uy, ). Luego,
(vm) (3n) (H (x(n)) < —logg (1 [x(n) A¥]) = 5 +¢).
Por tanto, obtenemos la implicacién
(Fm) (vn) (H (x(n)) > —logg (n[x(n) A%]) =3 +¢) = xeR(u).

Pero el antecedente es equivalente a (3Im) (Vn) ( H (x(n)) > —logg (u[x (n) A¥]) —m ). Asi,
podemos concluir que si x es irregular con respecto a p, entonces x € R (u). O
Notemos que para la medida de Lebesgue A\g en A%, tenemos que Ag ([x (n) A¥]) = Q™"

Asi obtenemos, como caso particular del teorema 2.23, el teorema de Chaitin-Schnorr:
x€R(Ag) siysélosi (Im) (Vn) (H (x(n)) >n—m)

(ver [Ca02, 179] o [Su03, 46]).
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Capitulo 3

Incompletez Sintactica

La teoria algoritmica de la informacién se ha convertido en un drea de estudio bastante popular.
Esto se debe en parte a la extendida divulgacién de los famosos resultados de incompletez de
Chaitin [Ra98, 585]. De hecho, hay dos resultados enteramente diferentes de Chaitin: el primero
se refiere al limite finito de la demostrabilidad de la complejidad (seccién 3.2), mientras que el
segundo se relaciona con los reales aleatorios, la probabilidad de parada €2 y la insolubilidad
del décimo problema de Hilbert (seccién 3.4).

El propésito de Chaitin ha sido aplicar ideas propias de la teorfa de la informacién y la teoria
de la probabilidad a la teorfa de la recursién y a la metamatemadtica. En particular, ha propuesto
redefinir el primer teorema de incompletez de Goédel al introducir grados de incompletez de los
sistemas formales y relacionarlos al “contenido de informacién” (complejidad algoritmica) de
dichas teorias. Ademds, Chaitin ha afirmado que cree haber demostrado que la aleatoriedad
estd presente en la matemadtica pura, de hecho, en ramas elementales de la teoria de niimeros

[Ch87, 160].

3.1 Un analisis computacional

El siguiente teorema de Kleene es uno de los resultados maés elegantes e importantes en com-
putabilidad. Su prueba es muy corta y sélo apela al s-m-n teorema. Recordemos que {gpgm) Yecar

denota la enumeracion efectiva (estandar) de todas las funciones p.r. (™ : (A*)™ 2 A*,

Teorema de Recursién Sean m > 1y f: A* — A* una funcidon recursiva. Entonces existe

e € A* (llamado punto fijo de f) tal que

(pgm) ~ (‘0(7}7'6)) )
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Prueba. Aplicando el s-m-n teorema, a la funcién p.r. g : A* x (A*)™ 2% A*, dada por

oM @), sip, (u)

T, en caso contrario;

obtenemos una funcién recursiva d : A* — A* tal que go((;('z?) ~ g (u,-) para todo u € A*. Ahora,
dada f, elijamos un indice v tal que ¢, = f o d. Afirmamos que e = d (v) es un punto fijo para

f. En efecto, como f y d son funciones totales, ¢, es una funcién total; por tanto, ¢, (v) | y

o @), Ywe (A"

—~
S
~—
I
Q
—
<
gl
~
I
RS
A
<

(m) s
Sod(v

Como ¢, (v) = (fod)(v) = f(d(v)) = f(e), tenemos que

(m) o (m) _ (m) _ (m)
Yo = Papy) = Py () = Pre) D

Por conveniencia, fijaremos una biyeccién computable (-) : A* x N — A*. Luego, por el
lema 2.20, tenemos que {(w,m) | H (w) < m} es un conjunto ¥; (r.e.) de A*, mientras que
{{w,m) | H (w) > m} es un conjunto II; de A*. De hecho, podemos probar que dicho conjunto

satisface una propiedad mds fuerte.
Definicién 3.1 (a) S C A* es inmune si S es infinito y no contiene subconjuntos r.e. infinitos.

(b) S C A* es efectivamente inmune si existe una funcion recursiva v : A* — N tal que para

todo e € A* si W, C S, entonces # (We) < v (e).

Mediante una aplicacién ingeniosa del teorema de recursién, obtenemos un resultado que jugara

un papel fundamental en las pruebas de la siguiente seccién.

Teorema 3.2 FEuxiste una constante d tal que si
W, C {{w,m) | (w,m) € A* xN A H(w) >m},

entonces para todo (w,m) € W, :m < H (e) + d.
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Prueba. Sea U, el computador de Chaitin universal definido en la seccién 2.4 (pdg. 26).
Notemos que para todo w € A* : Hy, (w) < H (2 (w)+i+1. Por el teorema de invarianza,

lpa(string(i))
existe una constante c tal que

H (w) < Hy, (w)+c<H (w)+i+(c+1), Vi e N,Vw € A*. (3.1)

@a(string(i))

Ahora, si U es el computador de Chaitin universal que hemos fijado, definamos un computador
de Chaitin C' que opera sobre entradas de la forma (a}agu,v) de acuerdo al siguiente procedi-
miento:

1. compute U (u,v);

2. si U(u,v) ], haga e:=U (u,v);

3. genere el conjunto W, hasta hallar un (w,m) tal que

m> |ul+n+(c+1);

4. imprima w.
Ahora, definamos una funcién p.r. G : (4*)* 2 A* como G (string (n),u,v) ~ C (a}agu,v).
Por el s-m-n teorema, existe una funcién recursiva inyectiva f : A* — A* tal que

@sz(ltrang(n)) (u,v) ~ G (string (n) , u,v).

Por el teorema de recursion, existe n € N tal que string (n) es un punto fijo de f; esto es,

s0£t2r)|ng(7’b) (u’ U) = S05”2()string(n)) (u7 U) ~C (a?agu, U) ) Vu,v € A*.

(2)

Luego, Pstring(n) €5 U0 computador de Chaitin. Por (2.5) en la pagina 26, tenemos que

@fyﬂtring(n)) (u,v) ~ @ifr)ing(n) (u,v) ~ C (alagu,v), Yu,v € A*. (3.2)

Ahora, sea e € A* tal que W, C {(w,m) | H (w) > m}. Como Uy es una funcién sobreyectiva,

existe u tal que U (u, \) = e. Afirmamos que (pz(f()string(n)) (u,\) T.
(2) 2)

En efecto, si P (string(n)) o (string(n)) (u, A). Por (3.2), se sigue que

(u,A) |, sea w=¢

gpff()string(n)) (u,\) =w = C (atagu, \) .
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Luego, por el paso 3 del procedimiento que define a C, existe m € N tal que
(w,m) € W, y H(w)>m>|ul+n+(c+1).
Pero, por (3.1), se tiene que

H (w) < Hw(g) (w)+n+(c+1)<|ul+n+(c+1), absurdo.
o (string(n))

Por tanto, si U (u,\) = e, entonces, por el paso 3 en el procedimiento anterior, se sigue que

para todo (w,m) € W, : m < |u|+n+ (c+ 1). En particular, si tomamos u = €*, tenemos que
m<H(e)+n+(c+1),

Asi, d =n+ ¢+ 1 es la constante buscada. [J

Notemos que la constante d estd definida a partir de cierto n fijo (dado por el teorema de
recursion) y de cierta constante ¢ (dada por el teorema de invarianza). Por tanto, si tuviesemos
codigos apropiados para los computadores que aparecen en la prueba del teorema 3.2, podemos
determinar efectivamente la constante d.

Por el corolario 3.25 en [Ca02, 46], se tiene que

#{wGA”|H(w)>n—m}>Q”(1—Q‘m+1/(Q—1)).

Por tanto, para m fijo y para n lo suficientemente grande, siempre existe w € A™ tal que

H (w) > n — m. Este hecho contrasta con el siguiente corolario.

Corolario 3.3 Sea g : N — N una funcion recursiva tal que lim g (n) = oc.
n—oo

Si Sg={we A" | H(w) > g(|w|)} es infinito, entonces Sy es inmune.

Prueba. Primero, definamos un computador 1 : A* x A* % A* del siguiente modo. Dada
una entrada (e,u), 1 primero halla el tnico (w,m) € A* x N tal que (w,m) = wu. Luego, ¢
computa ¢, (w). Si ¢, (w) |, entonces computa g (|w|). Si m = g (Jw|), entonces ¢ para e
imprime ag. En caso contrario, ¥ entra en un loop.

Por el s-m-n teorema, existe s : A* — A* recursiva tal que ¢y (u) ~ ¥ (e,u),Ve,u € A*.
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Notemos que si W, C Sy, entonces
Wiy = {{w,m) | ¢, (w) | Am=g(jw])} € {{w,m) | H(w)>m}.
Asi, por el teorema 3.2 aplicado a W), existe una constante d tal que para todo w € W :
g(jwl) < H (s(e)) +d.

Dado que lim g (n) = oo, se sigue que W, es finito. Por tanto, S, es inmune. O
n—oo

Presentamos un estimativo para la complejidad autolimitante que nos serd de 1til.

Lema 3.4 Euiste (efectivamente) una constante ¢ tal que para todo w € A* :
H (w) <|w|+2lg|w| +ec.

Prueba. Recordemos que Dy = {d(w) | w € A*} es un conjunto libre de prefijos (pég.
2). Luego, consideremos el computador de Chaitin C (d(w),\) = w. Dado que |d(w)| =

|w| + 21g |w| + 1, basta aplicar el teorema de invarianza. [J

Corolario 3.5 Sea g : N — N una funcién recursiva que converge recursivamente a oo (i.e.,
existe una funcion r : N — N creciente recursiva tal que si n > r(k), entonces g (n) > k).

Si Sy es infinito, entonces Sy es efectivamente inmune.

Prueba. En el contexto de la prueba del corolario 3.3, si w € W, C S, entonces
g(lwl) < H(s(e)) +d<|s(e)|+2lgls(e)| +c+d= ke

Por hipétesis, si |w| > 7 (k) , entonces ¢ (|w|) > ke. Por tanto, si w € We, entonces |w| < r (k) .
Luego,

Qrke) — 1
# (W) < W

Tomando 7 (e) = Q" (k<) obtenemos que Sy es efectivamente inmune. [J

< Qike),

De los anteriores corolarios, podemos concluir que el conjunto r.e. {{(w,m) | H (w) < m} no

es recursivo (de hecho, es simple) y que la complejidad de Chaitin H : A* — N no es recursiva.
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3.2 Incompletez y complejidad algoritmica

El teorema de incompletez de Chaitin es posiblemente uno de los resultados mds famosos y
popularizados de la légica en las ultimas tres décadas. Afirma que para toda teoria formal
F existe una constante c¢ tal que F no prueba ninguna sentencia de la forma “H (w) > c”,
atn cuando hay infinitas cadenas w € A* para las cuales esto es verdadero. En esta seccidn,
desarrollamos una prueba del teorema de Chaitin basdndonos en el teorema 3.2.

Por una teoria formal F entendemos un conjunto de sentencias en algin lenguaje de primer
orden L. Las sentencias de L que sean consecuencias logicas de F son los teoremas de F;
Th (F) denota el conjunto de teoremas de F y escribimos F - ¢ para ¢ € Th (F).

Supondremos que L contiene al lenguaje de la aritmética Ly = {+,-,0, s} y que las nociones
sintdcticas de Lg y F se pueden codificar (godelizar) mediante cadenas de A*. En particular, si
¢ es una sentencia en L, el cédigo de ¢ se denota por "¢ € A*. El predicado de prueba de F,
que expresa que u codifica una prueba de la sentencia con codigo v, se abrevia por Prfg (u,v).
Asi, el predicado de demostrabilidad Provg (v) se define como (3u € A*) Prff (u,v).

En lo que sigue, F siempre denotard una teorfa formal tal que

(a) F es recursivamente enumerable; i.e., el conjunto " Th (F)7:={"¢7 | FF ¢} es r.e.
(b) F es “suficientemente rica”; i.e. F contiene la aritmética Q de Robinson.

(c) F es sdlida; i.e., sus teoremas (o al menos los de la forma “H (w) > ¢”) son verdaderos

en el modelo estandar N.

La condicién (c) se puede expresar formalmente mediante el principio de reflexién:

ZFCF [Prove ("H (w) > ¢7) = (H (w) > ¢)].

Teorema 3.6 (Chaitin) Sea F una teoria formal. Entonces existe una constante d, indepen-

diente de F, tal que si e € A* cumple que W, =" Th (F)7, entonces para todo w € A* :

FFH(w) > H () +d.
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Prueba. Sea 1 el computador que dado (e,u) € A* x A* ejecuta el siguiente procedimiento:

[y

halle (w,m) € A* x N tal que (w,m) = u;
2. haga v:="H (w) >m7;
3. compute ¢, (v);

4. si ¢, (v) |, entonces imprima as.

Por el s-m-n teorema, existe una funcién total recursiva s : A* — A* tal que
Ps(e) (u) ~ (6’ u) ) Ve,u € A%

Por tanto, si W, = " Th(F)", entonces W) = {{w,m) | FF H (w) >m}. Como F es una
teoria sélida, tenemos que

Ws(e) - {<w7m> ‘ H(w) > m} :

Por el teorema 3.2 aplicado a W), existe una constante d tal que si F = H (w) > m,
m < H (s(e)) +d. (3.3)

Ahora, tomemos el computador de Chaitin C (u, A\) = s (U (u, A)) . Sea e* el programa canénico
para e. Notemos que s(e) = s(U (e*,\)) = C(e*,\). Por tanto, Hc (s (e)) < |e*| = H (e).

Aplicando el teorema de invarianza, obtenemos (efectivamente) una constante c tal que
H(s(e)) < Hg(s(e))+c< H(e)+ec. (3.4)

De (3.3) y (3.4), se sigue que m < H (e) + (¢ + d) . Asi, basta tomar d = c+d. O

Siguiendo a van Lambalgen [vL.89, 1393], llamaremos a la menor constante natural c tal que
para todo w € A*, la teoria formal F no prueba ningiina sentencia de la forma “H (w) > c¢”,
la constante caracteristica de la teoria formal F y la denotaremos por cg. Notemos que, por el
teorema 3.6, si W, =" Th (F)™, entonces cg < H (e) + d.

Usando el conjunto libre de prefijos D4 = {d (w) | w € A*}, podemos obtener una cota para
la constante caracteristica que no involucra indices de la teorfa formal. Razonaremos con la
aritmética de Peano de primer orden PA [Ro67, 97], pero el argumento se puede aplicar a otros

sistemas formales [Ca02, 322].
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Teorema 3.7 FEziste una constante c tal que para todo w € A* : PA¥ H (w) > c.

Prueba. Fijemos una enumeracion de las pruebas de PA. Consideremos el computador de

Chaitin C (d (u) ,\) = w sii
w es el x en la primera prueba en PA de un enunciado de la forma ¢ cpq(f) (d(u),\) #z”.

Sea v € A* tal que g0§,2) = C. Afirmamos que C (d (v),A) T . En caso contrario, si C (d (v),\) =
w, entonces PA - @5,2) (d(v),\) # w, absurdo. Se sigue que PA + {C (d (v) ,\) = w} es consis-
tente, para todo w € A*. Porque de no ser asi, PA + g0$,2) (dw),\)#w y C(d(v),\)].
Por el teorema de invarianza, existe ¢ tal que H (w) < He (w) + ¢. Asi, si C(d(v),\) = w,
entonces tendriamos que H (w) < |d (v)| + ¢ = |v| +21g|v| + c.

Sea ¢ = |v|+21g|v|+ c. Dado que para todo w, PA+{C (d (v) ,\) = w} es consistente, entonces
PA + {H (w) < c} también es consistente para todo w. Luego, PA no prueba ningina sentencia
de la forma “H (w) >c”. O

Ahora, definimos la complejidad (o el contenido de informacién) de una teoria formal F por
H (F) =min{H (e) | We="Th(F)}.

Supongamos que tomamos alguna cota superior recursiva f (F) para la complejidad de F, en-
tonces no es posible determinar recursivamente una cadena w (F) tal que H (w (F)) > f (F) > cf
[vL87b, 1394]. La siguiente proposicién es una formalizacién del comentario anterior. Cabe ob-
servar que dada f : A* — N recursiva, se puede construir otra g recursiva que satisface la
condicién (a) de la proposicién y ademds g (e) > f (e) para todo e € A*.

Proposicién 3.8 Sea f: A* — N una funcién recursiva tal que

(a) para todo u,v € A* con |u| < |v| se tiene que f(u) < f(v);

(b) si W. ="Th(F)™, entonces H (e) +d < f (e), donde d es la constante del teorema 3.2.

Entonces no existe una funcién recursiva v : A* — A* tal que si W, =" Th (F)7, entonces

cr < f(e) < H(y(e))
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Prueba. Razonemos por el absurdo. Definamos recursivamente una sucesién de teorfas

formales del siguiente modo: sea Fy := PA y ¢y € A* tal que W, =" Th (PA)™. Paran € N :
Fri1:=Fn+{H (v(en)) > f(en)}, donde W,, =" Th(F,)™.

Sin perdida de generalidad, podemos suponer que |e,| < |e,+1|. Notemos que F, 1 F H (7 (e)) >
cF, . Por tanto, cr, < cf,,, y lim cf, = oco. Como f(e,) > cF,, se sigue que lim f (e,) = oo.
n—oo n—aoo

Ahora, por el lema 3.4, existe una constante c tal que para todo n :

flen) < H(v(en)) < |y (en)| +21g |y (en)| +c

Por tanto, f (e,) —c < |y (en)| + 21g |7y (en)] y limy—oo |7y (er)| = 00. Luego, {7 (ey) | n € N} es
un subconjunto de A* infinito y r.e..
Ahora sea g : N — N la funcién que, para un [ dado, ejecuta el siguiente procedimiento:

1. halle el menor m tal que [+2lg(l)+c< f(em);

2. genere v (eo),v(e1),..., 7 (em) ;

3. halle el menor k£ (0 <k <m) tal que [ =|y(ex)| vy haga g(I) = f (ex) ;

4. si el k del paso 3 no existe, haga g(I) = f(em).
Es claro que g es una funcién recursiva. Notemos que los k del paso 3 son distintos y como
nh_)rgof (en) = 00, se tiene que llironog (I) = oco. Por la condicién (a), tenemos que H (7 (ey)) >

fen) = g (|7 (en)]). Por tanto,
{y(en) |n €N} C Sy ={w | H (w)>g(w)}.

Luego, Sy no serfa inmune. Por el corolario 3.3, S, serfa finito, absurdo. [J
Ahora, mostraremos que, en general, la constante caracteristica cg no es aproximadamente
igual a la complejidad H (e), donde e es algin indice tal que W, =" Th (F)™. Aqui, entendemos
por “aproximadamente igual” que la diferencia entre las dos cantidades este acotada.
Entendemos por la aritmética elemental el conjunto de sentencias del lenguaje de la aritmética
Ly = {+,-,0,s} que son vélidas en el médelo esténdar de los nimeros naturales. Denotamos

por ZF /Ly el fragmento aritmético de ZF; esto es, el conjunto de sentencias de la aritmética
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elemental que son demostrables en ZF al interpretar relativamente Ly mediante la férmula
n € w, la constante 0 con el conjunto vacio, el simbolo funcional unario s con la operacién
sucesor n™ = n U {n} y +,- con la suma y el producto ordinal [Kr68, 119]. Informalmente,
ZF /Ly es la coleccién de todas las sentencias de la aritmética elemental que son demostrables
por todos los medios matemadticos conocidos y aceptados [Ro67, 321].

Una teoria formal S es una extensiéon de otra teoria formal F si F C Th(S). Es claro que
ZF /L es una extensién propia de PA. Decimos que S es una extensién finita de F si existe un
conjunto finito de sentencias G tal que Th(S) = Th (F+ G).

El siguiente lema es un caso particular del teorema 11 en [Kr68, 121].
Lema 3.9 Ninguna extension consistente de ZF /Ly es una extension finita de PA.

Dado que " Th (ZF)™ es r.e. y que podemos decidir efectivamente si una sentencia de ZF es
una sentencia (relativa) del lenguaje de la aritmética, tenemos que " Th (ZF/Ly) ™ es r.e.
Como " Th (PA)™ también es r.e., por el teorema 3.6, existen constantes caracteristicas cpa y
cze para PA y ZF /Ly, respectivamente (jno sabemos si cpp < czg!).

Supongamos que " Th (ZF/Ly)" = {"¢, "}, v definamos una sucesién infinita de teorfas r.e.
por

Fo = PA y Fon=PA+{é,...,0,}, paran>1.

Por el lema previo, ZF /Ly no es una extension finita de PA. Por tanto, {F,} es una sucesién de
teorfas numéricas (eventualmente cada vez mds fuertes) que yacen entre PA y ZF/Ly. Es claro
que hay una cantidad finita de constantes entre cpp y czr. Por tanto, tenemos que infinitas de
las teorias F,, tienen la misma constante caracteristica c y tienen que probar el mismo conjunto
de sentencias de la forma “H (w) > m”. Por otro lado, sea e, un indice, elegido de acuerdo
a un esquema fijado de antemano, tal que W, =" Th(F,)" (por ejemplo, se podria tomar e,
tal que H (e,) = H (F,)). Notemos que, a medida que n crece, la teoria F, es eventualmente
una extensién propia de las teorfas Fy, k < n, que le preceden. Por tanto, {e, | n € N} es un
subconjunto infinito de A*. Asi, nh_)rglo H (e,) = oo. De este modo, las constantes caracteristicas
de los F, no son aproximadamente iguales a las complejidades H (e,) relacionadas con estas

teorias.

40



3.3 El teorema de la Base

Decimos que T'C A* es un arbol si (Vu,v € A*) (v <, vAv €T =ueT). Undrbol T es un

w-arbol si para todon € N: A" N T # (). Dado un drbol T, denotamos por
[T]={x € A% | (Vn) (x(n) € T)}

el conjunto de trayectorias (ramas) infinitas de 7. El siguiente principio combinatorio, debido

a D. Konig, relaciona las nociones previas y su prueba requiere el axioma de eleccién.

Lema de Konig. Si T es un w-drbol, entonces [T'] # 0.

Podemos caracterizar las clases TIY de A¥ en términos de drboles. Un drbol T es recursivo
1

si T € ¥o; esto es, la relacion w € T es recursiva.

Lema 3.10 C es una clase 11§ no vacia de A sii existe un drbol recursivo T tal que C = [T]].

Prueba. Si C € I1, por el corolario 1.8 (a), existe R C A* recursivo tal que

C={x[(vn) (x(n) € R)}.

Ahora, definamos

T={veA | (Vu<,v) (ueR)}.

Como R es recursivo, y dado que toda cadena tiene finitos prefijos, es claro que T es un drbol
recursivo. Si x € C, entonces para todo n y todo k < n se cumple que x (k) € R y, por tanto,

x € [T]. Como T C R, se sigue que
[T] € {x[(vn) (x(n) € R)} =C.

Por el corolario 1.8 (a), la otra implicacién es obvia. [

El siguiente resultado es una version débil del teorema de la base de Jockusch-Soare [So87,
109]. Decimos que x € A% es AY-definible si para todo a € A: {n € N| x, = a} es un subcon-

junto Ay de N [Li93, 221].
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Teorema 3.11 Si C es una clase 11§ no vacia de A“, entonces C tiene un elemento A3-definible.

Prueba. Por el lema 3.10, existe un drbol recursivo 7' C A* tal que C = [T].

Diremos que n € N (6 w = string (n)) es admisible sii
(Vm>|w|) (FveT)(m=v| ANw<,v).

Como T es recursivo, es claro que Ad (7)) = {n | n es admisible} es un conjunto II; de N.

Notemos que, por el lema de Konig,
w es admisible sii  (Ix € [T]) (w <p x).

Dado que [T] = C # ), podemos concluir que {w | w es admisible} N A™ # (), para todo m.
Ahora, la rama infinita del extremo izquierdo del arbol T' se puede construir recursivamente en

el conjunto Ad (7). En efecto, sea r : NT — A la sucesién dada por la siguiente recursion:
r1 =min{a € A |string”" (a) € Ad(T)}
y suponiendo que se han definido ry, ..., r,, hacemos
Tni1 = min {a € A | string™" (rire -+ -rpa) € Ad(T)},
donde los minimos se toman de acuerdo al orden de A. Es claro, por la definicién dada, que
R,={neN|r,=a} <pr Ad(T), para cada a € A.

Como Ad (T') € I, por el teorema de Post (corolario 1.2) tenemos que R, € Ag. Por tanto, la

sucesién r = 7173 - - € [T] = C es AJ-definible. [J
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3.4 Aleatoriedad e Incompletez

En [Ch87], Chaitin ofrece una especie de “forma extrema” del primer teorema de incompletez al
mostrar que en la matemdtica, no sélo se presenta la incompletez, sino también la aleatoriedad.
Para explicar esta idea, debemos introducir una de las construcciones fundamentales de Chaitin:

la probabilidad de parada Q2 de un computador de Chaitin universal U :

._ —|ul
= ZU(u,/\)l Q.

Debido a la desigualdad de Kraft (lema 2.19 (a)), € es un numero real bien definido.
Intuitivamente, € representa la probabilidad de que un computador de Chaitin universal
U se detenga, si el programa u € A* se “toma al azar” y no se ingresan datos adicionales. Es
importante observar que €2 depende del computador universal U que se halla fijado. Asi, lo que
tenemos realmente es una familia de nimeros que poseen propiedades muy interesantes. Entre
ellas, cabe resaltar que al expandir €2 en base () se obtiene una sucesién aleatoria respecto a la
medida de Lebesgue A\g (ver teorema 4.3.2 en [Su03, 69]). Como consecuencia de esto, {2 es un
ndmero real aleatorio, no computable, trascendente y Borel normal en cualquier base [Su03].
Otro de los grandes logros de Chaitin es haber obtenido una conexién de 2 con la teoria de
nimeros. Por razones técnicas, Chaitin trabajé con ecuaciones Diofantinas exponenciales; esto es,
ecuaciones que se construyen con adicién, multiplicacién y exponenciacién de variables enteras

no negativas a partir de coeficientes enteros, y se restringié al alfabeto binario 2 = {0, 1}.

Teorema 3.12 (Chaitin) Existe una ecuacion Diofantina exponencial
P(n,x1,x9,...,2m) =0 (3.5)
tal que para todo n :

el n-ésimo bit de Q es 1 sii  la ecuacion P(n,Z) = 0 tiene infinitas soluciones.

Para una prueba, ver [Su03, 73]. Mediante el teorema de Matiyasevi¢-Jones y un inter-

pretador de LISP, Chaitin ha construido efectivamente la ecuacién (3.5). El resultado es una
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ecuacién enorme cuya escritura requiere por lo menos 200 pdginas [Ch87, 142].
Daremos otra version del teorema de Chaitin, basdndonos en el teorema de la base (teorema

3.11) y en la siguiente observacion, debida originalmente a Schnorr.
Proposicién 3.13 Para toda medida computable u en A* R () tiene elementos AS-definibles.

Prueba. Sealf un y-test secuencial universal. Como (R (11))° = U es una clase I13, tenemos
que R () es una clase %9 de A¥. Por el corolario 1.8 (b), existe una sucesién {C,} de clases II9

en A¥ tal que

R (p) = Un Cn.

Como R (u) # 0 (de hecho, pu(R () = 1), existe k tal que C, # 0. Por el teorema 3.11,
podemos concluir que existen sucesiones Ag—deﬁnibles pertenecientes a R (u). O
Cabe observar que la expansién en base 2 de la versién binaria de Q es una sucesién A$-

definible [Ca02, 284, 304].

Para obtener el teorema de Chaitin, consideramos la medida de Lebesgue Ao en 2“ y, por
la proposicién 3.13, tomamos una sucesién x € R (\2) que sea AY-definible. A fortiori,

{n € N| x, = 1} es un conjunto Ils. Por tanto, existe una relacién r.e. R C N? tal que
x,=1 siysélosi (¥Ym) R(n,m).

Por el Teorema de Matiyasevic-Jones, todo conjunto r.e. tiene una representacién Diofantina
exponencial univaluada (ver [Jo84], [Ma93]). Esto es, existe una ecuacién Diofantina exponen-
cial

P(n,m,k1,...,k)=0
que tiene una tnica solucién k si R (n,m) y no tiene soluciones si —R (n,m). Por tanto,
[el n-ésimo bit de x es 1] sii  (Vm) ( P (n,m,k) = 0 tiene solucién ).

Dado que x es aleatoria respecto a Ag, podriamos decir que el hecho de que la ecuacién
P (n, m,%) = 0 tenga o no solucién (para todo m) oscila de una manera completamente impre-

decible a medida que n varia.
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Conclusiones

Después de un estudio comparativo de las nociones cldsicas de aleatoriedad a la luz de los
articulos [vL87b] y [vL89] de van Lambalgen y del texto de Calude [Ca02], asi como nuestro

trabajo previo [Su03], expresaremos nuestro punto de vista respecto a los resultados obtenidos.

1. Reiteradamente, van Lambalgen ha expresado serias dudas acerca de la conveniencia de
restringir el concepto de regla a la de funcidn computable y del uso de la teoria de la recur-
sién en la definicién de sucesion aleatoria. Como hemos visto, las nociones de Martin-Lof y
Kolmogorov-Chaitin se desarrollan a partir de nociones propias de la computabilidad formali-
zando intuiciones diferentes. Ahora, el teorema 2.23 muestra que estas dos nociones coinciden
para cualquier medida computable mientras que el principio de homogeneidad afirma que la
nocién de Martin-Lof se preserva bajo cierto tipo de selecciones de lugar. Por tanto, en nuestra
opinién, ambos teoremas dan robustez a las definiciones cldsicas y una mayor sdlidez al uso
de la computabilidad en el estudio de la aleatoriedad, siendo uno de sus atractivos el que sean
aplicables a cualquier medida computable. Esto contrasta con el trabajo en [Ca02] o [Su03],
donde el uso de la teorfa de la medida en A se reducia a la medida de Lebesgue.

De otro lado, otra contribucién importante del trabajo de van Lambalgen tiene que ver con
su propuesta de un tratamiento axiomético para la nocién de aleatoriedad. El propone que las
intuiciones usuales que se involucran en la definicién de aleatoriedad, a saber, irregularidad,
complejidad, independencia, se traten como primitivas y se adicionen axiomas [vL90, 1146] que
intenten capturar las intuiciones detréds del concepto de aleatoriedad. Como resultado de esto,
ha concluido que la adicién de estos axiomas a la teorfa ZF implica la negacién del axioma de
eleccién (corolario 2.5 en [vL92, 1287]). Aun mds, parece ser que el axioma de extensionalidad
es incompatible con su formalizacién de la nocién de aleatoriedad (ver [vL92, §3]). El aspecto
positivo de esta propuesta, a més de lograr formalizar de manera coherente los colectivos de von
Mises, es que abre un nuevo frente para tratar de abordar la nocién de aleatoriedad, utilizando
las herramientas de la lgica y especificamente la teoria de modelos y la teorfa de conjuntos (los

modelos booleanos, el forcing, etc.).
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2. En [vL89, 1394], van Lambalgen presenta varias criticas a la interpretacion oficial del
teorema de incompletez de Chaitin (teorema 3.6). Segun esta interpretacion, el resultado afirma
que una teorfa formal no puede probar que un objeto especifico tenga complejidad mayor que
la complejidad (contenido de informacién) de la teorfa (ver también [Su03, 65]). Para ello, la
nocién de constante caracteristica, asi como la proposicién 3.8 y el razonamiento que sigue al
lema 3.9, muestran que la complejidad de la teorfa no juega ningin papel relevante en el tipo
de cota para los enunciados de la forma “H (w) > ¢” que la teoria prueba (para un andlisis
mds detallado consultar [Ra98]). Consideramos que la critica de van Lambalgen a este respecto
es acertada, en el sentido de que la mencién que hace Chaitin de “la entropia de un sistema
axiomatico” y “el contenido de informacién de una teoria”, no parecen tener mucha relevancia
con el fenémeno de incompletez que se puede evidenciar en dicha teoria [vL89, 1390 — 1391]. De
otro lado, se podria argumentar en defensa de Chaitin, que él sélo estd promoviendo algunos
de sus resultados a la vez que adelanta una propuesta para consideracién de los estudiosos. A
continuacién reproducimos uno de los apartes en los que se basa van Lambalgen para enunciar

sus criticas (las cursivas son nuestras):

Godel’s original proof constructed a paradoxical assertion that is true but not prov-
able within the usual formalization of number theory. In contrast I would like to
measure the power of a set of axioms and rules of inference. I would like to be able
to say that if one has ten pounds of axioms and a twenty-pound theorem, then the
theorem cannot be derived from the axioms. [...] To be more specific, I will apply
the viewpoint of thermodynamics and statistical mechanics to Godel’s theorem,
and will use such concepts as probability, randomness, and information to study
the incompleteness phenomenon and to attempt to evaluate how widespread it is

[Choo].

Por dltimo, cabe observar que en [Su03, 64], desarrollamos otra prueba del teorema 3.6 de
Chaitin apelando a una nocién de complejidad de una teoria que proponemos y que, en este
trabajo, introducimos con mayor sencillez (ver pdg. 38). Queda a gusto personal qué tipo de

método es preferible para probar dicho teorema [Ra98, 575].
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3. En [vL89, 1396], van Lambalgen enjuicia de una forma muy fuerte y hasta hostil el céle-
bre teorema de Chaitin sobre las conexiones entre € y las ecuaciones Diofantinas (Caos en la
Aritmética). Ademds, afirma que la construccion efectiva y explicita de la ecuacién Diofantina
exponencial es un intento de Chaitin de otorgarle importancia a un resultado que van Lam-
balgen cree falto de profundidad. Para contradecir las opiniones de Chaitin, van Lambalgen
nos propone el uso de lo que él denomina “general nonsense” (“tonterias conocidas”) tales
como la jerarquia aritmética en A%, la existencia de un test secuencial universal de Martin-Lof,
el teorema de Post, cierta versién del teorema de la base de Jockusch-Soare y el teorema de
Matiyasevic-Jones para derivar el teorema de Chaitin. Curiosamente, el resultado de van Lam-
balgen [vL89, 1397] es una version diferente (de hecho, mas débil) del teorema cldsico de Chaitin
sobre §2. Es por esto que consideramos que la critica de van Lambalgen es un tanto infundada,
y quizé de caracter personal, pues los teoremas que usa en la prueba distan de ser triviales (por
ejemplo, el teorema de Matiyasevic-Jones relacionado con la insolubilidad del Décimo problema
de Hilbert). Como ocurre con muchos teoremas cldsicos de las matemadticas, a medida que se
profundiza en el drea aparecen pruebas distintas, quizd mas cortas o que usan métodos muy
diferentes, pero esto en ningin momento significa que dichos teoremas sean triviales o carezcan
de profundidad. Para ilustrar lo anterior basta considerar el denominado teorema fundamental
del élgebra (Gauss, Argand, 1806) o el famoso teorema del nimero primo (Hadamard y Vallée
Poussin, 1896), para citar solo dos ejemplos ilustres. Un aspecto en el cual si nos parece factible
una discusion es el significado fundacional que se le puede asignar a los teoremas de incompletez
de Chaitin. Algo parecido a la discusién, todavia activa, que generaron los teoremas de incom-
pletez de Godel. Pero obviamente esa es una polémica que pertenece a los fundamentos de la

matemadtica (o la filosofia de la matematica).

4. Como resumen final pensamos que tanto el trabajo clasico de Kolmogorov, Chaitin, Schnorr,
Martin-Lof, etc., junto con los aportes de van Lambalgen, se complementan de manera positiva.
Como hemos visto se han obtenido generalizaciones y pruebas diferentes para algunos resulta-
dos. Ademds, las tltimas propuestas de van Lambalgen han mostrado que algunos aspectos de
la aleatoriedad nos pueden llevar a cuestionar la matemadtica cldsica. Obviamente estos avances

servirdn tanto de gufa como de estimulo para investigaciones posteriores.
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