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RESUMEN: En este trabajo se analizan las bifurcaciones no suaves no convencionales también Ilamadas deslizantes en
un sistema con mdultiples limites de discontinuidad. EI método de seguimiento de puntos singulares (SPT) es probado
para localizar las bifurcaciones en un oscilador rotativo de doble leva. Los resultados indican que el método SPT
puede ser utilizado para analizar diferentes tipos de sistemas no suaves que presentan dindmicas deslizantes complejas.

PALABRAS CLAVE: Sistemas no suaves, sistemas de Filippov, bifurcaciones deslizantes, limite de discontinuidad, osciladores, friccion.
ABSTRACT: In this work, nonsmooth and non-conventional bifurcations, also called sliding bifurcations are analyzed in a system

with multiple discontinuity boundaries. The singular point tracking (SPT) method is used to locate bifurcations in a rotational oscillator
with double cam. The results indicate that SPT method is useful to analyze different nonsmooth systems with complex sliding dynamics.

KEYWORDS: Nonsmooth systems, sliding bifurcation, Filippov systems, discontinuity boundary, oscillators, friction.

1. INTRODUCCION

Fendmenos como impacto, friccidn, histéresis,
saturacion y conmutacion han sido considerados
fendmenos no suaves. El comportamiento de las
dindmicas y sus bifurcaciones en sistemas no suaves
se han estudiado intensivamente en los Gltimos afios
[1], [2], [3], [4], [5]. La no suavidad esté& asociada a
las discontinuidades que se presentan en las variables
de estado o0 en sus derivadas.

Desde el afio 2000 los sistemas no suaves han sido
clasificados de acuerdo al grado de discontinuidad de
las drbitas y de los campos vectoriales [6]. En cada
clase se han generado trabajos tedricos y empiricos
para mejorar su conocimiento. En la primera clase se
incluyen sistemas cuyo campo vectorial f es continuo
y tiene discontinuidades en su primera derivada o en
derivadas de mayor orden. Un ejemplo es el sistema
Masa Resorte Amortiguador con topes elasticos
en uno, o ambos extremos de su carrera [6]. En la

segunda clase se incluyen los sistemas descritos por
ecuaciones diferenciales con discontinuidad en el
lado derecho que también son llamados sistemas de
Filippov o deslizantes. El campo vectorial de estos
sistemas es discontinuo y es tipico por ejemplo de los
sistemas con friccion seca [4]. En la tercera clase se
incluyen los sistemas con saltos en los valores de las
variables de estado. Es tipico en los sistemas con
topes no elasticos en los que se produce impactoy son
modelados suponiendo una deformacion despreciable
y un tiempo de fenémeno muy corto [1].

Existe un completo juego de herramientas matematicas
para analizar bifurcaciones si el sistema no presenta
discontinuidades, es decir, si el sistema es suave.
Sin embargo, muchas aplicaciones fisicas deben ser
modeladas como sistemas dindmicos no suaves. En
todos estos casos no se puede aplicar de forma directa
la teoria de sistemas suaves, lo cual ha llevado al
surgimiento de una nueva teoria, la teoria de sistemas
no suaves, encargada de analizar y caracterizar
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fendmenos inducidos por las discontinuidades [7].
Este trabajo estd motivado en la necesidad de analizar
sistemas con un nimero creciente de discontinuidades
de forma que los resultados puedan aplicarse a la
complejidad de los sistemas reales. Los dos métodos
conocidos para el analisis de bifurcaciones deslizantes
[8],[5] estén basados en la aplicacion de problemas
de frontera, pero cuando un sistema presenta varios
segmentos deslizantes o es de orden superior a tres,
se dificulta la aplicacion. Otro método complejo y
con varias restricciones usado por di Bernardo et. al.
[71,[9], es el mapa de discontinuidad (discontinuity
map), el cual tiene muchos problemas de aplicacion en
sistemas complejos. Recientemente ha sido propuesto
el método de seguimiento de puntos singulares SPT
[10] [11] [12] [23] [14] que a diferencia de los
anteriores se basa en la codificacion de la informacion
disponible en el limite de discontinuidad y su mejor
caracteristica es que permite identificar elementos
en Orbitas complejas que incluyen muchos puntos
singulares de diferentes caracteristicas.

El trabajo se organiza de la siguiente manera. En la
Seccidn 2 se referencian las principales bifurcaciones
deslizantes, el método de Filippov y el método de
seguimiento de puntos singulares SPT. En la Seccion
3 se presenta el modelo del oscilador rotativo de
doble leva. En la seccion 4 se prueba el método SPT
en el modelo para evaluar la utilidad del método en la
localizacion de bifurcaciones deslizantes en sistemas
con maltiples limites de discontinuidad. Finalmente,
las conclusiones se presentan en la Seccion 5.

2. ANTECEDENTES ACERCA DE LOS
METODOS Y LAS BIFURCACIONES
DESLIZANTES.

Un tipo de bifurcaciones inducidas por discontinuidades
y recientemente referenciadas son las llamadas
bifurcaciones deslizantes. Cuatro de las bifurcaciones
de ciclos limite no suaves de co-dimension uno son:
“Grazing-sliding”[7] o “Touching” [15], “Switching-
sliding” [7] 0 “Bucking” [15] , “Crossing-sliding”[7]
[15] y “Multi-sliding”[7] o “Adding” [15] . La més
importante caracteristica de los sistemas de Filippov
es la posibilidad de movimiento restringido en un
subconjunto del espacio de estados, en la frontera
de discontinuidad. Este movimiento restringido es
frecuentemente referido como deslizante [16]. La
solucion de la dinamica deslizante queda confinada
en un entorno del limite de discontinuidad y puede
analizarse por medio de dos métodos equivalentes:

El método convexo de Filippov [17] y el control
equivalente de Utkin [16].

El flujo en los sistemas de Filippov del sistema puede
representarse como:

_ { f (X,a)} para Z, (1)

f,(x,a)| para Z,

dondef.y f son funciones vectoriales suficientemente
suaves; Z, y Z son los correspondientes espacios de
estado (o zonas de cada f) y ae R es el parametro. Las

zonas dependen de la funcion escalar H(x,a) definida
por:

Zi:{XER”:H(x,a)>0}

Zj:{XER”:H(x,a)<0} @

EntreZyZ, el sistema tiene el limite de discontinuidad
(LD) el cual es asumido como un hiperplano suave.
El LD es simbolizado por ;¥ descrito por

Zij:{XER”:H(x,a):O} (3)

Cuando se presenta deslizamiento en el LD, el método
de Filippov [17] da como solucién, una combinacion
convexa G(x,a) de los vectores f, y f. que son la
evaluacion de laecuacion (1) enel punto x,€%,. El

vector G es calculado como:
G(x.,a) = Af (X, a) +1-f (x., @) (4)

Donde A es un parametro definido en funcion de las
proyecciones de los campos vectoriales en el vector
tangente H, definido como f'=<H,, f.>

y fi=<H, fj> donde < ... > denota un producto
escalar.

= (H,(x).f )/ {H (x).f, - 1,) )

Las bifurcaciones de ciclos en los sistemas de Filippov
se dan cuando ante el cambio de un parametro, la
trayectoria hace contacto o deja de contactar un sector
deslizante en el limite de discontinuidad. EIl soporte
matematico de este tipo de bifurcacion est& basado
en la equivalencia topoldgica de la érbita propuesta
por Kuznetsov [15]. Las bifurcaciones de ciclos
pueden clasificarse como locales o globales [15].
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Todas las bifurcaciones que involucran ciclos que no
se desaparecen son clasificadas como globales.

2.1 Bifurcaciones deslizantes

La secuencia de cambio en los ciclos limites de la
bifurcacion Grazing (BG) se da cuando la orbitade un
ciclo limite @® se encuentra enteramente en uno de los
campos vectoriales i 0 j como se presenta en la figura
la [7]. Ante un cambio de uno de los parametros de
o, a o, el ciclo limite crece o se desplaza y un Unico
punto de la orbita hace contacto en un punto Qs(~)
de un segmento deslizante ®s~ o ®s—. El valor del
pardmetro en el cual se presenta el contacto de un
Unico punto es estrecho, luego ante un pequefio cambio
dea, a a, la dindmica cambia como se muestra en
la figura 1c. La orbita del ciclo limite ahora esta
formada por dos segmentos; una parte del original y
un segmento deslizante ds~ que va desde el punto de
contacto Qs(~) hasta el extremo Qs(+) del segmento ya
que, como se menciono, la principal caracteristica de
estos es que no permiten que la dinamica abandone el
limite de discontinuidad hasta no terminar el segmento
deslizante. La secuencia de cambio en los segmentos
y puntos en este ciclo es:

Qs(-)

OD;

Qs(~)

AN
x,
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ODi/
DI Qs(~)/
Di Qs(~) > DS > Qs(+)J

(6)

Donde @ simboliza segmentos y Q puntos, > es el

simbolo para indicar el siguiente elemento de un ciclo
limite, .1 indica que termina el ciclo y que se repiten

todos los elementos indefinidamente y / separa la
descripcion de un ciclo con el siguiente.

La secuencia de cambios para la bifurcacion Switching
(BS) se da continuando con el cambio de parametro o,
aa,, parael cual se ocurre que el ciclo limite continla
haciendo contacto con el segmento deslizante mas
atrds (es decir, hacia la izquierda) hasta que logra
alcanzar el primer punto Qs(-) de este (ver figura
1d). En ese momento se presenta la bifurcacion y
con un cambio de pardametro pequefio de o, a o, la
Orbita ahora pasa de tener dos segmentos, a tener tres
segmentos y uno de ellos, el Q, Qs(~) ahora pertenece
al otro campo vectorial, el j.

Qs(+)

s

’

Z Qs(-)

Qs(+)
- .

¥ J

Dy Ds-

J
:,
Z, Z,

@7

Di

Figura 1. Bifurcaciones Grazing, Switching y Crossing.
Figure 1. Grazing, Switching and Crossing bifurcations.

La secuencia de cambio en los segmentos y puntos
en este ciclo es:

Di > Qs(~) > DS” > Qs(+)/
Di > Qs(—) > DS~ > Qs(+)d/
i Q; > Of > Qs(~) > Ds™
— Qs(+)

(7)

La secuencia de cambios para la bifurcacion Crossing
(BC) se da continuando con el cambio de pardmetro de

aga o, el segmento que evolucionaen la zona Z; hace
que el ciclo limite crezca y asi contacte el segmento
deslizante en puntos cada vez mas cercanos de su final.
La bifurcacion se da cuando el segmento Qij_QS(N)
cambia hasta que se convierte en €, Qs(+), es decir
alcanza el altimo punto del segmento deslizante, tal
como se muestra en la figura 1f. Si el parametro
cambia de a, a a,, el ciclo limite se forma con dos
segmentos que no son deslizantes pero que pertenecen
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a diferentes campos vectoriales. La secuencia de
cambio en los segmentos y puntos del ciclo es:

Qi Q> Oj > Qs(~) > Os”
Qs(+) /@i = Q; > @j > Qs(+) ./
Qi Q> Oj > Qi d/

(8)

La bifurcacién Adding no se presenta en el sistema
analizado. Para méas informacion ver referencia [8]

2.2 El Método de seguimiento de puntos singulares
(SPT)

EISPT [10] [11][12][13][14] permite identificar 41
puntos singulares que estan asociados a los 19 tipos de
bifurcaciones locales clasificadas en [15] y también
determina los puntos iniciales y la identificacion de
ciclos en el seguimiento de bifurcaciones globales.
Entre ellos, los puntos Q, Qs(-) y Qs(+) que
permiten generar mapas en funcion de un parametro
y determinar sectores de presencia de segmentos
deslizantes ®s~ o ®s—. (tal como se ilustra en la
figura 5.)

3. MODELO DE OSCILADOR ROTATIVO DE
DOBLE LEVA

El modelo a utilizar es una versién ampliada del
presentado recientemente por Paolo Casini et.
al. en [18]. La presencia de multiples limites de
discontinuidad es debida al contacto de friccion
y por la forma de las levas que a su vez produce
bifurcaciones deslizantes en la dindmica del sistema.

Figura 2. Pardmetros del modelo.
Figure 2. Model parameter .

Este modelo es un oscilador constituido por un disco
principal rotativo sujeto a un torque eléstico que
intenta restituir la posicion cero y en contacto con
dos discos auxiliares girando a velocidad constante
como aparece en el esquema de la figura 2. El disco
principal es en si dos levas en donde cada una tiene
un angulo de contacto (o o B) con cada uno de los

discos auxiliares. Los angulos ¢i y ¢i indican la fase
de las levas y de los discos auxiliares con respecto al
angulo de referencia 6=0. El sistema queda descrito
por la ecuacion diferencial

2
d ;9+Cd—0+kr49: f(O)+T
dt dt (9)

Por facilidades de andlisis se hace el siguiente cambio
de variables 7= t. La frecuencia natural wn es igual
a wn=(Kr/J)*s, donde K es la constante del elemento
elastico restitutivo, J es el momento de inercia del disco
principal y C es el coeficiente de friccion viscosa de
los rodamientos. El coeficiente de amortiguamiento del
sistema es ¢=C/(JKr)*®y el modelo adimensional es

d?e
dz?

+g’d—6’+4§?:@+l
dr k. k. (10)

Donde T es el torque de friccion y f(0) una funcion que
permite mantener una entrada de energia al sistema en
funcidn de las variables de estado, de forma que las
orbitas son un ciclo limite dependiente de la amplitud
A de esta funcién.

f () = Asin(d@/dt)//6? + (d68/dt)? )

Los torques de friccién producidos por los discos
auxiliares T, se definen segln la ley de friccion de
Conti [7]. T=RN.U, con Relradio del disco, N, la
fuerza normal que pone en contacto los discos y U, el
coeficiente de friccion.

U = Ug — Uy +u
=1y D |VR| ki (12)
con
T=>Tisig (V) (13)
0
Vg = o —Ro (14)

Teniendo dos valores para i en este ejemplo, hay 2!
sub-espacios con ecuaciones de segundo orden para
describir la dindmica.

d?e de f(0)
0.p)=30. 799, 5 1O @5
v(o.p) dz? éVdr k

r
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f = ‘/"“{ngl n gZTZ}/kr (16) \I;;Zgil’(rjr;iéesog:e discontinuidad que dependen de la
f, :‘//"‘{_ngl"'ngz}/kr 17) s '={Xe R -y :0} (20)
f=yp+ {ngl - ngz}/kr (18) ' I._ R" o ~0 21
f4=1//+{—ngl—g2T2}/kr 19 Z, '_{XE Vra = } (21)

La validez de los sub-espacios D, son:

Donde g,(6,q) es una funcion discreta que relaciona D,: {x eD:Z,>0AZ, > O} (22)

el perfil de las levas del disco principal y depende del D, ={xeD: 2 <0A 2 >0} (23)

vector de parametros q (a,f,¢,0) y p (¢). D, = {x eD:Z, >0n%, < O} (24)

D, ={xeD:3%,<0AZ, <0} (25)
0 6 0
Up1=0 /i Upy-o /s Uy o Ji
Yra-0 j; Vg1 -0 J{* . i
-7 - o Fia - o
=f3=3 b — B=3¢0 (c) a=ph=360
(@) a=/[=360 (b) a=p V= U

Figura 3. Distribucion de campos vectoriales de acuerdo a los valores de o para hacer V,=0.

Figure 3. Distribution of the vector fields according to the values of ® to make V_=0.

Dependiendo del valor de o en el cual se presenta una
v.=0, se estructuran diferentes campos vectoriales
como los que se presentan en la figura 3a, 3b y 3c.

Al hacer el anélisis mas profundo, se tienen en cuenta
todos los posibles campos vectoriales producidos por los
cambios de las funciones g,(0,9) y 9,(0,q). Estos nuevos
campos, a diferencia de los anteriores, tienen limites
de discontinuidad definidos por la posicion angular. La
funcion g,(0,q) es igual a 1 si existe contacto entre la
primera leva del disco principal y el disco auxiliar § . Si
no existe contacto, g,(0,q)=0. De acuerdo a lo anterior:

¢951T(49q)03i y
_Jhtp<b<a+g -+t 26
9710,.(6,9) si =
O>a+¢+¢
En una forma similar para g,(9,q)
9,1 (6,9) si
g — ¢22:_¢2<0<_a+¢2+¢2 (27)
210, (0,09) si
>a+¢,+o,
f1 l//"'{ng"'gz }/k (16)
f,= w+{gJ+gz}/k 17)
fo=w+{0.T,—0,T,} Ik, (18)
fo=w+{-0T,-9,T,} Ik 19)

Introduciendo (26) y (27) en (16), (17), (18)y (19)
resulta que el contacto y no contacto entre discos

incrementa el nimero de campos vectoriales asi:

fu=w+{ 9;T,+0,T,}/k (28)
fo=w+{ 9T +09,T,} /K (29)
fis :l//"‘{ O Ty + 05T, }/k (30)
fis :l//"‘{ 0T + 056 T, }/k (31
fa :l//"‘{ O 11+ 057 T, }/k (32)
f = +{-0 T, +09,T,} /K (33)
f :l//"‘{ Oir Ty + 056 T, }/k (34)
fo =t/ +{=0,c T, + 0, T, } /K (35)
fa :l//"'{"'ngT Oor T, }/kr (36)
fa :l//+{+glFT 9o T, }/k (37)
f =0 +{+0;T,— 0, T, } /K, (38)
fo =y +{+0:: T, — 9, T, } /K, (39)
fur :l//"'{ O [ —0r T, }/k (40)
fo =¥ +{=0ie . — Uy T, } K, (41)
f W {=OnT =0y T,/ kr (42)
fo W+ {=0 T~ 0o T, K, (43)

De estas 16 ecuaciones, algunas son equivalentes por
lo cual el conjunto se reduce a 9 funciones diferentes.

f111(f12 = f22)1(f13 = f33)v
fz = (f14 = f24 = f34 = f44)v lev (44)
(fzs = f43)v fslv(faz = f42), f41
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De acuerdo al valor de los pardmetros es posible
obtener una division del espacio de estados en entre

165

3 y 8 campos vectoriales. En la figura 4 se aprecian
algunas de las configuracion posibles.

N P——
P 2 i'—ﬁg‘ p rl—a—|4‘ P El—a—l
g i3 fu f:
I3 .f;_a f” f;_‘ 3] v 'f“ ”u ‘-'fu . Um f‘ f v .
R1=UR2 RI=¥R2 ’{ ] _\fm‘ on f,:_i W f:‘! ./{,:_- ‘{JG
f.r_a f:; f.r: "{;’I f;! URE Jf” f” f_.r
4.0 P e S B T i
@ (a+p)>360 0 (b) (@ wB)<360 (e f)=0 ©) (@uP)<360 (anf)=0
(B-@)0 @=@=0 B-0.=0 @=@=0 D-P=0 @=z@=0
(4
6 '—f“—'—ff—' ) '—¢~]:ﬁ:' P ha#ﬁj
U 13 v URI P{H v fi v
Ups f, v f Vg Joo f:: URI \-f:m v S S ~-frm
./{n -'f.': - f, R : "3
; Ju S Jaz
-7 0 T 0 Fe ST i 7 x
A a+f=360 © @=p<ieo 0 azf v
b-¢-0 Q-0 p-p=0 Q-0 prde0 Qg0

Figura 4. Distribucion de los campos vectoriales de acuerdo a los valores de o, o, B, @, y ¢,
Figure 4. Distribution of the fields vector according to the values of w, o, B, &,y @,

4. EJEMPLO.

Para ilustrar la complejidad dindmica de un sistema
mecénico relativamente simple, se presenta el
ejemplo del oscilador rotacional con las siguientes
caracteristicas: a=171.8871 grados (3.09 rad),
B=171.8871 grados (3.0 rad), ¢,=302.7043 grados
(5.2831 rad), $,=246.00 (4.2935 rad), ¢,=0, ¢,=0.

4,00,
1 B Cruzante hacia
arriba
300 o Cruzante hacia
2,50 abajo
1 ® Deslizante hacia
<29 |3 derecha
1,50°
{ @ Puntos
1,00 singulares

0,50°

0,00 . o -3,1"
-800 -6,00 -400 -200 0,00 200 400 600 380 -33
X1 A=0.3

©,=15rpm (1.5708 rad/s) m,=-21 rpm (-2.1991 rad/s),
J=0.0548 kgm?, K =2.62 Nm/rad, C= 0.05 Nms/rad,
N=49N, R=0,12myr.=0,12m. p=0.65, n, =0.35y
p.=15 son los coeficientes para calcular el coeficiente
de friccion U, [18].

Con las anteriores condiciones el diagrama de fase se
divide en 8 campos vectoriales como se presenta en
la figura 4fy 5b.

-m Deslizante
hacia al
izquierda

-8,00 -6,00 -4,00 -2,00 0,00 2,00 400 600 8.0
x1

Figura 5. a) Mapa @ =1.5708 b) Distribucion de campos vectoriales A=0.3 c) Mapa @ =-2.1991

Figure 5.a) Map @=1.5708 b) Vector field distribution A=0.3 c¢)Map @ =-2.1991

Determinar los valores de los parametros en los cuales
se presentan bifurcaciones en un sistema complejo usando
el método de fuerza bruta demanda un gran esfuerzo
computacional, en tiempo y memoria. EI método SPT
brinda una primera aproximacion a su ubicacion [12].
En las figura 5a 'y S5c se presentan los mapas de los
segmentos deslizantes @s~ y @s de los cuales se infiere

donde comenzar la busqueda de bifurcaciones. El ejemplo
seleccionado adicional a las bifurcaciones deslizantes
BG, BS y BC presenta otros tipos que no seran listadas.
Se trata de bifurcaciones por cambio de nimero de
campos vectoriales que visita un ciclo limite y las nuevas
bifurcaciones presentadas por Casini (exchanging,
sticking disappearance and NS Fold Bifucations) [18].
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2.3 Bifurcaciones en limite de discontinuidad entre
campos vectoriales fvll-fv21, fvlz-fvzz, fv Zl-fv41
y fV23-fV43

Para valores de A inferiores a -0.299 se presentan
ciclos limites sin segmentos deslizantes cuyo
tamafo depende del pardmetro A. El procedimiento
seguido por el método SPT para ciclos es iniciar
una integracion al mismo tiempo que detecta
la secuencia y tipo de elementos que presenta
la orbita. También al mismo tiempo compara la
secuencia de cambios con los patrones dados
para cada una de las bifurcaciones BG, BS y BC.
A medida que se completan ciclos limites sin
bifurcaciones se va incrementando el valor de la
variable A hasta que el comparador de cambios
de ciclos detecta un cambio que condujo a una
bifurcacion. En la figura 6 se presenta la orbita
de seis de las once bifurcaciones deslizantes
presentadas. En latabla 2 se presentan secuencias
de las tres bifurcaciones detectadas en el LD

fv,,-fv,, y en latabla 1 los valores del parametro
A donde se dan cada una de todas bifurcaciones.

Tabla 1. Valores de A en bifurcaciones.
Table 1. A values for biburcations.

LD 121 12-22 21-41 23-43
BG 0.100 0.000 0.100
0.299
Fig. 6a 6d
BS 0.328 0.720
-0.150 0.720
Fig. 6b 6e
BC 1.420 1.630
0.620
Fig. 6¢c 6f

EnelLD fv,-fv, envalores de A=2.5 aln no se ha
dado la bifurcacion Crossing y para valores superiores
no existen ciclos limites.

1,750- 1,750- 32,500-
1,500 1,500- N
4 g 3,000-
1,250 =t 1,250- TN z'snu
1,000- 1,000- Ql_\"(+)[“ 1]
0,750 0,750- ] : 2,000
0,500- 0,500- 1] 1,500
0,250- 0,250 1,000
o 0,000 00007 o 0,500
0,250 0,250 =
0,500 +0,500- 0,000
g -0,750- -0,500-
-0,750- 1 000-
-1,000- g -1,000-
+1,250- 1500
-1,2501 -1,500- -1.500-
-1,500 -1,750- L -2,000-
-1,750- : : . : . . 2,000 | ! 1 | ! . 2,500
v300 -2,00 -1,00 ";1“ 100 200 300 “300 200 100 000 100 200 300 400 -300 -200 -100 0,00 100 200 300
x1 X1

{a} BIFURCACION GRAZING ENEL LD fv11/21  A=.0.289

(b} BIFURCACION SWITCHING EM EL LD fv 11121 A=-D.15

{¢) BIFURCACION CROSSING EMEL LD fr 11421 A=062

2,500 3,500- 4,000-
2,000- 3,000 ~— 3,500~
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15001 i:: \ 2500
1,000 1500 \_\ 2,000
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0.0001 0,500- Qs (+)[11 ] Qs(~) 0,500- Qs(+) [2141]
4o o e 8 ] |
0,000- 0,000 (I)_‘ o
-0,500- -0,500- [N [a1] -0,500- [23/43]
~1,000- -1,000- 1,000 \ (Du
-1,500-
1,500 -1,500- _2,000 H
-2,000- d
-2.000. S -2,500 ,/
% 2,500 -3,000-
2,500, . . : : : : 3,000 ! ! ! ! ! ! . -3500- . .. T
3,00 -2,00 -100 000 1,00 200 3,00 -4,00 -3,00 -2,00 -1,00 0,00 1,00 200 3,00 -500  -3,00  -1,000,00 1,00 2,00 3,00 4,00
X1 X1 Ang.72 X1

id} BIFURCACION GRAZING EMEL LD fv 211 A=Q

{2} BIFURCACION SWITHCHING EM EL LD fr 21041 y fv 23043

{f} BIFURCACION CROSSING EMEL LD fv 2141 A=1.63

Figura 6. Orbitas de ciclos limites en los valores donde se presentan las bifurcaciones.
Figure 6. Cycle limit orbits with the values where bifurcation are presented.

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se analizaron las bifurcaciones
no suaves no convencionales en un sistema con

multiples limites de discontinuidad. El método de
seguimiento de puntos singulares (SPT) demostro
que es una herramienta que sirve en la deteccion de
los puntos iniciales de los ciclos y la determinacion
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de los cambios en la secuencias de los ciclos limites.
Un oscilador rotativo de doble leva fue el modelo
analizado. Los resultados indican que esta es una
metodologia atil para analizar otros sistemas no
suaves complejos.
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Tabla 2. Secuencias de ciclos limites para bifurcaciones en LD fv -fv,,
Table 2. Cycle limit sequences for bifurcations in LD fv  -fv,,

A Secuencia del ciclo limite
-0.299 OaZl = l‘JS(N)[11/21] = Ob21 = Q[21/22] B %, Q[22/00] > @ > Q[00/22] = (Dbzz =
Q[22/21] 0% Q[11/23] > @3 Q[23/00] = (Dboo = Q[00/23] = (Dgs = Q[zsm]‘J
0.15 l‘JS(')[11/21] = C.-)5[11/21] = l‘JS("')[11/21] @y - Q[21/22] @, Q[22/00] > @
| ~ Q[OO/ZZ] o 0% Q[sz] = 0y Q[21/23] = @ Q[23/00] = 0 > Q[00/23] > 03
Q (23111 O - QS(_)[lz/zz] = @s = QS(—)[lz,zz] > 0%, - Q[omzz] > (Dbzz =
0.62 Q[ZZ/“] = (Da“l = QS(_)[Zlf“l] = @S = QS("')[21/41] = QS(_)[23/43] = (I)S[23/43]

= QS("')[23/43] = 0y Q[23/00]

b b
=07, - Q[00/23] = @y
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