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Resumen

En este trabajo se estudian varios métodos de optimizacién no lineal con el dnimo de calibrar camaras
fotograficas usando el modelo Pinhole. Para tal fin se presentan las generalidades de los métodos de Gauss-
Newton, del Gradiente y de Levenberg-Marquardt, escogiéndose este altimo como el método a usar en la
resolucién de los problemas asociados a la estimacién de los parametros del modelo Pinhole.

Para ayudar a entender al lector el modelo Pinhole, se presenta la construccién del mismo y se explica de
manera detallada los efectos de distorsién en la imagen causados por los lentes. También se presentan las
diversas estrategias encontradas en la literatura especializada para estimar todos o algunos de los
parametros de dicho modelo y se analiza la tolerancia a la incertidumbre y la precisién de los mismos, lo que
permite concluir que los métodos no lineales basados en la solucién de problemas de minimos cuadrados
son los métodos mas apropiados cuando se exige un alto grado de precision.

En este trabajo se comparan los resultados obtenidos con resultados reportados en la literatura y se
presentan los resultados practicos de calibrar cdmaras instaladas en campo y se comparan los resultados al
omitir e incluir los parametros de distorsién radial en el proceso de calibracién con puntos de control
medidos en campafas topograficas.

Key Words: Optimization, least squares, Pinhole model, Levenberg-Marquardt, parameter estimation.

Abstract

Pointing to calibrate photographic cameras using Pinhole model, several non linear optimization methods
are studied in this work. Generalities of Gauss-Newton, Gradient and Levenberg-Marquardt methods are
presented, and the last one is chosen as the method used to solve the problems that arise when the Pinhole
model parameter are estimated.

Whit the aim to help the reader to understand the Pinhole model, its construction process is presented and
the distortion effects caused by the lens are explained in a detailed way. Also, several strategies used in the
literature to estimate some or all the parameters of the model are presented and their precision and
uncertainty tolerance are analyzed, then it's concluded that non linear methods based on solving least
squares problems are the better choice when high precision is needed.

Results of this work are compared whit another results presented in literature and the practical results
obtained when field installed cameras were calibrated are presented and compared when radial distortion
parameters are omitted and included.
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Resumen

Para realizar mediciones de distancias en imagenes fotograficas, los investigadores deben
compensar los efectos causados por la perspectiva y por la distorsién asociada a los lentes de
la cdmara. Entre la comunidad cientifica goza de gran aceptacién el uso del modelo Pinhole
para modelar las caAmaras fotograficas, el cual se basa en el principio de colinealidad para
describir la relacién entre un punto en el espacio (x,y, z) y su respectiva proyeccién en la
imagen (u,v), este modelo puede escribirse de la siguiente forma:

[wu, wv, w]T = K [R| - RC][z,y, 2, 1]T

Donde K es una matriz de Pardmetros internos que dependen de la configuracién de la
camara y los lentes, R es una matriz de rotacién y C es un vector que indica la posicién
del centro optico de la imagen, el cual es el punto donde se cortan todas las proyecciones
bajo el principio de colinealidad.

Para encontrar los parametros del modelo Pinhole correspondientes a una cdmara con
una configuracién dada, se usa un conjunto de n puntos de control, es decir, puntos cuyas
coordenadas en el espacio son conocidas al igual que sus coordenadas en la imagen. Con
estos puntos de control es posible construir un vector de residuales

Re (B) = [ug — @1, 01 — D1, ove, Upy — U, Uy — )"

Donde (1, 0y,) es la reproyeccién del punto de control con coordenadas (zy,, Yn, 2n) usando
el modelo Pinhole con los pardmetros dados por el vector 5. El vector Re (/3) se conoce como
vector de residuales y para obtener los estimados de los pardmetros se propone minimizar
el funcional f(8) = Re(B)" Re(f), el cual corresponde a la suma de los cuadrados de
los residuales. Para minimizar dicho funcional se emplea un método iterativo y en éste
trabajo se propone usar el método de Levenberg-Marquardt, el cual explota las ventajas
del método de Gauss-Newton y el método del Gradiente.

Para ayudar a entender al lector el modelo Pinhole, se presenta la construcciéon del
mismo y se explica de manera detallada los efectos de distorsién en la imagen causados
por los lentes. También se presentan las diversas estrategias encontradas en la literatura
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especializada para estimar todos o algunos de los pardmetros de dicho modelo y se analiza
la tolerancia a la incertidumbre y la precisién de los mismos, lo que permite concluir que
los métodos no lineales basados en la solucién de problemas de minimos cuadrados son los
métodos mas apropiados cuando se exige un alto grado de precisién.

En este trabajo se presentan los resultados practicos de calibrar caAmaras instaladas en
campo y se comparan los resultados al incluir los parametros de distorsién radial en el
proceso de calibracién con puntos de control medidos en campanas topograficas. También
se presentan los resultados obtenidos al estimar los parametros del modelo Pinhole usando
el método de Levenberg-Marquardt con datos sintéticos y se comparan estos resultados
con otros resultados reportados en la literatura, mostrando mejoras importantes en dichos
resultados al usar el método de Levenberg-Marquardt como mecanismo para resolver el
problema de minimos cuadrados asociado a la estimacion de los parametros.

Es importante resaltar que diversos autores han resaltado el uso del modelo Pinhole
como herramienta basica para el monitoreo de variables ambientales en zonas costeras
por medio de cdmaras de video y que éste trabajo ha sido financiado por la Agencia
Espaifiola de Cooperacion Internacional y Desarrollo como parte del proyecto ” Aplicacién de
Metodologias y técnicas basadas en sistemas de video para el seguimiento de los problemas
costeros: Caso Cartagena, Colombia”.
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Introduccion

Es posible que el lector haya escuchado en algiin momento la frase ” Una imagen vale mas
que mil palabras” y en el caso de imagenes digitales dicha frase tiene mucha aplicacién
cuando éstas se usan para medir algin tipo de variable sobre ellas. Para poder medir
distancias y/o dreas en una imagen es necesario tener una resolucién constante, es decir,
una distancia en pixeles medida sobre la imagen debe ser equivalente a la misma distancia
en el espacio sin importar en que region de la imagen se mida. Este hecho se garantiza
cuando la cAmara se encuentra perpendicular a la regién sobre la que se desea medir, como
es el caso de la fotografia aérea y satelital. En la figura 0-1 se puede apreciar un ejemplo
de una foto satelital donde la distancia marcada con amarillo corresponde a 500 m de
longitud.

Figura 0-1: Foto derea de la zona de Bocagrande, Cartagena de Indias. Foto tomada de
GoogleEarth(©).

En el caso de los sistemas de monitoreo ambiental basados en cdmaras de video (Ver
[Osorio07] y [Ortiz08] ) la idea es tomar fotos de una zona con periodos que van desde
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minutos hasta horas, por lo que la fotografia aérea y la fotografia satelital deben descartarse
como soluciones para dichos sistemas, dado que la primera resulta ser costosa a tan altas
frecuencias y la segunda no permite periodos tan cortos entre una imagen y otra. Para
solucionar este problema, los investigadores usan cadmaras ubicadas en una parte elevada
que permita abarcar la mayor extension de drea, obteniendo imégenes a la frecuencia
deseada pero las cuales ya no presentan resolucién constante como la que se presenta
en la figura 0-2, en la cual puede observarse como los elementos que estdn més cerca
de la camara se ven mas grandes que los que se encuentran mas alejados, por lo que la
proporcién entre distancias en la imagen y en el espacio ya no es constante. Vale la pena
resaltar que la imagen de la figura 0-2 fue tomada con el sistema de captura HORUS
(http://www.horusvideo.com) instalado en la ciudad de Cartagena como parte del proyecto
” Aplicacion de Metodologias y técnicas basadas en sistemas de video para el
seguimiento de los problemas costeros: Caso Cartagena, Colombia” el cual es
co-financiado por la Agencia Espanola de Cooperacién Internacional y Desarrollo, AECID.

Figura 0-2: Foto de la zona de Bocagrande, Cartagena, tomada con el sistema de captura
HORUS.

Como el lector ya se habrda dado cuenta, en los sistemas de monitoreo ambiental se
sacrifica la resolucién constante en las imédgenes para poder tomar fotos con un periodo
de tiempo corto, por lo que ya no es posible medir distancias o areas directamente sobre
la imagen. Para solucionar el problema de la ausencia de resoluciéon constante, los inves-
tigadores recurren a usar un modelo de la camara que relacione los puntos en un sistema
coordenado en el espacio con su respectiva proyeccién en el plano de la imagen, entre los
modelos usados el que mds se destaca es el modelo Pinhole (Ver [Faugeras93], [Hartley03],
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[Heikilla97], [Holland97], [Osorio07], [Ortiz08], entre otros). Dicho modelo permite realizar
mediciones de distancias sobre la imagen e, incluso, construir fotos rectificadas de la misma,
es decir, fotos que se aproximan a imégenes aéreas o a mapas de la region de estudio como
la que se presenta en la figura 0-3.

Figura 0-3: Imagen de una zona de interés en la region de Bocagrande, Cartagena, y su
correspondiente rectificacién usando el modelo Pinhole.

Para poder obtener la imagen rectificada de la figura 0-3 es necesario conocer todos
los parametros del modelo Pinhole, los cuales se pueden estimar usando métodos itera-
tivos para minimizar algin funcional asociado al modelo (Ver [Hartley03], [Heikilla97],
[Holland97] y [Salvi02], entre otros) o métodos basados en algebra lineal (Ver [Faugeras93|,
[Osorio07] y [Zhang00]). Entre los métodos basados en algebra lineal, se destaca el uso de
la Transformada Lineal Directa (DLT por sus siglas en inglés), la cual es una aproximacién
matricial al modelo Pinhole que, ademas, permite obtener estimados de los parametros del
modelo bajo ciertas condiciones y son estos estimados el punto de partida para un método
iterativo que permita obtener mejores aproximaciones de los pardmetros (Ver [Salvi02],
[Zhang00], [Zhang98]).

Varios autores han reportado el uso del modelo Pinhole como herramienta base para la
medicién de variables ambientales en zonas costeras, entre ellos [Holland97], [Osorio07] y
[Ortiz08], lo que indica la importancia de estudiar dicho modelo y los métodos usados en
la literatura para estimar sus parametros, entre ellos los métodos de optimizacion basados
en minimos cuadrados. Debido a la importancia del modelo Pinhole como herramienta en
el proceso de medicion de variables ambientales usando imagenes fotograficas, el principal
interés de este trabajo es estudiar las técnicas presentadas en la literatura para calibrar di-
cho modelo y, por tanto, los métodos de optimizacion necesarios para estimar los parémtros
del modelo. Con base en dicho interés, en éste trabajo se plantean 3 objetivos principales:
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1. Estudiar métodos de optimizacién no lineal basados en minimos cuadrados, in-
cluyendo en primer lugar el método de Gauss-Newton, con el dnimo de implementar un
método que permita calibrar el modelo Pinhole.

2. Estudiar los métodos lineales presentados en la literatura para calibrar el modelo
Pinhole y usar dichos métodos para obtener estimados iniciales para los métodos no lineales
implementados en este trabajo.

3. Comparar el desemperio y los resultados obtenidos con los métodos implementados
en este trabajo y otros métodos propuestos en la literatura.

Este trabajo se divide en 6 secciones, la primera es una presentacién de los métodos de
Gauss-Newton, del Gradiente y de Levenberg-Marquardt para la solucion de problemas de
minimos cuadrados, dandole mayor trascendencia al Ultimo método debido a las ventajas
que exhibe sobre los otros dos. En la segunda parte de este trabajo se presenta la con-
struccién del modelo Pinhole con y sin distorsién, y se explica el significado fisico de cada
uno de sus parametros. La tercera parte consiste en toda la teoria involucrada en la cali-
bracion del modelo Pinhole en dos etapas, haciendo énfasis en la solucién de los parametros
de distorsién radial y la correcién de la misma. El cuarto capitulo presenta la teoria in-
volucrada en la solucién de la transformada lineal directa y el modelo Pinhole completo
usando una sola imagen y métodos no lineales. La quinta parte presenta los experimentos
y resultados que permiten validar la teoria sobre la solucién del modelo Pinhole usando
diversos métodos. Por 1ultimo, el capitulo 6 presenta conclusiones importantes, resaltando
los pequenos esfuerzos y aportes hechos en este trabajo.
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Capitulo 1

Problemas de Minimos Cuadrados No

lineales

En este capitulo se estudiara la definicién y clasificacién de los problemas de minimos
cuadrados no lineales y algunos métodos de solucién de dichos problemas, con los cuales se
espera calibrar el modelo Pinhole. En primera instancia se presentard la construccion de
la funcién a minimizar en dichos problemas, luego se introducen brevemente los métodos
de Newton y del Gradiente, necesarios para entender las ideas sobre las que se basa el
método de Levenberg-Marquardt y por ultimo se presentan varios experimentos tedricos

que permiten concluir sobre las ventajas que presenta el método de Levenberg-Marquardt.

1.1 Minimos Cuadrados no lineales

Suponga que se desea ajustar un modelo f que tiene la forma:

y = f(x1,22, ..., m; By, Ba, --.Br) = [ (X, B) (1.1)

Donde:

X = (z1,%2, ..., Ty,) son variables independientes
B = (B, Pa,-.-0)) son los pardmetros del modelo
y es el valor observado, o medido, en el punto X

El ajuste del modelo f consiste en encontrar el conjunto de parametros 8 tal que dado



un conjunto determinado de variables independientes, el valor entregado por el modelo sea
lo més cercano posible al valor observado y. Para llevar este proceso a cabo, se supone que

se tienen n muestras de la forma:
(yi, Xi) = (Yi, X1, T2y ooy Timi) cOn i =1,2, .01

Entonces, el problema de calibrar el modelo de la ecuacién (1.1) consiste en minimizar la
funcién:

F(B) =3 lly: — il (1.2)
=1

Donde ; es el valor de f usando el conjunto de parametros 5 en el punto X;. Otra forma

de escribir este problema es definir el vector de residuales Y — Y(8) como R, (5):

A~

Rﬁ(ﬁ):Y_Y(/B):[yl_?jl Y2 — Y2 ... yn—?ﬁn]T (1.3)

De este modo, la funcién F (/) puede escribirse como

F@)=[Y-¥@)] ¥ -¥0)]=r )R (14)

En este caso, el Jacobiano de R, (f) se calcula como:

/ - ! 0 (yi — Ui) dfi . .
R.(8 Z.A—<Y—Y,8 ) W) 9% oo 1<i<k (15
( ())] ( ()> ; 93, 93, i<n J (1.5)

Mientras que el gradiente de F' () puede obtenerse con la expresién

VF(B) =2R.(8)" Rc(8) € R" (1.6)

En [Kelley99] se presenta la clasificacién para los problemas de minimos cuadrados

dependiendo del niimero de pardmetros respecto al nimero de observaciones asi:



e n > k: Problema sobredeterminado, este es el caso méds comun en la estimacion de

parametros.

e n = k: Sistema de ecuaciones no lineal, en este caso la teoria y métodos presentados

en [Kelley95] pueden ser usados.

e n < k: Problema subdeterminado, son los problemas menos comunes, pero pueden
encontrarse en la soluciéon de ecuaciones algebraicas de alto orden. También tienen
el inconveniente que el limite de la iteracién de Gauss-Newton no estd determinado

de forma unica por la distancia del iterado inicial del punto donde F' (8*) = 0.

Como en los problemas de minimos cuadrados lo que se desea es obtener un vector de
residuales con norma cercana a 0, es posible clasificar dichos problemas segin el valor de F
en el punto donde se encuentra el minimo local que se estd buscando. En [Kelley99] se pre-
senta dicha clasificacién: Si 8* es el punto donde se encuentra el minimo local de F, se tiene
que si F (%) = 0 el problema de hallar el minimo local de F recibe el nombre de problema
de residual cero, y este no es el evento esperado cuando el problema es sobredeterminado
o los datos usados estan sometidos a la existencia de errores de medicién. Por ejemplo,
cuando se calibra una camara, las mediciones sobre la imagen estan sometidas al error de
la persona que las realiza y a que la imagen sea de suficiente calidad para garantizar errores
pequenos, por lo que en éste caso no se espera tener un problema de residual cero.Cuando
F (5%) esté cerca de 0 (recordar que F' () > 0 para todo (), el problema es llamado un
problema de residual pequeno y este es el tipo de problemas que se espera encontrar en la
calibracién de camaras y en cualquier otro proceso de estimacion de pardametros cuando el
modelo representa de manera acertada la relacién entre los datos medidos. En cualquier
otro caso, se tiene un problema de residual grande.

Ahora, si se denota por Y — Y () al vector de residuales:La funcién F () puede es-
cribirse como:Donde el Jacobiano de Y — Y (B) corresponde exactamente a:Y asi es posible

definir el gradiente de F' como:



En general, los métodos de optimizacion de minimos cuadrados, siguen el siguiente

algoritmo:
Algoritmo 1.1.1. Se tiene una aproximacion inicial, 3 ©). Para r > 0, hacer:

1. Se usa VF y/o R, (6“) para calcular un vector de correccién 5 tal que

F (ﬁ(” + 50‘)) < F(B").
2. Se hace g1 = g 4 50,
3. Hacer r =r + 1.

4. Si se cumple un criterio de parada, terminar, si no, ir al paso 1.

1.2 Método de Gauss-Newton

En el método de Gauss-Newton ([Kelley99]) se usa la aproximacién lineal de Taylor para

Y alrededor de g, ([Marquardt63]):

(Y (B)) =Y (8.) — R.(B.) (B—B,) (1.7)

Donde los corchetes () se usan para distinguir las aproximaciones basadas en el modelo
linealizado de las realizadas con el modelo no lineal, Y. Entonces, la aproximacién de F

calculada con (1.7) es
(FB) =Y IYi=W)I> = Y=Y [Y-(YB)] = Y- (Y (B)I*  (18)
i=1

En el método de Gauss-Newton se calcula el paso ¢y = § — ., resolviendo la ecuacién

([Kelley99], [Marquardt63]):

Ré (BC)T Ré (Bc) 0r = _Ré (/BC)T R, (ﬁc) (19)



El subindice t es usado para indicar que el vector de correccién fue calculado a partir de
la aproximacién de Taylor de primer orden. La ecuacién (1.9) tiene implicita la condicién
que R’ (8.)" R, (B.) sea no singular, lo que obliga a tener la condicién n > k. Otra inter-
pretacién que permite incluir los problemas subdeterminados ([Kelley99]) es que la iteracién
de Gauss-Newton busca la solucién de norma minima del modelo lineal del problema de

minimos cuadrados

min [~ (¥ (8))[ = min | ¥ ~ ¥ (8.) + RL(5.) (5 — 6|

(1.10)

En este caso la suposicién sobre la matriz R, (3*)" R, (8*), donde B* es un minimizador

local, es que sea de rango maximal ([Kelley99]), es decir:
e Sin ==k, R'(8") es no singular.
e Sin >k, R (") es inyectiva (Tiene rango columna completo).
e Sin <k, R (%) es sobreyectiva (Tiene rango fila completo).
El método de Gauss-Newton puede resumirse con el siguiente algoritmo:

Algoritmo 1.2.1. Se tiene una aproximacion inicial al minimizador local, B(O), y

parametros de parada € y 7. Para r > 0, hacer:
1. Calcular R, (ﬂ(T)) y R (,B(T)>.
2. Calcular 5@ usando la ecuacién (1.9) o la ecuacién (1.10), con 3, = 7).
3. Hacer gU*+D = g 4 51@.
4. Hacer r =7+ 1.

5. Si F (5(”1)) <ey/o H(SET)H <T,0si R <5(T)) = 0, terminar, si no, ir al paso
1.



1.3 Meétodo del Gradiente

El método de Gauss-Newton presenta una desventaja al exigir que la aproximacion inicial
a la solucién del problema de la ecuacién (1.2) esté cerca de un minimizador local, lo que lo
hace generalmente propenso a diverger cuando no se cumple dicha condiciéon. Esto se debe
principalmente a que 3, no esté lo suficientemente cerca de la solucién *, la direccién de
actualizacion d; no sea una direccion de decrecimiento de la funcién F', es decir que no
cumple la condicién:

VF(8,)" 6 <0 (1.11)

Esto debido a que es posible que V2F (B.) no sea una matriz definida positiva. Por otra
parte, el método del gradiente garantiza siempre que la direccién de actualizaciéon es una

direccion de decrecimiento para F) al calcularla como:
0g = =AVF(B,) = =2AR((8,)" Re (B.) (1.12)

El paso d4 asi calculado cumple que

VF(8) 5, = ~2A[RL(B)T R (8] RL(B)T Re(8)
= —2\R(B.)" RL(B.) Ri(B.)" Re (B.) <0

Puesto que R’ (3,) R. (8.)" es una matriz definida positiva.

El método del gradiente tiene la ventaja de ir siempre en una direccién de decrecimiento
de F', pero su inconveniente es que debe definirse el tamafio del paso, A, puesto que si este
es muy grande es posible que el nuevo estimado calculado a partir de § = 3. + d,4, no sea
un punto donde F' (8) < F' (f3,), atun cuando [, no este cerca de un minimizador local. La
razén para esto es que, a diferencia del método de Newton, VF () se escala con el valor
de F. En [Kelley99] se presentan estrategias de bisqueda en linea (Line Search) y la regla

de Armijo para resolver el problema del tamaio del paso de d,4, sin embargo el método del



gradiente asi planteado tiene el grave inconveniente de presentar convergencia lenta.

El método del gradiente puede resumirse con el siguiente algoritmo:

Algoritmo 1.3.1. Se tiene una aproximacién inicial al minimizador local, 5(0), y

parametros de parada € y 7. Para r > 0, hacer:
1. Calcular R, (50‘)) v R (5“)).
2. Calcular 5§r> como —2R! (8,)" R (3.).
3. Calcular A tal que F(8) + AMs{)) < F(BM).
4. Hacer gU+D = g 4 /\<7”)5§’“).
5. Hacer r =r+ 1.

6. Si I (B(rJrl)) <ey/o H(SEPH < 71,08l R, (B(T)) = 0, terminar, si no, ir al paso
1.

1.4 Meétodo de Levenberg-Marquardt

Tanto el método de Gauss-Newton como el método del gradiente exigen un control cuida-
doso del tamano del paso empleado una vez que se ha establecido una direcciéon para el
vector de correccién, pero aun asi el resultado obtenido es, generalmente, una convergencia
lenta. Con la meta de solucionar este problema, Kenneth Levenberg publicé un algoritmo
que luego fue redescubierto por Donald Marquardt, quien lo present6 en [Marquardt63].
Bésicamente, la idea es obtener en cada iteracién un vector de correccién que esté a lo
més a 90° de la direccién negativa del gradiente de F', es decir de d4, puesto que con otras
direcciones es de esperarse obtener valores de F' mayores a lo largo del vector de correccién.
Por otro lado, debido a la no linealidad de la funcién F'y de la distancia del punto 3. de

un minimizador local, la direccién de J; estd usualmente a 90° de d4, con lo que el vector
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de correccién deseado deberfa estar entre ¢; y d4. En la figura 1-1 se presenta un ejemplo
de una funcién F (z,y) y las direcciones d, y d; dadas en un punto cercano al minimo local.

La funcion F es

F(z,y) = Re (z,9)" Re (2,y)

cos(y —2)| (z — 1)
(y—2)

R (z,y) =

Luego, F (z,y) = |cos(y — 2)| (z — 1)* + (y — 2)? y, adicionalmente, tiene un minimo
local en (1,2). El punto donde se calcularon los vectores d; y 04 es (—1,1).

El método de Levenberg-Marquardt puede resumirse con el siguiente algoritmo:

Algoritmo 1.4.1. Se tiene una aproximacion inicial al minimizador local, B(O), un valor

inicial para A, )\(0), y pardametros de parada ¢ y 7. Para r > 0, hacer:

1. Calcular R, (ﬂ(r)> y R. (B(T)>.

2. Calcular 51(32 con [Ré (BT RL(B.) + )\(O)I] 5 — —R.(B)T R (B,).

Im

3. Si F(B(T)—i—)\(r)é(r)) < F(B(T)), ir al paso 4. Sino, buscar A" tal que se garantice

Ilm

que el 5 calculado como en el paso 2 cumple F(B(T) + )\(T)(Sl(;)) < F(B(’")).

lm

4. Hacer ﬁ(”‘H) — 5(T) + )\(7“)51(7“).

m

5. Hacer r =r + 1.

6. Si F (B(TH)) <ey/o H(SEPH < 71,08l R, (B(T)) = 0, terminar, si no, ir al paso
1.

Las bases tedricas del algoritmo de Levenberg-Marquardt son presentadas en [Marquardt63]

y se condensan en los dos teoremas siguientes y un tercer teorema que no se enuncia en



Figura 1-1: Funcién F (z,y) = |cos(y — 2)| (z —1)* + (y —2)2 y 0, y dg en (—1,1).



este trabajo pero que aparece en [Marquardt63]. De ahora en adelante, por comodidad, se

escribira Y =Y (8.) y 6 = B — B...

Teorema 1.4.1 Sea A > 0 arbitrario y sea dg tal que satisface la ecuacion

RL(B,)" R.(B,) + M| 6o = —RL(B.)" Re (B,) (1.13)

Luego 6 minimiza (F) en la esfera cuyo radio ||| satisface ||8]|* = ||60]*.

Prueba. Se busca § tal que minimice la funcion

(F(3@)) = Y= =¥ =¥ 8+ BL(8) (8- 5| (1.14)

Bajo la restriccion

1611 = l1doll*

Usando el método de Lagrange, la condicion necesaria para que un punto dado sea un punto

estacionario es:

ou ou ou ou
0,55 =0 (1.15)

96 96y 9

2
donde u (0, \) = + A <H5H2 — H60H2> y A es un multiplicador de La-

Y=Y+ R(B)

grange. Tomando las derivadas indicadas y simplificando se obtiene
[RLB)T (Y =¥) + RL(B)T RL(B)S| + 26 =0 (1.16)

16]1* = 150]* = 0 (1.17)

De la ecuacion (1.16) se tiene que, para un A dado, un punto estacionario § de la funcion

(F(0)) cumple

RL(Bo)" RL(Bo) + M| 6 = —RL(B)" (Y =X) = =RL(B) R (B)  (118)
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Con lo que queda demostrado que &g es un punto estacionario. El hecho que dg es un
minimo local viene del hecho que la matriz hessiana de (F (8 (8))), V2 (F (8 (0))) = |R. (8.)T R. (B,) + AI

es definida positiva. m

Teorema 1.4.2 Sea 6§ (\) la solucion de (1.13) para un valor dado de X. Entonces ||6 (A)||
es una funcién de A continua y decreciente tal que si X — oo, ||§ (A)||* — 0

Prueba. Como R.(8.)" R.(8.) es definida positiva, existen S ortogonal y D diagonal
tales que STR! (8,)" R.(B,.) S = D, y donde los elementos de D son positivos. Asi, (1.13)

se puede escribir como

ST RL(B" RL(B:) + M 00 = —STRL(B.)" R (B,)
ST [RL(B)" BL(8.) + M| $8T80 = —STRL(8.)" Re (5.)
[D+AS8T6) = —STR((8.)" Re (B.)
De donde:
50 = _S[D+)‘I]_1 STRQ (BC)TRE (Bc) (119)
Definiendo v = —STR. (8.)" R (8.), se tiene que
150 WIF = [SID+A0 "] [SID+ A1
= V' [D+AESTS[D+ AL
= T [D+ %
k ng
- ; (Dj +N)?

Con lo que se tiene que |60 (A\)||* es una funcidn decreciente de X tal que ||6g (\)||*> — 0

cuando A — oco. M

Adicionalmente, Marquardt en [Marquardt63] prueba otro teorema que relaciona al

angulo entre dg y d4, al que se denotard como =, con el pardmetro A. El resultado principal
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de dicho teorema es que v — 0 cuando A — o0, lo que unido a la independencia de 4,
del pardmetro A permite concluir que la direccién dg se acerca a la direccién d4, a medida
que A — oo. En otras palabras, a medida que A es més grande, el método de Levenberg-
Marquardt se aproxima al método del gradiente.

Para ilustrar las ventajas que se pueden obtener al usar el método de Levenberg-
Marquardt en el cédlculo del vector de correccion, la figura 1-2 muestra el vector de ac-
tualizacién ¢y, calculado con A = 2 en el punto (—1,1) para la funcién F (z,y), también
se graficaron los vectores de direccién de los método de Gauss-Newton y del Gradiente. Es
notable que la direccién obtenida con el método de Levenberg-Marquardt es mas deseable
que las otras dos direcciones, adicionalmente el tamano del paso fue determinado en el
mismo momento que se encontro el vector §;,,, mientras que en el método de Newton y del
Gradiente es necesario calcular posteriormente dicho tamano.y

Claramente, durante todo el proceso del método de Levenberg-Marquardt, es posible
cambiar el valor de A de modo que pueda explotarse las ventajas de una direcciéon de
correcciéon parecida a d, cuando se este lejos del minimo local y también aprovechar las
ventajas de una direccién de correcciéon cercana a §; cuando se estd en una regién lo
suficientemente cercana al minimo local de F', donde se pueda garantizar que se cumplen
las condiciones para convergencia r-cuadratica del método de Gauss-Newton. Marquardt
([Marquardt63]) propuso una estrategia de actualizacién del A (X correspondiente a la

r-ésima iteracién), buscando un A7) tal que
Fr+D < p) (1.20)

La estrategia de actualizacién de A7) de Marquardt, la cual es la correspondiente al paso

3 del algoritmo 1.4.1 se puede resumir asi:

Algoritmo 1.4.2. Seanv > 1y A0 = 1072, y pardmetros de parada € y 7. Para r > 0,

hacer:

12



2 —
Figura 1-2: Funcién F (z,y) = |cos(y — 2)| (x — 1)* + (y — 2)? y &4, dg ¥ Oim en (—1,1).
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1. Computar F(A\"Y) y F(AT—D /y).
2. Si F(AY /y) < F() entonces hacer A" = X1 /y,
3. Si FA"™Y/v) > F0) y F(AT7Y) < FO) entonces hacer A7) = A=Y,

4. Si FATV/p) > FO) y FONTDY) > FO) entonces se incrementa A al multipli-
carla sucesivamente por v hasta obtener el mas pequeio w tal que F’ ()\(T_l)vw) <

F()_ En este caso, hacer A = \("=1yw,
El criterio de parada del algoritmo 1.4.1 se puede cambiar por el siguiente criterio:

b

€+ ‘55“‘

<eVje{l, ..k} (1.21)

En la ecuacién (1.21) aparecen dos constantes, € y €, las cuales tienen funciones distintas:
El valor € es el valor minimo para considerar que hay un cambio relativo importante en
los parametros, por lo que se debe parar el algoritmo cuando el cambio relativo de cada
parametro sea menor que €, mientras que € tiene como funcién evitar denominadores iguales
a 0. Un valor usual para €, propuesto en [Marquardt63], es 1073.

En [Marquardt63] se hace claridad que en el caso que se presente una alta correlacién
entre los pardmetros (3, es posible que en el paso 4 del algoritmo 1.4.2 se incremente el
valor de A de forma desmesurada. En tal caso, el vector de actualizacion ¢ (") ser4 de norma
pequena o despreciable, lo que se traduciria en un estancamiento del algoritmo. Para evitar
este fenémeno, Marquardt ([Marquardt63]) propone no aumentar A indiscriminadamente
sino agregar el siguiente cambio al algoritmo 1.4.2:

4. SiF\TV /p) > FO) y F(ATD) > FO) hacer K" = 1y tomar, por ejemplo, v, =
m/4 (Valor recomendado en [Marquardt63]). Incrementar A\ al multiplicarla sucesivamente
por v hasta obtener F(/\(T_l)v“’) < F() ¢ hasta que ’y(r), el angulo entre la direccion de

actualizacion dada por el algoritmo de Marquardt con A = A=y y 04, la direccién
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del gradiente, sea menor que 7y,. Si se llega primero a A1) < Yo, DO aumentar mas Ay
disminuir K ) hasta que F (5(T)> =F (ﬂ(rfl) + K(T)(S(T)) <F <5(T*1)) con 6" obtenido
con el valor de \(7).

El método de Levenberg-Marquardt es un caso especial de los métodos denominados
de regién de confianza (trust-region), [Kelley99]. Adicionalmente, se tiene el siguiente

resultado de convergencia:

Teorema 1.4.3 Sea R, € R™ — R" continuamente diferenciable. Sean {B,} v {\x} las
secuencias de iterados y pardametros de Levenberg-Marquardt generados por dicho método.
Suponga que {\;} estd acotada superiormente. Entonces R.(8),)" Re (8;) = 0 para algin
k finito o

Jim RE(8))" Re (By) =0

Mids ain, si B* es un punto limite de {8} para el cual R. (8*) =0 y R.L(B*) tiene rango
completo, entonces B, — 8% q-cuadrdticamente y A\, = 0 para k suficientemente grande.

Prueba. La prueba de este teorema se presenta en [More78]. m

El resultado principal del teorema 1.4.3 puede resumirse asi: Dado un vector de resid-
uales R, tal que el método de Levenberg-Marquardt entrega valores de A acotados y con-
verge a un % que cumple R.(8*) = 0 y R.(B8") de rango completo, la velocidad de
convergencia del método de Levenberg-Marquardt es comparable con la del método de
Newton, el cual presenta convergencia r-cuadratica cuando el minimizador local cumple
que R. (%) sea de rango completo. Este resultado indica que el método de Levenberg-
Marquardt es preferible al método del Gradiente en cuanto su velocidad de convergencia
puede ser mayor y, debido a que evita trabajar con matrices singulares al agregarle A\I a la
matriz R, (8;)" R, (B}), se hace mas robusto que el método de Newton en tanto que puede
aumentar la regién de convergencia. Es importante tener en cuenta que estos resultados
son en los casos que las condiciones del funcional a minimizar son las supuestas en el teo-

rema y que, en muchos casos practicos, los resultados obtenidos también dependen de usar
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un método hecho a la medida del problema.

1.5 Convergencia y velocidad de convergencia del método

de Levenberg-Marquardt

El teorema 1.4.3 presentado en la seccién 1.4, invita a esperar que el algoritmo de Levenberg-
Marquardt presente convergencia mas rapida que el algoritmo del Gradiente y un tanto
parecida a la del algoritmo de Newton cuando el estimado inicial estd lo suficientemente
cerca de la soluciéon buscada. Para estudiar el comportamiento de dichos algoritmos,
primero se considerard un vector de residuales, R., que cumpla con la condiciéon de ser
continuamente diferenciable. Sea R, dado por

R (2.y) = cos(y—2)(x—1) (1.22)

y — 2

En este caso, el funcional a minimizar es

F(z,y) = cos?(y — 2) (z — 1)2 +(y— 2)2 (1.23)

La grafica de dicho funcional se presenta en la figura 1-3, donde puede apreciarse que
F(1,2) = 0 es el minimo de la funcién.

Se usaran el algoritmo de Newton, del Gradiente y de Levenberg-Marquardt para aprox-
imar el punto minimizador de la funcién, partiendo de la aproximacién inicial (4, 0). Debido
a los inconvenientes que pueden presentarse en los métodos de Newton y Gradiente debido
al tamano de paso, en cada iteracién se hace B(T‘H) = ﬁ(r) + K(T)(S(”), donde K" > 1
garantiza que F' (B(TH)) < F (,B(T)>. Esta pequenia modificacién permite garantizar que
ambos algoritmos no se alejen indiscriminadamente del minimizador cuando las condiciones
no son las necesarias para garantizar convergencia. En cuanto al método de Levenberg-

Marquardt, se usaron los parametros A0 =10 y v = 5. En la figura 1-4 se presenta una
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Figura 1-3: Funcién F (z,y) = cos?(y — 2) (z — 1)® + (y — 2)*

grafica de la magnitud de F' con el vector de parametros B(T) en cada iteracién, que en este
caso también representa el error cometido en cada paso, puede observarse como los tres
métodos tardan en llegar a una region donde la convergencia se acelera y que el método
de Newton tiene la velocidad de convergencia més alta, aunque el método de Levenberg-
Marquardt también tiene una velocidad considerablemente mayor al método del Gradiente.
El lector podria pensar en este momento que el método de Newton tiene ventajas sobre
el método de Levenberg-Marquardt, pero dichas ventajas sélo son posibles cuando el esti-
mado inicial estd lo suficientemente cerca del minimizador local y el jacobiano del vector
de residuales no se hace singular.

Para ilustrar con mayor claridad las ventajas del método de Levenberg-Marquardt sobre
el método del Gradiente y el de Newton, se usa el vector de residuales presentado en uno

de los ejemplos de [Madsen04], dicho vector estd dado por
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Figura 1-4: Error cometido en cada iteracién con los tres métodos de optimizacién, para
la funcién de la ecuacién (1.23).
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Re (z,y) = (1.24)

Para el vector de residuales dado en (1.24), el problema min R R, tiene una tnica

solucién en (0, 0), pero el Jacobiano de dicho vector de residuales es

N 0
R (z.y) = (1.25)
(z+0.1)% 4y

Y dicho jacobiano es singular en la solucién del problema, (0,0). En la figura 1-5 se
presentan las graficas de evolucién del error cometido por los tres métodos de optimizacion
al minimizar el funcional F (x,y) = R! (z,y) R (,y), con R. dado en la ecuacién (1.24),
en la parte superior se presentan los resultados al usar como estimado inicial el punto (1, 1)
mientras que en la parte inferior se observan los resultados al usar como estimado inicial el
punto (3, 1). Nuevamente los parametros iniciales para el método de Levenberg-Marquardt
fueron A0 = 10 y v = 5, también se usé el pardmetro K" en los métodos del Gradiente
y de Newton, el cual es el responsable del estancamiento observado en ambos casos.

En el caso donde la aproximacion inicial es (1,1), el método de Levenberg-Marquardt
y el método de Newton presentan la misma velocidad de convergencia, aunque el método
de Levenberg-Marquardt tiene un comportamiento parecido al Gradiente en las primeras
iteraciones. Queda claro que el método del Gradiente presenta rapidamente estancamiento
lo que hace pensar que no es el método més apropiado para éste problema. El resultado
de final obtenido con el método de Newton es el punto (O, —0.8763 x 10*7) que estd mas
cerca de la solucién exacta que los resultados obtenidos con el método del Gradiente y de
Levenberg-Marquardt, (—0.0044, —0.5079) y (—4.2 x 10720,1.7 x 10_7) respectivamente,
aunque la diferencia de los estimados obtenidos con el método de Newton y Levenberg-
Marquardt es del orden de 1077, lo que indica que ambos métodos son comparables en éste

caso.
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Cuando el estimado inicial fue (3, 1), que estd més alejado de la solucién exacta (parte
inferior de la figura 1-5), el método de Newton fall6 porque d;(3,1) no resulta ser una

direccion de decrecimiento:

53,0 =~ [REDTRG.D] REDRGL) = (1.26)
4288

Con lo que VF (3,1)76,(3,1) = [—115.22 —46.709} = 145.36 > 0 y por
4.288

)

tanto, al no cumplirse la condicién (1.11), el vector de actualizacién K (T)éy no permitira
encontrar un B(TH) tal que F' (B(TH)) <F (ﬁ(r)) sin importar cuan pequeno sea el valor
K. En este segundo caso, el método de Levenberg-Marquardt entregé la mejor solucién
entre los tres métodos, (—5.8848 X 10*6,0.0172), tal y como podria esperarse teniendo
en cuenta que el método de Levenberg-Marquardt tiene una region de convergencia casi
tan grande como el método del Gradiente. En este caso el método del Gradiente y de
Levenberg-Marquardt tienen un comportamiento parecido hasta la iteracién 7, donde se
encuentran mucho mas cerca de la solucién exacta y el método de Levenberg-marquardt
empieza a incrementar la velocidad de convergencia.

Con base en los resultados presentados anteriormente, es posible concluir que el método
de Levenberg-Marquardt presenta una region de convergencia més grande que el método
de Newton y a la vez tiene una velocidad de convergencia mayor a la del método del
Gradiente y casi tan alta como la de Newton y por ésta razén en los capitulos siguientes
se usara exclusivamente el algoritmo de Levenberg-Marquardt para resolver los problemas

de minimos cuadrados asociados al proceso de calibracién del modelo Pinhole, el cual se

presenta en el capitulo 2.
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Figura 1-5: Error de los métodos de optimizacién en la funcién de la ecuacién (1.24). Con
estimado inicial (1,1) (Arriba) y con estimado inicial (3,1) (Abajo).

21



Capitulo 2

Modelo Pinhole

Como se mencioné en la introduccién, este trabajo estd enmarcado en un proyecto de
monitoreo ambiental basado en el uso de cdmaras de video desarrollado por el equipo HO-
RUS de la Universidad Nacional de Colombia y la Universidad de Cantabria, Espana (Ver
http://www.horusvideo.com). Para el desarrollo de dicho proyecto, se instalaron 4 cAmaras
en el edificio Bavaria, ubicado en Cartagena de Indias, las cuales estan monitoreando las
playas de Bocagrande y el Laguito, fotos correspondientes a algunas de estds cdmaras se
observan en la figura 2-1. Uno de los objetivos principales del proyecto es usar las esta-
ciones de captura HORUS para cuantificar variables ambientales y de uso de las playas,
como son la linea de costa, la densidad de usuarios, entre otras, (Para ampliar las ideas de
las estaciones HORUS y sus usos, ver [Ortiz08]). Para llevar a cabo dichas cuantificaciones,
es necesario poder medir en las imagenes como si fueran mapas o fotos satelitales, proceso
que se dificulta en tanto que las cdmaras no se encuentran perpendiculares a la zona de
estudio.

En este caso, la estrategia usada es obtener un modelo de la camara que permita
relacionar las coordenadas en la imagen con coordenadas en un sistema de referencia en el
espacio. Uno de los modelos mas usados es el modelo Pinhole, el cual ha sido estudiado
desde el punto de vista de la geometria proyectiva ([Faugeras93|, [Hartley03]) y desde la
fotogrametria ([Wolf00]). Varios autores han presentado estrategias para resolver dicho
modelo ([Chartterjee93], [Heikilla97], [Salvi02]) y otros tantos han presentado diversas
aplicaciones del mismo ([Holland97], [Ortiz08], [Osorio07]).

En la figura 2-2 se presentan las cAmaras usadas en las estaciones de captura HORUS,
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Figura 2-1: Camaras (Dentro de sus carcazas protectoras) usadas en la estacién de captura
HORUS en Cartagena y PC de control.

instaladas en las playas de Cartagena de Indias, Colombia y en las playas de La Magdalena

y El Sardinero, Santander, Espafia.

2.1 Principios del Modelo Pinhole

El modelo Pinhole ([Faugeras93], [Hartley03], [Salvi02], [Wolf00]) se basa en el principio de
colinealidad, es decir, supone que cada punto en el espacio y su correspondiente proyeccién
en la imagen estan sobre una linea recta que pasa por el centro 6ptico de la imagen. Para
mayor claridad, la figura 2-3 presenta un esquema del modelo Pinhole, con cada uno de los
sistemas de referencia usados durante el proceso de proyectar un punto del espacio sobre

la imagen.

Donde:
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Figura 2-2: Camaras STINGRAY y MARLIN, usadas en las estaciones de captura HORUS.
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Figura 2-3: Esquema del Modelo Pinhole.
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(z,y,2) son las coordenadas de un punto en el espacio,
medidas en el sistema de referencia XY Z

(u,v) son las coordenadas del punto (z,y,z) en la imagen,
medidas en el sistema de referencia UV en pixeles.

(1,0,¢) son angulos de rotacién, correspondientes al tilt,
roll y azimuth.

f es la distancia del centro 6ptico al plano de la imagen,
medida en unidades métricas.

(Ze, Ye, zc) son las coordenadas del centro 6ptico C,
medidas en el sistema de referencia XY Z.

(up,vp) son las coordenadas del punto principal de la imagen,

medidas en el sistema de referencia UV en pixeles.

El punto principal de la imagen corresponde a la interseccién entre el rayo principal (o
linea focal) y el plano de la imagen ([Hartley03]). Para obtener la expresién del modelo
Pinhole, primero es necesario obtener un sistema de referencia cuyo plano XY sea paralelo
al plano de la imagen UV y su origen sea el centro éptico, en otras palabras, se necesita
obtener un sistema coordenado cuyo eje Z positivo coincida con el rayo principal de la
imagen. Para lograr esto, es necesario llevar a cabo una rotaciéon y una traslacion del
sistema XY Z, de modo que un punto en el sistema coordenado del espacio, (z,y,z), es
transformado al punto (7,y,z) del sistema coordenado XY Z. Dicha transformacién se

representa con la ecuacion (2.1).
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11 T2 T13 T — T¢
= |T21 T22 T23 Y—Ye
T31 T32 T33 Z— Zc

(2.1)

Los valores r11, ..., 733 dependen de los dngulos 7, 0, ¢, tal como se muestra en la ecuacién

(2.2). En el caso de usar otro sistema de rotacién, la matriz de rotacién se mantiene

constante a pesar que la expresiéon usada para calcularla cambie, tal y como se explica en

[Wolf00].

11

12

713

21

722

723

31

32

733

Cos ¢ cos 0 + sin ¢ cos T sin o
—sin ¢ cos o 4 cos ¢ cos T sino
sin 7 sin o

— cos ¢sin o + sin ¢ cos T cos o
sin ¢ sin o 4 cos ¢ cos T cos o
sin 7 coso

sin ¢ sin T

cos ¢ sin T

— COST

(2.2)

Luego, se proyecta el punto (Z,y,2) en el plano de la imagen, aprovechando que el

principio de colinealidad permite aplicar semejanza de triangulos tal y como se muestra

en la figura 2-4, para obtener el punto (u,v), cuyas coordenadas estan representadas en la

ecuacion 2.3.

u f |z

1 z

<

(2.3)

Por ltimo, es necesario realizar la conversién de unidades métricas del punto (u,?)

a pixeles, con lo que se obtiene el punto (u,v). Esta operacién realiza un escalamiento

que no es necesariamente igual en ambas direcciones, por lo que se usan parametros de

escalamiento D, y D,, y adicionalmente realiza una traslacion del sistema UV. Pero es
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Figura 2-4: Proyeccién de la coordenada z en el plano de la imagen, bajo el principio de
colinealidad.

importante tener cuidado con el sistema coordenado usado para medir en la imagen, puesto
que si este es rotacién derecha, como en la figura 2-5, la transformacién a realizar estd dada

por la ecuacion (2.4).

U D,u uQ

v D,v 0

Figura 2-5: Plano de la imagen con sistema de coordenadas de rotacién derecha.

Normalmente, la convencién para medir la posicién de un punto en una imagen es que
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se use un sistema de rotacién izquierda, como puede apreciarse en la figura 2-6. Este hecho
obliga a tomar el opuesto en la direccién del eje ‘7, para obtener la relacién (u,v) < (u,v)

dada por la ecuacién (2.5).

u D,u uQ

v -D,v 0

Figura 2-6: Plano de la imagen con sistema de coordenadas de rotacion izquierda.

Luego, para cada punto en el espacio con coordenadas (z,y, z) su correspondiente rep-
resentacion en la imagen tiene coordenadas (u,v) dadas en las ecuaciones (2.6) y (2.7), las

cuales son obtenidas a partir de las ecuaciones (2.1), (2.3) y (2.5).

r (@ = xe) + 112 (Y = Ye) + 113 (2 = ZC)) + up (2.6)

uw=fDu (7“31 (x— ) + 7132 (Y — Ye) + 733 (2 — 2c)

_ 21 (T — @) + 122 (Y — Ye) + 123 (2 — 2c)
v=—fDy <r31 (x —xe) + 732 (y —ye) + 1733 (2 — zc)> + v (2.7)

Haciendo uso de coordenadas homogéneas ([Hartley03]), el modelo Pinhole puede rep-
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resentarse matricialmente de la forma:

donde:

Zc

[I3] — C] es la matriz identidad de orden 3 ampliada con el vector — C

*va

T12
722

32

es el vector que representa la posicion del centro éptico.

13
723

733

wu

Uo

vo | es la matriz de calibracion interna de la camara.

1

es la matriz de rotacién.

= KR[I3] - C]

w es un factor de escala arbitrario.

La matriz K es una matriz no singular, puesto que tiene determinante distinto de 0,

mientras que la matriz R es una matriz ortogonal.

En algunas ocasiones es més practico no dejar explicita la posicién del centro éptico de
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la imagen, de modo que la representacién dada en la ecuacién (2.8) se convierte en:

x
wu
Yy
wv| = K [R]t] (2.9)
z
w
1

Donde t = [tw ty tZ}T = —RC. La representacién del modelo Pinhole dada por la
ecuacién (2.9) coincide con aquella dada en ([Salvi02]). La matriz [R|¢t] se conoce como la
matriz de orientacién externa de la cdmara, puesto que da la informacién referente a la
orientacién de la cdmara respecto a un sistema coordenado.

Esta version del modelo Pinhole no tiene en cuenta efectos de distorsion causados por
los lentes de la camara ni por las propiedades atmosféricas del aire, por lo cual es un modelo
ideal. Para ser usado en situaciones reales, es necesario corregir los datos medidos o calibrar

la distorsién presente en el sistema camara-lente, la cual se explicard en la seccién 2.2.

2.2 Modelo Pinhole con distorsion

En esta seccidn, se presentard una versién del modelo Pinhole ampliada para tener en cuenta
efectos de la distorsién causada por los lentes usados en la camara y sus imperfecciones.
Es importante decir que la distorsién depende de los lentes y de la configuracién interna
de la camara, lo que hace necesario recalibrar dicha distorsiéon cuando se cambian de lentes
o simplemente se altera el enfoque de la cdmara. En la figura 2-7 se presentan distintos
tipos de lentes, todos usados en alguna estacién de captura HORUS.

En la figura 2-8 se presenta un ejemplo de una imagen que evidentemente presenta
distorsion. La fotografia corresponde a un patrén de calibracién en forma de tablero de
ajedrez, los cuales son ampliamente usados para calibrar los parametros de distorsion de

las camaras, aunque también pueden usarse elementos tridimensionales para realizar la
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Figura 2-7: Distintos tipos de lentes usados en las estaciones de captura HORUS.

calibracién (Ver [Heikilla97], [Holland97], [Wei94], [Zhang98], [Zhang00]).

Como resultado de los diferentes tipos de imperfecciones en el diseno, construccién y
ensamblaje de los lentes usados en la cdmara, la expresion en la ecuacién (2.3) no se cumple
y debe ser reemplazada por expresiones que tengan en cuenta el error introducido en la
posicion:

u* _ | + 9y (w, ) (2.10)
v* U+ 6, (0,0)
donde (u,v) son las coordenadas en la imagen libres de distorsién, que no son observables,
y (u*,v*) son las correspondientes coordenadas con distorsién. Como puede observarse en
la ecuacién (2.10), la cantidad de distorsién a lo largo de cada eje coordenado depende de

la posicién. En general, se consideran 3 tipos de distorsién causadas por los lentes (Ver

[Heikilla97] y [Weng92]):

e Distorsion radial: Este tipo de distorsién se debe principalmente a la curvatura de

los lentes y posibles imperfecciones en la misma. La distorsién radial es estrictamente
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Figura 2-8: Imagen con distorsion tomada con una cdmara MARLIN y un lente de 8 mm.

simetrica respecto al eje éptico, Z , por lo que ocasiona que un punto en la imagen se
desplace radialmente sobre el plano de la imagen. Un desplazamiento radial negativo
de los puntos de la imagen hace que los puntos mas alejados del centro del plano de
la imagen se acumulen y que la escala disminuya. Un desplazamiento radial positivo
ocasiona que los puntos se alejen mas a medida que aumenta el radio, aumentando

la escala. En la figura 2-9 se ilustra el efecto de la distorsion radial.

La cantidad de distorsién radial en las direcciones u y v de unos lentes perfectamente

centrados estd gobernada por la expresién (Ver [Heikilla97], [Zhang00]):

S

dur (0, 0)

= kir? + kor* + O [16 2.11

N

donde r = V2 + v2. La expresion (2.11) indica que la cantidad de distorsién radial

se modela como un polinomio y que los términos de grado igual o superior a 6 son
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Figura 2-9: Efecto de la distorsién radial. Linea continua: Sin distorsién. Lineas punteadas:
Con distorsién radial.

despreciables, incluso algunos autores (Ver [Weng92]) sélo tienen en cuenta el término

cuadratico en dicha expresién.

e Distorsion por descentramiento: Este tipo de distorsién se debe a que los centros
opticos de los lentes del sistema no son estrictamente colineales. Este defecto produce
distorsién en la componente radial y tangencial del plano de la imagen, con lo que la
cantidad de distorsién tangencial en las direcciones u y v puede representarse por la

expresion (Ver [Heikilla97], [Weng92]):

Oud (U, ) D1 (3ﬂ2 + ’U~2> + 2psuv + O [r4]
= (2.12)
Svd (U, ) 2p1av + p2 (4 + 30%) + O [r!]

e Distorsion de prisma delgado: La distorsién de prisma delgado se debe a la im-
perfeccién en el disefio y construccién de los lentes como también al ensamblaje de

la cdmara (Por ejemplo, una pequena inclinacién en los lentes o en el sensor de la
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cdmara). La expresién que modela la cantidad de distorsién a lo largo de los ejes u

y v estd dada por:

5“13 (?7?) _ 51 [Tz—i-O [T4H (2.13)

dup (W, ) S92
Aunque cada uno de los tipos de distorsién presentes son independientes, las ecuaciones
(2.11), (2.12) y (2.13) pueden combinarse en una sola ecuacién de modo que ésta describa la
cantidad total de distorsion en las direcciones u y v. La expresién que modela la distorsién

total es:

ngﬁf’l} + k4 (7'2 + 2&2) + k5?”2

[«%)
IS
=

<N

N

= [k1r? + kar?] (2.14)

[«%)
&4
=
3

N

ks (7“2 + 2@2) + 2k4uv + ]667"2

Donde kq, ..., kg son los parametros de distorsién de la camara y, por ejemplo, k1 y ko son
los pardmetros de distorsién radial. Usando la expresién dada en (2.14) en la expresion
(2.10) permite completar el modelo Pinhole de modo que las coordenadas (u, v) observables

en la imagen correspondientes a un punto con coordenadas (z,y, z) estdn dadas por:

u U+ by (3,)
v| =K |7+ 68, (@,7) (2.15)
1 1

donde K es la matriz de calibracién interna de la cdmara (Definida anteriormente en la
ecuacién (2.8)), y (@, v) estdn dados por la expresién (2.3). Una expresién anédloga a aquella

dada en (2.8) para el modelo Pinhole completo es:

»
wu Wy, (u, V)
Yy
wo| =K[R[t] |"| + K | w6, (u,0) (2.16)
z
w 0
_1_




"
wu
donde |wv| = [R]t] Y y 0y (W, ), d, (4, v) estan dados por la expresién (2.14).
z
w
1
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Capitulo 3

Calibracion del modelo Pinhole en 2

etapas

Para poder calibrar el modelo Pinhole, es decir, estimar sus parametros, es necesario hacer
uso de puntos de control terrestre (GCP, por sus siglas en inglés) que son puntos facilmente
identificables en la imagen y cuyas coordenadas en el espacio son conocidas, de modo que
se conocen sus coordenadas (z,y,z) y (u,v). Existen diversos métodos propuestos en la
literatura para calibrar el modelo Pinhole dado que se cuente con suficientes puntos de
control para hallar todos los pardmetros, algunos de estos métodos resuelven directamente
el modelo Pinhole con esquemas de optimizacién no lineal (ver [Chartterjee93] y [Salvi02]),
otros recurren a métodos iterativos de dos pasos que resuelven una parte linealizada y luego
realizan una optimizacién no lineal (ver [Salvi02] y [Weng92]) y algunos otros usan un mod-
elo lineal obtenido a partir del modelo original llamado Transformada lineal Directa (DLT,
por sus siglas en inglés, ver [Hartley03], [Holland97], [Osorio07] y [Salvi02]). En algunas
otras ocasiones es posible medir los pardmetros internos de la cAmara en laboratorio al igual
que los pardmetros de distorsién (Ver [Holland97], [Zhang98] y [Zhang00]), y simplemente
actualizar los parametros de orientacién externa de la camara cada vez que sea necesario,
siempre y cuando se mantenga constante la configuracion de la camara: Tamafo del lente,
enfoque, tamano de la imagen, etc. A este tipo de estrategia se le denominara calibracion
en dos etapas.

En este capitulo se abordarad en primera instancia una estrategia que permite estimar

los parametros internos de la cdmara y los coeficientes de distorsion, se presentaran las
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estrategias para compensar o remover la distorsién de una imagen y por iltimo se revisaran

algunos métodos para estimar los parametros de orientacién externa de la cdmara.

3.1 Estimacion de los parametros internos y coeficientes de
distorsion

En esta seccion se estudiaran estrategias para calcular los pardmetros de la matriz de
calibracién interna, K, junto con los coeficientes de distorsiéon de la camara, y a éste
conjunto de pardmetros se le conoce como Pardmetros Intrinsecos. Principalmente se
pretende estudiar una estrategia basada en el método de minimos cuadrados no lineales, el
cual se presenta en [Kelley99] y [Marquardt63]. Esta estrategia se presenta en [Hartley03]
y [Zhang00]. La estimacién de los coeficientes de distorsién tal y como aparecen en la
ecuacién (2.14) puede llevarse a cabo usando distintos patrones de calibracién, los cuales
pueden ser tridimensionales (Ver [Heikilla97]) o planares como los usados en la estrategia
aqui presentada, un ejemplo del segundo tipo de patrén de calibracién puede verse en la
figura 2-8.

La estrategia presentada en [Zhang00] requiere la captura con la cAmara de un patrén
planar en distintas orientaciones. Este patron consiste de un grupo de rectangulos blancos y
negros en una configuracién analoga a un tablero de ajedrez. Por simplicidad, es recomend-
able que todos los rectangulos tengan la misma dimensién e, incluso, sean cuadrados. En

la figura 5 se presenté un ejemplo de dicho tipo de patron.

3.1.1 Ecuaciones basicas

Sean (u,v) las coordenadas en la imagen correspondientes a un punto con coordenadas

T
(z,y,2) en el espacio, se usard g para representar el vector g = [ u v ] aumentado al

T - T
agregar 1 como tltimo elemento: g = [ u v 1 } y de forma andloga G = [ z y z 1

representard un vector de coordendas en el espacio aumentado con un 1 como ultimo ele-
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mento. De acuerdo a esta notacién y a la ecuacién (2.9), la proyeccién g del punto G en el

plano de la imagen esta dada por:
wg = K [R|t] G (3.1)

Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que el plano modelo (el plano del patrén
de calibracién, como el que se presenta en la figura 2-8) se encuentra en el plano XY del
sistema coordenado espacial, es decir, Z = 0 para todos los puntos sobre el patréon de
calibracién. Usando la notacion R = [?“1 ro 7«3} para representar la matriz de rotacién

R por medio de sus 3 columnas, es posible escribir la ecuacién (3.1) como:

x
U x
Yy
wlv| =K |r; rg r3 t =K |ri ro t| |y (3.2)
0
1
1

Haciendo un ”inocente” abuso de notacién al seguir usando GG para denotar un punto en
el plano modelo, se tiene:

wj = HG (3.3)

con H=K [ re To t } la homografia que relaciona los puntos en el patrén de calibracion
T .
con sus correspondientes proyecciones sobre el plano de la imagen, g = [u v 1] y G =

[g; y 1] T. Como w es un factor de escala arbitrario, es claro que H estd completamente
definida excepto por un factor de escala. El nombre homografia es usado en geometria
proyectiva y en este trabajo basta considerar una homografia como una matriz que permite
realizar transformaciones entre imégenes.

En este trabajo, AT se usard como abreviatura para (A*I)T = (AT)_l.

Denotando por H = [hl ha h3} la homografia entre un plano modelo y su ima-

gen, donde h; es la i-ésima columna de H, la ecuacién (3.3) permite obtener la siguiente
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expresion:

[hl ho hs} = AK [ ry rg t } (3.4)

donde A es un escalar arbitrario. Aprovechando el hecho que ry y r son ortonormales, por

ser columnas de la matriz de rotaciéon R, se tiene:
RITKTK 'hy =0 (3.5)

WK TKh) =hlKTK hy (3.6)

Estas son las dos restricciones basicas para los pardmetros internos dada una homografia
(Ver [Zhang98]). Una homografia en este caso consta de 8 grados de libertad pero, debido
a que se tienen 6 parametros externos, solo es posible obtener 2 restricciones sobre los

parametros internos.

3.1.2 Estimacién de los parametros intrinsecos en forma cerrada

Sea
. _
B Biz2 Big (FDu)? 0 (ffi;uf)2
B=K TK™'=|Bjy; By Bl = 0 ﬁ (fjjvf)2 (8.7)
B3 By B up v L
13 23 33 (FDu)? (Do) (Du) + (FDv)? +1

Claramente, B es una matriz simétrica, por lo que puede definirse por medio de un vector

b de dimension 6, de la forma:
T
b= |Bi B2 By Biz Bos 333] (3.8)
T
Si se escribe la i-ésima columna de H como h; = {hli ha; h3i] , se puede verificar que

hi Bh; = v}b (3.9)
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donde

T
Vi = [huhu hiihj2 + hijhy;  hojho;  hsihij + hishs;  hoihsj + hsiha;  haihsj

Por consiguiente, las dos restricciones bésicas (3.5) y (3.6) de una homografia dada pueden

reescribirse como 2 ecuaciones homogéneas en b:

T
v
2 b=0 (3.10)

(v11 — va2)”
Si se tienen n imdgenes del plano modelo, apilando las n ecuaciones de la forma (3.10), se

tiene el sistema:

Vb =0 (3.11)

Adicionalmente, con base en las ideas presentadas en [Hartley03] para la estimacién de
los parametros internos a partir de la identificacion de puntos de fuga y lineas de fuga
(Vanishing points y vanishing lines, en inglés), se puede agregar al sistema dado en (3.11)
una ultima ecuacién que permita incluir la restriccién Bis = 0, dicha ecuacion se escribe

Ccomao:

01000 0[b=0 (3.12)

Luego, se obtiene una matriz V' de orden (2n + 1) x 6. Si n > 2 y rango(V) = 5, se tiene
una solucién tnica b para (3.11) salvo por un factor de escala (Ver [Zhang98]). La solucién
de (3.11) es el vector propio de VIV asociado al menor valor propio (Equivalentemente, el
vector singular derecho de V' asociado con el menor valor singular). Es importante aclarar
que en el caso que rango(V) = 6, la dnica solucién para el sistema (3.11) es el vector

00 0 0 00 T, el cual no tiene ninguna utilidad para el proceso de calibracién vy,
ademads, carece de interpretacion fisica. En algunos casos es posible que agregar la ecuacion

(3.12) se traduzca en obtener rango(V') = 6, lo cual puede atribuirse a los errores en la toma
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de los datos e, incluso, a que este paso no tiene en cuenta la distorsién. En [Hartley03] se
propone solo usar el nimero minimo de ecuaciones que garanticen rango(V') = 5, aunque
esta estrategia no es practica en el caso de contar con un nimero grande de imagenes, puesto
que implicaria dejar de usar informacién de algunas imagenes. Bajo dicha situacién, todavia
es recomendable usar como solucién para b, el vector singular derecho de V asociado a su
menor valor singular aun cuando rango(V') = 6.

En algunos casos, es posible suponer que los pixeles son cuadrados, con lo que fD, =

Dy, lo que se traduce en agregar al sistema dado en (3.11) la ecuacién:
10 -1 00 ()]b:() (3.13)

También en esta situacién es recomendable usar la solucion obtenida por medio de la
descomposicion de valores singulares de la matriz V.

La matriz B de la ecuacién (3.7) coincide con la imagen de la cdnica absoluta, un
concepto de la geometria proyectiva bastante usado (Ver [Hartley03]), por lo cual es posible
usar propiedades de la proyeccién en perspectiva para encontrar ecuaciones analogas a las
usadas en el sistema (3.11) con el 4nimo de estimar los parametros de calibracién interna.
Una de estas propiedades es la existencia de puntos de fuga en la imagen, los cuales son
los puntos donde se intersectan las imagenes de linea que son paralelas en el mundo real,
como se muestra en la figura 3-1. Es claro que los puntos de fuga pueden caer dentro o
fuera de la imagen, dependiendo de la perspectiva.

Para encontrar un punto de fuga es necesario contar con al menos dos linea en la
imagen correspondientes a linea paralelas, pero es posible y recomendable hacer uso de un
nimero mayor de linea, en especial cuando la imagen presenta algin tipo de distorsién.
En dicho caso, es posible que las linea usadas no se crucen todas en el mismo punto debido
a la distorsién y a los errores en las medidas y seleccién de las linea. Algunas estrategias
para calcular el punto de fuga consisten en intersectar todas las linea por pares y usar

el centroide de las intersecciones, o elegir el punto més cercano a las linea medidas (Ver
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Figura 3-1: Ejemplo de un punto de fuga en una imagen. Imagen del edificio Bavaria en
Cartagena, donde se encuentra instalada una estacion de captura HORUS.
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[Hartley03]). En cualquier caso, dichos procedimientos no son los mds apropiados, por
lo que en [Hartley03] se propone usar optimizacién de minimos cuadrados para encontrar
dicho punto.

El procedimiento para encontrar el punto de fuga por minimos cuadrados consiste en
encontrar un conjunto de lineas que se intersecten en un solo punto y que pasen cerca de los
puntos extremos de los segmentos de linea medidos, de modo que se minimice la suma de los
cuadrados de las distancias ortogonales de cada punto extremo a la linea correspondiente,
un esquema de dicho conjunto se presenta en la figura 3-2, donde los segmentos medidos

aparecen mas oscuros y el punto de fuga encontrado aparace marcado como v.

Figura 3-2: Segmentos de linea usados para encontrar el punto de fuga (Lineas azules),
punto de fuga encontrado y conjunto de lineas estimadas (Lineas rojas).

T T
Un par de puntos de fuga vl = [ul vy 1} , V2 = [Uz vy 1] correspondientes a

dos familias de linea paralelas que son ortogonales entre si, permiten construir la ecuacién:

v1TBv2 = [uluQ ULV 4+ UVT  V1V2 UL+ Us V] + U2 1] b=0 (3.14)
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Luego, si en cada una de las n imagenes tomadas al patréon de calibracion se extraen 2
puntos de fuga correspondientes a lineas ortogonales, es posible apilar las ecuaciones para
formar un sistema andlogo al sistema (3.11) de n ecuaciones y 6 incégnitas. En el caso de
ser necesario, pueden usarse las ecuaciones extras mencionadas anteriormente, con lo que
se puede aumentar el nimero de ecuaciones del sistema. Nuevamente, la propuesta para
resolver el sistema obtenido es usar descomposicién de valores singulares.

Una vez que b ha sido estimado, es posible estimar los paramétros internos de la cAmara

asi:

—Bo3

0 Bas (3.15)
B?, —vyB11 B
A= DBy — [Bis — voBuBa) (3.16)
B

/A
D, =1/ —=— 3.17

A
Dy, =4/ — 3.18
1D =[5 3.15)

2

Con esto, la matriz K queda completamente determinada. Ahora, dada una imagen del
plano modelo, en [Zhang00] se presenta una estrategia para estimar los pardmetros externos

de la cdmara a partir de la ecuacién (3.4), con lo que se obtiene:

ri = AK"'hy (3.20)
re = MK 1hy (3.21)
T3 =171 X7y (322)
t = \K 'hs (3.23)
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1 1

donde A = TR=Th] = TR=Thall" Es claro que debido a los errores presentes en los datos

usados (incertidumbres en la mediciones en tierra e incertidumbres en las marcaciones sobre
las imagenes), la matriz R obtenida usando las ecuaciones (3.20) a (3.22) no satisface en
)
general las propiedades de una matriz de rotacién. En [Zhang00] se propone una estrategia
para obtener la matriz de rotacién R méas ”parecida” a una matriz general de orden 3 x 3
R*. En dicha estrategia, "parecido” se usa para indicar que se desea minimizar la norma
)
de Frobenius de la diferencia R — R*.

La norma de Frobenius, ||| de una matriz A estd definida como:

f:f: "%”2 = 4/traza (A7 A) =

i=1 j=1

Al = (3.24)

donde o; con i = 1, ..., min {m, n} representa cada uno de los valores singulares de la matriz
A. Teniendo esta definicién en cuenta, el problema de obtener la matriz de rotacién mas

"parecida” a una matriz R* dada se puede escribir como:
m}%n |R — R*||% sujeto a RFTR=1T (3.25)
Se tiene que
IR — R*|% = traza [ (R — R*)T (R — R*)] = 3+ traza [(R*)T R*} —2traza (RTR") (3.26)

De modo que el problema dado en (3.25) es equivalente a maximizar la traza de RTR*.

Sea USVT = R* la descomposicién en valores singulares (SVD) de R*, donde

01

g3
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Es claro que la matriz Z = VT RTU es una matriz ortogonal. Usando la SVD de R* se

tiene que

traza (RTR*) = traza (RTUSVT) = traza (VTRTUS) = (3.27)
3 3
= traza(ZS) = Z 20 < Zai
i=1 i=1

Luego, traza (RTR*) alcanza su valor maximo, Z?:l 0, si Z = I, lo cual se cumple si

R=UVT, con lo que el problema dado en (3.25) queda resuelto.

3.1.3 Estimacién de los parametros de distorsion radial en forma cerrada

Algunos autores (Ver [Holland97], [Salvi02] y [Zhang00]) acostumbran despreciar los aportes
de la distorsién por descentramiento y de prisma delgado en la ecuacién (2.14), haciendo
ks = k4 = ks = kg = 0. Esta suposicién es posible debido a que los sistemas de con-
strucciéon y montaje de los lentes son cada vez més precisos, con lo que dichas distorsiones

se eliminan desde fébrica. Bajo dicha condicidn, la ecuacién (2.14) se convierte en

[« %)
IS
=
S/)

N

= [/ﬁ’l‘Q + k‘27’4] (3.28)
5y (10, 7) o]

Y esto permite escribir la relacién (2.15), que describe la relacién entre las coordenadas

observables en la imagen (u,v) y las coordenadas tedricas (u,v), como

u (14 k1r? + kort]
v| =K [1 + k2 + k:gr4] v (3.29)
1 1
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La ecuacién (3.29) proporciona una expresién para las coordenadas observadas de un punto

en la imagen, (u,v). Por otro lado, la ecuacién (2.5), que puede escribirse de la forma:

U u
vl =K |v (3.30)
1 1

permite expresar las coordenadas ideales de un punto en la imagen, (u*,v*), las cuales
son no observables y libres de distorsién. Usando las ecuaciones (3.29) y (3.30), es posible

obtener la siguiente expresién:
= (3.31)

Cada punto observado en la imagen provee 2 ecuaciones para ki y ke, como muestra la
ecuacién (3.31). Ahora, si se tienen n puntos observados en p imagenes, es posible apilar
np ecuaciones de la forma (3.31) para formar un sistema de la forma:

k1

D" =d (3.32)
ko

donde D € R*P*2 y d € R?™. La solucién de minimos cuadrados de (3.32) estd dada por

k1

s (D"D) "' D4 (3.33)
2

Con lo que quedan estimados los pardmetros de distorsion de la cdmara de forma lineal,
normalmente estos estimados no son cercanos a los valores obtenidos usando métodos

iterativos para su calculo.
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3.1.4 Estimacion de los parametros intrinsecos usando minimos cuadra-

dos

La solucion obtenida en la seccién anterior minimiza una distancia algebraica que no tiene
sentido fisico alguno. Es posible usar directamente toda la informacién de los puntos mar-
cados en cada imagen del plano modelo para obtener una estimacién de los paramétros
internos de la camara, incluso de los parametros de distorsién, basada en minimos cuadra-
dos.

En este caso, se tienen p iméagenes del plano modelo y hay n puntos marcados en
el plano modelo. Es posible ([Zhang98]), suponer que los puntos en las imédgenes estén
alterados por ruido independiente e identicamente distribuido (Por ejemplo, ruido blanco).
En el caso de contar con un conjunto de imagenes donde la distorsiéon es despreciable o
ya ha sido corregida previamente, se puede estimar la matriz de calibracién interna K al

minimizar el funcional:

P n

F(K)=)_> g — (K, Ri.ti, Gy)|* (3:34)
i=1 j=1
donde g (K, R;,t;,Gj) es la proyeccién del punto G; = (z;,y;, z;) en la imagen ¢ usando la
ecuacién (2.9). El funcional F (K) representa el error total, medido en pixeles, al estimar
las proyecciones de los puntos GG; sobre cada imagen. Cada una de las matrices de rotacién,
R;, se parametrizan con un vector de 3 pardametros, r;, el cual es paralelo al eje de rotacién y
cuya magnitud es igual al angulo de rotacién. Este vector r; se relaciona con R por medio
de la férmula de Rodrigues (Ver la seccién 3.1.5 para detalles sobre la parametrizacién
mencionada y la formula de Rodrigues).
También es posible usar la ecuacién (3.34) alternadamente con la solucién en forma cer-
rada de los pardmetros de distorsién radial (Seccién 3.1.3), para obtener mejores estimativos
de todos los pardmetros intrinsecos y de distorsién (Ver [Zhang00]). En este caso primero

se resuelve (3.34), luego se estiman los parametros de distorsién radial con la ecuacién
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(3.33), estos estimados se usan para volver a resolver (3.34) reemplazando § (K, R;,t;,G;)
por el § obtenido con la ecuacién (3.29), se vuelven a estimar los pardmetros de distorsién
radial con la ecuacién (3.33) con los nuevos parametros intrinsecos y asi iterativamente.
El método de solucién alternada propuesto puede presentar convergencia muy lenta (Ver
[Zhang00]), por lo que es preferible estimar directamente todos los pardmetros intrinsecos
y de distorsién en cada paso del proceso iterativo, cambiando la expresién (3.34) por el

funcional:

n m

F (K, k1, ko, k3, ka, ks, ke) = D > |lgij — § (K, k1, ko, ks, ka, ks, ke, Ri 5, G;)||> (3.35)

i=1 j=1

Donde § (K, k1, ko, k3, ka, ks, ke, Ri, ti, Gj) es la proyeccién del punto G; = (z;,y;, 2j) en
la imagen ¢ usando la ecuacién (2.16). En cualquiera de los tres casos, el problema de
minimizar (3.34) o (3.35) es un problema de minimizacién no lineal, que puede resolverse
usando el algoritmo de Levenberg-Marquardt (Ver [Kelley99] y [Marquardt63]), el cual se
presento en el capitulo 1.4. En cada caso es necesario una aproximacién inicial para K y
{Ri,t;|i =1,...,n} la cual puede ser obtenida usando la técnica descrita en la subseccién
anterior. En el caso de querer minimizar el funcional (3.35), también es necesario tener
una estimacién inicial de (k1, ko, k3, k4, k5, kg) la cual puede tomarse como (0,0,0,0,0,0),
en el caso de no contar con una méas apropiada. En el caso descrito en la seccién 3.1.3, es

posible usar los estimados para k1 y k2 obtenidos al resolver la ecuacién (3.33).

3.1.5 Matrices antisimétricas y de rotacién, formula de Rodrigues

Sea H una matriz antisimétrica de orden 3 x 3 escrita como

0 —c b
H = I 0 —a (336)
-b a 0
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T
Si se denota por r al vector r = [a b c] , se tiene la siguiente proposicion:

H es una matriz de rotacion. El vector r es paralelo

Proposicion 3.1.1 La matriz R =¢
a su eje de rotacion, y su magnitud ||r|| es igual al dngulo de rotacion (mod 2w ).

Prueba. Para probar la proposicion, se hace uso de los siguientes dos lemas:

Lema 3.1.2 Sean A y B dos matrices tales que AB = BA. Entonces el = eBel =

eAJrB .

Lema 3.1.3 Sea A una matriz cuadrada, entonces se cumple det (eA) = etraza(d)

]

Prueba. Las pruebas de estos dos lemas se pueden encontrar en [Laub(05)]

Ahora es posible demostrar la proposicion: Sea R = ef. De la definicion de matriz
exponencial, se tiene que (eH)T = efI" . Adicionalmente se tiene que HT = —H (pues
H es antisimétrica). Haciendo uso de estos hechos y del resultado del primer lema, como
—H = —IH, se tiene: RRT = ! (eH)_l =1, con lo que R es ortogonal. Por otro lado,

traza(H) — o0 — 1, con lo que queda probado que R

usando el seqgundo lema, det (R) = e
es una matriz de rotacion. Ahora, de la definicion de H y r se tiene que Hr = 0, y por
tanto Rr =r, con lo que queda probado que r es paralelo al eje de rotacion de R (Ver
[Faugeras93]). Se sabe que los valores propios de una matriz de rotacion son 1, e ye
donde 0 es el dngulo de rotacion modulo 2r. Los valores propios de H son 0, i||r|| y i ||r||.

Se tiene que

M oqin qi3
-1
e

Donde A1, A2, A3 son los valores propios de H y Py es la matriz del teorema de Schur

(Ver [Laub(05)]). Usando la ecuacion (3.37) que permite diagonalizar H. se tiene que los

valores propios de R cumplen €® = 1, ell*ll = ¢ Y el = = con lo que queda mostrado

que 0 = ||r|| (mod (27)). m
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Proposicién 3.1.4 (Rodrigues) La relacion entre H y R puede ser escrita como

. -
R=ecl =1+ 5129H+ ;;’SQH2

Prueba. Se puede verificar que H satisface la siguiente relacion:

H? = —||r|*H = —6*°H
De la relacion (3.39) se tiene que
H? = (—1)”*102(”*1)H paran =1,2, ...

H2 — (—1)"’192(”71)112 paran =1,2,...

Luego, usando la definicion de matriz exponencial, se tiene:

k
1
_ H _ 7 : 2n 1
ko= _klirgo;'(m Jm +T; on — 1)1
k n—1p2(n—1) k n—1p2(n—1)
, (- to* (=1) 9 2
= lim [+ H+ H
dm T4 gy 2
) )n02n+1 H?2 (_1)n92n
= 1 1 ~ 1— A
el L Z Cnt 1)l ; (2n)!

sm@H 1—cos@H2

= I
+ g H+—p

3.2 Correccion de la distorsion

(3.38)

(3.39)

Como se ha mencionado anteriormente, un modelo de distorsién de lentes puede ser sufi-

cientemente preciso si solamente se modela la distorsién radial (Ver [Holland97], [Salvi02]
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y [Zhang00]), por lo que en esta seccién se supondra que solamente se presentan efectos
debidos a este tipo de distorsiéon. Suponiendo que los pardmetros internos de la camara
(Los pardametros de la matriz de calibracién interna K') y los coeficientes de distorsién
(Los cuales aparecen en la ecuacién 2.14) han sido estimados, es posible compensar la dis-
torsién radial presente en una imagen de dos formas: Calculando las coordenadas ideales
de un punto, que estan libres de distorsién, dadas las coordenadas medidas del punto, las
cuales presentan distorsién. Este proceso exige encontrar ceros de polinomios, mientras
que también puede corregirse la distorsion obteniendo una imagen sin distorsién a partir

de la imagen distorsionada, para lo que es necesario usar interpolacién en dos dimensiones.

3.2.1 Compensando la distorsion radial

En algunas aplicaciones, se cuenta con coordenadas (u,v) medidas en una imagen con
distorsién y se desea usar el modelo de distorsién para encontrar las coordenadas ideales
(u*,v*) libres de distorsién de la imagen, para luego calcular, por medio del modelo Pinhole
sin distorsién, las coordenadas correspondientes en el espacio. Para llevar a cabo dicho

proceso se usa la ecuacion (3.29) para obtener la expresién:

U u
K to| =4 kr?+ ko) |7 (3.40)
1 1

T T
Recordando que r = V42 + 92 y llamando [ﬂ 0 1] =K1 [u v 1} , se tiene que la

ecuacién (3.40) puede reescribirse para obtener la expresién:

Va2 492 =1+ ki + kor® (3.41)

Claramente, la cantidad v/4? + 92 se puede calcular dado que se conocen las coordenadas

(u,v) y la matriz de calibracién interna K. De este modo, es posible hallar el valor de r
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encontrando las rafces del polinomio P(r) = kor® + k173 4+ r — V42 + 92. Dicho polinomio
tiene grado 5, por lo que siempre tiene al menos una raiz real. En el caso que el polinomio
P(r) tenga una sola raiz real y esta sea positiva, dicha raiz es el valor de r y se pueden

usar las ecuaciones (3.29) y (3.30) para obtener el valor de las coordenadas sin distorsién

(u*,v*):

*

u u
1
* | = 3.42
v <1+k17’2+k27’4> v ( )
1 1

El problema de esta estrategia se puede presentar cuando el polinomio P(r) tenga mas
de una raiz real positiva, con lo que debe plantearse una estrategia para seleccionar el
valor adecuado para r. En principio, se podria pensar en usar siempre el valor positivo
de r mas cercano a cero, pero debido a la naturaleza de la distorsién radial es posible que
dicho valor no sea el adecuado cuando se tienen coordenadas considerablemente alejadas
del centro éptico de la imagen (Recordar que r es la distancia desde el centro éptico de la
imagen y el punto sobre ésta en coordenadas métricas).

La estrategia propuesta en este trabajo consiste en no usar directamente la ecuacion
(3.42) para corregir la distorsién, sino realizar un paso intermedio que consiste en usar la
ecuacién (3.40) para encontrar las coordenadas (@(r), 0(r)), las cuales son las coordenadas
del punto sin distorsiéon en coordenadas métricas para cada uno de los valores reales posi-
tivos de r. Las coordenadas (ua(r),d(r)) correctas deben estar suficientemente cerca de las
cordenadas (4, v) que corresponden al punto con distorsién sobre el plano de la imagen en
coordenadas métricas, puesto que la distorsiéon radial no deberia, en general, aumentar la
distancia entre el punto ideal y el punto distorsionado.

Para estudiar la validez de la estrategia propuesta se realizaron diversas pruebas de car-
acter cualitativo para estudiar los errores cometidos al compensar la distorsiéon. Primero
se tomaron coordenadas en una imagen sin distorsién y se distorsionaron usando las ecua-

ciones (3.29) y (3.30) suponiendo distintos valores para la matriz de calibracién interna y
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los parametros de distorsién. En la figura 3-3 se presenta el resultado grafico de una de

dichas pruebas usando los paramétros:

1179 0 512

K = 1167 384 (3.43)
1
ki=—0.7y ky=0.5 (3.44)

Los resultados obtenidos con los distintos valores para los parametros internos y los coe-
ficientes de distorsién fueron similares y el error medio cuadratico de las correcciones fue
del orden de 10~ '3 pixeles. En la figura 3-3 es posible notar que los puntos obtenidos al
corregir la distorsion coinciden con los puntos originales, lo que sumado a un error de 5.38e-
014 pixeles en las correcciones permite concluir que la estrategia propuesta, a pesar de ser
un poco mas demandante computacionalmente, permite compensar de manera correcta la

distorsion radial.

3.2.2 Eliminacién grafica de la distorsién

En el proceso de eliminacién gréafica de la distorsion, lo que se desea obtener es una imagen
que no presente distorsién, para tal fin se usa la ecuacién (2.15) en la cual se tienen las
coordenadas distorsionadas en la imagen, (u,v), y la ecuacién (3.32) que da una expresién
para las coordenadas ideales libres de distorsién, (u*,v*). En este proceso es posible elimi-
nar tanto la distorsién radial como la distorsién por descentramiento y de prisma delgado,
en el caso que estas ultimas también se tengan modeladas y calibradas, debido a que en
este caso el proceso consiste en calcular las coordenadas distorsionadas correspondientes
a una imagen libre de distorsion, para de ese modo decidir qué valor de intensidad se le
asignard a cada pixel de la imagen libre de distorsién.

Suponga que se tiene una imagen en escala de grises distorsionada I;(u,v), donde
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Figura 3-3: Puntos libres de distorsién en una imagen, puntos distorsionados y puntos con
compensacién de la distorsién obtenidos con la estrategia propuesta.
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I {1,2,...,n} x {1,2,...,m} — [0,255] representa la intensidad del pixel de coordenadas
(u,v). Una imagen sin distorsién I (u*, v*), también es una funcién definida de {1, 2, ..., n} x

{1,2,...,m} a [0,255], ahora, usando la ecuacién (3.32) se tiene que:

u U
7l =K | (3.45)
1 1

u U+ 8y (u,v) u* 0y (0, )
o| =K |546, @) = |v*| + K |6, (@0) (3.46)
1 1 1 1

donde 6, (@, v) y d, (@, v) se calculan con la ecuacién (2.14), usando las coordenadas (u, v)
obtenidas con (3.45). La ecuacién (3.46) relaciona las coordenadas ideales con las co-
ordenadas distorsionadas, ahora se puede definir cudnto vale I (u*,v*) para (u*,v*) €
{0,1,2,...,n} x {0,1,2,...,m} haciendo I (u*,v*) = Iz(u (u*,v*),v (u*,v*)). Este proceso
se puede ilustrar en la figura 3-4.

Claramente, bajo este proceso es posible que las coordenadas u y v calculadas con (3.46)
no sean numeros enteros, con lo que no corresponderian a la posicién exacta de un pixel.
Esto genera la necesidad de asignar un valor a I;(u (u*,v*),v (u*,v*)) por medio de inter-
polacién. Suponga que (r, s) es la coordenada entera més cercana a (u (u*,v*), v (u*,v*)),
como se muestra en la figura 3-5, entonces se puede asignar el valor I;(u (u*, v*),v (u*, v¥)),
por interpolacién de vecino més préximo (nearest neighbor en inglés, ecuacién (3.47)), bi-

lineal (ecuacién (3.48)) o bicubica (Ver [Keys81]).

I (u,v) = I4(r,s) (3.47)

57



Figura 3-4: Proceso de creacién de la imagen sin distorsién.

Iy (u,v) = Id(r_i’s_l)(T+1—u)(s+1—v)+ (3.48)
Id(r—i—i,s—l) (u—r+1)(s+1—v)+
Id(r—i,s—l—l) r+1—u)(v—s+1)+
ot D i st )

La figura 3-5 permite identificar las coordenadas relacionadas en las ecuaciones (3.47)
y (3.48). En la figura 3-6 se presenta el resultado al corregir la distorsién de la imagen de
la figura 2-8 usando el método aqui planteado con interpolacién bilineal, puede observarse
como las linea que de antemano se sabe que son paralelas se observan efectivamente par-
alelas y que la escala de la imagen resultante es mas pequena (se perdié informacién de
los extremos de la imagen original), debido a que la distorsién presente en dicha cdmara es
negativa lo que genera un estiramiento de la imagen en la correcciéon de la distorsion. En
el caso de tener una imagen a color, por ejemplo en el sistema de color RGB, el proceso a

realizar para eliminar la distorsién consiste en eliminar la distorsion de cada canal como si
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Figura 3-5: Pixeles alrededor de la coordenada (u,v) calculada.

fuera una imagen en escala de grises.

3.3 Estimacion de los parametros extrinsecos

La calibracién del modelo Pinhole en dos etapas es muy ttil cuando las camaras estan
cambiando constantemente de orientacion, con lo cual se hace necesario actualizar los
parametros extrinsecos continuamente, ejemplos de estas condiciones se evidencian en
camaras usadas en vigilancia o en las cdmaras usadas para la navegacion auténoma de
robots por medio de sensores de video. En estos casos, se usan estrategias como las
planteadas en la secciéon 3.1 para estimar los parametros fD,, fD,,ug,vg ¥y, si es nece-
sario, los pardmetros de distorsién.

En otros casos, algunos de los pardmetros de la orientacién externa permanecen con-
stantes mientras se mueve la camara y, por lo tanto, solo es necesario recalcular los
parametros alterados. Un ejemplo de este hecho puede apreciarse cuando la cdmara es
rotada sobre si misma, dado que puede suponerse que el centro éptico permanece con-
stante o que su desplazamiento es despreciable, mientras que los dngulos de orientacién

efectivamente deben cambiar ([Hartley03]).
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Figura 3-6: Imagen sin distorsién obtenida a partir de la imagen de la figura 2-8.

3.3.1 Solucién geométrica: Problema PnP

En este caso, se suponen conocidos los parametros intrinsecos de la camara, D,, D,, f,
vy ug,vp, y que la distorsion es despreciable o ha sido previamente corregida. Se desea
encontrar la posicién del centro 6ptico de la cdmara, C (zc,Ye, 2¢), ¥ los dngulos de ori-
entacién 7,0 y ¢, con los cuales es posible calcular la matriz de orientacién externa,
[R|t] = R[I3] — C] eR3*%. Estos parametros aparecen explicados en la seccién 2 y en la
figura 2-3. Esto significa que se tienen 6 incégnitas y, como cada punto de control propor-
ciona 2 ecuaciones, se necesitan como minimo 3 puntos de control (GCP) para encontrar
una solucién. En [Hartley03] se propone como ejercicio mostrar que dados 3 GCP, es posible
tener hasta 4 soluciones al problema, mientras que en [Fischler81] se propone una solucién
geométrica con 3 puntos de control que, efectivamente, puede conducir a 4 soluciones.

En [Fischler81] se da una definicién del problema de Perspectiva con n Puntos (PnP):

Definicion 3.3.1 Dadas las ubicaciones espaciales relativas de n puntos de control, y da-
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dos los dngulos a cada par de puntos de control desde un punto adicional llamado el centro
de perspectiva (C), encontrar las longitudes de los segmentos de linea que unen C' con cada

uno de los puntos de control.

Claramente, el problema PnP tiene solucién si se cuenta con al menos 3 puntos de
control. En la figura 3-7 se presenta un esquema de los datos disponibles en el caso del
problema P3P, el GCP i tiene coordenadas (x;,y;,2;) y su respectiva proyeccién en la
imagen gcp i tiene coordenadas (u;,v;), como ya se menciond anteriormente, también se
conoce la distancia focal, f, los parametros de escalamiento, D,,, D,, v la posicién en pixeles
de punto principal de la imagen, (ug,vp). Este caso particular ha sido bastante estudiado
debido a que, a pesar de poder presentar mas de una solucién, en muchas aplicaciones
se desea usar el menor nimero de puntos de control posible, debido a que la cdmara se
estd moviendo o la escena no cuenta con suficientes puntos claramente identificables en la

imagen y/o facilmente referenciables en el espacio.

Figura 3-7: Informacién disponible para resolver la matriz de orientaciéon externa con 3

GCP.
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Las ideas presentadas [Fischler81] permiten encontrar una expresién algebraica para
calcular las longitudes de los lados que unen cada punto de control con el centro éptico de
la camara, A, B, D. En la figura 3-8 se presentan dichas longitudes y los valores conocidos
Oapy Oac, Obe, di2, di3, v da3, los cuales pueden calcularse haciendo uso de las coordenadas

de los 3 puntos de control y de los pardmetros internos de la camara.

Figura 3-8: Esquema del problema geométrico a resolver en el caso P3P.

. d3 d2 . ./ g
Definiendo las constantes k1 = 3>y kg = 23, es posible obtener la ecuacion polinémica
13 12

@' + gz’ + i + qur + qo =0 (3.49)

donde:

qa = k3 + 2k1ky — 2k1 k3 4 k2 — 2K3 ko + k2K2 4 4k1ko cos® (Opg) (3.50)
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q3 = —4]€1/€2 COS (Had) COS(de) —
2k cos(bpa) [4 cos(Opq)ka cos(bap) — 2k1 cos (0qq) (1 — k2)] + (3.51)

A[(1 — k1)(1 — k2) — 1] (1 — k1) ks cos(6p)

g2 = 4k1cos(04q) [2ka cos(0pq) cos(0ap) — k1 (1 — k2) cos(04q)] —
2k cos(Opa) [2 (k1 — k2) cos(0pq) — 4k1ka cos(8aq) cos(Oap)] + (3.52)

[2(k1 — 1)kg + 2k1] [(1 — k1) (1 — ko) — 1] +4(1 — k1)2k32 cos®(04p)

@1 = 4k1cos(0aq) [(k1 — k2) cos(Opq) — 2k1ka cos(0aq) cos(0ap)] — (3.53)

4k2 kg cos(Opq) cos(0aq) + [4(k1 — 1)ka + 4k1] (1 — k1) cos(64p)

qo = [(k1 — 1)k + k1] + 4k¥ ks cos?(0aq) (3.54)

Las raices de la ecuacién (3.49) se pueden obtener en forma cerrada ([Griffiths47]) o por
medio de un método iterativo. Para cada raiz positiva de (3.49), es posible determinar un
valor positivo para cada uno de los lados A y B. En [Fischler81] se presenta un ejemplo
de una configuraciéon de 3 GCP y centro 6ptico que permite la existencia de 4 soluciones
al problema P3P y se propone un método que use al menos 4 GCP para garantizar una
solucién tnica (Problema PnP con n > 4).

En [Haralick94] se estudia la estabilidad numérica de las soluciones directas del prob-
lema P3P y se presenta un método analitico para garantizar una solucién numericamente
estable.

En [Wang94| se presenta el estudio de ciertas regiones en el espacio donde la solucién
del problema P3P es tnica cuando los 3 GCP forman un tridngulo isésceles en el espacio:
Suponga que los 3 GCP usados estan dados por los puntos A, B y C, los cuales forman un

tridngulo isésceles, como en la figura 3-9. Trace un plano v que pase por A y sea perpen-
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dicular al segmento de linea AB. Luego, trace el plano u que también pasa por A pero que
es perpendicular al segmento AC. A continuacién se trazan el plano ¢ que pasa por B y es
perpendicular al segmento AB, el plano p que pasa por C' y es perpendicular al segmento
AC. Por ultimo se trazan los planos n y m los cuales pasan por B y C, respectivamente, y
son perpendiculares al segmento BC. En [Wang94| se demuestra por medios geométricos
que si la cAmara (Para ser mas exactos el centro éptico) se ubica en las regiones I11, IV,
V, VI y VII entonces se tiene una unica solucién para el problema P3P, también en este
mismo articulo se referencia un trabajo que, bajo ciertas condiciones, garantiza la existen-
cia de una unica solucién al problema P3P cuando la cAmara se encuentra en las regiones
no cerradas I y I, dicho trabajo (Zhou Xin, Zhu Feng, “A note on unique solution condi-
tions of the P3P problem,” Chinese Journal of Computers, vol. 26, no. 12, pp. 1696-1671,
2003) no se referencia aqui por encontrarse escrito en Mandarin.

En [Xiao03] se presenta una solucién algebraica basada en la descomposicion en ceros de
Wu-Ritt para obtener una completa descomposicién triangular del problema P3P, también
se usa una estrategia geométrica para solucionar el problema y se da una completa clasi-
ficacion de los casos en los que el problema presenta 1, 2, 3 o 4 soluciones, con lo que
logran construir un método llamado CASSC que puede usarse para encontrar soluciones

completas y numéricamente robustas del problema P3P.

3.3.2 Estimacién de los parametros extrinsecos con minimos cuadrados

Teniendo presente que el interes principal de este trabajo es usar métodos de optimizacién
no lineal para calibrar camaras, la soluciéon geométrica presentada en la seccién anterior
no es la de mayor interés, por lo que en esta secciéon se planteard una estrategia para
convertir el problema PnP en un problema de minimos cuadrados para ser resuelto usando
el algoritmo de Levenberg-Marquardt. Nuevamente, se supondra que se tienen n puntos
de control (GCP por sus siglas en inglés) y que el GCP i tiene coordenadas (z;,y;, i) y

su respectiva proyeccién en la imagen gep i@ tiene coordenadas (u;,v;), de igual forma, se
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Figura 3-9: Configuracion de las regiones con solucion tnica del problema P3P dadas en
[Wang94] y [Xiao03].

supondran conocidos los pardmetros de escalamiento, fD,, fD,, y la posicién en pixeles
de punto principal de la imagen, (ug,v9). En este caso, se aumird que la distorsién es
despreciable o que fue previamente corregida.

Para escribir el problema PnP como un problema de minimos cuadrados, primero se
usard la férmula de Rodrigues para parametrizar la matriz de rotacién R con el vector
r= {a b C]T, donde se tiene que 7 es paralelo al eje de rotacién y que ||r|| = 6(mod 27),
con O el dangulo de rotacién alrededor de r. Al construir la matriz antisimétrica H de la
ecuacién (3.36), se puede usar la férmula (3.38) para obtener una expresién para R en
términos de a, b y ¢ y sustituirla en la ecuacién (2.9), junto con t = [t:c ty tZ]T, con lo
que se encuentra (4;,0;), el estimado de (u;,v;), la proyeccién en la imagen del punto de
coordenadas (z;, y;, 2;):

Ui = [l yi,2) (a,b,c,ty,ty,t2) (3.55)
Vi = flasys,z) (@50, ¢ tasty, t2)

Usando la expresién (3.55) para cada uno de los n puntos de control, es posible construir
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una funcién F : RS — R de la siguiente forma:

]
U1 — U1
Re(a,b,c,ty ty,t.) = : (3.56)
Uy — Up,
[ Un — Un |

El vector R (a,b, c,tz,ty,1.) es el vector de errores de reproyeccién de los puntos de control
sobre la imagen en cada coordenada. Luego, el problema PnP puede replantearse como el

problema de minimizar la funcién:

F(a,b,¢,ta,ty,t.) = Re (a,b, ¢, b, ty, 1) Re (a,b, ¢, by, ty,t.) (3.57)
En este caso, %Tftytz) representa el error medio cuadratico de las reproyecciones en

cada coordenada de los puntos de control usando los parametros (a,b, ¢, t;,t,,t;). Clara-
mente, para poder resolver este problema de forma correcta se necesitan al menos 3 puntos
de control (n > 3) pero se recomienda usar un nimero mayor cuando las mediciones sobre
tierra y/o sobre la imagen estén sometidas a errores.

Al encontrar el conjunto de parametros (a, b, ¢, t,, ty,t-) que minimiza (3.57) se necesita
luego obtener la matriz de rotacién R, por medio de la férmula de Rodrigues (3.38), para
luego calcular los dngulos de rotacién o, ¢, 7, a partir de la matriz de rotacién R, usando
la ecuacion (2.2) y el vector C' como C = [g;c Yo ZC]T — Rt

Para obtener una primera aproximacion de los pardmetros (a, b, ¢, t;, ty, t.) se recomienda
usar una transformacién proyectiva, H, para dicha cdmara y las ecuaciones (3.20) a (3.23)
con los ajustes adecuados cuando H tenga 4 columnas en vez de 3 columnas. Dicha trans-
formacién se puede construir con al menos 6 puntos de control usando los métodos para

estimar la Transformada lineal Directa que se presentan en el capitulo siguiente. Otra
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estrategia para obtener la aproximacién inicial es recurrir al método geométrico presen-
tado en la seccion anterior usando 3 o mas puntos de control con la posibilidad, poco

conveniente, de encontrarse con mas de una posible solucién.
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Capitulo 4

Calibracién del modelo Pinhole completo

En otros casos, las cAmaras mantienen una posicién y orientacién constantes todo el tiempo,
o al menos la orientacién no cambia significativamente, ejemplo de esto son las camaras
usadas para el monitoreo de variables ambientales (Ver [Osorio07] para mayor informacién
sobre este tipo de aplicaciones), en este caso puede ser de mayor utilidad calibrar todos los
parametros intrinsecos y extrinsecos de la cAmara en el momento que esta ya ha sido ubicada
y orientada. Para llevar a cabo este proceso, se acostumbra primero usar una aproximacién
lineal del modelo Pinhole, conocida como Transformada lineal Directa (DLT, por sus siglas
en inglés), con la cual es posible obtener estimados iniciales para los parametros del modelo
Pinhole. En este capitulo se estudiard en primera instancia la DLT y otras homografias
importantes, asi como algunos de sus usos en la calibracién de camaras, para luego pasar
a exponer las diferentes estrategias propuestas en la literatura para resolver el modelo

Pinhole completo, teniendo en cuenta o no los efectos de la distorsion.

4.1 Transformada lineal Directa, DLT

En el caso de tener puntos en R3 con sus correspondencias en una imagen, el modelo
Pinhole permite obtener la transformacién que mapea puntos en el espacio con puntos en
la imagen respetando las correspondencias dadas. En este caso, la transformacién obtenida
no es invertible pero en el caso del modelo Pinhole sin distorsién, se puede obtener una

matriz H de R3*4, la cual recibe el nombre de Transformada lineal Directa (DLT, Direct
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linear Transform). La DLT se define a partir de (2.8) asi:

T T
wu
Y Y
wo | = KR[I3] - C] =H (4.1)
z z
w
1 1

Los métodos para encontrar H a partir de la correspondencia de puntos en el espacio (O en
un plano) y puntos en una imagen, se conocen normalmente como métodos para solucionar
la DLT. En [Hartley03] se presentan varios métodos para encontrar la DLT correspondiente
a la transformacién proyectiva entre dos planos (Una imagen respecto a otra o a un plano),
con lo cual la matriz H pertenece a R**3 y puede ser llamada una homograffa. La razén
para estudiar esta transformacién en particular es que los métodos para solucionarla son
los mismos usados en el caso correspondiente a H € R3*4,

La primera estrategia para solucionar la DLT consiste en un método lineal el cual
aparece construido en [Hartley03] tal y como se presenta en este trabajo. Suponga que se
tienen n puntos en una imagen o un plano representados por los vectores X; = [q;l Ui 1] !
para i = 1,2,...,m y sus correspondencias en una imagen dadas por Y; = [uz v; 1}T.
Entonces se quiere encontrar una transformacion lineal, H, que satisfaga Y; = HX,; para

todo 7 = 1,2, ...,n. Esta relacion puede expresarse en términos del producto cruz como:
Y, xHX; =0 (4.2)

Denotando la j-ésima fila de la matriz H como h/” se tiene

T X;
HX; = |h2TX, (4.3)
h3TX;
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Y se puede expresar el producto cruz dado en (4.2) como

’UZ'hSTXZ' - h2TX,L'
Y;; X HXZ' = thXi — uihBTXi (4'4)
’U,Z'hzTXZ' — UithXZ'

Y de la ecuacién (4.4) es posible encontrar un conjunto de 3 ecuaciones lineales en los
elementos de H, de la forma

of  —xI' uxT | |nt

7

xr of —wXT| [h2]| =0 (4.5)

7

—?}Z‘XiT uZXZT o” h3

Es importante tener presente que de estas 3 ecuaciones solo 2 son linealmente independi-
entes, por lo que cada correspondencia sélo aporta dos ecuaciones en los elementos de H,

por lo que usualmente se acostumbra presentar el sistema (4.5) en la forma

hl
of —-xT ux?
K2l =0 (4.6)
X o7 X7
7 et} h3

T
Y haciendo h = [th h2T h3T] € RY, esta ecuacién puede escribirse como
A;h =0 (4.7)

Ahora bien, si se tienen al menos 4 correspondencias entre un plano y la imagen, n > 4, es
posible construir la matriz A = |4; Ay --- An] g y con esta resolver para los elementos
de H, encontrando una solucién distinta de cero para Ah = 0. Es obvio que la solucién
h = 0 no es de interés préctico, por lo que es muy importante que la matriz A construida

cumpla rango(A) < 8. El caso ideal es que rango(A) = 8, puesto que asi las soluciones
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diferentes de 0 para h son las pertenecientes al espacio nulo de A, el cual tiene en este caso
dimensién 1. El vector generador del espacio nulo de A es, en este caso, el vector solucion
para los elementos de H, dado que H estd univocamente determinada por un factor de
escala.

Debido a los errores en la medida de los puntos en la imagen y/o en el plano, es posible
que rango(A) < 8 con lo que la solucién para H no es exacta aparte de h = 0. En este
caso, en vez de buscar una solucién exacta es recomendable buscar una solucién aproximada
minimizando algin funcional. En [Hartley03] se propone minimizar la norma || Ah| sujeta
a la condicién ||h|| = 1, de modo que la solucién para h se calcula como el vector singular

derecho de A asociado al valor singular mas pequeno.

4.1.1 Soluciones no homogéneas para H

Otra estrategia para encontrar h es convertir el conjunto de ecuaciones lineales homogéneas
de la forma (4.7) en un conjunto de ecuaciones no homogéneas forzando una condicién de la
forma h; = 1, para alguno de los elementos del vector h. Forzar esta condicién es justificable
va que H esta determinada exactamente excepto por un factor de escala. Algunos autores
como [Holland97] y [Hartley03] proponen usar la condicién hg = Hzz = 1, de modo que las

ecuaciones de la forma (4.6) se convierten en ecuaciones de la forma:

0 0 0 —z —yi —1 wzxy vy —v;

h= (4.8)
i oy 10 0 0 —wiry —uy; U;

Donde & se obtiene con los primeros 8 elementos de h. Luego, se pueden concatenar n
ecuaciones de la forma (4.8) para obtener un sistema con 2n ecuaciones y 8 incégnitas de
la forma Mh = b, el cual puede resolverse usando eliminacién gaussiana en el caso que
M € R¥*8 y det(M) # 0 o usando minimos cuadrados en el caso de problemas con n > 4.
En [Hartley03] se hace la aclaracién que si la solucién exacta es h; = 0, entonces no existe

un valor de escala k tal que kh; = 1 y por lo tanto no podria encontrarse la solucién
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exacta usando el sistema no homogéneo. También en [Hartley03] se usan resultados de
geometria proyectiva para mostrar que la normalizacién hg = Hs3 = 1 puede resultar en

errores significativos en aplicaciones précticas.

4.1.2 Solucion de la DLT con puntos en el espacio y su correspondencias

en la imagen

Cuando se cuenta con puntos en el espacio y no sobre un plano, es posible usar un método
analogo al presentado en [Hartley03] para construir la DLT a partir de una correspondencia
de al menos 6 puntos. La necesidad de por lo menos 6 correspondencias se debe a que en
este caso la matriz H corresponde a la dada en la ecuacién (4.1), la cual tiene 11 grados
de libertad. En este caso, el punto i tiene coordenadas en el espacio, (x;,v;,2i), y este

T
vector se representard en coordenadas homogéneas como X! = |:xz Vi % 1] . Si los
T
elementos de H € R3*4 son nuevamente representados por el vector h = [th hg h%“] =

T
hi1 hi2 hiz hia hoir hoo hos hos h3i hs hs3 h34} , se tienen los siguientes

equivalentes para las ecuaciones dadas en (4.6):
UL ) (4.9)

Nuevamente, las ecuaciones de (4.9) pueden representarse como A;h = 0 para construir
la matriz A = [Al Ay - A, ’ y, si m > 6, se usa el vector singular derecho de A
asociado al valor singular mas pequenio como la solucién del sistema Ah = 0. También en
este caso es posible construir una sistema no homogéneo analogo al sistema dado con las
ecuaciones de la forma (4.8), pero no es de interés en este trabajo debido a que no permite

obtener resultados confiables en las aplicaciones préacticas.

Para este caso particular cuando H € R3*4 también es posible resolver para la DLT
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minimizando la norma || Ah|| sujeta a la condicién

=1 (4.10)

o hs ]

Dicha condicién aparece al observar que [h31 haa h33} corresponde a la tltima fila de la
matriz de rotacion R asociada al modelo Pinhole, de donde se obtiene la DLT, por lo que
dicho vector debe tener norma 1. En [Faugeras93] y [Hartley03] se presentan las estrategias
para resolver el problema de minimizacién resultante, de las cuales es importante resaltar
que el estimado lineal encontrado con el sistema de ecuaciones de la forma (4.9) es el punto
de partida para minimizar el error de reproyeccion de la DLT teniendo como parametros

las componentes del vector h.

4.1.3 Consideraciones sobre el rango de la matriz A en el caso 3D a 2D

En el caso que se desee encontrar la DLT que represente una camara proyectiva con puntos
en el espacio, como en la secciéon anterior, se desea resolver un sistema homogéneo de 2n
ecuaciones y 12 incognitas, dado por

Ah =0 (4.11)

Donde h € R'2. Claramente, si rango(A4) = 12 se tiene que la tnica solucién para h es
0, lo cual no tiene significado fisico alguno. En el caso que rango(A) = 11 se tiene que la
solucién para h es tnica salvo por un factor de escala, con lo que se tiene la solucion para
H.

En [Faugeras93] se presentan las siguientes dos proposiciones con su respectiva de-

mostracion:

Proposicién 4.1.1 Para n puntos (n > 6) en posicién general, se tiene que rango(A) =

11.
Proposicién 4.1.2 Para n puntos coplanares (n > 4) en posicién general, se tiene que
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rango(A) = 8.

En las demostraciones de las proposiciones 4.1.1 y 4.1.2 en [Faugeras93], se define a qué
se refiere el autor con el término posicion general: Se refiere a que los puntos elegidos no
caigan sobre una curva cibica deformada (twisted cubic), la cual estd definida por las dos

ecuaciones

/\1xz + /\Qyz + )\322 + )\42 — )\9372 — /\10xy — )\11.%' =0 (4.12)

A5z + Ayz + A72% + Az — dgwy — A1oy® — Ay = 0

Donde A; € R. En [Faugeras93| también se hace la anotacién que, normalmente, 7
puntos elegidos al azar no caen en una curva cubica deformada, por lo que afirma que al
tomar 6 puntos al azar y el centro éptico de la cdmara se construye un conjunto de puntos
que no caen en una cubica deformada.

La proposicién 4.1.2 permite realizar dos conclusiones importantes:

1. Si se estd resolviendo la DLT para el caso general con puntos en el espacio, debe
evitarse a toda costa usar méas de 4 puntos coplanares, con el fin de evitar que

rango(A4) < 11.

1. En el caso de estar resolviendo la DLT para el caso que modelo la proyeccién de un
plano sobre la imagen, al elegir 4 puntos al azar e incluir el centro 6ptico de la camara

se tiene que rango(A) = 8, por lo que la solucién para la DLT serd tnica.

4.1.4 Obteniendo los parametros intrinsecos y extrinsecos a partir de la

DLT

Recordando la ecuacién (4.1), se tiene que

H = K [R|{] (4.13)
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Ahora bien, si se usa la notacién r; con i = 1,2, 3 para denotar las filas de la matriz de

rotaciéon R se tiene que la Transformada lineal Directa puede escribirse como

r g fDu'rl + uors fDutx + uot, Q? q14
H=K |ry t,| = |=fDyra+wvors —fDyty+vot:| = |3 qoa (4.14)
ry t, rs t, 4 g4

Usando las ideas presentadas en [Faugeras93|, es posible reconstruir todos los parametros

intrinsecos y extrinsecos dado que se cumpla la condicion

laz || =1 (4.15)

Encontrar una matriz H € R3** que cumpla la condicién (4.15) es un proceso que puede
resolverse usando multiplicadores de Lagrange o minimos cuadrados, como se muestra en
[Faugeras93] y [Hartley03| respectivamente. Luego, si H cumple (4.15), la fila r3 es igual

a qg salvo un factor de escala e = +1, de este modo se tiene que

r3 =eqy (4.16)
u = qi g3 (4.17)
v = 3 q3 (4.18)
t, =eqs (4.19)

El hecho que t, = ¢34 se debe a que la matriz H calculada puede ser £ K [R|t]. Ahora,

si se calcula el cuadrado de la magnitud de qf se tiene
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2
laf ||” = ¢l @1 = (fDu)* rir1 + 2u0 f Durg 1 (u0)? 13 r3 = (£Du)” + (uo)?

De donde se obtiene
fDu =&y \/ q,{q1 - u%
Donde ¢, = £1. De forma andloga, se puede obtener la expresion

va:5v Q2TCJ2—U§

(4.20)

(4.21)

(4.22)

Donde igualmente se tiene €, = +1. Ahora es posible obtener expresiones para 71,2, t;

V ty:

e (af — uog3)

=
I Dy
o _ = (a2 —vogs)
2 D,
P € (q1a — uog34)
’ I Dy
f & (g24 — v0q34)
Y _fD’U
Se puede verificar que
q
det (R) = eeyey signo |det q =1
@
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Con la condicién (4.27) se reduce el nimero de posibles conjuntos de valores para €, g,
y €, a 4 posibilidades. Es importante resaltar que las ecuaciones (4.16) a (4.27) solamente
son validas si se cumple la condicién (4.15) y si se estd trabajando con puntos en el espacio,
es decir, H € R3*4,

También es posible que la matriz R obtenida con las ecuaciones (4.16), (4.23) y (4.24)
no sea ortogonal debido a los errores en las mediciones en el espacio y en la imagen y
también a que el método usado para calcular H no tiene en cuenta las propiedades de
ortogonalidad de R, por lo que se debe usar la estrategia planteada en la seccién 3.1.2 para

encontrar la matriz ortogonal mas ”cercana” a la matriz R calculada.

4.1.5 La transformacion afin y su aplicacion

Los distintos métodos usados para calcular la DLT también pueden usarse para calcular otro
tipo de transformaciones proyectivas como las transformaciones afines, las rotaciones entre
imégenes o las traslaciones, por mencionar algunas transformaciones. En esta subseccion se
suponerd que se quieren realizar transformaciones entre dos imagenes, por lo que la matriz
correspondiente a la transformacién serd H € R3*3. En el caso de tener dos o mas imagenes
de una escena que se solapen, es deseable fusionar dichas imdgenes para obtener una séla
imagen de la escena que contenga toda la informacién capturada por cada una de las
imdagenes originales. Este proceso de fusion consiste en encontrar una transformacién entre
cada par de imagenes y usar dicha transformacién para hacer que ambas imédgenes coincidan
y puedan ser superpuestas sin que presenten diferencias importantes. La transformacién

usada en éste caso es la transformacién afin, para la cual la matriz H tiene la estructura

a1l a1z ty
H = = a21 a22 t’U (428)
0 0 1
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Donde A € R?>*2 es una matriz no singular. Debido a que la transformacién afin tiene
una estructura bien definida, en la cual uno de sus componentes es igual a 1, es posible
construir un sistema no homogéneo para encontrar los 6 pardmetros que la determinan
usando por lo menos 3 correspondencias entre puntos de la imagen. En este caso, se tiene
que las coordenadas de uno de los puntos en la imagen 1 estdn dados por (u;,v;), mientras
que en la otra imagen se tiene que su correspondiente punto estd dado por (u},v}). Asi, de
forma andloga a la que se construyeron las ecuaciones dadas en (4.8), es posible construir

para el punto ¢ las ecuaciones

w. o0 1 0 0 0 —u;
Aih = = (4.29)
0 0 0 w, v 1 —v;
T T
Donde h = (a1, a1z t, a1 azs t,| - Construyendo lamatriz A = [Al Ay - An} ,

es posible encontrar h usando eliminacién gaussiana o minimos cuadrados lineales, segiin
sise tienen =3 0n > 3.

Para llevar a cabo el proceso de fusion de dos imagenes, se encuentra la transformacién
afin, H, entre estas dos y se usa para transformar una imagen al sistema de referencia de
la otra para luego solapar las imagenes obteniendo una nueva imagen, como se muestra en
la figura 4-1.

En el caso de tener una tercera imagén a solapar, simplemente se fusiona esta tercera
imagen con la imagen resultante de la primera fusion. En la figura 4-2 se presenta el resul-
tado de usar transformaciones afines para fusionar 3 imagenes tomadas en Noviembre de
2008 con la estacién de captura HORUS ubicada en Cartagena de Indias, usando cdmaras
con lentes de 8 mm y resolucion de 1024 x 768 pixeles. La transformacién afin permite
fusionar imagenes sin importar el tamano de las zonas que capturan, como puede corrob-
orarse al ver la figura 4-3, la cual corresponde a la fusién de las mismas 3 cdmaras usadas
en el caso de la figura 4-2 pero con lentes de 4.8 mm, los cuales se instalaron en Mayo

de 2009. En este caso, se logra capturar toda la zona de Bocagrande y ain cuando las
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Figura 4-1: Dos imagenes relacionadas por una transformacién afin H, y su fusion.

imédgenes presentan distorsién radial los resultados de la fusién son satisfactorios.

En la figura 4-3 puede evidenciarse la distorsion radial causada por los lentes de 4.8 mm
en la parte inferior de la imagen donde hay cercas que no aparecen rectas, ésta distorsiéon
es un inconveniente para el proceso de fusién puesto que no hay garantia que las zonas
de solape cambien de la misma forma en cada cdmara, pero aun asi los resultados son
satisfactorios. Esto se debe a que las zonas de solape son tan amplias amplias que incluyen
zonas con distorsion baja o nula, permitiendo ajustar las imégenes sin errores considerables.
En base a ésta explicacién se recomienda, en cualquier caso, intentar usar zonas amplias
para el solape o eliminar la distorsién previamente a la estimacién de las transformaciones

afines.

4.2 Solucién por minimos cuadrados del modelo sin distorsion

Una condicién importante para garantizar buenos resultados en un proceso de optimizacion
no lineal es contar con una aproximacién inicial que se encuentre lo suficientemente cerca

del minimizador que se estd buscando. Esta condiciéon puede garantizarse al usar la DLT y
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Figura 4-2: Panoramica de Bocagrande, imagen fusionada de 3 cdmaras con lente de 8 mm
de la estacién de captura HORUS instalada en Cartagena de Indias, Colombia.

Figura 4-3: Panordamica de Bocagrande, imagen fusionada de 3 cdmaras con lente de 4.8
mm de la estacion de captura HORUS instalada en Cartagena de Indias, Colombia.
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extraer los parametros intrinsecos y extrinsecos como se propone en la seccién 4.1.4, por lo
que solo resta indicar en que forma se construye el funcional a minimizar usando el método
de Levenberg-Marquardt presentado en la seccién 1.4.

Nuevamente, se desea minimizar el error de reproyeccién de los puntos de control, por
lo que se usardn las ecuaciones (2.6) y (2.7) luego de parametrizar la matriz de rotacién
R en términos de los elementos a, b, ¢ del vector r = [a b C]T, por medio de la férmula
de Rodrigues presentada en la seccién 3.1.5, con lo que se obtiene las expresiones para los

errores de reproyeccion en las componentes u y v:

& D <7"11 (i — xe) + 12 (Yi — Ye) + 113 (20 — 2¢)
‘ Y\ rs1 (zi — o) + 732 (Yi — ye) + 733 (210 — 2c)

) +up — (4.30)

21 (@i — ) + 122 (Yi — Ye) + 723 (2 — Zc))
¢ =—fD Fug— v 431
' Iy <T31 (i — xc) + 732 (Y — Ye) + 733 (25 — 2c) 0 ! ( )

Donde (u;j,v;) son las coordenadas sobre la imagen del punto de control i cuyas coor-
denadas en el espacio son (z;,y;, 2;) y, claramente, r;; = g;; (a,b, ¢) parai,j € {1,2,3}. De
este modo, haciendo uso de n puntos de control, se puede construir el vector de residuales

R¢ como funcién de los parametros a, b, ¢, Z¢, Ye, 2ey fDu, fDy, g, ¥ vo:

€1
€1

Re (CL, b7 ¢, 207y07zC7fDu7vavu07v0) = 6% € RZ” (432)

v
6’I’L

Al observar el vector R, es claro que se necesitan al menos 5 puntos de control para

garantizar la existencia de una solucion al problema de minimos cuadrados dado por

min R R, (4.33)
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Debido a que las estrategias para encontrar la DLT presentadas en la seccion 4.1 exigen
el uso de 6 puntos de control o més, en general se debera contar con al menos 6 control y
solucionar el problema de minimos cuadrados sobredeterminado dado en la ecuacién (4.33).
En [Salvi02] se propone usar solamente la DLT y calcular los pardmetros intrinsecos y
extrinsecos usando la técnica presentada en la seccién 4.1.4, mientras que en [Faugeras93]
y [Hartley03] se propone minimizar el error de reproyecccién de la DLT directamente para
luego encontrar los parametros intrinsecos y extrinsecos como funcién de los 12 elementos
de la DLT, aunque en [Faugeras93] también se plantea minimizar el error de reproyeccién

directamente sobre los parametros del modelo Pinhole.

4.3 Soluciéon por minimos cuadrados del modelo con dis-
torsion

El modelo Pinhole sin distorsién es adecuado en aplicaciones que no necesitan un alto grado
de precisién o donde dicha distorsién ya ha sido corregida de las imagenes (Por ejemplo,
cuando la distorsién ha sido corregida graficamente usando métodos analogos al método
presentado en la seccién 3.2.2), pero en aplicaciones donde se necesita alta precisién y/o
donde las camaras no son de buena calidad es necesario tener en cuenta los efectos de
la distorsién. En [Salvi02] se presenta el método cuyos autores denominan de Faugeras
con distorsion radial para solucionar el modelo Pinhole suponiendo un sélo parametro de
distorsién radial, los autores presentan su solucién usando el método de Newton obteniendo
buenos resultados. En este caso, en vez de usar el error de reproyeccion sobre la imagen en
pixeles, los autores usan el error de reproyeccién calculado en el plano de la imagen, bajo el
sistema de referencia XY Z de la seccién 2. Los autores de [Salvi02] no dan una justificacién
para usar dicho error de reproyeccién, aunque tampoco se encuentra en la literatura alguna
razén para rechazar dicha opcidon. Otra diferencia significativa del método propuesto en

[Salvi02] con el método que se presentard a continuacién en esta seccién es que los autores
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no proponen usar la formula de Rodrigues para parametrizar la matriz de rotacién, aunque

este hecho es recomendado en [Faugeras93], [Zhang98] y [Zhang00].

La estrategia para construir el funcional a minimizar en el caso del modelo Pinhole con

distorsién presentada en este trabajo se basard en la ecuacién (2.16), teniendo presente que

la matriz de rotaciéon, R, nuevamente se parametrizard en términos de las componenetes

T
a,b, c del vector r = [a b c} usando la férmula de Rodrigues. En este caso, el vector de

residuales R, es funcién de los pardmetros a,b, ¢, ty,ty,t., f Dy, f Dy, uo, vo, k1, ko, k3, k4, ks

v ke v es construido como

ul—ﬂl
vy — 01
Up — Up
Up, — Up

€ R?" (4.34)

Donde el punto de control i tiene coordenadas en el espacio (x;,y;, z;) vy coordenadas

medidas en la imagen (u;,v;) y los estimados (4;, v;) cumplen

wu;

Zi

Wl

Donde |qw; | = [R|t] v
Z;

w
1

= K [RIf]

+ K

W6, (s, )
(4.35)

wéy (ug, v;)

0

y 0y (Ui, vi), 0y (U, v;) estdn dados por la expresion (2.14).

Es importante aclarar que los valores w y w no son necesariamente los mismos para todos

los puntos de control, aunque no aparezcan con el subindice ¢ en la ecuacién (4.35)
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En el caso de querer resolver el modelo Pinhole incuyendo los 6 pardmetros de distorsion
es necesario contar con al menos 8 puntos de control pero, debido a las consideraciones
ya mencionadas en la seccién 3.1.2, en este trabajo sélo se construira el funcional F' =
RT R, como funcién de los pardmetros de distorsién radial, k; y kg2, con lo que el nimero
minimo de puntos de control necesarios se reduce a 6, posibilitando usar el minimo niimero
de puntos de control para encontrar el estimado inicial de los parametros intrinsecos y
extrinsecos usando la DLT y las ecuaciones de la seccién 4.1.2. En esta seccién como en la
anterior seccién, no se presentan las versiones explicitas del vector R, ni su jacobiano R, y
tampoco se presentan las versiones explicitas del funcional F' ni su gradiente, esto debido
a que estas ecuaciones son bastante extensas y poco ilustrativas. Cabe aclarar que éstas
ecuaciones pueden obtenerse usando lenguajes para mateméticas simbdlicas como M aple®

(Ver www.maplesoft.com/).
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Capitulo 5

Experimentos y resultados

Como ya se explicé al final del capitulo 1, para solucionar todos los problemas de minimos
cuadrados planteados en éste trabajo se harad uso del método de Levenberg-Marquardt
debido a las ventajas que exhibe respecto a los métodos de Newton y del Gradiente. En
primera instancia se presentaran resultados al usar el método de Levenberg-Marquardt para
calcular puntos de fuga y para resolver el modelo Pinhole con o sin distorsiéon usando datos
sintéticos, estos resultados permitiran validar el uso de dicho método y de los funcionales
propuestos. Adicionalmente se presentaran resultador al agregar incertidumbre en los datos
sintéticos con el animo de analizar la tolerancia al ruido de los algoritmos para luego usar
los métodos en la solucién del modelo Pinhole para el caso de las camaras instaladas en la

estacion HORUS en Cartagena.

5.1 Calculo de puntos de fuga

En la seccién 3.1.2 se presenté el uso de los puntos de fuga en una imagen para estimar
los pardmetros intrinsecos de la cdmara, en esta seccién se mostrard la estrategia lineal
y la no lineal para encontrar de manera acertada dichos puntos de fuga. Retomando
las ideas de la seccién 3.1.2, los pardmetros que se desea encontrar para determinar el
punto de fuga son sus coordenadas (uys,vy) y las pendientes de las rectas que pasan por
los puntos que determinan cada uno de los segmentos de linea que determinan el punto
de fuga como se muestra en la figura 3-2. En este caso lo que se desea minimizar es la
distancia perpendicular de cada punto a la linea que pasa cerca de este. Para tal fin, se

obtiene una expresion de dicha distancia en términos de la posicién del punto de fuga y la
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pendiente de la recta que pasa més cerca de dicho punto:

o 2 a 2
. m; (::ZZ —i—v?) —my; (—mug + vy) . m? (%—l—vf) — miuf + v .
m; + 1 m; + 1
(5.1)
, m; (m—2+vi> —m; (—miug + vy) , m; (ﬁi—i—vi) — myuf + vy
m; + 1 m; + 1
(5.2)

Donde (uf,v$) y (ul-’ Ub) determinan el segmento de linea i, y la recta que aproxima

17 7 (R )
dicho segmento tiene pendiente m; y pasa por el punto de fuga (us,vs). El vector de

residuales a construir tiene 2n ecuaciones y depende de n + 2 variables, asi:

_d‘f
df
Re (ugp,vp,mi,mo,...,my) = | 1| € R2" (5.3)
dy,
;]

Para poder resolver el problema min R! R, usando el método de Levenberg-Marquardt
primero es necesario contar con una aproximacion inicial del vector (us, vy, mi, ma, ..., My),
para obtenerla se usa el método de minimos cuadrados lineales, calculando cada pendiente
como

b
mp= L (5.4)
1

Y el punto de fuga, (uyf,vy), se aproxima al resolver por minimos cuadrados el sistema
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-ml 1] -—mlu‘f + v‘f-

mg  —1| |uy _ —maug + vg (5.5)
vf

|y —1] | —mpuy, + vg |

En la figura 5-1 se presenta una grafica de un patrén de calibracién y los 3 segmentos

de linea usados para determinar un punto de fuga de la imagen.

Figura 5-1: Patrén de calibraciéon y punto de fuga determinado usando el método de
Levenberg-Marquardt.

En la tabla 5.2.1 se presentan los resultados al apliacar el método de Levenberg-
Marquardt para minimizar el funcional R?RE, puede observarse que los resultados obtenidos
con el método lineal son suficientemente cercanos a los valores finales del método no lineal,
aunque el error, F' (,B (’")) , en el primer paso de Levenberg-Marquardt tiene una disminucién

muy significativa.
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Tabla 5.2.1. Resultados del método de Levenberg-Marquardt

en la determinacién de puntos de fuga.

r A Ee) F <5<r>>
USZ‘) U](cr) mgr) mgr) mz(;“)

0 - —2589.43420 | —410.13703 | 0.18276 | 0.30657 | 0.49004 | 625.860910

1 5 —2589.43280 | —410.13874 | 0.18485 | 0.30283 | 0.49169 | 4.492460

2 25 | —2589.43090 | —410.14228 | 0.18485 | 0.30283 | 0.49170 | 4.491924

3| 125 | —2589.42730 | —410.14886 | 0.18485 | 0.30284 | 0.49170 | 4.491852

20 | 19 x 107% | —2587.85220 | —409.75388 | 0.18483 | 0.30286 | 0.49180 | 4.489924

En la tabla 5.2.1 puede observarse que el pardametro A tiende a 0, lo cual es el com-
portamiento esperado cuando el método de Levenberg-Marquardt estd convergiendo a un
mimizador local, también es importante ver que en las primeras iteraciones el cambio en
las coordenadas del punto de fuga fueron despreciables, lo que indica que el método lineal
puede ser suficiente en aplicaciones que no necesiten alta precisién en las coordenadas del

punto de fuga.

5.2 Estimacion de los parametros extrinsecos a partir de la

DLT y la matriz de calibracién interna

En esta seccién se usaran las ecuaciones (3.20) a (3.23) para obtener un estimado lineal
de la matriz de rotacién R y el vector de traslacién ¢, para luego usarlas como el estimado
inicial en el proceso de minimizacién del funcional F (a,b, c,ts,ty,t.) dado en la ecuacién
(3.57). Los datos usados son los correspondientes a la imagen de la figura 5-2 en la cual
se presenta una imagen del patron de calibracién a la cual se le ha removido la distorsién
Se calculo su DLT a partir de los puntos marcados en la imagen,

de manera grafica.

suponiendo que el extremo marcado como (0,0) corresponde al origen de coordenadas en
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el espacio (0,0,0), también puede observarse que todos lo puntos son coplanares, por lo

que la DLT calculada es una matriz 3 x 3. La matriz de parametros internos usada es:

1229.665 400
K= —1230.888 300 (5.6)
1

Figura 5-2: Patrén de calibracion y puntos usados para calcular la DLT de la imagen.

La DLT obtenida usando el método de SVD propuesto en la seccién 4.1 es:

0.0028655435  —0.0001524123 0.3253195545
H = |-0.0003124441 —0.0031669341 0.9455930218 (5.7)
—0.000000575  0.0000000116 0.0016318316
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Al usar las ecuaciones (3.20) a (3.23) se obtiene la siguiente matriz R* y el vector t:

0.973926728381759  —0.049421380346945 0.221974832899686
R* = | 0.043955698793725  0.996460869490231  0.006595442184432 (5.8)
—0.222563753309380  0.004521865547967  0.972652225891565

—103.0074255003998
t = | —143.3332364241051 (5.9)
631.2984680537493

Al hacer el producto (R*)” (R*) se puede ver que R* no es una matriz ortogonal, por
lo que se usa la estrategia dada en la secciéon 3.1.2 para obtener la matriz ortogonal mas

aproximada a la matriz R*, obteniendo:

0.973804787875467  —0.046927056255536 0.222490643628011
R =] 0.046625525112510  0.998890563651087  0.006610768245465 (5.10)
—0.222554028314024  0.003936145322807  0.974912412086952

La norma de Frobenius de la diferencia R — R™) es HR — Rk = 0.004998580642437.

I
Al obtener la matriz R con el método lineal, se procede a parametrizarla en terminos del

T
vector r = {a b C} por medio de la férmula de Rodriguez, obteniendo:

0.001349112669237
r = |—0.224486001449724 (5.11)
—0.047189071660986

Ahora, con el vector ,6’(0) = [rT tT] como estimado inicial, se usa el algoritmo de

Levenberg-Marquardt para obtener mejores estimados, y los resultados se presentan en
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la tabla 5.3.1. En dicha tabla puede observarse que el vector de traslacién no sufrié
cambios significativos, mientras que el el vector r, que es paralelo al eje de rotacion, si fue
modificado fuertemente lo que causo cambios en los dngulos que determinan la matriz de
rotacion R, en este caso, se puede observar la fuerte disminucion en el error de reproyeccion
al usar el método de Levenberg-Marquardt. Las diferencias entre el método lineal y el
método de Levenberg-Marquardt pueden explicarse al observar que el calculo de la DLT
no tiene en cuenta ninguna propiedad de la matriz H, lo que introduce error en el proceso
de extraccién de los pardmetros del modelo Pinhole de dicha matriz. Adicionalmente,
debido a esos errores, la matriz R estimada en principio no es ortogonal, lo que obliga a
modificarla de modo que si lo sea, aumentando la desviacién de los pardmetros obtenidos
a partir de la DLT. En el caso del método de Levenberg-Marquardt, los pardmetros son
estimados directamente usando el error de reproyeccién, por lo que se tiene muy en cuenta

la estructura no lineal del modelo.

Tabla 5.3.1. Estimados de la matriz de rotaciéon y del vector de traslacién
usando métodos lineales y no lineales
Parametro | Método lineal | Levenberg-Marquardt | Diferencia relativa (%)
[ 0.00135 ] [ 0.00991 ] _86.38—
r —0.22449 —0.22036 1.872
| —0.04719 | | —0.047300 | 0.234)
0 13.143° 12.926° 1.684
T 167.1389° 167.3627° 0.1337
o 88.9868° 86.0638° 3.3962
10) 88.2981° 91.2151° 3.1979
-—103.00743- -—103.21486- -0.2009-
13 —143.33324 —144.02935 0.4833
| 631.29847 | | 632.88516 | 0.2507 |
F (B) 182639.691 106.7056 -
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5.3 Estimacion de los parametros internos y de distorsién

radial usando patrones de calibraciéon

Para llevar a cabo el proceso de estimacién de los pardmetros internos y de distorsién radial

usando patrones de calibracion es necesario seguir los pasos dados en el algoritmo 5.4.1.

Algoritmo 5.4.1. Para estimar los pardmetros intrinsecos y de distorsién radial de una
camara usando un patron de calibracion planar como el presentado en la figura 5-2,

es necesario:

1. Tomar p fotos del patrén de calibracién en distintas orientaciones, p debe ser

mayor o igual a 3.

2. Marcar o detectar automaticamente todos los n vértices del patron de calibracién

en cada una de las p imagenes.

3. Suponiendo que el plano del patrén de calibracién esta sobre el plano z = 0, usar
los vértices encontrados en el paso anterior para estimar las DLT (Homografias)

de cada una de las imagenes.

4. Usar las DLT de las m imagenes y/o los puntos de fuga de cada imagen para
estimar los pardmetros internos con los métodos expuestos en la seccién 3.1.2 vy,
si se desea, los pardmetros de distorsién radial usando el método de la seccién

3.1.3.

5. Usar los estimados del paso anterior para extraer las matrices de Rotacion y los

vectores de traslacion de cada imagen, R;, t; con i =1,...,p.

6. Usar los estimados de los parametros intrinsecos, los pardmetros de distorsién,
las matrices R; y los vectores t; para optimizar los pardmetros internos y de

distorsién minimizando algin funcional, por ejemplo el presentado en la ecuacion
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(3.35). En este paso pueden usarse métodos no lineales como el Gradiente,
Newton o Levenberg-Marquardt, también es posible usar métodos de dos pasos
que minimizan en base a un subconjunto de pardmetros y luego usan los nuevos

estimados para minimizar respecto a los pardmetros faltantes.

Para llevar a cabo cada uno de los pasos del algoritmo 5.4.1 se contruyd un toolbox
de Matlab con su respectiva interfaz grafica para facilitar la seleccion de imégenes, la
extracciéon de los vértices y permitirle a un usuario final poder realizar calibraciones de
distorsién sin necesidad de programar cada uno de los pasos. En la figura 5-3 se presenta
la interfaz gréafica desarrollada, la cual se incorporé como una herramienta adicional del
software que constituye el sistema HORUS.

El toolbox de calibracién de HORUS utiliza un mecanismo de optimizacién en dos
etapas: La primera etapa consiste en estimar los parametros internos de la camara para
luego extraer los pardmetros extrinsecos de cada imagen (R; y t;, para cadai = 1,...,m). La
segunda etapa es el proceso de optimizacion del error de reproyeccién, donde se encuentran
mejores aproximaciones de los pardmetros intrinsecos y de distorsién radial. Terminada la
segunda etapa, se repite el proceso de la primera, recalculando los parametros extrinsecos de
cada imagen, para luego volver a usar el método de optmizacién no lineal. En las primeras
iteraciones del mecanismo de optimizacién se hace uso del método del Gradiente para
aprovechar sus caracteristicas de convergencia global, cambiando al método de Levenberg-
Marquardt cuando los vectores de actualizacion calculados sean pequenos. Este método
puede presentar estancamiento en minimos locales que no sean soluciones aceptables del
problema, hecho que obligaria a buscar estimados iniciales mas adecuados, razon por la
cual el toolbox de calibracién cuenta con la posibilidad de definir los parametros iniciales
para el proceso de optimizacion.

En la actualidad es posible encontrar otros toolbox de calibracién en internet, todos
con sus fortalezas y debilidades frente al toolbox desarrollado en este trabajo, en particular

se destaca el toolbox desarrollado por Jean-Yves Bouguet ([Bouguet]), el cual se encuentra
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Figura 5-3: Interfaz grafica de calibracién de lentes HORUS.
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disponible en la direccién http://www.vision.caltech.edu/bouguetj/calib_doc/index.html y
funciona bajo matlab. Este toolbox tiene un funcionamiento similar al toolbox de este
trabajo, con la diferencia de tener una interfaz menos grafica y contar con un mecanismo de
optimizacion que usa los parametros intrinsecos de la cimara, los parametros de distorsién
y los pardmetros extrinsecos asociados a cada imagen como el vector minimizador, lo que
lo hace mas robusto y reduce la posibilidad de estancamiento en minimos locales. En la
tabla 5.4.1 se presentan los resultados obtenidos al estimar los pardmetros intrinsecos y
de distorsién radial usando el toolbox de calibracion de Bouguet y el toolbox HORUS,
desarrollado en este trabajo. Puede observarse como los estimados de todos los parametros
son del mismo orden a excepcién del estimado para ks, pero el hecho que ambos estimados
sean cercanos a 0 indica que dicho pardmetro no ejerce una influencia importante en ésta
calibraciéon. Es importante aclarar que al ser estos datos reales no es posible conocer la
solucién exacta del problema, si es que existe, y que por lo tanto la comparacion de los
resultados obtenidos con uno y otro método es la tUnica herramienta que se tiene para

validar dichos resultados.

Tabla 5.4.1. Resultados de la estimacion de los parametros internos
y de distorsién radial usando dos diferentes toolbox
Parametro | Toolbox de Bouguet Toolbox HORUS
fDu 1196.19607 1152.92556
fDv 1193.09726 1146.38759
u0 420.14422 409.02738
v0 298.21624 302.36306
kq —0.36662 —0.342904
ko 0.05004 0.00403
N 0.73519 0.85583
o(uij) 0.4818 0.6334
o(vij) 0.9225 1.0336
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El valor \/@ dado en la tabla 5.4.1 corresponde al error de reproyeccién medio
cuadratico, mientras o(u;;) y o(v;;) corresponden a las desviaciones estandar de los errores
de reproyeccién en las direcciones u y v, respectivamente. Puede observarse como el error
obtenido con el toolbox de Bouguet es menor, sin ser muy alejado del error cometido con
el toolbox HORUS. Para ver si el resultado entregado por Bouguet es el mejor estimado
posible, se usaron sus resultados como estimados iniciales en el toolbox HORUS, obteniendo
los resultados presentados en la tabla 5.4.2: El error de reproyeccion medio cuadratico
disminuyo, al igual que las desviaciones en ambas direcciones, lo que indica que es posible
obtener mejores resultados con el toolbox HORUS usando un estimado inicial cercano a

una solucion aceptable del modelo.

Tabla 5.4.2. Resultados de la estimacion de los parametros internos
y de distorsiéon radial usando el toolbox HORUS
Parametro Valor obtenido
fDu 1196.189386291161
fDv 1193.104593703543
u0 420.149688882363
v0 298.212730651266
k1 —0.369663786425277
ko 0.045542558896232
\/% 0.735070689048368
o (uij) 0.4882
o (vij) 0.9189

5.4 Estimacion del modelo Pinhole sin distorsion

En esta seccion se usan los métodos presentados en la seccién 4.1.4 para obtener estimados
de los parametros del modelo Pinhole a partir de la transformada lineal directa de la cimara

y con estos estimados se inicializara el método de Levenberg-Marquardt para minimizar el
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funcional de la ecuacién (4.33). Para estudiar la validez y precisién de dicho procedimiento,

primero se usaran datos sintéticos, construidos usando los siguientes pardmetros:

1000 0 512
K = —1000 384 (5.12)
1

1
r=11 (5.13)
0.4

100
C = (100 (5.14)
100

En este caso, la matriz de rotacién R se calcula usando la formula de Rodrigues y el
vector t se obtiene como t = —RC'. Las coordenadas de los puntos de control usados se dan
en la tabla 5.5.1, los valores de u; y v; se obtuvieron usando la ecuacién (2.9), de modo que
estos valores no tienen error. Es importante resaltar que las coordenadas de dichos puntos
sobre la imagen sélo abarcan una pequena regién sobre la imagen cuando se supone que
ésta es de 1024 x 768 pixeles, éste hecho se debe a que se desea emular las condiciones que
se encuentran en las aplicaciones en zonas costeras, donde sélo una pequena porcién de la

imagen corresponde a playa y/o edificaciones que permitan marcar puntos de control.
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Tabla 5.5.1. Datos de los puntos de control sintéticos
GCP | x; vi | % U; Vi

1 -280 | 670 | 1 | 212.5037 255.9812

2 -280 | 480 | -1 | 56.903 410.1003

3 -47 | 450 | 3 | 209.9397 18.0808

4 -134 | 660 | 4 | 302.6338 75.0544

5 -159 | 560 | 4 | 218.4007 167.847

6 -188 | 570 | 3 | 203.9587 204.3205

7 -216 | 640 | 2 | 232.9359 197.1088

Al calcular la DLT usando el método de SVD propuesto en la seccién 4.1.2 se obtiene

la siguiente matriz H, la cual fue escalada para garantizar que h3; + h3, + h3; = 1.

—0.002558185 —0.005772983 —0.009292080 1.762324826
H =10°x | 0.008830225  0.001932878 —0.005747757 —0.501534591 (5.15)
0.000005104  —0.000008434 —0.000001675 0.000500517

Usando el método de la seccién 4.1.4 para estimar los pardametros del modelo Pinhole y
la férmula de Rodrigues para obtener el vector r se obtienen los valores presentados en la
tabla 5.5.2, donde puede notarse que los errores son despreciables, lo cual era de esperarse

pues los datos usados fueron generados sin considerar ningun tipo de incertidumbre.
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Tabla 5.5.2 Parametros del modelo Pinhole
obtenidos a partir de la DLT
Parametro | Estimado | Exacto | Error relativo (%)

fDu 999.999999 1000 9x 1078
fDv 1000 1000 0

u0 512 512 0

v0 384 384 0

T 80.3559° 80.3559° 0

o 58.8176° | 58.8177° 1x1074

10) 148.8175° | 148.8177° 2.5 x 1074

ty 100 100 0

ty 99.9999 100 1x107°

t, 99.9999 100 1x107°

Para estudiar la precisién del método que minimiza el funcional de la ecuacion (4.33)
usando Levenberg-Marquardt, se usaron los mismos datos sin error, pero como estimado
inicial se uso el vector 8(°) dado en la tabla 5.5.3 y se obtiene el vector 5(217) dado en la
misma tabla. Puede observarse en dicha tabla que los errores son 0, resultado esperado al
usar datos sin incertidumbre, de modo que el funcional de la ecuacién (4.33) tiene como

minimo absoluto el valor 0.
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Tabla 5.5.3 Parametros del modelo Pinhole
obtenidos con Levenberg-Marquardt
Pardametro B BT Exacto | Error relativo (%)
fDu 76.5593 1000 1000 0
fDv 112.3980 1000 1000 0
u0 512 512 512 0
v0 384 384 384 0
T 172.4839° | 80.3559° | 80.3559° 0
o 61.4627° | 58.8177° | bH8.81T7° 0
) 160.2610° | 148.8177° | 148.8177° 0
ty 105.2634 100 100 0
Ty 278.1039 100 100 0
t, 21.9885 100 100 0

En la figura 5-4 se presenta la evolucién del parametro A y del error de reproyeccion
F (B)T F (53), puede observarse como el valor A" = 0 al igual que el error de reproyeccion,
lo que era de esperarse teniendo en cuenta los resultados del 1.4.3.

Para estudiar la tolerancia al ruido del método propuesto se agregé a las coordenadas en
la imagen de los puntos de control un niimero aleatorio dsitribuido normalmente con media
0 y desviaciéon estandar entre 0 y 1.5, el cual puede interpretarse como la incertidumbre
de las mediciones hechas sobre la imagen. En las figuras 5-5 y 5-6 puede observarse como
cambiaron los estimados de cada parametro con el método lineal y con el método de
Levenberg-Marquardt a medida que aumentaba la incertidumbre de las mediciones en la
imagen.

En la figura 5-5 se observa que el método no lineal es méas robusto que el método
lineal, incluso el método lineal presenta grandes variaciones en los estimados a medida que
la incertidumbre de las mediciones en la imagen aumenta, hecho que puede explicarse al

tener en cuenta que el método para calcular la DLT no tiene en cuenta las propiedades del
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Figura 5-4: Evolucién del pardmetro A (Arriba) y del error de reproyeccién F (8)7 F (3)
usando el método de Levenberg-Marquardt.
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Figura 5-5: Variacion de los pardmetros intrinsecos al aumentar la incertidumbre en las
coordenadas de la imagen usando 7 puntos de control.

102



modelo Pinhole, solo busca encontrar la homografia que minimice el error de reproyeccién,
sin prestarle importancia a la estructura de dicha matriz. También es notable que los
parametros que tienen mayor variacion son los parametros intrinsecos, lo que se puede
explicar teniendo presente que un error en dichos parametros puede ser compensado por

los pardmetros de traslaciéon y rotacion de la cdmara.

Figura 5-6: Variacién de los pardmetros extrinsecos al aumentar la incertidumbre en las
coordenadas de la imagen usando 7 puntos de control.

Para poder estudiar hasta donde los modelos obtenidos con el método lineal y con
Levenberg-Marquardt son confiables, se calculé para cada valor de la incertidumbre el
error de reproyeccién medio cuadratico, EMC, también las desviaciones estandar de las
reproyecciones en las direcciones u y v, o (u) y o (v) respectivamente, y, por ultimo, el
error de normalizacion calibrado (NCE por sus siglas en inglés) que fue introducido en
[Weng92] vy fue propuesto como un método para comparar distintas calibraciones de una

misma cdmara en [Salvi02]. El error NCE se calcula usando la siguiente férmula:
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n 271/2

1 (& — ) + (9 — i)
NCE = -
CB = 2 | F (o 703 12

(5.16)

Donde (z;,y;, z;) es la posicién exacta del punto de control ¢ y (Z;,9;) es la proyeccién
de las coordenadas en la imagen de dicho punto de control, (u;,v;), intersectada con el
plano z = z;. En [Salvi02] y [Weng92| se explica que si NCE < 1 entonces el error de
la reproyeccién es menor, en media, que el error en la digitalizacién, lo que es bastante
deseable. Si NC'E =~ 1 entonces se tiene una buena calibracién. Valores de NCE >> 1
revelan una calibracién poco precisa. En el caso lineal, MCE, o(u) y o (v) se calcularon
usando la matriz H correspondiente a la DLT y NCFE se calculé con los parametros del
modelo Pinhole extraidos de dicha matriz, mientras que en el caso no lineal se usaron
siempre los estimados de los pardmetros obtenidos con el método de Levenberg-Marquardt.
En la figura 5-7 se presenta la evolucion de cada error en el caso lineal y en la figura 5-8
se presenta la evolucion de cada error usando el método de Levenberg-Marquardst.

Puede observarse en la figura 5-7 que en la mayoria de los casos NCE >> 1, lo
que indica que los parametros del modelo Pinhole obtenidos directamente de la DLT no
permiten obtener una calibracién aceptable, mientras que en la figura 5-8 se puede ver que
NCE << 1 en todos los casos, por lo que puede decirse que los parametros estimados con
el método de Levenberg-Marquardt permiten obtener una calibracién bastante confiable.
Sin embargo, los errores obtenidos con la transformada lineal directa (Ver figura 5-7) son
comparables con los errores obtenidos por el método no lineal, lo que indica que en el caso de
aplicaciones donde se necesite calibrar la caAmara pero no sea relevante tener explicitamente
los parametros del modelo Pinhole es aceptable usar solamente la transformada lineal
directa.

Al observar las altas variaciones en los estimados de los pardmetros en las figuras 5-
5 y 5-6, es posible imaginar que el método propuesto en este trabajo para estimar los

pardmetros no es lo suficientemente confiable, pero una de las principales razones para
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Figura 5-7: Evolucién de los errores de la calibracién usando el método lineal.

Figura 5-8: Evolucién de los errores de la calibracién usando el método de Levenberg-
Marquardt..
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Figura 5-9: Variacion de los pardmetros intrinsecos al aumentar la incertidumbre en las
coordenadas de la imagen usando 43 puntos de control.

dichas variaciones es que solamente se usaron 7 puntos de control, cuando lo normal es
hacer éste tipo de pruebas con un nimero de puntos de control mayor: Por ejemplo, en
[Salvi02] y [Tsai87] se usan 300 puntos de control sintéticos para estimar los pardmetros
del modelo Pinhole. Debido a esto, se llevo a cabo una segunda prueba de tolerancia
a la incertidumbre usando 43 puntos de control, obteniendo las graficas de evolucién de
los pardametros presentadas en las figuras 5-9 y 5-10 en las cuales puede observarse que la
variacion en los estimados disminuye considerablemente y que, incluso, es posible tener una
incertidumbre mas alta. El hecho que la incertidumbre pueda llegar a tener una desviacién
estandar de 3 pixeles es un caso poco comun, ya que los puntos de control siempre se escogen
de forma que sea posible identificarlos claramente en la imagen garantizando incertidumbres
bajas.

Para terminar la comparacién con datos sintéticos, se usaron los datos sintéticos usados
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Figura 5-10: Variacion de los pardametros extrinsecos al aumentar la incertidumbre en las
coordenadas de la imagen usando 43 puntos de control.
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en [Salvi02] y [T'sai87] para estimar los pardmetros del modelo Pinhole usando los métodos
propuestos en este trabajo. En la tabla 5.5.4 se presentan el error medio cuadratico, el
méximo error de reproyeccién cometido, max (€) y el error de calibracién normalizado para
los distintos métodos reportados en [Salvi02] y para los métodos propuestos en éste trabajo,
los cuales se identifican con el nombre HORUS. La abreviatura NR indica que el método
fue optimizado usando Newton-Raphson, propuesta hecha en [Tsai87]. Puede observarse
que los métodos que no tienen en cuenta efectos de distorsion, Faugeras, Faugeras NR
sin distorsion y HORUS sin distorsién, presentan mayores errores debido a que los datos
sintéticos fueron generados connsiderando distorsién radial, mientras que los métodos que
tienen en cuenta los efectos de la distorsién radial presentan errores bastante menores.
También puede observarse que los resultados del método HORUS son mejores en terminos
de masxima desviacion, NCE, y error medio cuadratico, lo que permite concluir que usar
el algoritmo de Levenberg-Marquardt permitié obtener resultados de mayor calidad que

los reportados con los otros métodos.

Tabla 5.5.4. Errores cometidos al estimar los parametros

del modelo Pinhole usando los datos de [Tsai87]

Método EMC | max (¢) NCE

Faugeras 0.2689 | 1.2701 0.6555

Faugeras NR sin distorsién | 0.2770 | 1.3692 0.6784

Faugeras NR con distorsiéon | 0.0840 | 0.2603 0.2042

Tsai optimizado con punto 0.0836 | 0.9500 0.2033
principal optimizado

Weng 0.0845 | 0.2680 0.2064

HORUS sin distorsién 0.2109 | 0.7761 0.6575

HORUS con distorsion 0.0632 | 0.2424 0.2053
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5.5 Estimacion del modelo Pinhole con distorsion radial

En esta seccién se usaran nuevamente los resultados presentados en la seccién 4.1.4 para
obtener estimados iniciales de los parametros intrinsecos y extrinsecos de la cAmara y para
los estimados iniciales de los parametros de distorsion se usara el valor 0. Dichos estimados

de la distorsién se usaran teniendo presente las siguientes consideraciones:

1. Los sistemas camara-lente de buena calidad presentan distorsiones nulas o desprecia-

bles.

[\]

. Para poder estimar los parametros de distorsién radial con métodos lineales, es nece-
sario contar con mas de una imagen de la misma escena desde distintas orientaciones y
con el sistema camara-lente en la misma configuracién o al menos contar con imagenes

de varias escenas con la misma configuracién de la camara.

3. El sistema HORUS usa camaras fijas, por lo que sélo es posible obtener una imagen

para realizar la calibracién luego de que la cdmara ha sido instalada.

4. Debido a que las cdmaras HORUS estdn configuradas con distancias focales muy

grandes, la distorsion radial disminuye considerablemente.

Ut

. Es preferible para un usuario con poco tiempo y/o conocimiento, marcar tantos puntos
de control como sea posible en la misma imagen, que tener que preocuparse por

conseguir distintas imédgenes para llevar a cabo la calibracion.

Nuevamente, para poder estudiar la precision del método de Levenberg-Marquardt se
usaron datos sintéticos. En primera instancia se usaron los datos de la seccién 5.4, para
verificar que el algoritmo logra converger a un estimado donde los pardmetros de distorsién
sean 0. En la tabla 5.6.1 se presentan los estimados iniciales, los estimados finales con
el método de Levenberg-Marquardt luego de 60 iteraciones y se comparan estos con los
pardmetros reales. Es claro que en el caso de contar con datos sin incertidumbre y con

distorsién nula, el método es capaz de obtener estimados con errores despreciables.
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Tabla 5.6.1. Estimados de los parametros del Modelo Pinhole
obtenidos con el método de Levenberg-Marquardt
Parametro | Estimado incial | Estimado final Valor real
fDu 900 1000 1000
fDv 900 1000 1000
u0 500 512 512
v0 300 384 384
ki 0.1 —1.49 x 10713 0
ko 0.2 5.291 x 10713 0
a 1.1 1 1
b 0.8 1 1
c 0.35 1 1
te —120 —150.606 —150.606
ty —-80 —69.3733 —69.3733
t, —100 —50.0517 —50.0517

ra, usan S ion 5. neran nuevos valor rdenadas u
Ahora, usando los datos de la secciéon 5.4, se genera evos valores de las coordenadas
y v, que corresponden a un modelo con distorsién radial dada por los pardametros k; = —0.3

y ks = —0.1. En la tabla 5.6.2 se presentan los datos obtenidos.
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Tabla 5.6.2. Datos de los puntos de control sintéticos
GCP | vi | % U; Vi

1 -280 | 670 | 1 | 222.3726 260.1996

2 -280 | 480 | -1 | 87.2381 408.3606

3 -47 | 450 | 3 | 231.8722 44.6501

4 -134 | 660 | 4 | 311.7882 88.5629

5 -159 | 560 | 4 | 230.6273 176.8484

6 -188 | 570 | 3 | 216.2094 211.4663

7 -216 | 640 | 2 | 242.735 203.6713

Estos datos fueron usados para estimar nuevamente los parametros del modelo Pinhole,
incluyendo los parametros de distorsion, obteniendo los sresultados presentados en la tabla
5.6.3. El método de Levenberg-Marquardt tard6 62 iteraciones en encontrar el estimado
final, usando A0 =10 y v = 5. Nuevamente se obtuvo un estimado con error 0, debido a

que los datos usados no tienen incertidumbre alguna.
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Tabla 5.6.3. Estimados de los parametros del Modelo Pinhole
obtenidos con el método de Levenberg-Marquardt
Parametro | Estimado incial | Estimado final Valor real
fDu 900 1000 1000
fDv 900 1000 1000
u0 500 512 512
v0 300 384 384
k1 0 -0.3 -0.3
ko 0 —0.1 -0.1
a 1.1 1 1
b 0.8 1 1
c 0.35 1 1
te —120 —150.606 —150.606
ty —-80 —69.3733 —69.3733
t, —100 —50.0517 —50.0517

Para estudiar la robustez de este método, nuevamente se agregé incertidumbre a los
datos u y v, la cual consiste en un ruido gaussiano con media 0 y desviacién estandar con
valores entre 0 y 3. En la figura 5-11 se presenta la evolucion de los pardametros intrisecos
y de distorsién del modelo Pinhole a medida que aumenta la incertidumbre, mientras en la
figura 5-12 se presenta la evolucion de los parametros extrinsecos. Puede observarse como
los parametros del modelo Pinhole varian fuertemente, esto puede explicarse debido a que
se estan usando sélo 7 puntos de control el cual es un nimero de puntos de control muy
pequenio que no permite encontrar un valor adecuado para los coeficientes de distorsién.
Una estrategia para evitar dichas variaciones puede consistir el mayor niimero puntos de
control que sea posible. En este trabajo solo se estan usando 7 debido a que algunas
aplicaciones en grandes espacios abiertos con pocos elementos claramente identificables,

como las playas estudiadas con el sistema HORUS, no permiten el uso de un gran nimero
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Figura 5-11: Evolucion de los parametros intrinsecos y de distorsién a medida que aumenta
la incertidumbre en las mediciones en la imagen.

de puntos de control.

Para validar los resultados obtenidos, en la figura 5-13 se presenta la evolucién de los
errores MCE, o (u), o (v) y NCE amedida que aumenta la incertidumbre de las mediciones
realizadas en la imagen. En este caso puede comprobarse que, a pesar de obtener errores
crecientes a medida que aumenta la incertidumbre, las calibraciones obtenidas son de buena

calidad segun el criterio del NCE.

5.6 Aplicacion de la calibraciéon del modelo Pinhole en la

estacion HORUS Cartagena

En esta seccién se presentaran los resultados obtenidos al calibrar una de las camaras

instaladas en la estacién de captura HORUS Cartagena usando la Transformada lineal
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Figura 5-12: Evolucion de los pardmetros extrinsecos a medida que aumenta la incertidum-
bre en las mediciones en la imagen.
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Figura 5-13: Evolucién de los errores de la calibracién del modelo Pinhole a medida que la
incertidumbre aumenta.
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Directa y el modelo Pinhole completo. En este caso, se usaron 7 puntos de control, los
cuales se muestran en la figura 5-14, y cuyas coordenadas estdn dadas en la tabla 5.7.1.
Las coordenadas XY Z de los puntos de control estan tomadas en un sistema de referencia

local.

Figura 5-14: Foto de 1024 x 768 pixeles, correspondiente a la cidmara 1 de la estacion
HORUS Cartagena y los puntos de control usados para calibrarla.
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Tabla 5.7.1 Puntos de control usados para calibrar

la camara 1 de la estacion HORUS Cartagena

gcp T Y z U v

1 1893.6827 | 2105.7929 | 0.819 | 37.6918 | 430.6744

1901.7136 | 2105.2867 | 0.926 | 98.3594 | 452.0852

1937.6282 | 2114.6094 | 1.437 | 496.3835 | 470.6713

1937.7197 | 2116.3825 | 1.124 | 507.7952 | 459.1173

1939.5385 | 2116.1316 | 1.434 | 525.1323 | 464.069

1939.2525 | 2114.4301 | 1.136 | 511.7029 | 477.2375

N | O | O W N

1927.2492 | 2092.5744 | -0.995 | 250.0514 | 611.0356

En el caso de la calibracién con la Transformada lineal Directa, se uso el método no
homogéneo y el método homogéneo presentados en la seccion 4.1 obteniendo los resulta-
dos presentados en la tabla 5.7.2, es importante aclarar que el NCE no puede calcularse
directamente de la DLT puesto que el NCFE depende explicitamente de los parametros
del modelo Pinhole. Puede observarse que los errores asociados a la DLT obtenida con el
método no homogéneo son mayores que los presentados por el método homogéneo, esto se
debe a que se supone que en la matriz H de la DLT la componente hgs = 1, lo que no
siempre es exacto en aplicaciones practicas. También es importante resaltar que, aunque el
error de reproyeccién medio cuadrético (EMC') cometido al usar el método homogéneo es
reducido, el error de calibracién normalizado (NCE) es bastante superior a 1, lo que indica
que los parametros obtenidos a partir de la DLT causan que el error de reproyeccién sea
sustancialmente mayor que el error asociado con la digitalizacién, por lo que se hace rele-
vante usar un método de optimizacion no lineal que premita encontrar mejores estimados

de los parametros del modelo Pinhole.
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Tabla 5.7.2 Errores al calibrar la camara con la DLT
Método EMC | o(u) o(v) NCE
No homogéneo | 0.5018 | 0.2671 | 0.2598 12.2559

Homogéneo 0.3070 | 0.1386 | 0.1450 85.2971

En [Holland97] y en [Heikilla97], entro otros trabajos, se propone resolver la DLT con
el método no homogéneo aunque en el trabajo de [Hartley03], por ejemplo, se explican las
razones por las cuales dicha solucién no es recomendable, entre ellas que no se tiene garantia
que la componente de H que se supone 1 no tenga un valor real cercano a 0. Tomando
como argumento ésta falencia del método no homogéneo es que se recomienda usar la SVD
para resolver el sistema homogéneo que se presenta en la seccién 4.1.2 y obtener la solucién
de la DLT de la camara.

Al utilizar el método de Levenberg-Marquardt para estimar los parametros del modelo
Pinhole, se realizé la estimacién de los pardmetros con y sin distorsién radial, usando como
estimados iniciales en primera instancia los parametros extraidos de la DLT calculada con
el método homégeneo y luego usando estimados iniciales basados en las mediciones de
los puntos de control y de la posicion de la camara realizadas en campo con técnicas de
topografia. Los errores asociados a cada uno de los casos se presentan en la tabla 5.7.3
donde es posible comparar la calidad de cada una de las calibraciones y observar que en
términos del error de calibracion normalizado y de los errores de reproyeccién los mejores
resultados son aquellos obtenidos al incluir los parametros de distorsién radial en el proceso
de calibracion, pero debe tenerse en cuenta que dichos errores se calculan con los puntos de
control usados, por lo que no cuantifican los errores cometidos en las regiones de la imagen

donde no existen puntos de control.
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Tabla 5.7.3 Errores al calibrar el modelo Pinhole

con el método de Levenberg-Marquardt

Método Parametros Errores
kq ko EMC | o(u) o(v) NCE
Con DLT - - 1.3925 | 1.1756 | 0.9382 | 0.0001
Distorsién con DLT -1.16E-9 | -4.51E-17 | 0.9045 | 0.8711 | 0.4425 | 0.0001
Con Topografia - - 1.2686 | 1.2179 | 0.6280 | 0.0001
Distorsiéon con topografia 0.252 -0.2202 | 0.3223 | 0.3397 | 0.0761 | 2.32F-5

También es posible usar el modelo Pinhole calibrado para una cdmara para obtener
imégenes rectificadas de zonas de intéres, como la que se presenta en la figura 5-15. Estés
imagenes se obtienen suponiendo que todos los puntos de la imagen son proyecciones de
puntos sobre el plano z = z*, de modo que es posible ubicar los puntos con coordenadas
(z,y,2*) y aplicar una técnica de interpolacién andloga a la que se presenté en la seccién
3.2.2 para eliminar graficamente la distorsion. La figura 5-15, la cual corresponde a la
misma imagen usada en el proceso de calibracién de la camara 1 de la estacién HORUS en
Cartagena, se obtuvo suponiendo que la imagén es del plano z = 0 y puede observarse que,
a pesar que los puntos de control tienen valores de z distintos a 0, sus coordenadas = y y
son aproximadas a las medidas en campo, lo que permite concluir que el modelo obtenido

para dicha camara es util para realizar mediciones de longitud.
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Figura 5-15: Imagen rectificada de la cAmara 1 de la estacion HORUS en Cartagena usando
los parametros del modelo Pinhole obtenidos a partir de la topografia.
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Capitulo 6

Conclusiones

Antes de hablar de las conclusiones de éste trabajo, es necesario recordar que el interés
principal era estudiar métodos que permitan estimar los parametros del modelo Pinhole,
obteniendo resultados coherentes y competitivos respecto a los resultados presentados en
la literatura. Dicho hecho obligo a estudiar, en primera instancia, métodos para solucionar
problemas de minimos cuadrados con el animo de entender las propiedades mas importantes
de estos y la formulacién de los mismos. Entre los métodos encontrados en la literatura, se
eligieron los métodos de Gauss-Newton, el Gradiente y Levenberg-Marquardt, el cual goza
de gran aceptacién entre la comunidad cientifica. En el capitulo 1 se resaltaron las ideas
presentadas por Marquardt en [Marquardt63] para justificar su método y se senalaron
las propiedades que hacen a este método méas ventajoso que los métodos de Newton y
el Gradiente en la mayoria de los casos de aplicacion. En este punto cabe resaltar el
esfuerzo realizado en este trabajo para unificar la notacién en la presentacién de los tres
métodos y de sus aplicaciones, lo que permitié estudiar cada uno teniendo presente las
propiedades de los otros y adicionalmente permitié implementarlos en Matlab en forma de
algoritmos genéricos que pueden usarse directamente para solucionar problemas practicos
o como ayudas didacticas para clases avanzadas de Métodos Numéricos. Por medio de
algunos ejemplos, se mostraron las fortalezas del método de Levenberg-Marquardt entre
las que se resalta que permite obtener convergencia en casos donde el método de Gauss-
Newton falla debido a que el vector de actualizacién de Newton no estd en una direccién
de decrecimiento y que presenta velocidad de convergencia mas alta que la del método

del Gradiente. Las ventajas expuestas conducen a tomar la decision de usar el método de
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Levenberg-Marquardt para resolver todos los problemas asociados a la estimacién de los
parametros del modelo Pinhole.

En el segundo capitulo se present6 el modelo Pinhole, usado en la calibracion de cAmaras
fotograficas, se realizdé una completa descripcién del modelo incluyendo el caso mas gen-
eral que tiene en cuenta los efectos de la distorsién causada por los lentes. Se resalta en
ésta parte del trabajo el uso de notacion matricial para escribir el modelo Pinhole, lo que
permite mostrar en el capitulo 4 el origen de la Transformada Lineal Directa y permite
explicar el proceso por el cual se extraen los pardmetros del modelo una vez ha sido esti-
mada la DLT. Respecto al modelo Pinhole con distorsion, se presentan las tres fuentes de
distorsién mas comunes y se construye el modelo que tiene en cuenta los efectos de las tres
fuentes, aunque mas adelante se explican las razones por la cuales en éste trabajo sélo se
estiman los pardmetros de distorsion radial y se desprecian los efectos de la distorsion por
descentramiento y de prisma delgado.

En el capitulo 3 se presentaron métodos lineales basados en Algebra lineal para en-
contrar los pardmetros intrinsecos del modelo Pinhole, usando una o varias fotografias,
las cuales pueden ser escenas en el espacio (Locaciones interiores o exteriores) o imagenes
de patrones de calibracién. Entre los métodos presentados sobresale la inclusién de uno
basado en geometria proyectiva: El uso de puntos de fuga para la estimacién de la matriz
de calibracién interna. También es de gran importancia el uso de la descomposicién en
valores singulares para la solucién de los sistemas homogéneos asociadosestimacién lineal
de los parametros intrinsecos y de distorsién del modelo Pinhole y para la obtencién de
matrices de rotacién a partir de aproximaciones de las mismas. En este capitulo se expli-
can las razones propuestas por varios autores para despreciar algunos de los parametros de
distorsién y se presentan estrategias para eliminar la distorsién de las imagenes, tanto de
manera numérica como de manera grafica. Se resalta la presentacion y uso de la formula
de Rodrigues, la cual permite parametrizar las matrices de rotacién por medio de un vector

de tres componentes y a su vez le agrega estabilidad numérica al proceso de estimacién
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de los parametros usando minimos cuadrados. Los métodos presentados en éste capitulo
permiten plantear el algoritmo de calibracién del modelo Pinhole en dos etapas que con-
siste en estimar los parametros intrinsecos y de distorsion en laboratorio y luego estimar
los parametros extrinsecos en campo una vez las camaras han sido orientadas. Entre los
métodos estudiados para la estimacién de los parametros extrinsecos se presenta el método
geométrico, denominado problema PnP, y el método basado en la minimizacién del error
de reproyeccién usando minimos cuadrados.

El cuarto capitulo esta dedicado a los métodos que permiten estimar todos los pardmetros
del modelo Pinhole, entre los que es relevante resaltar el estudio de la Transformada lineal
Directa, de los métodos usados para solucionarla y de los métodos que permiten extraer
de ésta los pardametros del modelo Pinhole. Al estudiar la estrucutura de la LDT y las
estrategias para solucionarla, aparecié otra herramienta bastante ttil para extraer infor-
macién de una escena a partir de un conjunto de imagenes: La Transformaciéon Afin, la
cual permite construir imagenes fusionadas con gran detalle de toda una escena a partir
de imagenes mas pequenas las cuales tienen alto detalle y areas de solape entre una y otra.
También se debe destacar la inclusién de las explicaciones basadas en geometria proyectiva
para garantizar la solucién unica de la DLT y para evitar hacer uso de métodos no ho-
mogéneos durante la solucién de la misma. La DLT se convierte en la herramienta esencial
en el proceso de estimacién de los pardmetros del modelo Pinhole, porque es a partir de ella
que se obtienen los estimados iniciales para resolver el modelo usando métodos de minimos
cuadrados para minimizar el error de reproyecciéon. En esta seccion se explica como se con-
struye dicho error y como se construye el vector de residuales correspondiente a los métodos
de minimizacién del capitulo 1, lo que permite usar el método de Levenberg-Marquardt
para obtener los estimados de los parametros del modelo Pinhole.

En el capitulo 5 se presenta el uso del método de Levenberg-Marquardt en los proble-
mas de minimos cuadrados asociados a la estimacion de los pardametros del modelo Pinhole,

donde cabe resaltar la calibracién de los pardmetros externos (Cuando se cuenta con los
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parametros internos y de distorsion calculados anteriormente), la estimacién de puntos de
fuga, y la calibraciéon del modelo Pinhole completo con o sin distorsién radial usando una
sola imagen. Los resultados de la calibracion del modelo Pinhole mostraron que en el caso
de no distorsién, la DLT entrega resultados competitivos con el método lineal, pero tiene la
desventaja que sus pardmetros no son interpretables y que en la mayoria de los casos, los es-
timados de los parametros del modelo Pinhole a partir estos pueden generar calibraciones de
poca precision en términos del error de calibracion normalizado, ENC, razén por la cual se
hace més importante usar el método de Levenberg-Marquardt cuando es necesario conocer
explicitamente dichos pardametros. Para llevar a cabo el proceso de calibracion en 2 etapas
se desarrollé un toolbox en Matlab que calcula estimados de los parametros intrinsecos y de
distorsion usando los métodos del Gradiente y de Levenberg-Marquardt, el cual fue inclu-
ido como una herramienta adicional del software que constituye el sistema HORUS. Para
estudiar el funcionamiento del toolbox HORUS se usaron datos reales y se compararon los
resultados obtenidos con otro toolbox, disponible en [Bouguet], el cual entrega mejores re-
sultados en términos de los errores de reproyeccion. En los estimados obtenidos se observa
una diferencia marcada en uno de los parametros de distorsién radial, pero dicho pardametro
es cercano a 0, por lo que no tiene un efecto considerable sobre los las reproyecciones y,
por lo tanto, las diferencias obtenidas al eliminar la distorsién usando los dos conjuntos
de pardmetros obtenidos no son identificables visualmente, por ser diferencias del orden de
0.5 pixeles. Cabe resaltar que al usar datos reales, se desconoce la solucién exacta de los
parametros, si existe, por lo que los resultados obtenidos con ambos toolbox sélo sirven
para concluir que la solucién obtenida es aceptable. En éste capitulo se usaron distintas
medidas del error de la calibracién para comparar los métodos lineales y no lineales y hacer
pruebas de la tolerancia a la incertidumbre de los mismos, encontrando que los métodos
no lineales son en general mas robustos y permiten encontrar calibraciones de muy buena
calidad, razon por la cual estos son los métodos finalmente implementados en el sistema

HORUS para la estimar los pardmetros del modelo Pinhole. También pudo comprobarse
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que en la presencia de incertidumbre los estimados obtenidos son muy sensibles a la incer-
tidumbre cuando el nimero de puntos de control es bajo, mientras que dicha sensibilidad
disminuye a medida que se aumenta el nimero de puntos de control usados. También se
compard los resultados al usar el método de Levenberg-Marquardt con los métodos pre-
sentados en la literatura, haciendo uso de datos sintéticos usados por varios autores y se
concluy6 que el método de Levenberg-Marquardt permite obtener estimados mejores en
términos de los errores de reproyeccién. También se comprobd la utilidad practica de la
estimacién de los parametros del modelo Pinhole usando Levenberg-Marquardt para cal-
ibrar las cdmaras instaladas en la estacion HORUS Cartagena usando datos medidos en
campo con una campana topografica. De los resultados préacticos se resalta que el método
no homogéneo para la solucién de la DLT no presenta errores de reproyeccion mayores a
los que se obtiene cuando se usa el método homogéneo.

Como conclusién principal de éste trabajo se resalta que el método de Levenberg-
Marquardt permite obtener resultados de buena calidad en la calibraciéon de cdmaras fo-
tograficas y dichos resultados son competitivos respecto a los métodos reportados en la
literatura, por lo que se recomienda el uso de dicho método en la solucién de estos proble-
mas. Aunque es importante hacer énfasis en la recomendacién de usar el mayor niimero de
puntos de control posible, para minimizar la sensibilidad de los estimados a la incertidum-

bre presnete en las medidas en las imagenes y en el espacio.
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