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EL 17° PROBLEMA DE HILBERT(*)

PAULO RIBENBOIM

En 1900, en Paris, David Hilbert, invitado a dictar una conferencia, propone

23 problemas abiertos de maternaticas [10] . La solucion de estos problemas

era di licil: podemos citar, por ejemplo, los trabajos de Montgomery, Zippin y

. Gleason pararesolver el 59, aquellos de Julia Robinson y Matijasevich para el

problema 10 y la respuesta negativa de Nagata alproblema 14.

Expliquemos ahora en que consi stia el 179 de estos problemas.

Sea IR el cuerpo de los ruimeros reales, IR [x i- ... , xn 1 el an ill0 de

los polinomios en n variables con coeficientes en IR, IR (X t- ... r Xn) su

cuerpo de fracciones, es decir, el cuerpo de fracciones racionales en n varia-

bles con coeficientes en IR.

Toda fraccion racional / E IR (X 1"" ,Xn) puede escribirse en la forma

/=/1/12 donde /1'/2~IR[Xl,,,,,xnL Diremos que unafraccion I esta

definida en x = (xl""'xn) ~IRn si es posible escribir 1= h/12 donde

/2 (xI' ..• ,x ) i O. Diremos que I es positiva- definida si en todo punton

x E lRn donde I esta definida se tiene que I(x) 2: o. Es claro que una

--------_._---
(0) EI original, en frances, de e st e articulo 10 publica la So ci e d ad Br a si l en a de Ma-

t cm ari c a s, EI t e xto corresponde ala conferencia que sobre e st e t erna di cro el aurar en

c l IV Co lo qu io Colombiano de Marem ari c a s, La version castellana e sru vo a cargo de

Jesus H. Perez. N. del E.
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sumadecuadrados l1.2, donde I.E JR(Xl, ... ,X) espositiva-defini-
I -z n

da. Hilbert trato de buscar otro s ejemplos. En el caso n =0 , JR (Xl"'" X ) =n

JR y IE lR es positiva definida si y solo si I es positiva en JR y en conse-

cuenci a, si y solo si I es un cuadrado.

En el caso 17 =1 , IE JR (X) es positiva definida si y solo si I es surna de

dos cuadrados.

En el caso n=2, IE lR (X, Y) es definida positiva siy solamente si I pue-

de escribirse como sum a de cuatro cuadrados; perc Hilbert no pudo determinar si

existfa 0 no una suma de cuatro cuadrados que no fuera suma de tres cuadrados .

Enunciemos-entonces el 17° problema de Hilbert en el caso de 17 variables:

Sea IE lR (X'z,"" Xn) definida positiva. LEs I suma de cuadrados de

fracciones racionales 7 yen el caso de que 10 sea, Lde cuantos cuadrados 7 N6-

tese que para estud iar este probl ema pod emo5 suponer I ~ lR [x Z ' ... , X /I 1 ,
positiva sabre lRn ( multiplicando per el cuadrado del denominadorJ. Una solu-

cion cualitativa a este problema fue dada en 1927 por Artin en [11 •

I. REPASO DE ALGUNAS NOC/ONES QUE INTERVIENEN EN EL ESTUDIO[151

Cuerpo ordenado JK: Es un cuerpo provisto de una rel ac ion de orden total.com-

patible can las operaciones.

Cuerpo ordenable JK: Es un cuerpo que puede dotarse de una relacion de orden

total compatible con las operaciones. Recordemos el teorema de Artin- Shrei er

que caracteriza estos cuerpos: un cuerpo IK es ordenable si y solamente si

.t no es suma de cuadr ados de elementos de IK.

Extensiones orderr.adas de un cuerpo ordenado: Sea IK un cuerpo ordenado , IL

una extension de IK " IL es extension ordenada de lL si L esta provisto de
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un orden Que prolonga el de IK.

Cuerpo ordenado maximal: Un cuerpo ordenado 1K se dice ordenado maximal si

no admite extensiones algebraicas ordenadas diferentes de 1K.

Clausura real de '.lit cuerpo ordenado JK: Es una extension ordenada Ii<. de 1K

Que es a la vez extension algebraica y tal Que iK es un cuerpo ordenado maxi -

mal. iK es unica salvo 1K - isornorfismos.

Caracterizacion de los cuerpos ordenados maximales

do maximal si y solo si

(j) IL = IL 2 U (_1L2)

(ii) para todo f Eo IL [xl de grade imparl f tiene una raiz en IL. Anotamos

Que un tal cuerpo posee un solo orden y podemos citar como ejemplos el cuerpo

Un cuerpo IL es ordena-

JR de los ruirneros reales y el cuerpo de los mimercs reales algebraicos.

Observese tambien Que (ij) hace pensar Que los cuerpos ordenados maximales

estan cercanos a los cuerpos algebraicamente cerrados. De hecho, si IL es or-

denado maximal, entonces L [i] es algebraicamente cerrado (donde i2 = - 1 ) .

Elementos totalmente positivos de un cuerpo ordenable : Sea IK un cuerpo or-

denable, IK es entonces suceptible de admitir varios ordenes totales compatibles

con las operaciones. Uamaremos elemento total mente positivo de IK un elemen-

to Que es positivo en cada uno de estos ordene s. Existe una caracterizacicn de

estos elementos: x e IK es totalmente positivo si y solo si x es suma de cua-

drados de elementos de IK.

II, SOLUCION CUALlTATIVA DEL 179 PROBLEMA DE HILBERT

EI cuerpo JR (X 1"'" Xn) es ordenable.

Hemos visto Que toda suma de cuadrados de elementos de JR(X 1"'" XI1) es
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positiva definida y queremos estudiar el problema reciproco, 0 sea, vamos a de-

mostrar la irnp licacion :

f E-IR [x 1'" . ,Xn] definida positiva ~ f es un elemento totalmente positi-

va de IR (X 1 : ... ! X n) .

La primera demostraci6n de este teorema, larga y dificil, fue dada por Artin [11 •

Se pueden encontrar otras presentaciones en [151 y [11] •

De spues de la solucion de Arlin, otras demostraciones que hacen uso de la loqi-

ca (Ia Teorf a de Modelos) han sido obtenidas; al respecto se puede consultar [171,

[121 6 [71 .

Expondremos aqui una presentaci6n de estes metodo s 16gicos. Recordemos antes

una serie de elementos de 16gica .

1. Reposo de nociones de Logica

Losenunciados maternati cos se expresan por medio de un lenguaje. Un tal

lenguaje esta formado de simbolos de diferente tipo :

•
los simbolos de constantes (como 0 6 1)

los simbolos 16gicos (6: V , y: A, no :., , existe : V ,para tcdo: N.l)
y otros definidos a partir de estos, como por ejemplo la equivalencia 16gica:

•

~)

• los simbolos relacionales (como < 6

• los simbolos funcionales (como +,.)

• las variables.

Para expresar los emnciados de la teoria de los cuerpos conmutativos, em-

(l) En Iuga r de V y de " se usan t am bi en 3, V ' r e sp ect iv am en t e , N. del T.

59



plearemos un lenguaje que comprende 0 y 1 como simbolos de constantes, +

y • como simbolos funcionales, y zi: como sirnbolo relacional .

En este lenguaje f escribimos los axiomas de la teoria de los cuerpos

conmutativos y todo conjunto tal que los axiomas sean proposiciones verdaderas

sera un modelo de la teori a de los cuerpos conmutativos.

Aqui, 10 que nos interesa es la teoria de los cuerpos conmutativos ordenados.

Citemos los elementos del lenguaje y enunciemos los axiomas de esta teoria. EI

lenguaje estara formado per 0 y 1 como simbolos de constantes, -+ y. co-

mo simbo los funcionales en dos variables, - como simbolo funcional en una

variable y "', > como simbolos relacionales.

Los axiornas de la teori a de cuerposconmutativos ordenados son

1\ .v t\ .\' A z ( (y + y) -t- Z ::0 X + (y + Z ) )

Ax 1\ v (y -r- v = y + x)

1\ .\ (\" + 0 = .v )

t\ .\ (y + (-d :.;0 )

1\\ 1\ y A z ( (x • y) • z = x • (y • z ) )

!\\ t\ \' (x • Y = )' . x )

A X (\ • 1 .\ )

" X V y r r, 0) V (x. y = 1 ) )

i\ .\ !\ y 1\ z ( x . (y + z ) = x. y + x. z )

.~ (0=1)

A\ 1\ y ( ( x > 0) " (y > 0) "" x + y > 0)

"x A)' ( ( x > 0) " (y > 0) ..,. x. y > 0 )

Ax (x=O" x>O y--x>O)

Ax ( ( x > 0) 1\ (- x > 0 ) )
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Para obtener los axiomas de I~ teoria de los cuerpos conmutativos ordenados

maximales utilizaremos el mismo lenguaje y afiadirerno s a los axiomas preceden-

tes los axiomas siguientes

Ax v y ( ( x = Y 2) 1'. (_ x = Y 2 ) )

y para cada 11 > 0, el axioma

I\x]l\x2 ... AX2 Vx
11+ I

2n+] 211
(x +x x +",+x =0)

] 211 + t

T rabaj aremos por ahora en Ia teori a rei ativ a a un cuerpo de base fi jo 1K or-

denado maximal. Consideramos entonces el lenguaje f" que se obtiene a partir

del lenguaje f' precedente al cual afiadlmos a los simbolos constantes los

sirnbolos correspondientes a los elementos de 1K.

Consideramos el sistema de axiomas (j" que se obtiene afiadiendo al sis-

tema precedente (j' todos los enunciados que ligan las constantes (yen con-

secuencia, los elementos de 1K).

Los modelos del sistema (j" son entonces los cuerpos ordenados maxima-

les IL que contienen 1K. Los cuerpos IL son entonces las extensiones or-

denadas de 1K, extensiones que son no algebraicas en general.

Exp I i quemos ahora e I metcdo de el itni nac ion de cuanti fi cadores.

Se di ce que un si stema de ax iomas (j', del lengu aje f' permite Ia elimi-

l1aciol1 de cual1tificadores si para toda formula P del lenguaje f' existe

una formula P' del mismo lenguaje, sin cuantificadores tal que P ~ e:

es una consecuencia de (j'.

Volvamos a los cuerpos conmutativos ordenados maximales. Esta teoria

permite la eliminacicn de cuantificadores (vease [121),

Como consecuencia de este teorerna. si (j" es el sistema de axiomas de-

61



finidos anteriormente, expresados en el lenguaje ~', entonces, el sistema de

axiomas a' (de la teoria de los cuerpos ordenados maximales que contienen a

lK) es saturado .

Esto significa que si F es una formula del lenguaje s'. entonces F 0

.~ F es una consecuencia de a'. Es decir, podemos a partir de los axiomas de

a' demostrar F 0 su neqacicn ... Apliquemos ahora estos resultados al 17Q pro-

blema de 'H ilbert .

2. Solucion por metoclos cle 10 logica clel 179 problema.

Escribimosla hipote si s que Ie IR [X], ..• r xn 1 es positiva definida.

Tenemos la formula F :

Ax] A x ... Ax2 n ( I (x] ,x , .•. , x ) > 0 )
2 n

Esta formula F es verdadera en 1R.

Sea a' el conjunto de axiomas precedentes con lK = IR •

Sabemos que a' es saturado y entonces F 0 ., F puede demostrarse a

partir de a' Puesto que F es verdadera en 1R, ,F no puede demostrar-

se a partir de a' y entonces es F que se demuestra a partir de a'.
T enemos entonces a' t:? F. Esto impl ica que F es verdadera en todos

los modelos de a'.
En particular, F es verdadera en ~ clausura real de IR (x],.,., Xn) pro-

vi sto de un orden cual qui era. Escogemos como elementos de ~: x] ;:: x] , ...

. . , "» = xn' De acuerdo con F deducimos que I( x], ... ,Xu) ~ 0 en ~

y por 10 tanto en IR ( X i- ... , X 12)' Si endo esto verd adero para todo orden de

JR (x], r Xu), I(X], ..• , Xu) es un elemento totalmente positivo de

1R (X], , Xu) y por 10 tanto, I es suma de cuadrados de eiementos de
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IR(X1,···,Xn)·

III. ESTUDIO CUANTITATIVO DEL 179 PROBLEMA DE HILBERT

T enemas entonces el resultado, sequn el cual, IE /R (Xl' ... , Xn) defini-

da positiva es suma de un niimero finito m de cuadrados de elementos de

/R(xl'''''Xn); este m dependede I yde·n. Esposibleencontrar m In} ,

cota superior de los m in , I) para todas las funciones definidas positivas de

/R(xI""'Xn),

Examinemos los casas para los primeros valores de n ,

Si n =0, se tiene m (0) = 1

Si n=l se tiene me!) = 2

Si n =2 se tiene m(2) < 4

En un trabajo no publicado de Ax en 1968 se demostro que m (3) ,S 8; Pe-

ro, Pfister demcstro independientemente que para todo n se tiene m(n),S 2 n

[13] .

L1amaremos entonces constante de Pfister y 10 notamos PI(K) al mas pe-

quefio entero m ( si existe) tal que toda suma de cuadrados de elementos de lK

sea una suma de a 10 mas m cuadrados; si un tal entero no existe definimos

PI(K) = 00. Con esta nota cion el resultado de Pfister se escribe PI(XI''''Xn)

< 2n .

Por otra parte, Cassels astable clo el resul tado siguiente n + 1 ,S PI(K

()(z' ... ,Xn)) para todo cuerpo K[ 2] •

Deducimos entonces que si n=2,3 S PI(IR(X1,X2)),S4. Pero,en

un articulo, [3], Cassels, Ellison y Pfister demostraron que un cierto polinb-
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mio de JR t x. y] , positivo definido y por tanto suma de cuatro cuadrados, no es

suma de 3 cuadrados y entonces P!( JR (X I' X2) ) = 4 .

Para n? 3 I el problema permanece sin resolver y 10 unico que sabemos es

que n+l'::;:P!(JR(Xj,,,,,Xn)).::;:2n.

Anotamos que podemos considerar estos problemas para otros cuerpos diferen-

tes de JR y que Pourchet [141 demostr6 recientemente que P !(@ (X) = 5. Has-

ta ese momento se conocia unicamente el resultado de Landau P!(f2(X)),::;: 8 .

Observese entonces que la constante de Pfister de un cuerpo no es siempre una

potencia de 2.

EI paraqrafo que sigue esta consagrado al estudio de las nociones que in-

tervienen en la demostraci6n del bonito resultado de Pfister.

Sumasde Oladrados. Nivel y dimension diofcintica de un cuerpo .

En primer lugar, recordemos la identidad clasica :

Tenemos seguidamente la identidad de Lagrande : el producto de do s su-

mas de cuatro cuadrados es una suma de cuatro cuadrados.

Podemos demostrar esta identidad utilizando la norma multiplicativa sobre

los cuaterniones definida por la suma de los cuadrados de las cuatro componen-

tes .

T enemos tambien la identidad de Cayley: el producto de dos sumas de ocho

cuadrados es nuevamente una suma de ocho cuadrados ; 10 cual se demuestra uti-

lizando el algebra no asociativa y no conmutativa de Cayley. En este caso,tam-

bien tenemos una norma multiplicativa definida por la suma de los cuadrados de

Ias ocho componentes.

En cada uno de estos tres casos, las componentes del producto son las for-
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mas bilineales de las componentes de las sumas dadas. Pero, Hurwitz dernostro

que esto no es posible sino para los productos de sumas de I, 2, 4 U 8 cuadra-

des.

Sinembargo, Pfister loqro demostrar que si consideramos sumas de cuadrados

de elementos de un cuerpo (y no solamente de algebras), el producto de dos su-

mas de 2n cuadrados es una suma de 2n cuadrados de elementos del cuerpo .

Adernas, el resultado no es suceptible de mejorarse, pues si consideramos un en-

tero q tal que en todo cuerpo, el producto de dos sumas de q cuadrados es una

sum a de q cuadrados, entonces q necesari amente es una potencia de 2,

Este teorema se utiliza en el estudio de los niveles de los cuerpos.

Recordemos 10 que es el nivel de un cuerpo IJ(: Si K es orden ble, enton-

ces -1 no puede ser una suma de cuadrados de elementos de IJ( y tomamos co-

monivelde lK:II(K) ==.

Si IJ( no es un cuerpo ordenable, entonces -1 es una suma de cuadrados de

elementos de IJ( y Ilamaremos nivel de IJ( al entero !II mas pequefio tal que

- 1 sea una suma de !II cuadrados en IJ(, EI resultado sobre las sumas de cua-

drados Ie permitio a Pfi ster demostrar que si lK no es ordenable, entonces

II (K) es un a potenc i a de 2. Reef procamente, dada una poten cia de 2 es po-

sible encontrar un cuerpo IJ( que tenga como nivel dicha potencia de 2.

Por ejemplo, en el caso en el cual lK es finito, todo elemento, es suma de

dos cuadrados y entonces I' (K) es 1 0 2. Con ayuda de los simbolos de Le-

gendre, se puede mostrar que /' (IK) = I .

Es mas interesante buscar el nivel de los cuerpos de numeros algebrai cos

no orelenables es elecir, totalmente imaqinario s. Para esto, se utiliza el princi-

pio ele lo caliz acion v qlob al iz acion en la forma del teorema de Minkowski-Hasse

que permite reducir el problema al caso del cuerpo ele los numero s compl ejo s
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(trivial) y de las extensiones algebraicas finitas de 105 cuerpos p-adicos .

EI problema esta resuelto ahora per un teorema de Hasse que dice que "" toda

forma cuadratic a en cinco variables y con coeficientes en Uil cuerpo que es exten-

sion algebraica finita de un cuerpo p-adiCo, ti ene un cero no trivial ":

Entonces . localmente,-I es suma de -+ cuadrados y esto tambien es verda-

dero global mente. En conclusion, el nivel de todo cuerpo de numero s total mente

imaginario es 1.2 6 s , Un articulo de Connell r 5 ! , permite decidir cual es el

nivel de un cuerpo en cada caso .

Estos problemas, conducen a problemas de existencia de ceros no triviales

para polinomios homoueneos. Esto es, en realidad la determinacion de la dimen-

sion diofantica de un cuerpo. Si /K es un cuerpo dado, se trata de encontrar

condiciones sobre el nurnero de variables y sobre el grade de pclinomio s homo-

qeneo s para que estos tenqan un cero no trivial, Sobre esto, se puede consul-

tar r 15 ! .

IV. ALGUNOS DESARROLLOS RECIENTES DEL 179 PROBLEMA DE HILBERT

Hablaremos pr irnero sobre un teorema de Dubois cuya derno strac icn utilizael

resultado de Artin sobre el 17° problema de Hi Ibert y que es el analoqo del teo-

rerna de 105 ceros de Hilbert [6).

Seguidamente, expondremos algunos resultados sobre problemas semejantes

al 17° problema de Hilbert, para las variedades reales [81, y para las matri-

ces simetri cas [9). considerados u l tirnament e por Gondard y por el aut or.

1. Teorema de Dubois.

Comenzamo s por recordar el teorerna de 105 ceros de Hilbert.
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St II< esuncuerpoy S~oIK[X],,,,,Xn], n> 1, asociamosa 5 el

conj unto V (5) .

V(5) = I x = (x], ...• xn) E-IK
n I l(x1, ... , xn) = 0 para todo I E"5 I

Se dice que V (5) es el IK - conjunto algebraico asociado a 5.

Redprocamente, si T C IKn.. definimos

Id(T)=!tEK[X], ... ,Xn] I l(xj'''''Xn) = 0, paratodo xET

Id(T) es un ideal de IK [x], ... , Xn]. Anotemos algunas propiedades :

(i) Sea 1 el ideal engendrado por 5. Entonces V (I) = V (5). Podemos con-

siderar entonces unicamente ideales de IK [x]"'" Xn] •

(ii) Id(V(I)) )-1

(iii)V(Id(T))) T

(iv) V(Id (V (I) ) ) = V (I )

Un problema importante es la determinacion de Id(V (I)) y de los ideales

tales que Id(V(I)) = I. En el caso en el cual K es un cuerpo algebraica-

mente cerrado, el probl ema se resuel ve por el teorema de 10 s ce ros de Hilbert.

Teorema de /05 ceros de Hi/bert.

Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado, 1 un ideal de K [x i- .... XII]

entonces Id (V (I) ) = VI (radical de I) definido por JI =l!E-K[X 1'0'\)

exis te III ~ 1 tal q'~e I III E: I I .

Tenemos entonces una correspondencia biunivo ca entre los ideales radica-

les tales que I = ~ I y los K - conjuntos algebraicos.

Ademas los ideales radicales 1 se caracterizan por que son lnterse ccion,
de ideales primos, mas exactamente, de un numero finito de ideales primos.
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V(J) es entonces reunion de un numero finito de K - conjuntos algebraicos cortes-

pondientes a estos ideales primos. Estes K-conjuntos algebraicos irreducibles se

Ilaman entonces variedades de K/1.

EI estudio de estas variedades es equivalente al estudio de los ideales primos

de K [x t- .. , x/1l. Cada ideal primo P se asocia biyectivamente al anillo de

coordenadas de v (P) es decir, a

K[Xj,.",X lip = K[~ , .... ei .
/1 '11

Este anillo, es una K -a lqebra entera de tipo finito y un algebra cualquiera de

estas puede obtenerse a partir de un ideal primo.

EI teorema de los ceros de Hilbert permite entonces reducir el estudio qeome-

trico de las variedades al estudio algebraico de las K.algebras enteras de tipo

finito.

En el caso donde K no es algebraicamente cerrado, el teorema de Hilbert ya

no es valido. Sinembargo los cuerpos ordenados maximales, estando tan cercanos

a los cuerpos algebraicamente cerrados, tienen una propiedad analcqa. Este es el

teorema de Duboi 5, des cub ierto por otro Iado en form a I igeramente di ferente por

Risler [161 •

Teorem'a de Duboi s.

Sea K un cuerpo ordenado maximal. I un ideal de K[X" ... , xn 1 enton-

ces Id (V (I) ) = ~T (radical real de I) definido por
R
v'/= ljEK[X" .•. ,xn] 13m;:::1,

m 2
j(l+."£u.)f:l!

R 1

Es claro que I/"} Ii.. perc, es posible que estos ideales sean diferentes;
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por ejemplo, si I es el ideal principal de IR Ix l engendrado por 1 + X 2, enton-
- Rr;

ces /1 = I mientras que V I

R
Un idea: tal que '11 = I se II amara ideal real. Los ideales primos reales

contiene 1 Y por 10 tanto es igual a IR [X 1 •

de K [x 1"'" Xnl estan entoncesen biye ccion con las variedades irreducibles

de K [x i- . ", xn 1 (K es naturalmente orden ado maximal> e igualmente en biyec-

cion con las K· algebras enteras de tipo finito de la forma K [x i- ... r xn 1 / p
R_

donde P = V P es un ideal prime, Estas algebras se caracterizan porque su cuer-

po de fracciones es ordenable. Los anillos de coordenadas de las variedades irre-
n

ducibles de IJ( tienen entonces la propiedad de que su cuerpo de fracciones es

ordenable.

La demcstr acion del teorema de Dubois utiliza el teorema de Artin. Esto hace

creer que Hilbert, quien tenia el teorema de los ceros para los complejos, queria

un teorema analcqo para los realesy presentia que la demostracion exigi ria una

respuesta previ a al probl ema 17°.

2. 179 problema de Hilbert para las varieclades real e s,

Sea K un cuerpo ordenado maximal, P un ideal prime real y v = v (p) . Sea

K (V) el cuerpo de fracciones de K [x i- ... 'Xn 1 / P = K [ ';1' ... , ';n 1 •

Todoelementode K(V) seescribe 1/12 donde 11,12 (?K[';l'···'';nJ•

Todo elemento I ~ K [.; , ... , .; 1 puede considerarse como una epl icacion de1 17

V hacia K 0 como la restri ccicn a V E Kn de una funcion polinomial

F ~ K [x i- ... , Xu 1 •

Diremos que I~K(V) esta definida en x=(xl""'xn) E-V si I puede

escribirsecomo /=//1
2

donde 11,12 E-K[';I'''''';nl y'12(x) 10.

De Ia mi sma manera, di remos que I Eo K (V) es defil1ida positiva sobre 1m
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COl1junto si es positiva en todo punto de este conjunto donde esta definida.

Podemos entonces preguntarnos si / E K (V) definida positiva sobre v es

suma de cuadrados en K (V) .

Podemos mostrar que existen funciones f E- K [ 1;1' .... 1;/11 definidas positi-

vas sobre V que no son re striccion a V de funciones polinomiales r E: K[X1 ... X 1
11

definidas positivas sobre KII• La respuesta no puede ser entonces una aplicacion

directa del teorema de Artin.

Utilizando un metcdo de loqic a analoqo al expuesto anteriormente podemos de-

mostrar que el problema admite una respuesta afirmativa : una func ion /~ K (V)

definida positiva es suma de cuadrados en' K (V) .

No sotros nos he mos interesado en el probl ema cuantitati vo corre spondi ente.

Utilizando un lema de Pfister, se puede demostrar que Pj(K(V)):S 2d sien-

do d la dimension de la variedad.

De otro lado, hacemos la conjetura siguiente

dt1SPj(K(V))

Esta conjetura ha side demostrada en muchos casos por ejemplo, si d= 1, cuando

V es una variedad racional 0 sea K (V) = K [n i- ... , J.!d ] .. cuando K (V) =

K~nl ..... ndl[a] con [K(V):K[nl, ... ,ndl1 impar,ocuando Ves una

esfera real en el espacio IR 3 .

3. 179 problema de Hilbert, para las matrices simetricas ,

Ante todo, precisemos algunas definiciones.

Sea K un cuerpo ordenado y R una clausura real de K .. sea A = (Aij) una

matriz simetrica de orden neon coeficientes en K .. diremos que A es positiva

70



cuando la forma cuadratica asociada a 1\ sobre R es positiva, es decir, cuando

Esta definicion no depende de la escogencia de la clausura real R de K y per-

mite definir una relacion de orden sobre el grupo aditivo de las matrices simetricas

de orden n con coeficientes en K. Este orden 10 ll amaremos extension natu-

ral del orden de K.

Consideremos ahora un cuerpo cualquiera K. Una matriz simetrica A de or-

den n , con coeficientes en K se dira naturalmente positiva si A es positiva

para todo orden extension natural de un orden de K.

Nosotros obtuvimos primeramente una qeneralizacicn de un resultado de Ciam-

pi [41 que puede expresarse gracias a las defini cicne s anteriores de la manera

siguiente :

Sea K un cuerpo de caracterfstica diferente de 2. Una matriz simetri ca con

coeficientes en K es naturalmente positiva si y solo si es suma de cuadrados de

matrices slrnetricas con coeficientes en K. (resultado trivial si K es no orde-

nabl e >.

Consideremos entonces matrices simetricas F = (Fij) donde Fij ~ K(X ]",X/)

siendo K orden ado maximal. Diremos que 17 es definida en el punto X= (xI' "

III
... X ) E K si podemos escribir para todo i.j

111

17 ..
IJ

G ..
IJ

II ..
IJ

y

II ij (x], ..• , x,) 1- a .
111

Diremos que F es definida positiva sobre K si la matriz Fh-J 0.: (Fi/cd ) es
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positiva en todo punto x donde esta definida .

Uti I izando nuevamente metodo s de loqica analoqo s a los util izados anterior -

mente, hemos demostrado que una matriz s imetr i c a con coeficientes en

K(X 1' .... Xm) (K ordenado maximall es positiva definida si y solo si es suma

de cuadrados de matrices con coeficientes en K (X 1 ..... X,) .

En el caso 11 = 1 , encontramos nuevamente el teorema de Artin.

Podemos considerar entonces las cuestiones cuantit ativas correspondierites y

definir la constante de Pfister Pf(17 , 11/) para las matrices sirnetr icas de orden /I

con coeficientes en el cuerpo K (Xl' .... XII/)' K cuerpo orden ado maximal.

m
Es posible demostrar el resultado siguiente : /II + I S Pf(ll, 11/):::; 2 .. la

cota inferior se obtiene tacilrnente, la cota superior es mas dific!l de obtener y pa-

ra ello se utilizan los resultados del p araqrafo 2 de est a parte.
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