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UNA VEZ MAS SOBRE LA ESTIMACION DE LA DESVIACION ESTANDAR
por

L. CURELARU y V. Gh. VODA

El proposito de este trabajo es hacer un recorri-
do por el tema de la estimacion de la  desviacion
estandar de una poblacion normal. Al final, se pro-
pone un estimador lineal para 0 basado en el ran-
go muestral y se le compara con el estimador cla -
sico basado en el rango. Se dan también tablas re-
lacionadas con el dicho estimador para diferentes

tamanos de la muestra.

1. Introduccion. Sobre la estimacion de la desviacion estandar de una pobla -
,

oo 3 2 ; s
cion normal N (g :07) se ha eserito mucho, pero parece que todavia el tema no

esta agotado,

El lector puede encontrar obras de sintesis sobre ¢ problema, en Zirek (1951),

Sarhan y Greenberg (1962), Johnson v Kotz (1970) o David (1970).

Iin 1o que sigue, concentraremos la atencion en los estimadores lincales de o,

especialmente en lo referente a sus aplicaciones en la practica del control esta-
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distico de la calidad.

2. Algunas palabras sobre la estimacion de o . Sea KXy iU, 2 una
2 n
muestra de tamaino » tomada de una poblacion normal N(pu ; 02) . Es bien sa-

bido que algunos estimadores para la desviacion estandar pucden obtenerse  inter
alia de dos maneras :

1) tomando la raiz cuadrada de los estimadores para la varianza, por cjem-

plo :
. 18 BE n !
s=| L3 (x; -3 & U JANPAIS (¢ w%)? (1)
LII—II-I £ ) n =1
n
donde : T».i > x.

2) construyendo estimadores lineales con la ayuda de estadisticas de orden

v

(1) > *2) S *y)

ol
ot =G 3 g%, 2
n-g s (i) (2)

donde ”ie R,C > 0 ((." depende del tamaiio de la muesira ).

Los métodos que pm-(l('n ('mpl(-ars(- para obtener los ultimos son el mérodo de

la maxima verosimilitud y ¢l método de los minimos cuadrados (véase Lloyd, 1952)

Debemos subrayar que para los estimadores del tipo (1) las propiedades de los

estimadores o 2 no subsisten para estimadores de la desviacion estapdar .

P i ™ ropicdad de ser insesgad le pars
or ¢ |('mp|n, propicdad de ser inse sgado no s¢ cumple para s .
Entonces, diversos coclicientes han sido propuestos para obtener estimadores

insesgados para o con la ayudade s o $; - (Véase : Bolch, 1968, Brugger, 1969,
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Curcton, 1968, Jarrcinn, 1968) .
A veces algunos autores siguen la manera de obtener estimadores para o mi-
nimizando ¢l Hamado error promedio cuadrdtico (" mean- square-crror’’), esto es
E(o-ou* )2 miimo (3)

Cuando hay un estimador insesgado para o - sca G- entonces rapidamente pue-
de obtenerse un estimador de tipo MMSE (con error promedio cuadrdtico minimo—=

.. . . " . *. .
minimum-mean-square ) vs('ugu‘ndu un coeliciente /z” para el cual
s 2
5 2 ;
E (o0 - k” g ) = minimo (4)

(Véase Markowitz, 1968, Stuart, 1969, D’ Agostino, 1970, Vodd 1972),
Es imp()rlalnh' también anotar que puv(lc‘n construirse estimadores lincales pa-
ra o sin ordenar la muestra.

Uno de tales estimadores es aquel dado por

"

’}m cln) ‘Z' X, =% | (5)
T | 1

donde |

n
kil .7 PO o (0)
n g 1 !

m
es la llamada desrviacion media
También vale la pena anotar que el estimador construido mediante la diteren-

. . . . . Y oy . 1'r 1y
cia media de Gini (**Gini’s mean - dilference™) .

Tablas referentes al caleulo practico de estos estimadores se encuentran en

el articulo de Zitek (1954) '

En general, Tos estimadores lincales hasados en valores muestrales no orde -
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nados no < usan muy frecuentemente : pero David (1968) ha observado algunas <i-

militudes entre la diferencia media de Gini Vo ciertos estimadores lineales construi-

dos con las estadisticas de orden (véase Downton, 1966 U'f\guslinn, 1971) .
P'ero, cualquicra que sea el método que utilicemos para obtener un cierto es-

. . . Py ‘. "

timador lincal para o . este estimador debe tener una cierta ““bondad’” en ¢l sen -

tido estadistico, esto es :

- ser inst'\;_-mln V con varianza minima :
- ser del tipo MMSE .

Sj ,no se pu(-(lc‘n obtener en todos los casos dichas pmpi(-du(l(‘s, entonces nos
contenlaremos con la prnpivxlml de ser asintoticamente ins(‘sgadu o tener asintoti-
camente fa pmpimlml de MMSE.

Un conjunto especial de estimadores lineales son aquellos construidos con la
u_\udu de los Hamados pscudo-rangos.

Si Y1) %)<ttt < ¥(,) ©° una muesira ordenada, entonces ¢l estadigrafo:

, ; _ 7
“(i) '\(n-i: 1) '\(i) s

se llama pseudo-rango de orden i . Para i~ 1 obtencmos inmediatamente ¢l ran -

go de la muestra

(8)

u

- o "N

Hay una variedad bastante grande de estimadores lincales para la desviacion
estandar construidos mediante pseado-rangos. La mayoria se encuentran en un
truhujn de Hliescu-VodX (1971) que esta publicado en “vl‘rallmjns de Estadistica’”
(Madrid) , 1971 vol YN |»|a..—l—‘)ﬂ

”a) también otra manera de desarrollo en la estimacion de o Hupnni('ndn que
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el Namado coeficiente de variacion dado por :

[

l/x : 3 5 donde N e N(p: (r_)) , >0,

; A s y R 2 2
es conocido. Entonces podemos eseribiv X« N(p /g % =) v el problema de es-

)
timacion consiste en la estimacion de o (vease Khan, 1968 y Govidarajulu-Sahai,

1072) |

. > . . 4 .
3. Un estimador basado en el rango. Es bien sabido que en la practica del

control estadistico de la calidad se usa frecuentemente el estimador :

~ 1
o S 7 (9)
w 1 '
(1) dn ()
donde -1 es un coeliciente que depende del tamaio de la muestra. Se sabe tam-

n

bién que (9) es insesgado, esto es :

E(6. )=go y lim Var (& ) =0 (10)

w

“er) i “(1)

El problema que aparece aqui es que la eficiencia de dicho estimador decrece muy
rapido cuando el tamaio de la muestra crece.

Una alternativa para evitar esta falla es utilizar un rango pmm(‘din, dividien -
‘l() 'a “I"('Nlril ©on gl‘lll)(l\ (‘(|l|i||u|||("l'i(‘().\‘ .\ l("llu"(l‘i pill‘il ('“(l“ {_’I‘lll)n s ril";_").

lvll llll"l()(l() I)ﬂl‘il evilar l'l uso d(‘ un rango |)mu|1'(li0 pll(‘dl‘ ser ('I \i‘tﬂli"ll“'

y X \'dl()l'(“w' SUCeSIVOS 1)')“'"“]()5 en un cierto I)I'(N'(‘S() . 0|'(|(‘ o

25

llﬂllflﬂ '()'* \alnr('s, tenemos

Scan Xpaox

A (11)
(n)

Para cada dos valores ordenados, calculamos el rango, esto es:
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(1) ) ) (2) » ] (u-l) } ) (12
Wepy ™ Fpy iy ¢ B Spgp-tpgy e Hefy TNt
Considerando para cada rango el estimador del tipo (9), tenemos
: ;D 1 (2) : ;o e 1)
Z (/2 11(” Iy f/Z ”(I) a (/-) wepy oo (13)
Si tomamos la media de estos estimadores obtencmos
~ 1 - - 1 (1) (2) (n-1)
o = S - 7)) W Lesed W L (14)
wed 5T L9 St GreDdy (D) “(n
que de hecho se puede escribir como sigue
g e % (15)
med (u=1)d (1)
Es de notar que para 12 -2 lenemos
I '(“
t} (} i ._,___ w (2) . (16)
med ¥ 510 d (1) d,
. -1 =1 =]
En la tabla 1 se dan valores para dn v (n-1) d, para » 2(1) 20.
Teniendo en cuenta que Var (o ) = deVar (w,,.) v Var(s )
wig) d.? (1) g med
/ ”
g Var (1/'”) )t la tabla 2 da una comparacion entre las razones :
(n-1)=d~
2
Var ( o ) / -
wey) Var ( ”m(‘d) .
P, \ P, Vit (17)
"(l/’(ll'(“) - (Il(ll”))
para los mismos valores 0 2(1) 20

'Z.\Ik'l claro que G
med

podemos inferir que 0
med

100
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ex util solamente para muestras de tamano muy peque-



no muy pequeno (v 2030 4) .

Sean Y([-) (1= 1, 2, ) oestadisticas de orden extraidas de una poblacion

normal estandar N (0 - 1) ¢ntonces sabemos que

dn l;()(”)—)(“) I:(R”))

donde hemos eserito

R(u-i- 1) Y(H-l" l)")l(/)

o
I'enemos entonces : u o« R v podemos escribir
(1) (1) 1

2
7 ) y :
‘ar(u(”) o Var (R;;,)

Para me jorar ¢l estimador Omed vamos a determinar un coelicicente

el cgal + ¢
Elo-aln ’17,,,(,,/ ' minino

[ cnemos

> " 2) . .
o =2 an)o k(0 (1) a () E (o ) mivimo
me med

l)i'l‘ﬂ
= d
E(G ) Lo ot oy oyl JE R ) - —t
med™ . )dy, () (-Ddy (n-1) d,
: B(§o wy= il gy 29
)1 J >
(Il/(‘d (n-1)2 d7 “(/) .
( omo |N)(||'||Il)\ t‘s'q'rilbir . 5 2
I:'(u‘;”) Var (u'”)) i B (u'”)).

o también,

aln)

(18)

(19)

(20)

'lilﬁl

(21)

(22)

(23)

(25)
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ECd,, ) 0? Var (R & 97 .. (26)

tenemos linalmente

2
> 2d Var(R,,,) . d
o | le o atn) (1) S . "?ln” “ minimo , (27)
(n-1) d; (n-1)2 d>

t

El miembro izquicrdo de (27) ¢s una funcion de  a(n) vy para obtener el minimo de-

yemos tomar la derivada con respecto a aln) , esto es !
l tomar la derivad pect (n) . est

) 2
(’)7€:|.' =" d” gl Var(R(“Md” . H(”) _ 0. (28)
d aln) (n-1)d, (”_“2 dZZ

lo que suministra el siguiente resultado para a (n) ¢

(n-1) dy d
aln) 4 22 % " (29)

; 2
V rzr(R(”)A d”

Entonces, finalmente el estimador del tipo MMSE basado en ¢f rango es

4 d,
o* “alu) o “ir) 4 (30)

med ; ?
Var (R”)) \ d”

s importante subrayar que o* esia construido mediante un estimador sesgado N
entonces (30) representa. de verdad, algo mejor que la construceion inicial.
. , gl
[.os valores del coeliciente  bu) d}/ | Var (R(”) } d:l ] se dan en la ta-
bla 3 para »n 2(1) 20. Valores para l'(lr(R(/)) son tomados de las tablas Bol -

chen -Sm'\ rnov (1965) .

T ) .
l(‘ll('lll()‘* I|llll(‘(|Iillilllll'llli‘ que

) ’
d- Var(R.7))
(o) .——”—-—-—7- oo - (’)2 c 0 P (31)
V(II‘(R(I))A(I’; v(lf(R(’))i (/”
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n la tabla 4 se dan valores para el coeficionte del sesgo, esto es

Viar (R, ,,)
c(n) — \(IZ’
Var(R ;) d=

n

Vambicn podemos escribir

2
d

2
dn Var(R(I))

Var(o*) = e Var (w ) = -

2
%
[ ar(R(”)o d" ]
En la tabla 5 se dan valores para

P
{1~ Var(R
A(y) = - ,(!/ ”_7( ,(Q),z
D
[Var(R(p))id ~|

[Var(R(”)+ dn2 12

2
g

L (33)

(34)

Ejemplos : (iescu-Vodd “Revista de Chimie - Bucarest, 1972, No. 23(8),pag.

491). 1.os datos que se dan almjn provicnen de un cierto experimento quim o

i 1 2 3 4 5 6 7 8 /(-)
.\'l, 1126 1126 1147 ITHE, 1142 1180 1132 1132 1125 1129
i 11 12 13 14 15 16 17 18 20
X 1127 1113 1140 1110 1115 1127 1111 1146 1133 1118
20
I'enemos inmediatamente : Ll ¥ =22512 \ 1125 , 6
7
20 >
S (x.-%)°~ 3100,9368 , s ='12,7752
Y
mdx | .\i( 1147 ,  min fxii 1100
1<4<20 1<i<20
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Entonces :

weyy 11471100 +7

-1
[.a tabla | nos suministra : (I_,() 0, 20774 la tabla 3, A(20) = 0,25792 Ob-

tenemos @

5} 0.26774 < 47 = 12,58378 \ o* 0,25792 <47 - 12,12224 ,
med )

Las diferencias entre los tres estimadores de o son una cosa natural porque
cllos tienen propicdades diferentes.

E1 estimador (7“‘(” es insesgado y entonces ¢l se debe comparar con el esti-

mador insesgado por o consiruido mediante s,
El estimador o es del tipo MMSE y entonces la comparacion se debe  hacer

con el estimador del ripo MMSE construido mediante (71,

“(1)

Nota Bene : Bl r-(';:luuh» aulor expresa su reconocimiento a ia Dra. Maria €.
Iernandez de Alaiza (Academia de Ciencias, Cuba) por la ayuda que le proporeio-

no cuando upr(‘n(“u (-s-puﬁu|.
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Tabla 1 Valores [/I; 1/2- (u-1)  para n=2(1) 20
” (/’_1’ d ;’l 7 d ;/I d‘z
n-1 n-
2 0,88622 0,88622 12 0,30689 0,08056
3 0,85524 0,44311 13 0,29976 0,07385
4 0,48573 0,29540 14 0,29353 0,06817
5 0,42993 0,22155 15 0,28803 0,06330
6 0,39456 0,17724 16 0,28312 0,05908
7 0,30977 0,14770 17 0,27871 0,05538
8 035122 0,12660 18 0,27472 0,05213
9 0,33069 011077 19 0,27107 0,04923
10 0,32493 0,09846 20 0,26774 0,04664
11 031517 0,08862




Tabla Valores ) para n 2 (1) 20

g Pl i g g P2
2 0,78539 0,78539 12 0,09418 0,00649
3 0,73144 0,19635 13 0,08985 0,00545
4 0,23593 0,08726 14 0,08616 0.00405
5 0,18484 0,04908 15 0,08296 0,00401
6 0,15568 0,03141 16 0,08016 0,00349
7 0,13673 0,02182 17 0,07547 0,00307
8 0.12336 0,01603 18 0,07547 0,00272
9 0,11336 0,01227 19 0,07348 0.00242
10 0,10558 0,00969 20 0,07168 0,00218
11 0,09933 0,00785




Tabla 3 : Valores b(n)  para n = 2(1)20
” b(n) n b(n)
2 0,56419 12 0,29032
3 0,54209 13 0,28458
4 0,41072 14 0,27951
5 0,37779 15 0,27498
6 0,35484 16 0,27091
7 0,33771 17 0,26722
8 0,32433 18 0,26385
9 0.31350 19 0,26076
10 0,30451 20 0,25792
I 0,29689




Tabla 4 Valores  ¢(n)  para n — 2(1) 20
n cln) " c(n)
2 0,36338 12 0,05399
3 0,36599 13 0,050063
4 0,15442 14 0,04776
5 0.12127 15 0,04529
6 0,10068 16 0,04313
7 0,08669 17 0,04123
8 0,07656 18 0,03954
9 0,00888 19 0,03803
10 0,062806 20 0,03666
11 0,05799
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Tabla 5 : Valores w(n)  por n= 2(1) 20

2 2 2
” d" Vm(R(”) (Var(R(”) ; d”) ()

: 2 0,92534 4,00000 0,23133
3 1,07900 4.65002 0,23204
4 3,28080 25,12536 0,13057
5 4,03912 37,90323 0,10656
0 4,61933 51,01373 0,09055
7 5.07737 64.12486 0,07917
8 5.448066 77,064 34 0,07070
9 5.75681 89,75099 0,06414
10 6,01707 102,13892 0,36446
11 6.23999 114,21069 0,05463
12 6,43435 125,96852 0,05107
13 6.60525 137,41208 0,04806
14 6,75667 148,55173 - 0,04548
15 6,89297 ‘ 159,40224 0,04324
16 7,01550 169,96989 0,04127
17 712681 180,27117 0,03953
18 7,22843 19031803 0,03798
19 732174 200,12205 0,03658
20 7,40695 209,69415 0,03532

(SRS ST . I
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