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Resumen: Se de�nen los posets 3-equipados, es decir conjuntos parcialmente ordenados
equipados con tres tipos de relaciones binarias, y sus representaciones y corepresentaciones
sobre una extensión cúbica inseparable de campos F ⊂ G, en característica 3. A través de
los problemas matriciales determinados por dichas representaciones y corepresentaciones,
se demuestra el criterio de un parámetro para posets 3-equipados, se establece la respectiva
lista de posets sinceros, y se describen completamente, en forma matricial evidente, sus
representaciones y corepresentaciones indescomponibles.

Abstract: We de�ne 3-equipped posets, i.e. partially ordered sets equipped with three
kinds of binary relations, and their representations and corepresentations over an inse-
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Introducción

La presente investigación pretende hacer una contribución al desarrollo de la teoría de
representaciones de posets con estructuras adicionales. Nuestro objetivo principal es intro-
ducir los posets 3-equipados, que son conjuntos ordenados equipados con tres relaciones
binarias, y de�nir sus representaciones y corepresentaciones sobre una extensión cúbica de
campos en característica 3, para resolver de la manera más completa posible, los problemas
concernientes a las representaciones y corepresentaciones de los posets 3-equipados de un
parámetro.

La teoría de representaciones de posets, y posets con estructuras adicionales, forma
una parte importante de la teoría de representaciones de estructuras algebraicas moderna,
y tiene sus raíces en la teoría de representaciones de álgebras de dimensión �nita [3, 22,
24,47,51]. Tiene además, estrechas relaciones con la teoría de representaciones de algunas
categorías de espacios vectoriales, llamadas también vectroides [6, 17, 36], con la teoría
de formas bilineales y cuadráticas [21, 42, 43, 47, 58], con la teoría de anillos y módulos
[31,64,65], e incluso con las representaciones de grupos abelianos [1, 2, 13].

El estudio de las representaciones de posets se inició a comienzos de los años setenta a
partir de dos investigaciones diferentes, que aparecen en [35] y [23].

Por un lado estaban Nazarova y Roiter quienes trabajaban en algunos problemas de
representaciones de álgebras de dimensión �nita, en particular la segunda conjetura de
Brauer-Thrall, y con este objetivo introdujeron representaciones de posets en lenguaje
matricial. Ellos consideraron el problema de encontrar una forma canónica para cierto
conjunto de matrices, el cual constituía el conjunto de representaciones de un poset �nito
P, bajo algunas transformaciones admisibles especi�cadas, que dependían de la estructura
de P. En [35] se construye, además, el primer algoritmo de diferenciación para posets con
respecto a un punto maximal. Este resulta ser una de las herramientas principales para la
teoría de representaciones de posets.

Por otro lado estaba Gabriel quien en [22] introdujo la noción, muy importante, de
representaciones de carcajes (es decir grafos orientados) y obtuvo una clasi�cación de los
carcajes de tipo de representación �nito sobre un campo. El trabajo de Gabriel fue novedoso
y revolucionario. Uno de sus descubrimientos más importantes es que los diagramas no
orientados de los carcajes conexos de tipo de representación �nito coinciden precisamente,
de manera inesperada, con los famosos diagramas de Dynkin. Gabriel consideró en [22]
representaciones de algunos posets particulares, e introdujo en [23] la de�nición invariante
de representaciones de posets en lenguaje de espacios lineales.

III



INTRODUCCIÓN IV

Los descubrimientos de Nazarova, Roiter y Gabriel despertaron el interés por desarrollar
la teoría de representaciones de posets por sí sola. Esto se llevó a cabo durante las dos
décadas siguientes, principalmente, en la escuela de teoría de representaciones de Kiev.

Es así como en 1972, Kleiner presenta en [29] el criterio para que un poset sea de tipo de
representación �nito y describe completamente todas las representaciones indescomponibles
de este tipo de posets en [30]. En 1975, Nazarova obtiene el criterio de tipo de representación
manso para posets [33]. Un poset de tipo manso puede ser de crecimiento �nito o in�nito. En
1977, Zavadskij introdujo el algoritmo de diferenciación de posets con respecto a una pareja
conveniente de puntos [56], que es más general que el algoritmo de [35]. Esto permitió que él,
junto con Nazarova, probaran el criterio de crecimiento �nito [66]. De otro modo, los posets
mansos de crecimiento in�nito fueron estudiados con base en la solución de un problema
matricial plano de tipo Gel'fand [37]. Las respectivas clasi�caciones de representaciones
indescomponibles se publicaron en particular, en los artículos [30], [9], [45], [46], [8] y [58],
incluso se describió el carcaj de Auslander-Reiten, en [12] para posets de un parámetro, y
en [57] para posets de crecimiento �nito.

La teoría de representaciones de posets avanzó también en otras direcciones, deter-
minadas por conjuntos ordenados con algunas estructuras adicionales. Desde comienzos
de los años 80 han aparecido investigaciones sobre representaciones de posets con invo-
lución [34, 38], bipartidos [39, 42], con una relación de equivalencia [10, 11, 59], diádicos
[26,27,40,41], triádicos [5], etcétera.

A comienzos de los años 90 Zavadskij, junto con Zabarilo, comenzaron a investigar
posets con dos relaciones de orden y los llamaron posets equipados. Ellos estudiaron algunos
problemas matriciales de tipo mixto sobre la pareja de campos (R,C). Naturalmente,
estos problemas están asociados a representaciones de posets equipados. Luego describieron
los posets equipados de un parámetro y presentaron una clasi�cación completa de sus
indescomponibles, incluyendo la lista de los conjuntos sinceros de un parámetro [54,55].

Los criterios de tipo de representación manso para posets equipados y equipados con
involución, y de crecimiento �nito para posets equipados fueron publicados por Zavadskij
en [60] y [61], entre 2003 y 2005. Luego, se interesa en otro problema también determi-
nado por los posets equipados. Así que introdujo y empezo a estudiar, con Rodríguez, las
corepresentaciones de posets equipados, para las cuales describieron algunos algoritmos de
reducción y otras propiedades [48].

Hasta el momento no se ha encontrado una construcción que relacione directamente las
representaciones y corepresentaciones, de manera que se decidió investigar los problemas
derivados de las corepresentaciones por aparte y en [49] son estudiadas y clasi�cadas las
corepresentaciones de algunos posets equipados de un parámetro.

Recientemente, en [63] fueron introducidos los posets equipados generalizados, ellos
incluyen los posets equipados (allí llamados 2-equipados) y los 3-equipados. Sus represen-
taciones se de�nen sobre extensiones de campos de Galois, y algunos problemas concer-
nientes a ellas son reducidos a los problemas, ya resueltos, de las representaciones de posets
ordinarios sobre un campo.

Continuando con el desarrollo de estas ideas, en el presente trabajo, se introducen los
posets 3-equipados, y sus representaciones y corepresentaciones sobre una extensión cúbica
inseparable de campos F ⊂ G, en característica 3. Como en el caso de los posets ordinarios,
se usa el lenguaje matricial y el lenguaje invariante de los espacios vectoriales. La elección
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de las de�niciones aquí presentadas, está motivada por la experiencia real en el manejo y
reducción de los correspondientes problemas matriciales de tipo mixto.

Los posets 3-equipados de tipo �nito pueden ser caracterizados y descritos, junto con
sus representaciones y corepresentaciones, usando algunos resultados de [31]. Por lo tanto,
nuestro objeto de estudio son los posets 3-equipados de tipo in�nito, comenzando con los
de un parámetro. Los resultados principales de esta investigación son los siguientes:

• Introducción de los posets 3-equipados, de sus representaciones y corepresentacio-
nes, tanto en forma matricial como en forma invariante, sobre una extensión cúbica
inseparable de campos F ⊂ G, en característica 3.

• Obtención del criterio de un parámetro para posets 3-equipados, con respecto a re-
presentaciones y corepresentaciones.

• Descripción de los posets 3-equipados sinceros de un parámetro.

• Clasi�cación completa, en forma matricial evidente, de las representaciones y core-
presentaciones de los posets 3-equipados de un parámetro.

• Relación entre las raíces de la forma cuadrática de Tits asociada a un poset 3-
equipado, y las dimensiones de sus representaciones indescomponibles.

• Relación entre las raíces de la coforma cuadrática asociada a un poset 3-equipado, y
las dimensiones de sus corepresentaciones indescomponibles.

• Desarrollo de algunos métodos de reducción para problemas matriciales de tipo mixto
sobre la pareja (F,G).

• Solución de algunos problemas matriciales de tipo mixto, que contienen el haz clásico
de Kronecker y el haz pseudolineal, respectivamente.

Algunos de estos resultados fueron publicados parcialmente en el artículo [19], y socia-
lizados en ponencias presentadas por la autora en los siguientes eventos:

• XVI Congreso Nacional de Matemáticas. Medellin, Colombia, 2007.

• XVII Coloquio Latinoamericano de Algebra. Rio Negro, Colombia, 2007.

• ALTENCOA 3. Bucaramanga, Colombia, 2008.

• ICRA XIII, The 13-th International Conference on Representations of Algebras. São
Paulo, Brazil, 2008.

• UN Encuentro de Matemáticas. Bogotá, Colombia, 2011.

• XVIII Congreso Colombiano de Matemáticas. Bucaramanga, Colombia, 2011.

Para presentar la totalidad de los resultados, este documento se ha estructurado como
sigue:

El primer capítulo contiene varios aspectos preliminares, concernientes a posets ordi-
narios (Sección 1.1) y a posets equipados (Sección 1.2), que han motivado la manera de
llevar a cabo el estudio de los posets 3-equipados.
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En el segundo capítulo se encuentran las de�niciones principales, es decir, el primero de
los resultados listados arriba. En la sección 2.1, se de�nen posets 3-equipados, sus diagramas
y algunas formas cuadráticas asociadas a ellos. Sus representaciones y corepresentaciones
son introducidas en las secciones 2.2 y 2.3, en lenguaje matricial e invariante, sobre una
extensión cúbica inseparable de campos en característica 3. En la sección 2.4, se demuestra
que las categorías de representaciones y corepresentaciones de un poset 3-equipado tienen
la propiedad de Krull-Schmidt. La sección 2.5 contiene la descripción de los posets 3-
equipados críticos y los de tipo �nito.

El tercer capítulo contiene la de�nición de posets 3-equipados de un parámetro en la
primera sección. En la segunda están formulados el criterio de un parámetro para posets
3-equipados (teorema 11), los teoremas en los que se presentan la lista de posets sinceros
de un parámetro y las clasi�caciones completas de sus representaciones y corepresenta-
ciones indescomponibles (teoremas 12, 13 y 14), algunas propiedades de las dimensiones
de dichos indescomponibles en términos de las formas cuadráticas asociadas a cada poset
(teorema 15), y un corolario que relaciona las representaciones y corepresentaciones de ca-
da poset sincero (corolario 16). En la sección 3.3 se demuestran el criterio de un parámetro
y el teorema 12.

El cuarto capítulo está dedicado a mostrar con detalles cómo se obtuvo la clasi�cación
de las representaciones y corepresentaciones indescomponibles de los posets 3-equipados
sinceros de un parámetro. Las demostraciones utilizan métodos de álgebra lineal, por lo
cual se introducen unas de�niciones de representaciones y corepresentaciones en términos
de bimódulos, equivalentes a las del segundo capítulo (Sección 4.1). También se reducen los
problemas matriciales correspondientes, a algunos problemas particulares que involucran,
por una parte el haz clásico de Kronecker, resuelto originalmente en [32] (Sección 4.2), y
por otra el haz pseudolineal introducido y resuelto por Sergeichuk en [52] (Sección 4.3). La
solución de estos problemas particulares (teoremas 22 y 25) permite restaurar las formas
matriciales de todas las representaciones y corepresentaciones de los posets 3-equipados
sinceros de un parámetro (demostraciones de los teoremas 13 y 14 y proposición 26).
Además en la sección 4.4, se explican con detalles los motivos de la elección de algunas
de�niciones principales y de la pareja (F,G).

En el quinto capítulo, se presentan dos aplicaciones posibles de los resultados obtenidos:
una de ellas a la teoría de anillos y la otra a la teoría vectroides.

Los apéndices contienen las listas completas de indescomponibles, de cada uno de los
posets estudiados aquí.

Por último, se mencionan algunas maneras en las que se puede continuar esta investi-
gación.



CAPÍTULO 1

Posets ordinarios y posets equipados

En este capítulo, se presentan de manera general y acorde a nuestros objetivos, de�-
niciones, criterios y observaciones de investigaciones previas que han motivado, de forma
natural, el estudio de los posets 3-equipados, sus representaciones y corepresentaciones.

La primera sección se dedica a los posets ordinarios, y la segunda a los posets equipados.

1.1. Representaciones matriciales y vectoriales de posets

ordinarios

Un poset (abreviatura de partially ordered set, conjunto parcialmente ordenado) or-
dinario �nito (P,≤) está conformado por un conjunto �nito de puntos P, relacionados
mediante un orden parcial ≤.

Sean x, y ∈ P dos elementos tales que x ≤ y. Si además x 6= y, escribiremos x < y y
diremos que y es sucesor inmediato de x, si no existe ningún z ∈ P tal que x < z < y.

Cada poset está unívocamente determinado por su diagrama de Hasse que se obtiene
poniendo los elementos de P en un nivel inicial y cada vez que un punto y sea sucesor
inmediato de otro punto x, se dibuja y en un nivel superior y se conecta con una línea con
x.

Las representaciones de los posets ordinarios fueron introducidas en [35] de la siguiente
forma: Una representacion matricial M de algún poset P sobre un campo K, es una matriz
con entradas en K dividida en franjas verticales Mx para cada x ∈ P. A estas matrices se
aplican las siguientes transformaciones admisibles:

(a) Transformaciones K-elementales de �las de toda la matriz M ;

(b) Transformaciones K-elementales de columnas de cada franja Mx;

(c) Si x < y, adiciones de columnas de la franja Mx a columnas de la franja My con
coe�cientes en K.

Se dice que dos representaciones matriciales son equivalentes o isomorfas si se puede
obtener una de la otra a partir de una sucesión de transformaciones admisibles.

1



CAPÍTULO 1. POSETS ORDINARIOS Y POSETS EQUIPADOS 2

La dimensión de una representación M del poset P es el vector

d = dimM = (d0; dx : x ∈ P),

donde d0 es el número de �las de M y dx es el número de columnas de la franja Mx.

De acuerdo con la de�nición invariante de Gabriel [23], una representación de un poset
P sobre un campo K está determinada por un espacio vectorial U0 de dimensión �nita sobre
K, y a cada elemento de P se le asigna un subespacio de U0, de manera que el orden parcial
en P induce la contenencia en los subespacios asignados. Esto es, una representación U de
un poset P sobre K es una colección de K-espacios vectoriales, de la forma

U = (U0;Ux : x ∈ P)

donde Ux ⊆ U0 para cada x ∈ P, y para todo par de puntos x, y ∈ P se satisface

x ≤ y ⇒ Ux ⊆ Uy.

Un mor�smo U
ϕ−→ V es una aplicación K-lineal ϕ : U0 → V0 tal que ϕ(Ux) ⊆ Vx para

todo x ∈ P.

El radical de una representación U es otra representación U = (U0, Ux : x ∈ P) donde
Ux =

∑
y<x Uy.

La dimensión de una representación U es un vector d = dim U = (d0; dx : x ∈ P),
donde d0 = dimK U0, dx = dimK Ux/Ux, para todo x ∈ P.

Una representación matricialM corresponde a una representación U = (U0;Ux : x ∈ P)
si las columnas de cada franja Mx están formadas por coordenadas (con respecto a una
base elegida de U0) de algún sistema de generadores de Ux módulo Ux. Nótese que las
transformaciones admisibles de M corresponden a aquellos cambios de base de U0 y de los
sistemas de generadores de Ux que no cambian el número de generadores.

Se tiene que dim M = dim U si y sólo si los sistemas de generadores elegidos son
minimales (es decir, la matriz M es reducida). En caso contrario, dim M ≥ dim U .

Por lo tanto, un isomor�smo matricial M ' M ′ implica un isomor�smo de las repre-
sentaciones correspondientes U ' V (la a�rmación recíproca es verdadera cuando M y M ′

son reducidas).

De esta forma, describir las representaciones indescomponibles de un poset es equiva-
lente a describir sus representaciones matriciales, excluyendo aquellas matrices formales
que no tienen �las pero tienen columnas.

Si una representación indescomponible U de algún poset P, es tal que dim U no tiene
coordenadas nulas, entonces se dice que U es sincera y también que el poset es sincero.

Las representaciones de un poset P junto con sus mor�smos constituyen una categoría
aditiva y de Krull-Schmidt (ver [1, teorema 1.2.2]), y como tales, sus tipos de representación
se pueden determinar según sus objetos indescomponibles.

De la observación anterior se originaron las de�niciones de poset de tipo �nito y poset

de tipo in�nito que son, respectivamente, posets con �nito e in�nito número de represen-
taciones indescomponibles, salvo isomor�smo.
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Los posets de tipo �nito y sus representaciones fueron completamente caracterizados y
descritos en [29] y [30]. Mientras que para estudiar los posets de tipo in�nito se utilizó el
siguiente concepto de serie.

Supongamos que el campo K es in�nito. Considérense las representaciones de un poset
P sobre el anillo de polinomios K[t] que se de�nen análogamente a las representaciones
sobre K. Es decir, son matrices con entradas en K[t] divididas en franjas verticales. Así,
cada representación sobre K[t] genera una serie de representaciones sobre K substituyendo
la variable t por alguna matriz cuadrada A con entradas en K, y cada escalar k ∈ K por
una matriz, del mismo tamaño de A, de la forma kI.

Un poset de tipo in�nito se dice de n-parámetros si el número minimal de series, que
generan casi todas sus representaciones indescomponibles de cada dimensión dada (salvo
isomor�smo) es igual a n.

Los posets ordinarios de un parámetro fueron caracterizados en [45] mediante el si-
guiente criterio.

Teorema 1 (Criterio de un parámetro para posets ordinarios). Un poset ordinario es de

un parámetro si y solo si contiene exactamente uno de los posets críticos de Kleiner

K1 = (1, 1, 1, 1) K2 = (2, 2, 2) K3 = (1, 3, 3) K4 = (N, 4) K5 = (1, 2, 5)

como subposet.

Los posets de n parámetros se dicen de tipo de representación manso, además de
crecimiento �nito (estas últimas dos clases fueron de�nidas y caracterizadas en [33] y [66]).

Cuando no es posible �parametrizar� las representaciones indescomponibles de un poset
con un número �nito de series para alguna dimensión, se dice que este poset es de tipo
salvaje.

En otras palabras, un poset es de tipo salvaje si y sólo si su problema matricial inclu-
ye el problema de reducir dos o más matrices simultáneamente por transformaciones de
semejanza ordinaria sobre K.

Como se mencionó en la introducción, durante las décadas de los 70s y los 80s, la
teoría de representaciones de poset fue desarrollada caracterizando los posets de los dife-
rentes tipos de representación, presentando las listas de posets sinceros y las descripciones
completas de sus representaciones, incluso describiendo el carcaj de Auslander-Reiten, en
varios casos. Todo este desarrollo motivó otras direcciones de investigación como la que se
presenta en la siguiente sección, que es la que conlleva al presente trabajo.
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1.2. Posets equipados, sus representaciones y

corepresentaciones

Un poset equipado (2-equipado en terminología de [63]) es un poset �nito (P,≤) junto
con una relación binaria adicional � sobre sus puntos, llamada relación fuerte, que satisface
la siguiente condición para todos los puntos x, y, z ∈ P.

Si x ≤ y � z o x� y ≤ z, entonces x� z.

Esto es simplemente, que la composición de una relación fuerte con cualquier otra, es
fuerte.

Cuando algunos puntos x, y ∈ P son tales que x ≤ y pero x 6 y, decimos que x y y
están en relación débil, notado por x ≺ y.

Se sigue de la de�nición que para cada punto x ∈ P, o bien x� x, o bien x ≺ x. En el
primer caso llamamos a x punto fuerte, y en el segundo lo llamamos punto débil.

Cuando todos los puntos de algún poset equipado P son fuertes, decimos que el equi-
pamiento del poset es trivial y en este caso P será un poset ordinario.

El diagrama de un poset equipado se obtiene partiendo del diagrama de Hasse, dis-
tinguiendo en él los puntos fuertes de los débiles y conectando con una línea adicional los
puntos débiles que están en relación fuerte, cuando esta relación no sea consecuencia de
otras.

Las representaciones de posets equipados fueron introducidas en [54], sobre la pareja
clásica de campos (R,C), más tarde su de�nición se generalizó a una extensión cuadrática
de campos arbitraria K ⊂ L (ver [48]). Al igual que para el caso de (R,C), se tiene que
L = K(ζ), para algún elemento primitivo ζ, y como cada elemento x ∈ L se puede escribir
como x = a + bζ, para algunos a, b ∈ K, se dice que a es la parte real de x y b su parte
imaginaria, con la notación Rex = a e Imx = b, respectivamente.

Se de�ne una representación matricial de un poset equipado P, sobre la pareja (K, L),
como una matriz M dividida en franjas verticales Mx, para cada x ∈ P, con entradas en K

(L) si el punto x es fuerte (débil). El conjunto de transformaciones admisibles para estas
matrices es el siguiente:

(a) Transformaciones K-elementales de �las de toda la matriz M ;

(b) Transformaciones K-elementales (L-elementales) de columnas de la franjaMx para cada
punto fuerte (débil) x;

(c) Si x ≺ y, adiciones de columnas de la franja Mx a columnas de la franja My con
coe�cientes en L;

(d) Si x � y, adiciones independientes de las partes real o imaginaria de las columnas de
Mx a las partes real o imaginaria de las columnas de My, con coe�cientes en K. Si y es
un punto fuerte no se hacen adiciones a sus partes imaginarias, que en este caso son
nulas.

En términos de espacios vectoriales, dado un K-espacio U0 de dimensión �nita, se
identi�ca la suma directa U2

0 de dos copias de U0, con el L-espacio U2
0 = U0 ⊕ ζU0. Nótese



CAPÍTULO 1. POSETS ORDINARIOS Y POSETS EQUIPADOS 5

que para cualquier L-subespacio X ⊆ U2
0 , sus partes real e imaginaria coinciden, esto es

ReX = ImX. De modo que al de�nir la K-cápsula de X como K(X) = (ReX)2, se tiene
que X ⊆ K(X).

Una representación U de un poset equipado P sobre el par (K, L) es una colección de
la forma

U = (U0;Ux : x ∈ P)

donde U0 es un K-espacio vectorial de dimensión �nita, cada Ux es un L-subespacio de U2
0 ,

y para todo par de puntos x, y ∈ P se satisfacen las siguientes condiciones

x ≤ y ⇒ Ux ⊆ Uy
x� y ⇒ K(Ux) ⊆ Uy.

Sean U, V representaciones de P, un mor�smo U
ϕ−→ V es una aplicación K-lineal

ϕ : U0 → V0 tal que ϕ2(Ux) ⊆ Vx para todo x ∈ P.

Dos representaciones U y V son isomorfas, U ' V , si existe un isomor�smo de K-
espacios ϕ : U0 → V0 tal que ϕ2(Ux) = Vx para todo x ∈ P.

De los posets equipados surge también, la de�nición de sus corepresentaciones sobre el
par (K, L), introducida en [48].

Una corepresentación matricial de un poset equipado P, sobre la pareja (K, L), es una
matriz M sobre L, dividida en franjas verticales Mx (x ∈ P), con el siguiente conjunto de
transformaciones admisibles:

(a) transformaciones L-elementales de �las de toda la matriz M ;

(b) transformaciones K-elementales (L-elementales) de columnas de la franjaMx para cada
punto débil (fuerte) x;

(c) si x ≺ y (x � y), adiciones de columnas de la franja Mx a columnas de la franja My

con coe�cientes en K (L).

Dado un L-espacio vectorial de dimensión �nita U0, si X ⊂ U0 es un K-espacio, se de�ne
la L-cápsula de X, como el espacio vectorial generado por X sobre L, notado L(X) = L〈X〉.

Una corepresentación U de un poset equipado P sobre el par (K, L) es una colección de
la forma

U = (U0;Ux : x ∈ P)

donde U0 es un L-espacio vectorial de dimensión �nita, cada Ux es un K-subespacio de U0,
y para todo par de puntos x, y ∈ P se satisfacen las siguientes condiciones

x ≤ y ⇒ Ux ⊆ Uy
x� y ⇒ L(Ux) ⊆ Uy.

Un mor�smo U
ϕ−→ V , entre dos corepresentaciones U, V de P, es cualquier aplicación

L-lineal ϕ : U0 → V0 tal que ϕ(Ux) ⊆ Vx para todo x ∈ P.

Las representaciones y corepresentaciones de un poset equipado, junto con sus mor�s-
mos conforman dos categorías que son aditivas y de Krull-Schmidt.
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Las de�niciones de poset equipado sincero, de sus tipos de representación (�nito, in�-
nito, manso, etc.) son análogas a las de los posets ordinarios.

Usando algunos resultados de [31], se pueden caracterizar y describir los posets equi-
pados de tipo �nito, dando la respectiva lista de posets sinceros y clasi�cando sus repre-
sentaciones y corepresentaciones.

Las representaciones de los posets equipados de tipo in�nito han sido estudiadas en
[54, 60, 61], donde se establecen respectivamente, los criterios de un parámetro, de tipo
manso, y de crecimiento �nito. También se describen los posets sinceros.

El estudio de las corepresentaciones de posets equipados llega hasta la caracterización y
descripción completa de los posets de un parámetro con sus respectivos indescomponibles,
lo encontramos en las investigaciones principales [48,49].

Evidentemente, la teoría de representaciones (y corepresentaciones) de posets equipados
ha sido ampliamente desarrollada, esto despertó el interés por estudiar posets no con dos
tipos de relaciones (fuerte y débil) sino con tres, y sirve además, como prototipo de la
investigación presente y futura sobre posets 3-equipados.



CAPÍTULO 2

Los posets 3-equipados, sus representaciones y
corepresentaciones

En este capítulo se introducen las de�niciones principales para el desarrollo de toda
nuestra investigación.

Su estructura es la siguiente: en la sección 2.1 se presenta la de�nición de poset 3-
equipado, su diagrama y algunas formas cuadráticas asociadas. En las dos secciones si-
guientes, se de�nen respectivamente, las representaciones y corepresentaciones de posets
3-equipados sobre una extensión cúbica de campos, puramente inseparable en característica
3, tanto en forma matricial, como en el lenguaje invariante de los espacios vectoriales. Estas
representaciones y corepresentaciones, junto con sus mor�smos correspondientes, constitu-
yen dos categorías, en la sección 2.4, mostramos que dichas categorías son de Krull-Schmidt.
Para terminar, se describen en la sección 2.5, los posets 3-equipados críticos y los de tipo
�nito.

2.1. Los posets 3-equipados y sus formas asociadas

Un poset �nito (P,≤) se dice 3-equipado si a cada par comparable de puntos x ≤ y
se le asigna únicamente uno de los valores 1, 2 ó 3, usando la notación x ≤1 y, x ≤2 y ó
x ≤3 y, y se satisface la siguiente condición:

Si x ≤l y ≤m z y x ≤n z, entonces n ≥ mı́n{lm, 3}. (2.1)

Una relación x ≤ y se llama débil, semifuerte ó fuerte, si x ≤1 y, x ≤2 y ó x ≤3 y,
respectivamente. Por eso, se dice que P está equipado con tres relaciones.

De la de�nición se sigue inmediatamente que la composición de una relación fuerte con
cualquier otra, es fuerte.

Por la condición (2.1), para todos los puntos x ∈ P se tiene, o bien x ≤1 x, o bien
x ≤3 x. En el primer caso, llamaremos a x punto débil y en el segundo caso, lo llamaremos
punto fuerte. Nótese que cualquier relación entre un punto arbitrario y un punto fuerte es
siempre fuerte.

7
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En general, ninguna de las relaciones ≤1,≤2,≤3 es un orden. De hecho ninguna de ellas
es re�exiva y solamente la relación fuerte es transitiva.

Escribiremos x <l y, si x ≤l y y x 6= y. En particular, para las relaciones semifuertes
siempre se tiene x <2 y.

El equipamiento de un poset se dice trivial cuando éste sólo contiene puntos fuertes;
en este caso, (P,≤) es es un poset ordinario.

Sea X un subconjunto de puntos de algún poset P y a ∈ P, escribiremos a < X (a ≤ X)
cuando a < x (a ≤ x) para cada x ∈ X. De la misma forma, si Y ⊂ P escribiremos X < Y
(X ≤ Y ) cuando x < y (x ≤ y), para todo x ∈ X y y ∈ Y .

Si x < y, el intervalo abierto (x, y) es el conjunto de todos los puntos z ∈ P tales que
x < z < y. Si (x, y) es vacío decimos que x < y es una relación corta. De lo contrario la
relación x < y se dice larga.

Sea x <n y una relación larga. Para cada z ∈ (x, y) tal que x <l z <m y, se de�ne
µz = µz(x, y) = mı́n{lm, 3}, de este modo para el intervalo (x, y) asignamos

µ(x, y) = máx
z∈(x,y)

{µz}.

Obviamente n ≥ µ(x, y) por (2.1).

Cada poset 3-equipado está unívocamente determinado por su diagrama, que se cons-
truye de la siguiente manera:

1. Se dibuja el diagrama de Hasse de P denotando por 3 y a los puntos débiles
y fuertes, respectivamente.

2. Si x <l y es una relación corta entre puntos débiles, los puntos x y y se unen con
l − 1 líneas adicionales.

3. Si x <l y es una relación larga entre puntos débiles, los puntos x y y se unen con
l − µ(x, y) líneas adicionales.

Ejemplo 2. Sea P el poset 3-equipado dado por el siguiente diagrama

3
a

3
b

3
c

3
d

3
w

3
x

3
y

z

se tiene que z es el único punto fuerte y por lo tanto {w, x, y} <3 z <3 d. También
a <3 {b, c, d} ya que a <3 b. Nótese que b <1 c <1 d luego µc(b, d) = µ(b, d) = 1 y, por la
línea adicional entre b y d, entonces b <2 d. De forma similar w <3 y aunque µ(w, y) = 2
por w <1 x <2 y. Por otro lado w <1 x <1 b luego µ(w, b) = 1, y como no hay líneas
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adicionales entre w y b, entonces w <1 b. Como consecuencia de x <2 y <2 c se tiene
que µ(x, c) = 3 y x <3 c. Considerando el intervalo abierto (y, d) = {c, z}, vemos que
µc(y, d) = 2 y µz(y, d) = 3 por lo tanto µ(y, d) = 3 y {w, x, y} <3 d.

Un subconjunto de un poset 3-equipado se llama cadena si esta linealmente ordenado.
Si por el contrario todos sus puntos son incomparables dos a dos se llama anticadena.

Se denota por P̃ al alargamiento P̃ = P ∪ {0} de un poset 3-equipado P al que se le
añade un único punto fuerte maximal 0.

Sean α = (α0;αx : x ∈ P) y β = (β0;βx : x ∈ P) vectores en Z|P̃|, la forma bilineal no

simétrica de P se de�ne como sigue

B(α, β) = α0β0 +
∑
x≤y
x,y∈P

lxyαxβy − α0

∑
x∈P

lxxβx ,

donde lxx = 1 si x es fuerte, lxx = 3 si x es débil, y si x <l y entonces lxy = l
lxxlyy

3 .

También se de�ne la coforma bilineal no simétrica de P

B̂(α, β) = 3α0β0 +
∑
x≤y
x,y∈P

l̂xyαxβy − 3α0

∑
x∈P

βx ,

donde l̂xy = m si x ≤m y.

La forma S〈α, β〉 y la coforma Ŝ〈α, β〉 bilineales simétricas de P se obtienen, respecti-
vamente, de la forma y la coforma no simétricas, como sigue:

S〈α, β〉 =
1

2
[B(α, β) +B(β, α)] , Ŝ〈α, β〉 =

1

2
[B̂(α, β) + B̂(β, α)].

La forma cuadrática de Tits f de P es

f = f(α) = S〈α, α〉 = B(α, α) = α2
0 +

∑
x≤y
x,y∈P

lxyαxαy − α0

∑
x∈P

lxxαx.

Análogamente, la coforma cuadrática de Tits f̂ de P es

f̂ = Ŝ〈α, α〉 = B̂(α, α) = f̂(α) = 3α2
0 +

∑
x≤y
x,y∈P

l̂xyαxαy − 3α0

∑
x∈P

αx.

Una raíz simple di de la forma cuadrática de Tits f (coforma f̂) asociada a un poset

3-equipado P, es un vector en Z|P̃| con la coordenada i-ésima igual a 1 y las demás iguales
a 0.

Las re�exiones wx(α) y ŵx(α) de un vector α en algún punto x ∈ P̃ son

wx(α) = α− 2

lxx
S〈α, dx〉dx ŵx(α) = α− 2

l̂xx
Ŝ〈α, dx〉dx.
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Los vectores positivos obtenidos por re�exiones wx (ŵx) de las raíces simples de f (f̂)

son las raíces admisibles de la forma (coforma) cuadrática de Tits f (f̂). Un vector d ∈ Z|P̃|
es una raíz imaginaria de f ó f̂ si f(d) = 0 ó f̂(d) = 0, respectivamente. En el caso de
los posets 3-equipados, el valor de la forma de Tits f (coforma f̂) evaluada en las raíces
admisibles es 1 ó 3.

En los siguientes ejemplos se presentan los cálculos de algunas raíces admisibles.

Ejemplo 3. Considérese el poset 3-equipado K10,

3
a b

. (2.2)

(i) Las raíces admisibles de su forma cuadrática de Tits

f(d) = d20 + 3d2a + d2b − d0(3da + db)

son las siguientes
(1, 1, 1); (3, 2, 1); (2n+ 1, n+ 1, n+ 1); (2n+ 1, n, n+ 1); (2n+ 1, n, n); (2n, n, n+ 1);
(2n + 2, n + 1, n); (2n + 3, n + 2, n + 1); (3, 2, 3); (6, 4, 3); (3, 1, 3); (6, 2, 3); (9, 4, 3);
(12, 5, 6); (6m + 3, 3m + 2, 3m); (6m + 3, 3m + 1, 3m + 3); (6n + 3, 3n + 2, 3n + 3);
(6n+ 9, 3n+ 4, 3n+ 3); (6n+ 6, 3n+ 4, 3n+ 3); (6n+ 12, 3n+ 5, 3n+ 6).

El valor de la forma de Tits evaluada en las re�exiones de la raíz simple (0, 1, 0)
es igual a 3, mientras que el valor de la forma de Tits evaluada en las otras raíces
admisibles es 1.

(ii) Su coforma cuadrática de Tits

f̂(d) = 3d20 + d2a + 3d2b − 3d0(da + 3db)

tiene las siguientes raíces admisibles
(1, 3, 1); (2n+1, 3n+3, n); (3, 6, 2); (3, 3, 2); (5, 6, 3); (2n, 3n, n+1); (2n+2, 3n+3, n);
(5, 9, 3); (2n+5, 3n+6, n+3); (4n+3, 6n+6, 2n+2); (2n+1, 3n, n); (4n+5, 6n+9, 2n+
3); (1, 2, 1); (1, 1, 1); (2, 2, 1); (3, 4, 1); (4, 5, 2); (2n+1, 3n+2, n); (2n+1, 3n+1, n+1);
(2n+ 1, n+ 2, n+ 1); (2n+ 3, n+ 2, n+ 1); (2n, n+ 3, n); (2n+ 4, n+ 3, n+ 2).

Ejemplo 4. Para el poset 3-equipado K11

3 a

3 b
(2.3)

(i) Su forma cuadrática de Tits es

f(d) = d20 + 3d2a + 3d2b + 3dadb − 3d0(da + db)

y tiene las siguientes raíces admisibles
(3, 2, 1); (6, 3, 1); (6, 3, 2); (6, 1, 2); (9, 2, 3); (3n+ 3, n+ 1, n); (3n, n, n+ 1); (12, 3, 4);
(3n+ 3, n, n+ 2); (3n+ 3, n+ 2, n); (9, 4, 3); (3n, n+ 1, n); (3n+ 3, n, n+ 1); (2, 1, 1);
(5, 1, 2); (3n + 2, n + 1, n); (3n + 1, n, n + 1); (3n + 2, n + 1, n + 1); (3n + 1, n, n);
(3n+ 1, n+ 1, n); (3n+ 2, n, n+ 1).
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(ii) Su coforma cuadrática de Tits es

f̂(d) = 3d20 + d21 + d22 + d1d2 − 3d0(d1 + d2)

y tiene las siguientes raíces admisibles
(2, 3, 3); (4, 6, 3); (4, 3, 4); (4, 3, 3); (5, 3, 6); (n+1, n+1, n); (n, n, n+1); (n+1, n, n+2);
(n+1, n+2, n); (n, n+1, n); (n+1, n, n+1); (3m+2, 3m+3, 3m); (3m+1, 3m, 3m+3);
(3n+ 2, 3n+ 3, 3n+ 3); (3n+ 4, 3n+ 3, 3n+ 3); (3n+ 4, 3n+ 6, 3n+ 3); (3n+ 5, 3n+
3, 3n+ 6).

En este caso, el valor de la coforma de Tits evaluada en las re�exiones de la raíz simple
(1, 0, 0) es 3, y el valor de la coforma de Tits evaluada en las otras raíces admisibles
es igual a 1.

Las formas cuadráticas resultan ser una herramienta útil e importante en la teoría de
representaciones, en las siguientes secciones veremos como la forma y la coforma de Tits
asociadas a un poset se relacionan con sus representaciones y corepresentaciones.

2.2. Representaciones

En adelante, todo el trabajo se llevará a cabo sobre la pareja de campos (F,G) de
característica 3, donde G es una extensión puramente inseparable de grado 3 sobre F. Se
tiene que G = F(ξ), para algún elemento primitivo ξ cuyo polinomio minimal sobre F será
t3 + p.

Claramente, cada elemento g ∈ G puede escribirse en la forma g = a + bξ + cξ2,
con a, b, c ∈ F. Diremos que a = Re g es la parte real de g, b = Im1 g y c = Im2 g sus
partes imaginarias uno y dos, respectivamente. De este modo, si X ⊆ G es un subconjunto
arbitrario, sus partes real e imaginarias serán los conjuntos ReX = {Re g : g ∈ X} e
ImiX = {Imi g : g ∈ X} (i = 1, 2), respectivamente1.

Recordemos que una derivación δ, sobre un campo K, es una aplicación de δ : K → K

tal que (g+h)δ = gδ+hδ y (gh)δ = ghδ+gδh, para todo g, h ∈ K (ver por ejemplo [16,28]).

En nuestro caso aparece la derivación natural δ del campo G, que es un endomor�smo
de G, que satisface

δ(a) = 0, para todo a ∈ F, δ(ξ) = 1, δ(ξ2) = −ξ.

Dado un elemento g ∈ G, se va a usar la notación gδ = δ(g) = Im1 g − Im2 gξ.

Para algún F-espacio de dimensión �nita U0, considérese el G-espacio inducido Ũ0 =
U0
⊗

F
G. Si X ⊆ Ũ0 es un G-subespacio, entonces su parte real ReX es el siguiente F-

subespacio de U0

ReX = {u ∈ U0 : u⊗ 1 + u′ ⊗ ξ + u′′ ⊗ ξ2 ∈ X, para algunos u′, u′′ ∈ U0}.

Las partes imaginarias Im1X e Im2X se de�nen análogamente. Obviamente, como X es
un G-subespacio de Ũ0, entonces ReX = Im1X = Im2X.

1Esta notación fue motivada por las representaciones de posets equipados que se introdujeron sobre la
pareja de campos clásica R ⊂ C.
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Un G-subespacio X ⊆ Ũ0 se dice fuerte si X = (ReX)
⊗

F
G o equivalentemente, si

(ReX)⊗ 1 ⊂ X.

La derivada Xδ de cualquier conjunto X ⊆ Ũ0 es el conjunto Xδ = {u ⊗ gδ : u ⊗ g ∈
X}. Se denota por K〈a1, a2, . . . , an〉 al espacio vectorial generado por los vectores dados
a1, a2, . . . , an sobre un campo K. Con esta notación considérense los siguientes tres G-
subespacios de Ũ0 que contienen a X

G1(X) = G〈X〉, G2(X) = G〈X,Xδ〉, G3(X) = G〈X,Xδ, Xδ2〉.

Si X ⊆ Ũ0 es un G-subespacio, nótese que Xδ2 = Im2X ⊗ 1. Por lo tanto, G3(X) =
(Im2X)

⊗
F
G = (ReX)

⊗
F
G es un G-espacio fuerte.

Una representación U de un poset 3-equipado P sobre el par (F,G) es una colección de
la forma

U = (U0;Ux : x ∈ P)

donde U0 es un F-espacio vectorial de dimensión �nita, cada Ux es un G-subespacio de Ũ0,
y para todo par de puntos x, y ∈ P se satisface

x ≤l y ⇒ Gl(Ux) ⊆ Uy.

En este punto se hace clara la similitud entre nuestro espacio G3(X) y la cápsula
de�nida para trabajar con los posets equipados (ver sección 1.2). También es claro que
para conservar la estructura de un poset 3-equipado, es necesaria otra cápsula. Por eso
resultó de gran utilidad el endomor�smo δ (que apareció de manera natural al realizar
cálculos de representaciones del poset K11 de la forma (2.3)), ya que con él, se puede
determinar una contenencia para el caso de la relación semifuerte que, intuitivamente, está
entre la débil y la fuerte.

Para cada punto fuerte x ∈ P se tiene G3(Ux) ⊆ Ux, de donde Ux es un G-subespacio
fuerte, y como tal, está completamente determinado por su parte real.

Las representaciones de un poset 3-equipado P son los objetos de la categoría de re-

presentaciones repP. Un mor�smo U
ϕ−→ V es una aplicación F-lineal ϕ : U0 → V0 tal que

(ϕ⊗ 1)(Ux) ⊆ Vx para todo x ∈ P.

Dos representaciones U y V son isomorfas, U ' V , si existe un isomor�smo de F-
espacios ϕ : U0 → V0 tal que (ϕ⊗ 1)(Ux) = Vx para todo x ∈ P.

Una subrepresentación V = (V0;Vx : x ∈ P) de una representación U es alguna repre-
sentación de P tal que V0 ⊆ U0 y Vx ⊆ Ux para cada x ∈ P.

El radical de una representación U es una subrepresentación U = (U0, Ux : x ∈ P) de

U , donde Ux =
∑

y<lx G
l(Uy).

La dimensión de una representación U es un vector d = dim U = (d0; dx : x ∈ P) donde
d0 = dimF U0 y dx = dimG Ux/Ux para todo x ∈ P.

Una representación matricial de un poset 3-equipado P, sobre la pareja (F,G), es una
matrizM dividida en franjas verticalesMx sobre G (F) si x ∈ P es un punto débil (fuerte).

Dos representaciones matriciales M y M ′ se dicen equivalentes o isomorfas si se puede
obtener la una de la otra a partir del siguiente conjunto de transformaciones admisibles:
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(a) Transformaciones F-elementales de �las de toda la matriz M ;

(b) Transformaciones F-elementales (G-elementales) de columnas de la franjaMx para cada
punto fuerte (débil) x;

(c) Si x <1 y, adiciones de columnas de la franja Mx a columnas de la franja My con
coe�cientes en G;

(d) Si x <2 y, adiciones de columnas de Mx y M δ
x a columnas de My con coe�cientes en

G;

(e) Si x <3 y, adiciones independientes de las partes real o imaginarias de las columnas
de Mx a las partes real o imaginarias de las columnas de My, con coe�cientes en G. Si
y es un punto fuerte no se hacen adiciones a sus partes imaginarias, que en este caso
son nulas.

La dimensión de una representación matricialM de un poset 3-equipado P es un vector
d = dim M = (d0; dx : x ∈ P), donde d0 es el número de �las de M y para x ∈ P, dx es el
número de columnas de la franja Mx.

Sea U una representación de un poset 3-equipado P. Al elegir una base del F-espacio
U0 (que al mismo tiempo induce una G-base de Ũ0), se le asigna a U una representación
matricial M tal que para todo punto débil (fuerte) x ∈ P las columnas de la franja Mx

estan formadas por coordenadas de algún sistema de generadores del G-espacio Ux (F-
espacio ReUx) módulo Ux (ReUx), con respecto a la base elegida.

Nótese que las transformaciones admisibles de cada representación matricial M corres-
ponden a aquellos cambios de la base escogida para U0 y de los sistemas de generadores de
Ux que no varían el número de generadores. Por lo tanto, el sistema de generadores elegido
es minimal si y sólo si dim M = dim U , y en este caso la matriz M es reducida. De lo
contrario, dim M ≥ dim U .

De esta forma, un isomor�smo matricial M ' M ′ implica un isomor�smo U ' U ′ de
las representaciones correspondientes (la a�rmación recíproca es cierta cuando M y M ′

son reducidas).

Ya que tenemos de�nidas las representaciones de posets 3-equipados tanto en forma
matricial, como en forma de colecciones de espacios vectoriales, continuaremos con la de-
�nición de corepresentaciones en la siguiente sección.

2.3. Corepresentaciones

Junto con los posets 3-equipados, surge el interés en estudiar un problema dual al de
sus representaciones, en el siguiente sentido:

Para de�nir representaciones tomamos un F-espacio U0, lo �triplicamos� para obtener
Ũ0 ' U0 ⊗ 1 ⊕ U0 ⊗ ξ ⊕ U0 ⊗ ξ2 ' U3

0 que es un G-espacio, y luego, para mantener
la estructura de poset 3-equipado, relacionamos sus G-subespacios por medio de algunas
contenecias adecuadas. Por lo tanto, ahora consideraremos colecciones de F-subespacios de
un G-espacio. Para diferenciar este caso del anterior, se agrega el pre�jo co a la mayoria
de las de�niciones.
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De esta forma, veamos como los posets 3-equipados conllevan, de manera natural, a la
noción de sus corepresentaciones sobre la pareja de campos (F,G).

Sean U0 un G-espacio vectorial de dimensión �nita y X ⊆ U0 un subconjunto arbitrario,
se de�nen tres F-subespacios de U0 que contienen a X

F1(X) = F〈X〉, F2(X) = F〈X, ξX〉, F3(X) = F〈X, ξX, ξ2X〉 = G〈X〉.

Una corepresentación U del poset 3-equipado P sobre el par (F,G) es cualquier colección
de la forma

U = (U0;Ux : x ∈ P)

donde U0 es un G-espacio vectorial de dimensión �nita, cada Ux es un F-subespacio de U0,
y se satisface la siguiente condición para todo x, y ∈ P

x ≤l y ⇒ Fl(Ux) ⊆ Uy.

Obviamente si x es un punto fuerte, Ux es un G-espacio.

Las corepresentaciones de P son los objetos de la categoría de corepresentaciones

corepP. Un mor�smo U
ϕ−→ V es cualquier aplicación G-lineal ϕ : U0 → V0 tal que

ϕ(Ux) ⊆ Vx para todo x ∈ P.

Dos corepresentaciones U y V se dicen isomorfas (U ' V ) si existe un G-isomor�smo
ϕ : U0 → V0 tal que ϕ(Ux) = Vx para todo x ∈ P.

El radical de una corepresentación U es una subcorepresentación U = (U0, Ux : x ∈ P)

donde Ux =
∑

y<lx F
l(Uy).

La dimensión de una corepresentación U es un vector d = dim U = (d0; dx : x ∈ P),
donde d0 = dimG U0, dx = dimG Ux/Ux (dx = dimF Ux/Ux) si x ∈ P es un punto fuerte
(débil).

Una corepresentación matricial de un poset 3-equipado P, sobre la pareja (F,G), es una
matriz M sobre G, dividida en franjas verticales Mx (x ∈ P). Su conjunto de transforma-

ciones admisibles es el siguiente:

(a) transformaciones G-elementales de �las de toda la matriz M ;

(b) transformaciones F-elementales (G-elementales) de columnas de la franjaMx para cada
punto débil (fuerte) x;

(c) si x <1 y, adiciones de columnas de la franja Mx a columnas de la franja My con
coe�cientes en F.

(d) si x <2 y, adiciones de columnas de la franja Mx a columnas de la franja My con
coe�cientes en F〈1, ξ〉.

(e) si x <3 y, adiciones de columnas de la franja Mx a columnas de la franja My con
coe�cientes en G.

En el siguiente diagrama se presenta la forma de las corepresentaciones matriciales
junto con sus transformaciones admisibles.
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3 3 3 3

· · · G G G G G · · ·G

F F F F G

1 2 3

F F〈1, ξ〉 G

A continuación, serán consideradas algunas de�niciones y hechos que son completa-
mente análogos al caso de las representaciones de un poset 3-equipado P.

Dos corepresentaciones matriciales se dicen equivalentes o isomorfas si una de ellas
puede ser obtenida de la otra a partir de una secuencia de transformaciones admisibles.

La dimensión de una corepresentación matricial M de P es un vector d = dimM =
(d0; dx : x ∈ P), donde d0 es el número de �las de M y, para cada x ∈ P, dx es el número
de columnas de la franja Mx.

Una corepresentación matricial M corresponde a una corepresentación U ∈ corepP

si las columnas de cada franja Mx están formadas por coordenadas (con respecto a una
base elegida de U0) de algún sistema de generadores de Ux módulo Ux. Nótese que las
transformaciones admisibles de M corresponden a aquellos cambios de base de U0 y de los
sistemas de generadores de Ux que no cambian el número de generadores.

De esta forma, se tiene que dim M = dim U si y sólo si los sistemas de generadores
elegidos son minimales (es decir, la matriz M es reducida). En caso contrario, dim M ≥
dim U .

Por lo tanto, un isomor�smo matricial M 'M ′ implica un isomor�smo de las corepre-
sentaciones correspondientes U ' V (la a�rmación recíproca es verdadera cuando M y M ′

son reducidas).

Aunque las de�niciones de representaciones y corepresentaciones son duales, en algún
sentido, hasta el momento no hemos encontrado una construcción general que transforme
repP en corepP, o viceversa. De todas maneras, es posible algunas veces trabajar con las
dos simultáneamente.

2.4. Propiedad de Krull-Schmidt

Para clasi�car los posets 3-equipados según su tipo de representación, en esta sección
se va a demostrar que las categorías de sus representaciones y corepresentaciones son de
Krull-Schmidt, es decir, sus objetos pueden ser escritos de manera única, salvo permutación,
como suma directa de objetos indescomponibles. [2]

Una representación (corepresentación) U de un poset 3-equipado P es descomponible si
existen otras dos representaciones (corepresentaciones), no nulas, V y W de P tales que

Ux = Vx ⊕Wx, x ∈ {0} ∪ P

en este caso, se escribe U = V ⊕W y decimos que U es suma directa de V y W . Natural-
mente, las representaciones ó corepresentaciones matriciales correspondientes a U tendrán
la forma estándar de una suma directa matricial con cada franja Mx, x ∈ P, como sigue
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Mx

· · · Ax 0

0 Bx
· · ·

Si no existen V y W , entonces U se dice indescomponible.

Teorema 5. Dado un poset 3-equipado P, las categorías repP y corepP son de Krull-

Schmidt.

Demostración. Es claro que las categorías de representaciones y corepresentaciones son
aditivas. Se va utilizar el hecho de que una categoría aditiva es de Krull-Schmidt si y solo
si el anillo de endomor�smos de cada objeto indescomponible es local (ver por ejemplo
[4, Section 1.3]).

Como los endomor�smos de cualquier representación U son aplicaciones F-lineales, nó-
tese que ellos conforman un álgebra EndU , de dimensión �nita sobre F, con las operaciones
usuales de suma, composición de aplicaciones y producto por escalar.

Sea U una corepresentación de un poset 3-equipado P. Su conjunto de endomor�smos
EndU , esta formado por aplicaciones G-lineales que respetan la estructura de P. Cada Ux
es un F-espacio, por lo tanto si g ∈ G, u ∈ Ux y ϕ ∈EndU , en general gϕ(u) = ϕ(gu) no es
un elemento de Ux. Es decir, en general EndU no es una G-álgebra, sin embargo, es sencillo
ver que si tiene estructura de F-álgebra.

Entonces si U es una representación, o bien una corepresentación, se tiene que EndU
es una F-álgebra de dimensión �nita y por lo tanto un anillo artiniano. Como todo ani-
llo artiniano es semiperfecto existe un conjunto {e1, e2, . . . , en} ⊂EndU de idempotentes
ortogonales tales que

∑n
i=1 ei = 1 y cada eiEndUei es local. De esta forma, si U es indes-

componible, n = 1 y EndU es un anillo local.

Se tiene que para cualquier representación o corepresentación U indescomponible, su
anillo de endomor�smos EndU es local. Esto es, las categorías repP y corepP son de
Krull-Schmidt.

Anotamos que las categorías de representaciones y corepresentaciones de algún poset
3-equipado no son abelianas.

La propiedad de Krull-Schmidt nos permite decir que un poset 3-equipado es de tipo
representación �nito (corepresentación �nito) si tiene un número �nito de representaciones
(corepresentaciones) indescomponibles no isomorfas dos a dos. De lo contrario, el poset se
dice de tipo representación in�nito (corepresentación in�nito).

Estaremos especialmente interesados en las representaciones y corepresentaciones in-
descomponibles cuyas dimensiones no tengan coordenadas nulas, éstas se llaman indescom-
ponibles sinceras. Un poset 3-equipado se dice sincero si tiene al menos una de ellas.

Nótese que una representación o corepresentación U es sincera si y sólo si Ux $ Ux,
para cada x ∈ P.

De aqui en adelante, con la palabra indescomponibles estaremos haciendo referencia a
representaciones y corepresentaciones a la vez.

Como no hay una descripción categórica completa de repP y corepP, se hace necesario
obtener las clasi�caciones de los posets 3-equipados tanto del punto de vista de sus repre-
sentaciones, como de sus corepresentaciones (indescomponibles). Sin embargo, estos dos
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conceptos están estrechamente relacionados, y como veremos en adelante o bien se puede
trabajar con ellos simultáneamente, o bien del trabajo con representaciones se obtienen
problemas de corepresentaciones y viceversa.

En la siguiente sección presentaremos, en el lenguaje introducido hasta ahora, los po-
sets 3-equipados de tipo �nito, entre ellos los sinceros, y caracterizaremos completamente
los posets 3-equipados críticos para los cuales se van a describir completamente sus repre-
sentaciones y corepresentaciones.

2.5. Posets 3-equipados críticos

En esta sección vamos a caracterizar los posets 3-equipados críticos a través de sus
formas cuadráticas asociadas y empezaremos a ver como estas se relacionan con las repre-
sentaciones y corepresentaciones.

Como es conocido una forma cuadrática f es débilmente positiva (débilmente no nega-
tiva) si f(d) > 0 (f(d) ≥ 0) para cada vector d > 0.

Un poset 3-equipado se dice crítico si su forma de Tits es débilmente no negativa, y las
formas de Tits de cualquiera de sus subposets propios son débilmente positivas. Obtenemos
una de�nición equivalente considerando la coforma cuadrática de Tits en lugar de la forma.

Para describir los posets 3-equipados críticos se usa el siguiente resultado, que es con-
secuencia de [31, teorema A] y de una interpretación, no del todo trivial, de las representa-
ciones y corepresentaciones de posets 3-equipados, vistas como representaciones de algunos
anillos (ver sección 5.1).

Teorema 6. Dado un poset 3-equipado P, las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) P es de tipo representación �nito.

(2) P es de tipo corepresentación �nito.

(3) La forma cuadrática de Tits f de P es débilmente positiva.

(4) La coforma cuadrática de Tits f̂ de P es débilmente positiva.

(5) P no contiene a ninguno de los posets 3-equipados críticos K1, . . . ,K5 (ver teorema 1),

K10 y K11 como subposet, ni tampoco al poset W10.

De este modo, los posets 3-equipados críticos incluyen los posets críticos ordinarios de
Kleiner cuyos diagramas están en la sección 1.1, teorema 1, y los dos posets críticos 3-

equipados con equipamiento no trivial K10 y K11 de formas (2.2) y (2.3) respectivamente.
El diagrama del poset W10 es

3
a

3
b

. (2.4)

Las notaciones K10, K11, W10 continúan la notación de [60], en donde fueron consi-
derados los posets críticos no trivialmente equipados K6, . . . ,K9 y los posets equipados
W1, . . . ,W9.

Como se mencionó en la introducción, vamos a empezar el estudio de los indescomponi-
bles (representaciones y corepresentaciones) de posets 3-equipados de tipo in�nito con los
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postes críticos, ya que los posets 3-equipados de tipo �nito ya han sido descritos indirecta-
mente. De hecho por [31, Theorem B] los únicos posets sinceros 3-equipados de tipo �nito
(no hay diferencia con respecto a representaciones o corepresentaciones) son los siguientes

F19 3 F20 3

3

.

Sus representaciones y corepresentaciones indescomponibles sinceras pueden ser calculadas
de manera sencilla usando las de�niciones de las secciones anteriores. Las hemos obtenido,
y están presentadas en el Apéndice A en forma matricial evidente, con los valores de su
forma y su coforma de Tits evaluadas en las respectivas dimensiones.

Nótese que el poset W10 no es crítico, en efecto su forma de Tits es f(d) = d20 + 3d2a +
3d2b − d0(3da + 3db) y se tiene que para el vector d = (2n, n, n) con n entero, f(d) = −2n2.
Mas aún, casi todas las representaciones matriciales de dimensión (2n, n, n) contienen el
problema matricial salvaje de reducir tres matrices simultáneamente por transformaciones
de semejanza ordinaria. Dichas representaciones tienen la forma

In In
ξIn A

a b

donde A es una matriz de orden n con entradas en G, que se reduce por transformaciones
de semejanza (X−1AX) = X−1(ReA + Im1A + Im2A)X con X una matriz no singular
sobre F. Es decir, las tres matrices ReA, Im1A, Im2A que tienen entradas en F, se reducen
simultáneamente por transformaciones de semejanza ordinaria sobre F.

Recordemos que un problema matricial se dice salvaje si contiene al problema de reducir
dos matrices simultáneamente por transformaciones de semejanza [7].

Análogamente, evaluando la coforma de Tits f̂(d) = 3d20 + d2a + d2b − 3d0(da + db),

del poset 3-equipado W10 en el vector d = (2n, 3n, n), n ∈ Z, se tiene que f̂(d) = −2n2.
Además se tienen corepresentaciones de la forma

In ξIn ξ2In In
0 In −ξIn A

a b

en este caso se vuelve a tener que A es una matriz de orden n con entradas en G, que se
reduce por transformaciones de semejanza sobre F.

Ya que las representaciones y corepresentaciones de W10 incluyen problemas salvajes,
diremos que el poset es de tipo salvaje y por lo tanto no se incluye entre los objetos de
estudio de este trabajo.

Hemos calculado las raíces admisibles de las formas cuadráticas asociadas a los posets 3-
equipados críticos, en los ejemplos 3 y 4. Además, estas formas tienen raíces imaginarias (ya
que son débilmente no negativas), que son obviamente vectores de N3, y que presentamos
a continuación.
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Lema 7. Raíces imaginarias de las formas cuadráticas asociadas a los posets 3-equipados

críticos.

(i) Considérense el poset K10, su forma de Tits f , y su coforma f̂ . Las raíces imaginarias

de f tienen la forma (2n, n, n), mientras que las raíces imaginarias de f̂ son de la

forma (2n, 3n, n), para cada n ∈ N3.

(ii) Para el poset K11, las raíces imaginarias de su forma de Tits f son de la forma

(3n, n, n), y las de su coforma de Tits son de la forma (n, n, n).

Tenemos ya descritos los posets 3-equipados críticos y sus indescomponibles serán es-
tudiados en forma matricial en el siguiente capítulo.



CAPÍTULO 3

Posets 3-equipados de un parámetro

Los posets 3-equipados de un parámetro, que son de tipo de representación in�nito,
serán caracterizados en este capítulo mediante un criterio, cuya demostración permite
además, obtener la lista de posets sinceros con equipamiento no trivial.

Por medio de una noción de series (análoga al caso de los posets ordinarios), en la
primera sección se de�nen los posets 3-equipados de un parámetro.

Los resultados principales están formulados en la sección 3.2. Estos son: el criterio de
un parámetro (teorema 11), la lista de los posets sinceros no trivialmente 3-equipados de un
parámetro (teorema 12), la clasi�cación de indescomponibles sinceros, en forma matricial
evidente, de los posets K10 y K11 (teoremas 13 y 14), la relación entre las dimensiones
de estos indescomponibles con las raíces de las formas cuadráticas asociadas a cada poset
(teorema 15), y la relación entre las representaciones y las corepresentaciones de cada poset
3-equipado sincero de tipo �nito y de un parámetro (corolario 16).

En la sección 3.3 se demuestran el criterio de un parámetro y el teorema 12, dejando
para el siguiente capítulo los detalles de la clasi�caión de indescomponibles, es decir, las
demostraciones de los teoremas 13 y 14.

3.1. Series y posets 3-equipados de un parámetro

En esta sección se de�nen los posets 3-equipados de un parámetro, de una manera
que permite describir matricialmente sus in�nitas representaciones y corepresentaciones
no isomorfas entre sí.

Para ello se de�nen primero, representaciones y corepresentaciones matriciales sobre
la pareja de anillos de polinomios (F [t] ,G [t]) análogamente a como se de�nen sobre la
pareja (F,G). Esto se hace considerando matrices divididas en franjas verticales sobre el
par (F [t] ,G [t]) en lugar de (F,G) (por el momento no se introducen transformaciones
admisibles para ellas).

Cada representación sobre (F [t] ,G [t]) genera una F-serie de representaciones sobre
(F,G) substituyendo la variable t por alguna matriz cuadrada A sobre F, en alguna forma
canónica estándar, y cada escalar g ∈ G por una matriz, del mismo tamaño de A, de la
forma gI.

20
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Ejemplo 8. Para el poset K10 de la forma (2.2), la representación

1 1
ξ t

a b

sobre (F [t] ,G [t]), genera la F-serie

In In
ξIn Θ

,

a b

donde Θ es una matriz de orden n en alguna forma canónica estándar con respecto a las
transformaciones de semejanza (X−1ΘX) sobre F.

Una representación sobre (F [t] ,G [t]) en la que el parámetro t no se encuentre en una
franja correspondiente a un punto fuerte, genera una G-serie de representaciones sobre
(F,G) al sustituir la variable t por alguna matriz cuadrada Θ sobre G, en alguna forma
canónica estándar, y cada escalar g ∈ G por una matriz, del mismo tamaño de Θ, de la
forma gI.

Ejemplo 9. Para el poset K11 de la forma (2.3), la representación

1 0
ξ 1
ξ2 −ξ + t

a b

sobre (F [t] ,G [t]), genera la G-serie

In 0
ξIn In
ξ2In −ξIn + Θ

,

a b

en este caso Θ es una matriz de orden n en forma canónica estándar con respecto a las
transformaciones de semejanza pseudolineal X−1ΘX +X−1Xδ sobre G.

De la misma forma, cada corepresentación matricial sobre la pareja de anillos de poli-
nomios (F [t] ,G [t]) genera una F(G)-serie de corepresentaciones sobre (F,G) substituyendo
la variable t por una matriz cuadrada A sobre F (G), en alguna forma canónica, y cada
escalar g ∈ G, por matrices escalares gI del mismo tamaño.

Ejemplo 10. La (F [t] ,G [t])-corepresentación del poset K11 de la forma (2.3),

a b

1 ξ + tξ2 ,
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genera la F-serie
a b

In ξIn + ξ2Θ ,

donde Θ es una matriz de orden n en forma canónica estándar con respecto a las transfor-
maciones de semejanza (X−1ΘX) sobre F.

Así mismo, la (F [t] ,G [t])-corepresentación

a b

1 ξ ξ2 1
0 1 −ξ t

,

del poset K10 de la forma (2.2), genera la G-serie

a b

In ξIn ξ2In In
0 In −ξIn Θ

;

para este caso Θ es una matriz de orden n en forma canónica estándar con respecto a las
transformaciones de semejanza pseudolineal X−1ΘX +X−1Xδ sobre G.

Por lo tanto, con una sola matriz se describe todo un conjunto in�nito de representa-
ciones o corepresentaciones matriciales no isomorfas dos a dos, en cada dimensión. Esto da
origen a la siguiente de�nición.

Un poset 3-equipado P se dice de un parámetro, si es de tipo in�nito y existe una serie
que contiene casi todas sus representaciones o corepresentaciones indescomponibles (salvo
isomor�smo), de cada dimensión dada.

En general, un poset 3-equipado P es de n parámetros para n ∈ N, si el número
minimal de series con que se cubren casi todas sus representaciones o corepresentaciones
indescomponibles (salvo isomor�smo), de cada dimensión dada, es n.

Nótese que los indescomponibles del poset W10 de la forma (2.4) no pueden ser pará-
metrizados, es decir, no pueden ser cubiertos con un número �nito de series.

En la siguiente sección, se formulan los resultados principales que caracterizan y des-
criben los posets 3-equipados de un parámetro, y sus representaciones y corepresentaciones
sobre la pareja de campos (F,G).

3.2. Formulación de los resultados principales

El primer resultado que se formula en esta sección, establece las condiciones necesarias
y su�cientes para que un poset 3-equipado sea de un parámetro.

Teorema 11 (Criterio de un parámetro para posets 3-equipados). Sean F un campo de

característica 3, G una extensión puramente inseparable de grado 3 sobre F y (P,≤) un

poset 3-equipado con equipamiento no trivial. Entonces, las siguientes a�rmaciones son

equivalentes:

1. P es de un parámetro con respecto a representaciones y corepresentaciones.
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2. P contiene exactamente uno de los posets críticos 3-equipados K1, . . . ,K5, K10,K11

como subposet, y no contiene al poset W10 de la forma (2.4).

Ahora se presentan los posets 3-equipados sinceros de un parámetro.

Teorema 12. Los posets 3-equipados sinceros de un parámetro (con respecto a repre-

sentaciones o corepresentaciones) se agotan, salvo isomor�smo, por los posets ordinarios

K1, . . . ,K5, A1, . . . , A24, S1, S2, S3 (ver [46], [58]) y los posets críticos con equipamiento no

trivial K10 y K11 de formas (2.2) y (2.3), que recordamos a continuación:

K10
3
a b

K11

3 a

3 b
.

Los siguientes teoremas corresponden a la clasi�cación de los indescomponibles de los
posets 3-equipados críticos con equipamiento no trivial, las listas de las formas matriciales
demuestran claramente que estos posets son sinceros y de un parámetro.

Teorema 13. Los indescomponibles sinceros del poset 3-equipado K10, de la forma (2.2),

se agotan, salvo isomor�smo, por:

(i) Los 33 tipos de representaciones matriciales indescomponibles sinceras, no isomorfas

dos a dos, listadas en el Apéndice B;

(ii) Los 33 tipos de corepresentaciones matriciales indescomponibles sinceras, no isomor-

fas dos a dos, listadas en el Apéndice C.

Teorema 14. Los indescomponibles sinceros del poset 3-equipado K11, de la forma (2.3),

se agotan, salvo isomor�smo, por:

(i) Los 29 tipos de representaciones matriciales indescomponibles sinceras, no isomorfas

dos a dos, listadas en el Apéndice D;

(ii) Los 29 tipos de corepresentaciones matriciales indescomponibles sinceras, no isomor-

fas dos a dos, listadas en el Apéndice E.

El siguiente teorema establece la relación entre las raíces de las formas cuadráticas
asociadas a los posets 3-equipados sinceros de un parámetro, con equipamiento no trivial,
y las dimensiones de sus indescomponibles.

Teorema 15. Sean P un poset 3-equipado sincero de un parámetro, con equipamiento no

trivial, y d ∈ P̃ un vector. Entonces d es la dimensión de alguna representación (corepre-

sentación) indescomponible de P si y sólo si d es una raíz admisible o imaginaria de la

forma (coforma) de Tits f (f̂) de P. Mas aún:

• Si d es una raíz admisible de f , entonces existe precisamente una representación

indescomponible de P (salvo isomor�smo), de dimensión d.

• Si d es una raíz admisible de f̂ , entonces existe precisamente una corepresentación

indescomponible de P (salvo isomor�smo), de dimensión d.

• Si d es una raíz imaginaria de f , entonces existen in�nitas representaciones indes-

componibles no isomorfas dos a dos de dimensión d.
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• Si d es una raíz imaginaria de f̂ , entonces existen in�nitas corepresentaciones indes-

componibles no isomorfas dos a dos de dimensión d.

Para demostrar el resultado anterior usamos las clasi�caciones de indescomponibles de
los posets 3-equipados sinceros de un parámetro (teoremas 13 y 14), sus raíces admisibles
que fueron calculadas en los ejemplos 3 y 4 y el lema 7.

La clasi�cación de los indescomponibles en forma matricial permite establecer el si-
guiente resultado.

Corolario 16. Sea P un poset 3-equipado crítico o de tipo �nito. Si P es sincero, entonces

existe una correspondencia biyectiva entre sus representaciones y sus corepresentaciones,

tal que que para cada representación U indescomponible de P, se cumple una de las dos

opciones siguientes:

• Si la dimensión d de U es tal que dx = 3n, para todo punto fuerte x ∈ P y para

algún n ∈ N, entonces existe una corepresentación V indescomponible de P, cuya

dimensión d̂ = (d̂0, d̂x : x ∈ P) satisface que d̂x = n si x es fuerte, y d̂x = dx, para x
débil.

• Si d no satisface la condición anterior, es decir, existe un punto fuerte x ∈ P tal que

para todo n ∈ N, se cumple que dx 6= 3n, entonces existe una corepresentación V
indescomponible de P, cuya dimensión d̂ = (d̂0, d̂x : x ∈ P) satisface que d̂x = dx si

x es fuerte, y d̂x = 3dx, para x débil.

La n-ésima representación (corepresentación) de algún poset crítico K1i, i = 0, 1, según
la numeración de los apéndices, se denota K1i − n (K̂1i − n).

Según el corolario anterior, se puede ver que a K1i − n le corresponde K̂1i − n. De
hecho, las tablas de los apéndices están organizadas siguiendo esta correspondencia. Nótese
además, que para los posets de tipo �nito, a cada representación P de uno de ellos le
corresponde la corepresentación P̂ (Apéndice A).

Además si d es una raíz admisible con f(d) = 1 se cumple la segunda condición del
corolario y f̂(d̂) = 3. En el otro caso, si d es una raíz admisible con f(d) = 3 se cumple la
primera condición del corolario y f̂(d̂) = 1.

3.3. Demostración de los teoremas 11 y 12

Antes de empezar con las demostraciones, se van a establecer algunas observaciones
que son sencillas y de gran utilidad. Empezamos con un lema.

Lema 17. Sea P un poset 3-equipado tal que P = Q1 +Q2 (es decir, P es la unión disyunta

de sus subposets Q1 y Q2) con Q1 <3 Q2. Entonces cualquier indescomponible U de P

es de la forma U = V ⊕ 0, donde V es, o bien un indescomponible de Q1, o bien un

indescomponible de Q2.

Demostración. Sea U una corepresentacion de P. Nótese que para todo punto z ∈ Q2, el
G-espacio F3(Q1) =

∑
x∈Q1

F3(Ux) está contenido en F3(Q1) ⊆ Uz. Entonces U = V ⊕W
donde V tiene los espacios V0 = F3(Q1), Vx = Ux para todo x ∈ Q1, Vz = 0 para todo
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z ∈ Q2, y W está formada por W0 = U0 \ V0,Wx = 0 para todo x ∈ Q1, Wz = Uz \ V0 para
todo z ∈ Q2.

Si U es una representación de P, se tiene que G3(Q1) =
∑

x∈Q1
G3(Ux) es un G-

subespacio fuerte de Uz para todo z ∈ Q2. Nuevamente se puede escribir U = V ⊕ W
donde V es la colección V0 = ReG3(Q1), Vx = Ux para todo x ∈ Q1, Vz = 0 para todo
z ∈ Q2, y W es de la forma W0 = U0 \ V0,Wx = 0 para todo x ∈ Q1, Wz = Uz \ V0 para
todo z ∈ Q2.

Entonces, si U es indescomponible (bien sea representación o corepresentación) esta
completamente determinada por o un indescomponible de Q1, o por un indescomponible
de Q2.

Al considerar las matrices, es claro que culaquier elemento no nulo en una franja co-
rrespondiente a Q1 puede anular todos los elementos de las franjas de Q2, que estén al
frente suyo (ver las adiciones de tipo (e) páginas 13 y 14). De esta manera el lema queda
demostrado.

A continuación, se establece alguna notación que se va a usar en adelante, especialmente
en las demostraciones.

Nota 18. Dado un poset 3-equipado P, su conjunto de puntos es la unión disyunta de

P1 = {x ∈ P : x ≤1 x}, P3 = {x ∈ P : x ≤3 x}.

Sea w ∈ P un punto arbitrario, se de�nen su cono superior fuerte wO = {x ∈ P3 : w <3

x}, y simétricamente su cono inferior fuerte wM = {x ∈ P3 : x <3 w}.

En las matrices, los bloques vacíos son bloques nulos, y un bloque marcado con G o F

representa una matriz arbitraria con entradas en el respectivo campo.

Cuando en los problemas matriciales, reducimos la franja correspondiente a cualquier
punto débil x ∈ P1 en la suma directa de sus indescomponibles, usamos los indescomponi-
bles del poset F19 (que es un punto débil), y escribimos en el caso de las representaciones:

x

D(x) =

x

I
I
ξI I
ξ2I −ξI

I
ξI

I
ξI
ξ2I

,

y para las corepresentaciones

x

D̂(x) =

x

I ξI ξ2I
I ξI

I ξI ξ2I
I −ξI

I

.



CAPÍTULO 3. POSETS 3-EQUIPADOS DE UN PARÁMETRO 26

Ahora consideremos los siguientes hechos con respecto a los indescomponibles del poset
F20.

Nota 19. Los indescomponibles sinceros del poset F20

3 a

3 b
, se obtuvieron reduciendo la

franja de a en suma directa de sus indescomponibles, y con adiciones admisibles se anularon
todos los bloques en la franja de b, excepto los que están al frente de la suma directa de
T (a), o respectivamente T̂ (a), de modo que una representación matricial arbitraria toma
la siguiente forma

Ma Mb

D(a)
I
ξI
ξ2I G

D(b)

;

y cualquier corepresentación matricial toma la forma

Ma Mb

D̂(a)
I ξ2F

D̂(b)

.

Esta reducción nos deja solamente los siguientes problemas matriciales que producen
indescomponibles sinceros:

I

ξI

ξ2I G

0

0

a b

I ξ2F

a b

.

El símbolo de un punto fuerte frente al bloque marcado con G, signi�ca que para
mantener la matriz en esa misma forma, este bloque se reduce por transformaciones G-
elementales de �las y columnas, es decir como una franja correspondiente a un punto
fuerte en el caso de corepresentaciones.

Análogamente, el diagrama de un punto fuerte frente al bloque marcado con F, quie-
re decir que este bloque se puede reducir por transformaciones F-elementales de �las y
columnas, para conservar la matriz en la misma forma.

De esta manera obtuvimos los indescomponibles H(a, b) y Ĥ(a, b) presentados en el
apéndice A.

Las siguiente formas matriciales de la representación H(a, b) son equivalentes mediante
operaciones admisibles de columnas

1 0
ξ 0
ξ2 1

∼
1 0
ξ 1
ξ2 0

∼
1 1
ξ 0
ξ2 0

.
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Teniendo ya las herramientas necesarias, se procede a mostrar el criterio de un pará-
metro para posets 3-equipados.

Demostración del criterio de un parámetro. Se sabe que los posets 3-equipados críticos son
sinceros de un parámetro, gracias a las clasi�caciones de sus indescomponibles (ver [30]
para los posets críticos ordinarios y los teoremas 13 y 14 para K10 y K11).

La necesidad es clara: si un poset 3-equipado es de un parámetro, es de tipo in�nito y por
lo tanto debe contener al menos a uno de los posets críticos como subposet. Pero si contiene
a más de uno, tendrá también más de una serie de representaciones o corepresentaciones.
Por lo tanto debe contener exactamente a un poset critico.

Recíprocamente, si P es un poset que contiene exactamente a uno de los posets críticos
como subposet, es de tipo in�nito, y para ver que es de un parámetro consideramos, a
continuación, las formas que puede tener.

Como P no puede contener al poset W10, es decir no puede contener dos puntos débiles
incomparables entre sí, entonces P1 tiene forma cadena donde, si P no contiene al poset
crítico K11, entonces x <

l y con l ≥ 2, para cada par de puntos débiles x, y ∈ P1.

Si P contiene a K11 = {a <1 b}, entonces para cada par de puntos débiles x, y ∈ P1

tales que x, y 6= a y x, y 6= b, se tiene que x <l y con l ≥ 2, además o bien x <2 a, o bien
b <2 x para todo x ∈ P1.

Sea P un poset 3-equipado de la forma

P = Q1 <
3 K <3 Q2, (3.1)

donde K es un poset 3-equipado de un parámetro (puede ser un crítico) y Q1 y Q2 son
posets 3-equipados de tipo �nito, entonces, por el lema 17, P es de un parámetro, pero no
es sincero.

Se van a considerar tres casos, cuando P contiene a uno de los posets críticos ordinarios
de Kleiner, cuando P contiene a K10, y cuando P contiene a K11.

Supongamos que P contiene a uno de los posets críticos ordinarios de Kleiner. Por el
criterio 1 (ver página 3), P3 es de un parámetro, luego si P1 = ∅ entonces P es un poset
ordinario de un parámetro.

Si hay algunos puntos débiles en P1 estos deben estar relacionados fuertemente con
todo x ∈ P3, luego P es de la forma (3.1) y por lo tanto el poset P es de un parámetro.

Ahora supongamos que P contiene al poset K10 de la forma (2.2). Como K10 tiene un
punto débil a y otro fuerte b, todo punto fuerte x ∈ P3, x 6= b estará en relación fuerte con
a y con todos los demás puntos débiles de P1. De hecho, P3 = aM ∪{b}∪aO es un poset de
tipo �nito. Todo punto débil y ∈ P1, y 6= a está en relación fuerte con b y todos los demás
puntos fuertes de P3. Teniendo en cuenta que P1 es una cadena, basta trabajar solamente
dos puntos débiles y1, y2, tales que y1 <

2 a <2 y2 ya que para cualquier z ∈ P1 tal que
z <2 y1 o y2 <

2 z por (2.1), se tiene que z estará en relación fuerte con a, y como también
lo está con b estamos en el caso (3.1). De este modo, consideremos una representación
matricial de P:

aM y1 a b y2 aO

F G G F G F
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Se reducen los bloques correspondientes a P3 en la suma directa de sus representacio-
nes indescomponibles (que son conocidas desde [30]), y usando las adiciones de aM a los
puntos débiles se anulan varios bloques, de modo que la representación matricial adquiere
la siguiente forma.

aM y1 a b y2 aO

M1 B1 M2

G G F G F

Nótese que los bloques M1, B1 y M2 están conformados por bloques nulos y matrices
identidad de diferentes tamaños adecuados.

Ahora reducimos los bloques correspondientes a los puntos y1 y a en suma directa de
los indescomponibles del poset F20 (ya que y1 <

2 a). Además usando las adiciones deter-
minadas por relaciones fuertes de y1 y a a y2, b y a

O anulamos otros bloques, obteniendo
la siguiente matriz.

aM y1 a b y2 aO

M1 B1 M2

D(y1)
I
ξI
ξ2I I

D(a) F G

La pareja de matrices (D(a),F) se reduce según el teorema 13 (i) como la suma directa
de los indescomponibles del poset K10, denotaremos a la pareja reducida (A,B).

Además según la nota 19, las adiciones determinadas por a <2 y2 permiten anular
la mayoría de bloques en la franja correspondiente a y2 (nótese que la matriz A tiene
la forma de suma directa de representaciones indescomponibles de F19). Los bloques que
no se anulan con estas adiciones, son los que están frente a bloques de la forma T (a),
es decir, están frenta a bloques de (A,B) que tienen formas matriciales de tipo K10 −
2, 3, 7, 8, 9, 10, 11, 16, 17, 19, 20, 24, 25, 26, 27, 29, 31, 33 (ver apéndice B). Sin embargo todos
estos bloques tienen elementos no nulos en la franja del punto b, luego con las adiciones
determinadas por b <3 y2, y teniendo en cuenta las observaciones de la nota 19, todos los
bloques de la franja y2, que están en frente de (A,B) quedan anulados. La representación
matricial toma la siguiente forma:

aM y1 a b y2 aO

M1 B1 M2

D(y1)
I
ξI
ξ2I I

A B
D(a)

I
ξI
ξ2I I

D(y2)

(3.2)
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De este modo, las representaciones de P son sumas directas de las representaciones
indescomponibles de los posets de tipo �nito P3, F19, F20 y el poset de un parámetro K10.
Por lo tanto P es un poset de un parámetro, cuya serie coincide con la serie de K10 = {a, b}.

Para demostrar que P también es de un parámetro con respecto a sus corepresenta-
ciones, procedemos igual que para el caso de las representaciones. Es decir, consideramos
una corepresentación matricial cualquiera y reducimos primero las franjas correspondientes
a P3 en suma directa de sus indescomponibles, que en este caso son las representaciones
indescomponibles del poset ordinario de tipo �nito P3 sobre el campo G. Después anulamos
todos los bloques posibles usando las adiciones de aM a y1, a y y2. De este modo se obtiene
la correpresentación matricial:

aM y1 a b y2 aO

M1 B1 M2

G G G G G

Luego, se reducen las franjas de y1 y a en suma directa de las corepresentaciones
indescomponibles de F20, y se anulan varios bloques usando las adiciones de y1 a b, y2 y
aO.

aM y1 a b y2 aO

M1 B1 M2

D̂(y1)
I ξ2I

D̂(a) G G

Ahora se reduce la pareja de matrices (D̂(a),G) en las franjas de a y b como suma
directa de las corepresentaciones indescomponibles de K10 (ver apéndice C), y denotamos
las matrices reducidas por (Â, B̂). Además usando las adiciones de a y b a y2, junto con
las observaciones de la nota 19, anulamos varios bloques en esta última franja obteniendo
una corepresentación matricial de la forma:

aM y1 a b y2 aO

M1 B1 M2

D̂(y1)
I ξ2I

Â B̂

D̂(a)
I ξ2I

D̂(y2)

(3.3)

De esta corepresentación matricial es claro que P es de un parámetro, ya que sus
corepresentaciones indescomponibles están determinadas por las corepresentaciones indes-
componibles de P3, F19 y F20 que son de tipo �nito y K10 que tiene una sola serie de
corepresentaciones.

El tercer y último caso consiste en un poset P que contiene a K11 = {a <1 b}. Si
P3 6= ∅, para cada x ∈ P3, o bien x ∈ aM, o bien x ∈ bO, entonces P tiene la forma (3.1).
Por lo tanto, ya que P1 es una cadena donde todo x ∈ P1 con x 6= a, x 6= b está en relación
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semifuerte o fuerte con a y b, basta considerar el caso en el que P tiene dos puntos débiles
y1, y2 tales que y1 <

2 a <1 b <2 y2.

De esta forma, tomamos dos matrices, una representación y una corepresentación de P,
y las reducimos de la misma forma: se reducen primero las franjas correspondientes a los
puntos y1 <

2 a en suma directa de los indescomponibles de F20, y usando algunas adiciones
de y1 a b y y2, y de a a b, los problemas matriciales quedan de la siguiente forma.

Para corepresentaciones:

y1 a b y2
D̂(y1)

I ξ2I
I ξ2I

D̂(a) G G

.

Para representaciones:

y1 a b y2
D(y1)

I
ξI
ξ2I I

I
ξI
ξ2I I

D(a) G G

.

Como los indescomponibles del poset K11 = {a <1 b} son conocidos, reducimos los
bloques (D(a),G) y (D̂(a),G), en las franjas a y b, en suma directa de ellos. Escribimos
(A,B) y (Â, B̂) cuando ya tenemos reducidos dichos bloques en suma directa de las repre-
sentaciones y corepresentaciones indescomponibles de K11, respectivamente.

Nótese que tanto el bloque A como el bloque B, están expresados como sumas directas
de representaciones indescomponibles de un punto débil (poset F19), luego usando las
adiciones determinadas por a <2 y2 y b <2 y2 (ver además la nota 19), se anulan los
bloques de la franja y2 que están frente a la pareja (A,B). De este modo, la representación
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matricial toma la siguiente forma.

y1 a b y2
D(y1)

I
ξI
ξ2I I

I
ξI
ξ2I I

D(a)
A B

I
ξI
ξ2I I

D(b)
I
ξI
ξ2I I

D(y2)

(3.4)

Luego las representaciones indescomponibles de P consisten en una sola serie determi-
nada por a <1 b y un número �nito de representaciones no isomorfas dos a dos. Esto es, el
poset 3-equipado P es de un parámetro.

A continuación presentamos un ejemplo de como se anulan los bloques de la franja y2,
cuando en (A,B) aparece la serie K11 − 1 (ver apéndice D), en este caso se tiene

a b y2
In
ξIn In
ξ2In −ξIn + Θ X

,

donde X es una matriz arbtraria sobre G. Claramente, en la matriz anterior se han anulado
los bloques superiores de la franja y2 con adiciones desde a. La matriz Θ está en forma
canónica estándar, por lo tanto puede ser un bloque de Frobenius o un bloque de Jordan
de la forma J−n (0). En cualquiera de los dos casos, adicionando a la franja de y2 la franja
de b derivada y con coe�cientes adecuados, se anulan los n − 1 elementos superiores de
cada columna de X.

Si el rango de la matriz −ξIn + Θ es n, se puede anular el n-ésimo elemento de cada
columna de X de la misma forma en que se anularon los anteriores, y así ha quedado
anulada toda la matriz X.

Por otro lado, si Θ es tal que el rango de la matriz −ξIn + Θ es n − 1 ( nótese que
esto sucede si y sólo si el elemento de la matriz Θ que está en la posición n, n es igual a
ξ), entonces con operaciones G-elementales de columnas de la franja de y2 se deja un solo
elemento no nulo g ∈ G en ella, después usando algunas consideraciones de la nota 19 se
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anula este elemento de la siguiente manera.

a b y2
In
ξIn In
ξ2In −ξIn + Θ gen

∼

a b y2
In
ξIn In g′en
ξ2In −ξIn + Θ

∼

a b y2
In
ξIn In
ξ2In −ξIn + Θ

.

El caso de las corepresentaciones de P es similar porque los bloques de la franja y2
se anulan por medio de las adiciones o bien desde Â, o bien desde B̂, ya que estos dos
bloques están expresados como sumas directas de corepresentaciones de un punto débil.
Por ejemplo, si en (Â, B̂) aparece la serie K̂11 − 1 (ver apéndice E), se tiene que si es una
matriz arbitraria sobre F, entonces

a b y2
In ξIn + ξ2Θ ξ2Y ∼

a b y2
In ξIn + ξ2Θ −pξΘY ∼

a b y2
In ξIn + ξ2Θ

,

primero se adicionó a la franja de y2 la franja de b multiplicada por −ξY , y luego se
adicionó la franja de a multiplicada por pξΘY a la franja de y2. Recordemos que en este
caso la matriz Θ es sobre F.

Al reducir de este modo una corepresentación matricial, esta queda de la siguiente
forma.

y1 a b y2
D̂(y1)

I ξ2I
I ξ2I

D̂(a)

Â B̂
I ξ2I

D̂(b)
I ξ2I

D̂(y2)

(3.5)

Por lo tanto, P es de un parámetro ya que sus corepresentaciones indescomponibles,
salvo un número �nito, están determinadas por la serie correspondiente a K11 = {a <1 b}.
De este modo el teorema queda demostrado.

A continuación se demuestra el teorema 12.

Demostración del teorema 12. Si P es un poset 3- equipado de un parámetro, entonces se
tienen tres casos: o bien P contiene a uno de los críticos ordinarios, o bien contiene a K10,
o bien a K11.

En el primer caso, P3 que es un poset ordinario, debe ser ser un poset de un parámetro
de los que están caracterizados en el criterio . Si P1 6= ∅, entonces todo x ∈ P1 está en
relación fuerte con todos los puntos de P3, y por lo tanto P es de la forma (3.1). Por el
lema 17, sabemos que P no es un poset sincero. Si P1 = ∅, sencillamente P es un poset
ordinario y nos remitimos al teorema , que dice que P es sincero si y solo si es isomorfo o
antiisomorfo a uno de los posets K1, . . . ,K5, A1, . . . , A24, S1, S2, S3 listados en [46] y [58].
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Para el caso en el que P contiene a K10 = {a, b}, se tiene que P1 tiene forma de cadena
donde x <l y con l ≥ 2, para cada par de puntos x, y ∈ P1. Además todo punto x ∈ P1

está en relación fuerte con todo punto de P3. Por el lema 17, se sabe que los posets de
la forma Q1 <

3 Q2 no son sinceros. Por lo tanto no vamos a considerar los casos que nos
lleven a esta situación.

Entonces, al igual que en la demostración anterior, vamos a considerar el caso en el que
P1 = {y1 <2 a <2 y2}. También en la demostración anterior vimos que las representaciones
matriciales de P son de la forma (3.2), y sus corepresentaciones matriciales son de la forma
(3.3). Por lo tanto P no es sincero, pero contiene los siguientes subposets sinceros, tanto
para representaciones como para corepresentaciones: posets con un solo punto {x} para
cada x ∈ P, un poset ordinario P3, dos posets {y1 <2 a} y {a <2 y2} de la forma F20 y el
poset K10 = {a, b}. Por lo tanto P es sincero de un parámetro si y solo si P = K10.

Si P contiene a K11 = {a <1 b}, entonces P3 = ∅ ya que si existiera algún x ∈ P3, o
bien x ∈ aM, o bien x ∈ bO, luego P tendría la forma Q1 <

3 Q2, y por el lema 17 no sería
sincero. Por lo tanto P = P1 es una cadena tal que x <l y donde l ≥ 2, para cada par de
puntos x, y ∈ P1 con x, y 6= a, x, y 6= b. Como por de�nición x <2 y <2 z implica x <3 z,
consideramos P = {y1 <2 a <1 b <2 y2} porque de otro modo estaríamos en la situación
de lema 17.

De esta manera, según la demostración anterior, las representaciones matriciales de P

tienen la forma (3.4), y sus corepresentaciones matriciales la forma (3.5). Por lo tanto P

no es sincero, y sus subposets sinceros son {y1}, {a}, {b}, {y2}, {y1 <2 a}, {y1 <2 b}, {a <2

y2}, {b <2 y2}, que son de tipo �nito, y el poset K11 = {a <1 b}. Entonces P es un poset
sincero de un parámetro si y solo si P = K11, y con esto el teorema queda demostrado.



CAPÍTULO 4

Indescomponibles de los posets 3-equipados críticos

Este capítulo se dedica a demostrar los teoremas 13 y 14, a partir de los problemas
matriciales correspondientes a las representaciones y corepresentaciones de los posets K10

y K11 sobre la extensión cúbica de campos (F,G), en característica 3. Para ello, en la
primera sección se establecen algunas de�niciones en términos de bimódulos y alguna
notación necesaria.

La segunda sección concierne a las corepresentaciones de K11, es decir, se demuestra
la parte (ii) del teorema 14. Esta demostración involucra la de�nición (Nota 21) y so-
lución (teorema 22) de un problema que contiene al haz clásico de Kronecker (resuelto
originalmente en [32]) como subproblema.

En la tercera sección se de�ne un problema que contiene al haz pseudolineal (introduci-
do y resuelto en [52]), ya que el problema matricial correspondiente a las representaciones
de K11 se reduce a él (teorema 24). Luego se soluciona el problema de�nido (teorema 25),
para demostrar la parte (i) del teorema 14.

En la cuarta sección, se usa la relación que existe entre los problemas matriciales
determinados por los posets K10 y K11 (proposición 26) para demostrar el teorema 13,
referente a los indescomponibles del poset K10. También se explica como el problema
matricial de clasi�car las representaciones de K10 motivó varias de�niciones.

4.1. De�niciones en términos de bimódulos y notación

En esta sección se presentan unas de�niciones de representaciones y corepresentacio-
nes de posets 3-equipados, equivalentes a las del capítulo anterior, que se emplean en las
demostraciones de los teoremas 13 y 14. Estas de�niciones utilizan ciertos bimódulos ma-
triciales que aparecieron de manera natural durante el trabajo realizado con el problema
correspondiente a las representaciones del poset crítico K10.

También se establece alguna notación que será requerida en adelante.

SeanM3(F) el espacio de las matrices de tamaño 3×3 con entradas en F, y eij ∈M3(F)
la identidad matricial estándar que tiene entrada 1 en la posición (i, j) y el resto de entradas
nulas.

34
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Ya que G es un espacio F-lineal de dimensión 3, es posible identi�car M3(F) con el
anillo de endomor�smos EndF(G). De este modo, los elementos de G (que actúan por
multiplicación como F-endomor�smos naturales de G) serán identi�cados con los elementos
correspondientes deM3(F). Por lo tanto se tiene la inclusión G ⊂M3(F) que induce sobre
M3(F) la estructura de (G,G)-bimódulo con respecto a las operaciones ordinarias de las
matrices.

De esta forma, el campo G ⊂M3(F) se identi�ca con el espacio matricial

∆1 = F

〈
I3, Σ =

 0 1 0
0 0 1
−p 0 0

 , Σ2

〉
.

Sea g = a+ bξ+ cξ2 ∈ G un elemento arbitrario, con a, b, c ∈ F, la matriz con la que se
identi�ca g es  a b c

−pc a b
−pb −pc a

 ∈ ∆1,

su determinante es a3− pb3 + p2c3 = (a+ bξ+ cξ2)3 = g3. Este determinante es 0 si y solo
si g = 0, luego para cualquier g no nulo podemos calcular su matriz inversa

g−3

 a2 + pbc −ab− pc2 b2 − ac
pac− pb2 a2 + pbc −ab− pc2
p2c2 + pab pac− pb2 a2 + pbc

 ∈ ∆1,

de donde

Re g−1 = (a2+pbc)g−3, Im1 g
−1 = (−ab−pc2)g−3, Im2 g

−1 = (b2−ac)g−3. (4.1)

Se puede veri�car fácilmente que los siguientes tres subconjuntos ∆1 ⊂ ∆2 ⊂ ∆3 de
M3(F) tienen estructura de (G,G)-bimódulos (i. e. estructura de (∆1,∆1)-bimódulos).

∆1, ∆2 = ∆1 〈I3 , e11 − e33〉 , ∆3 =M3(F) = ∆1 〈e11, e22, e33〉 . (4.2)

Una representación U de un poset 3-equipado P sobre el par (F,G) es una colección de
la forma

U = (U0;Ux : x ∈ P)

donde U0 es un F-espacio vectorial de dimensión �nita, cada Ux es un G-espacio de Ũ0, y
para todo par de puntos x, y ∈ P se satisface

x ≤l y ⇒ Ux∆l ⊆ Uy.

Ahora podemos dar una de�nición de corepresentaciones sobre la pareja de campos
(F,G), análoga a la anterior. Para ello, considérense los siguientes tres F-subespacios Ω1 ⊂
Ω2 ⊂ Ω3 del campo G

Ω1 = F, Ω2 = F 〈1, ξ〉 , Ω3 = G = F
〈
1, ξ, ξ2

〉
. (4.3)
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Una corepresentación U del poset 3-equipado P sobre el par (F,G) es cualquier colección
de la forma

U = (U0;Ux : x ∈ P)

donde U0 es un G-espacio vectorial de dimensión �nita, cada Ux es un F-subespacio de U0,
y se satisface la siguiente condición para todo x, y ∈ P

x ≤l y ⇒ UxΩl ⊆ Uy.

Como estas de�niciones son equivalentes a las del capítulo anterior, con ellas también
podríamos desarrollar toda la presente investigación. De hecho, con ellas se van a establecer
algunas aplicaciones (ver secciones 5.1 y 5.2).

En la siguiente nota, se establece alguna notación necesaria.

Nota 20. Recordemos que la n-ésima representación (corepresentación) de algún poset
crítico K1i, i = 0, 1, según la numeración de los apéndices, se denota K1i − n (K̂1i − n).

En las matrices los bloques vacíos representan bloques de ceros. Un bloque marcado con
F (G) es una matriz arbitraria sobre F (G). El símbolo I↑n(I↓n) signi�ca la matriz identidad
de orden n, con una �la de ceros adicional arriba (abajo). De forma similar, el símbolo
−→
In(
←−
In) es la matriz identidad con una columna de ceros adicional, a la derecha (izquierda).

Se denota por ei un vector columna con 1 en su i-ésima coordenada y 0 en las demás, y por
fj un vector �la con su única coordenada j-ésima no nula igual a 1. Un bloque con el signo
J+
n (0) (J−n (0)), es un bloque de Jordan de orden n con valor propio 0, y todos los elementos

en su superdiagonal (subdiagonal) iguales a 1. Una �echa en la parte superior del símbolo

J↑+n (0), J↓+n (0) (
←−−−
J−n (0),

−−−→
J−n (0)) signi�ca que el correspondiente bloque de Jordan tiene una

�la (columna) nula adicional arriba o abajo (a la izquierda o derecha).

En las demostraciones, se dibuja al frente de cada matriz, el diagrama determinado por
aquellas transformaciones admisibles que no cambian la correspondiente forma matricial.
Si frente a una matriz formada por tres bloques sobre F, se encuentra el diagrma de un
punto débil de la siguiente forma

F

F

F

3

︷
︸︸

︷

esto signi�ca que los bloques tienen el mismo número de �las y pueden multiplicarse (i. e.
la matriz de tres bloques puede multiplicarse) por la izquierda por matrices no singulares

arbitrarias sobre F, de la forma

X Y Z

−pZ X Y

−pY −pZ X

, donde X,Y y Z también son matrices

cuadradas sobre F. El efecto de esta multiplicación matricial es que los tres F-bloques
se comporten como las partes real e imaginarias de una matriz sobre G (recordemos la
matrices que generan G = ∆1). Por lo tanto, estos tres bloques se reducen juntos como un
punto débil: F-transformaciones de columnas y G-transformaciones de �las, en el sentido
matricial.

Con las de�niciones matriciales y notación aquí introducidas clasi�caremos, en las si-
guientes secciones, los indescomponibles de los posets 3-equipados sinceros de un paráme-
tro, a través de sus problemas matriciales.
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4.2. Corepresentaciones del poset 3-equipado K11

Para describir las corepresentaciones indescomponibles de K11 en forma matricial evi-
dente, reduciremos el problema matricial correspondiente a un problema que llamamos
rombo de Kronecker, que de�nimos a continuación.

Nota 21 (Rombo de Kronecker). Se denota por Rombo de Kronecker al siguiente diagrama.

3
w

x y

3
z

-∗

=− ∗ ξ

- ∗ξ

=∗

(4.4)

Su problema matricial es de tipo de representación in�nito y se describe de la siguiente
manera.

3
w

3
zx y

FM = F FG G

G

︸ ︷︷ ︸
F
⊕

F G

|
∗

|
∗ξ

||
∗

||
− ∗ ξ

Consiste en una matriz M dividida en cuatro franjas verticales. Dos de ellas Mw y Mz,
correspondientes a los puntos débiles, con entradas en G, y las otras dos franjas Mx y
My son sobre F, y corresponden al problema de Kronecker (ver [62]) luego son del mismo
tamaño. M admite el siguiente conjunto de transformaciones:

(a) F-elementales de �las de toda la matriz (representadas por la F a la derecha);

(b) G-elementales de columnas de cada franja Mw y Mz (estan indicads por una G debajo
de cada franja);

(c) F-elementales simultáneas de columnas de Mx y My (indicadas por el símbolo F
⊕

F);

(d) Adiciones de cualquier columna de Mw, simultáneamente a una columna de Mx y una
columna de My numeradas igual, con coe�cientes ∗ y ∗ξ respectivamente, donde ∗ ∈ G

es un elemento arbitrario;

(e) Adiciones simultáneas de una columna de Mx y una columna de My numeradas igual,
a cualquier columna de Mz con coe�cientes − ∗ ξ y ∗, respectivamente, donde ∗ ∈ G

es un elemento arbitrario.

Los puntos x y y, del problema de Kronecker, son puntos fuertes, así que no hay adiciones
a sus partes imaginarias (que son iguales a cero en este caso).
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En la siguiente demostración se explica como se restauran las corepresentaciones matri-
ciales indescomponibles sinceras del poset K11 a partir de las representaciones indescom-
ponibles del rombo de Kronecker.

Demostración del teorema 14 (ii). SeaM una corepresentation matricial deK11, se reduce
la franja Ma, correspondiente al punto minimal, en suma directa de las corepresentaciones
indescomponibles de un punto débil (poset F19). Luego, usando algunas adiciones admi-
sibles de Ma a Mb anulamos algunos bloques en la franja del punto maximal b. Teniendo
en cuenta que las transformaciones de columnas de Mb son F-elementales, se obtiene el
siguiente problema en dicha franja.

I ξF + ξ2F

I ξI ξ2I 0

G0 I −ξI

I ξI ξ2F

I ξI ξ2I

G 3

3

-∗

=− ∗ ξ

- ∗ξ

=∗

Ma Mb︷ ︸︸ ︷

Según el diagrama anterior y el lema 17, las corepresentaciones indescomponibles de
K11 se pueden restaurar de los indescomponibles del rombo de Kronecker y de la única
representación indescomponible del punto fuerte maximal en el problema de Mb. De esta
última se obtiene la corepresentación K̂11 − 4.

Ahora, vamos a restaurar la demás corepresentaciones indescomponibles de K11 de las
representaciones indescomponibles del rombo de Kronecker (4.4).

Primero considérese el caso en queMw = Mx = My = 0, utilizando las cuatro represen-
taciones indescomponibles de un punto débil (ver apéndice A, representaciones del poset
F19) para el punto maximal z del rombo de Kronecker, obtenemos las cuatro corepresen-
taciones indescomponibles K̂11 − 5,K̂11 − 6, K̂11 − 20 y K̂11 − 21.

Veamos ahora, la parte central del rombo de Kronecker, para el caso Mw = Mz = 0

ξF + ξ2F
.

Esto representa precisamente el problema clásico de Kronecker. Por lo tanto, la pareja de
matrices con entradas en F se transforma así (A,B) 7−→ (X−1AY,X−1BY ), donde X y Y
son matrices cuadradas invertibles sobre F. Para escribir las representaciones matriciales
correspondientes usamos la formulación de un resultado más general, que aparece en [62].
De acuerdo a [62, Theorem 1], las parejas indescomponibles de matrices en las cuales (A,B)
puede transformarse se agotan, salvo isomor�smo, por pares de matrices de los siguientes
tipos:

0: (In,Φ(f)), donde Φ(f) es la matriz acompañante de una potencia f de algún poli-
nomio primo.

1: (In, J
−
n (0)).
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2: (I↑n, I
↓
n).

3: (
−→
In,
←−
In).

De las parejas de matrices de tipo 0 y 1, obtenemos la F-serie de representaciones K̂11−1.
Las corepresentaciones K̂11−10 y K̂11−11 fueron restauradas usando los indescomponibles
de tipo 2 y 3, respectivamente.

Los puntos x y y en la parte central del rombo (4.4) son fuertes, por tanto no ha-
cemos adiciones a sus partes imaginarias. Entonces, cuando se adiciona una columna en
la franja Mw a la i−ésima columna de Mx con un coe�ciente arbitrario g ∈ G, se está
adicionando únicamente la parte real de gMw, y simultáneamente estamos adicionando la
misma columna de Mw multiplicada por gξ a la i−ésima columna de My, pero se adiciona
solamente la parte real de ξgMw, i. e. −p Im 2gMw. Después, se adiciona simultáneamen-
te y la i−ésima columna de Mx con coe�ciente −hξ (h ∈ G) y la i−ésima columna de
My con coe�ciente h a alguna columna de Mz. Las adiciones resultantes de Mw a Mz son
h(−ξRe gMw−p Im 2gMw), que corresponden a w <2 z. Es decir, en el problema matricial
de las corepresentaciones de K11, se tiene lo siguiente:

I ξI ξ2I 0

G0 I −ξI

G 3

3

Ma Mb︷ ︸︸ ︷

que produce K̂11 − 2 (usando la representación indescomponible sincera del poset F20).

Para la parte inferior del rombo

3
w

x y

-∗ - ∗ξ

se reduce primero el punto débil mínimal w y usando algunas adiciones de columnas ade-
cuadas de Mw a las franjas Mx y My, se anulan algunos bloques para obtener el siguiente
problema:
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I

I

ξI

ξ2I

0

I

−ξI

I

ξI

F

0

I F

ξI F

ξ2I F

A B

3

=− ∗ ξ =∗

︷
︸︸

︷

Mw Mx My︷ ︸︸ ︷

Para presentar el problema en la forma anterior, nótese que para los bloques marcados
con A y B, las transformaciones son simultáneas y sobre F, y todas las transformaciones
de columnas de la franja My se aplican simultáneamente a la franja Mx. De este modo,
transponiendo las matrices, tenemos el siguiente diagrama matricial

3

F.B GA F

∆3
||
∗

||
− ∗ ξ

FG

︸ ︷︷ ︸
F
⊕

F

El problema del punto fuerte maximal en la franja My produce K̂11 − 7.

Para el caso A = B = 0, al reducir el punto débil en la franja My obtenemos las

corepresentaciones K̂11 − 8, K̂11 − 9, K̂11 − 22 y K̂11 − 23.

Para encontrar los indescomponibles sinceros de la parte superior del rombo

x y

3
z

=− ∗ ξ =∗

se reduce primero el haz en sus representaciones matriciales indescomponibles (ver página
38). Cuando las franjas correspondientes al haz son de tipo 0, las adiciones admisibles de
Mx y My, hacia Mz están dadas por

(−ξIn + J(0))X
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donde X es cualquier vector columna de tamaño n con entradas en G. El determinante de
−ξIn + J(0) es igual a ξn, por tanto, siempre es posible anular la franja Mz.

Cuando la pareja (Mx,My) se reduce al tipo 1, esto esMx = In, yMy = Φ(f) la matriz
acompañante de una potencia f de un polinomio primo. Sus adiciones admisibles haciaMz

están dadas por
(−ξIn + Φ(f))X.

El determinante de −ξIn + Φ(f) es igual a (−1)nf(ξ), entonces cuando f(ξ) 6= 0 toda la
franja Mz se vuelve 0. El polinomio f es alguna potencia de un polinomio primo π, luego
necesitamos que π(ξ) = 0 para tener f(ξ) = 0. El único polinomio primo π con coe�cientes
en F, que cumple π(ξ) = 0, es el polinomio minimal de ξ sobre F, t3 + p. En este caso
la franja Mz no puede anularse completamente. Entonces cuando la franja My se reduce
como una matriz acompañante de una potencia de t3 + p, podemos anular n − 1 �las de
Mz (nótese que el rango de −ξIn + Φ(f) el siempre al menos n− 1). Cuando tenemos una
suma directa de matrices de este tipo, haciendo 0 las primeras n − 1 �las de Mz en cada
sumando, y manteniéndolo de esta manera, las adiciones deMx yMy aMz producen en su
bloque no nulo transformaciones G-elementales de �las. Esto es, el bloque no nulo deMz se
reduce como un punto fuerte (con respecto a corepresentaciones). De esta forma, tenemos
un problema de un punto fuerte en Mz, para cada m ∈ N, cuando My = Φ(t3 + p)m. Es
decir, tenemos una cadena in�nita de puntos fuertes.

Las corepresentaciones indescomponibles de esta cadena son T̂ (u), para cada punto u
en la cadena. Entonces, para todo m ≥ 1 se tiene el siguiente indescomponible para la
parte superior del rombo

Mx My Mz

I3m Φ((t3 + p)m) e3m

de donde obtenemos K̂11 − 24. Este produce también el siguiente indescomponible para la
parte inferior del rombo

Mw Mx My

1 0 0
ξ 0 0
ξ2 0 e1
0 I3m Φ((t3 + p)m)

que produce K̂11 − 25.

Las franjas correspondientes al haz quedan reducidas como el tipo 2, es decir Mx = I↑n
y My = I↓n, consideremos la suma directa de m copias de representaciones de este tipo

Im(n−1)

0

0

0

0

Im

Im

0

0

0

Im(n−1)

0

0

0

G

Mx My Mz

3

Claramente, hemos anulado el bloque superior de Mz con adiciones de la matriz identidad
de My. Para conservar las matrices en esta forma podemos hacer transformaciones G-
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elementales de columnas del bloque no nulo en Mz, y transformaciones F-elementales de
�las de este bloque. Por eso es que hemos dibujado un punto débil en frente de él.

Existe un punto débil para cada n ∈ N, luego tenemos una cadena in�nita en la cual
el punto débil correspondiente a n está en relación semi-fuerte con el punto débil corres-
pondiente a n + 1 con respecto a corepresentaciones. La matriz que está a continuación,
consiste en la suma de k copias de (I↑n, I

↓
n), y m copias de (I↑n+1, I

↓
n+1).

0

Imn

0

0

0

Im

0

Ik(n−1)

0

0

0

Ik

Im

0

0

0

Imn

0

Ik

0

0

0

Ik(n−1)

0

0

0

G

0

0

G

Mx︷ ︸︸ ︷ My︷ ︸︸ ︷Mz

3

3

Al reducir el bloque correspondiente a cada punto débil de la cadena, en sus corepre-
sentaciones indescomponibles, obtenemos cuatro indescomponibles para la parte superior
del rombo, y de ellos obtenemos K̂11−14, K̂11−16, K̂11−26 y K̂11−28. También de cua-
tro indescomponibles para la parte inferior del rombo, ellos producen K̂11 − 13, K̂11 − 17,
K̂11 − 27 y K̂11 − 29.

A cada n ∈ N le corresponde un subposet de la cadena de la forma F20. Su corepresen-
tación matricial indescomponible sincera produce el siguiente indescomponible de la parte
superior del rombo

Mw Mx My

0 0 0 0 1 0 0 0 0
In 0 0 0 0 In 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 ξ2

0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 In−1 0 0 0 0 In−1 0
0 0 0 1 0 0 0 0 1

.

De él obtenemos K̂11 − 18 y un indescomponible para la parte inferior del rombo que
produce K̂11 − 19.

Si n = 0 el indescomponible de la parte superior del rombo tiene la forma
Mx My Mz

0 1 0
1 0 ξ2

0 0 1

y produce K̂11 − 15. Su correspondiente indescomponible de la parte

inferior del rombo produce K̂11 − 12.

El rombo completo tiene la siguiente representación matricial sincera
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Mw Mx My Mz

1 0 0 0
ξ 0 0 0
ξ2 0 1 1

0 I3m Φ((t3 + p)m) 0

De ella obtenemos K̂11−3, y con esto se completa la demostración del teorema 14 (ii).

Esta demostración, además de permitirnos restaurar las corepresentaciones indescom-
ponibles sinceras del poset K11 nos permite formular el siguiente resultado.

Teorema 22. Las representaciones indescomponibles sinceras del rombo de Kronecker

(4.4), sobre la pareja (F,G) tienen la siguiente forma matricial

Mw Mx My Mz

1 0 0 0
ξ 0 0 0
ξ2 0 1 1

0 I3m Φ((t3 + p)m) 0

,

donde Φ((t3 + p)m) es la célula de Frobenius del polinomio (t3 + p)m, para cada m ∈ N.

4.3. Representaciones del poset 3-equipado K11

En esta sección, el problema de clasi�car las representaciones matriciales indescompo-
nibles del poset 3-equipado K11 se reduce a un problema matricial del tipo de las corepre-
sentaciones, que involucra el haz pseudolineal.

Recordemos que este último problema está determinado en [52], sobre un campo K, por
alguna pareja (τ, δ) donde τ es un automor�smo de K, y δ es una derivación derecha de K
tal que (gh)δ = ghδ + gδhτ , para todo g, h ∈ K.

En nuestro caso, apareció de manera natural un problema matricial que contiene como
subproblema, un haz pseudolineal sobre G determinado pr el par (1, δ) donde 1 es la
identidad de G y δ la derivación natural de G tal que

δ(F) = 0; δ(ξ) = 1; δ(ξ2) = −ξ.

Notaremos G[t, δ] al anillo de polinomios diferenciales, es decir, el anillo de polinomios
derechos en una variable t sobre G, que satisfacen la condición gt = tg+ gδ, para cualquier
g ∈ G. Para todo n ∈ N, el subconjunto Fn ⊂ G[t, δ] es un conjunto maximal formado por
todos los polinomios diferenciales indescomponibles de grado n, que no son similares entre
sí (los detalles se pueden consultar en [15,16,44]).

Representamos nuestro problema del haz pseudolineal por medio del siguiente diagrama
que consta de dos puntos fuertes

x y
(1, δ)

. (4.5)
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Este problema consiste en una pareja de matrices con entradas en G que se transfor-
ma según la regla (A,B) 7−→ (X−1AY,X−1BY + X−1AY δ), donde X y Y son matrices
cuadradas invertibles sobre G.

Según el [62, Theorem 1], las parejas indescomponibles de matrices en las cuales (A,B)
puede transformarse se agotan, salvo isomor�smo, por pares de matrices de los siguientes
tipos:

0: (In,Φ(f)), donde Φ(f) es la matriz acompañante de un polinomio diferencial f ∈
Fn \ tn, con n ≥ 1.

1: (In, J
−
n (0)).

2: (I↑n, I
↓
n).

3: (
−→
In,
←−
In).

Al estudiar las representaciones de K11 encontramos a (4.5) dentro del problema que
se describe a continuación.

Nota 23 (Rombo pseudolineal). Denotamos por rombo pseudolineal al siguiente diagrama
que consiste en un punto débil minimal a los puntos fuertes de (4.5), y otro punto débil que
es mayor que ellos. El problema matricial correspondiente explica como estas relaciones de
orden respetan las transformaciones simultáneas de los dos puntos de (4.5), y por lo tanto
también determinan transformaciones simultáneas que hemos marcado en el diagrama con
los símbolos ∗ y ∗δ, que denotan un elemento de G y su derivada, respectivamente.

3
w

3
z

x y
(1, δ)

- ∗δ-∗

=∗δ =∗

(4.6)

El problema matricial correspondiente a este rombo pseudolineal se describe de la siguiente
forma

3
w

3
zx y

(1, δ)

GM = G GG G

F

︸ ︷︷ ︸
Γ F

|∗

|
∗δ

||∗

||
∗δ

Consiste en una matriz M sobre G dividida en cuatro franjas verticales Mx = A,My =
B, que tienen el mismo tamaño, y Mw,Mz (cualquiera de ellas puede ser vacía). Estas
matrices aceptan las siguientes transformaciones admisibles:



CAPÍTULO 4. INDESCOMPONIBLES DE LOS POSETS 3-EQUIPADOS CRÍTICOS 45

a) Transformaciones G-elementales de �las de toda la matriz (representadas por la G a la
derecha);

b) Transformaciones F-elementales de columnas de las franjas Mw y Mz (representadas
por la F debajo);

c) El anillo Γ =

{(
Y Y δ

0 Y

)
: Y es una matriz cuadrada invertible sobre G

}
determina

las transformaciones de columnas de las franjas A y B, esto es, sus transformaciones
siguen la regla (A,B) 7−→ (AY,BY +AY δ);

d) Adiciones simultáneas de una columna de Mw a una columna de A y a una columna de
B numeradas igual, con coe�cientes ∗δ y ∗ respectivamente, donde ∗ ∈ G es un elemento
arbitrario;

e) Adiciones simultáneas de una columna de A y una columna de B numeradas igual, con
coe�cientes ∗ y ∗δ respectivamente, a alguna columna de Mz.

El siguiente resultado muestra la reducción del problema matricial correspondiente a
las representaciones de K11, al rombo pseudolineal (4.6).

Teorema 24. Todas las representaciones indescomponibles sinceras del poset 3-equipado

K11 de la forma (2.3), a excepción de una, consideradas salvo isomor�smo, pueden res-

taurarse usando las corepresentaciones matriciales indescomponibles, no necesariamente

sinceras, del rombo pseudolineal (4.6).

Demostración. Al igual que en la demostración de la parte (ii) del teorema, se reduce
primero la franja correspondiente al punto minimal Ma, en suma directa de las represen-
taciones indescomponibles de un punto débil (poset F19). Como se admiten adiciones de
Ma a Mb con coe�cientes en G, con los bloques identidad de la franja Ma se anula todo lo
que está frente a ellos en la franja Mb.

Manteniendo la matriz en esa misma forma se obtiene el siguiente problema en la franja
Mb.

I

I

ξI

ξ2I

0

I

−ξI

0

0

G

I

ξI

0

G

I 0

ξI G

ξ2I G

G 3

Υ

3

︷︸︸︷

Ma Mb

(4.7)
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La notación

Υ

︷︸︸︷G

G
signi�ca que los dos bloques sobre G, que lla-

maremos el par (A,B), se multiplican por la izquierda por matrices de la forma
X − ξY Y − ξZ
−ξ2Y − pZ X − ξ2Z , donde X,Y, Z son matrices sobre F cuadradas e invertibles.

La solución para el problema de álgebra lineal anterior, expresado en esa forma, es
desconocida. Sin embargo, nótese que dichas transformaciones son generadas por el espacio
vectorial

F

〈
I2,Υ =

[
−ξ 1
−ξ2 0

]
,Υ2

〉
.

Este F-espacio es isomorfo a G, si identi�camos a Υ con ξ. Por lo tanto, intuitivamente,
sabemos que tenemos alguna forma de transformaciones de (A,B) simultáneas sobre G.

El polinomio característico de Υ es t2+ξt+ξ2 = (t−ξ)2, sus valores propios son iguales

a ξ, y por eso se tiene que Υ es similar a la matriz

[
ξ 1
0 ξ

]
. De hecho

[
ξ 1
0 ξ

]
=

[
1 0
ξ 1

] [
−ξ 1
−ξ2 0

] [
1 0
−ξ 1

]
.

Entonces, con un cambio de base dado por la matriz Ψ =

[
1 0
−ξ 1

]
el par (A,B) se

reduce como sigue
(A,B) 7−→ (XAY +XδBY,XBY )

donde X y Y son matrices sobre G cuadradas e invertibles, y δ es la derivación natural del
campo G, lo cual vuelve este problema el haz (1, δ)-pseudolineal (4.5).

También usando el cambio de base dado por Ψ, las adiciones desde y hacia los puntos
del haz pseudolineal se transforman en las adiciones d) y e) de la nota 23.

Entonces, el problema de la franja Mb sin su punto maximal fuerte, se vuelve el rombo
pseudolineal. Por el lema 17 cada indescomponible del rombo pseudolineal produce una
representación del poset 3-equipado K11 y la única representación de K11 que no se obtiene
de un indescomponible del rombo pseudolineal es K11 − 4 producida por el problema del
punto fuerte maximal en Mb, y de esta forma el teorema queda demostrado.

El siguiente resultado clasi�ca las corepresentaciones del rombo pseudolineal. De ellas
se van a restaurar, más adelante, las representaciones de K11.

Teorema 25. Las corepresentaciones indescomponibles sinceras del rombo pseudolineal

(4.6), sobre la pareja (F,G) tienen la forma matricial

Mw Mx My Mz

1 0 ξ2fn 0
0 In J−n (0) ξ2e1

, (4.8)

para cada n ∈ N.
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Demostración. Nótese que para algún coe�ciente g ∈ G, se adiciona simultáneamente gMw

a Mx y gδMw a My, luego con un coe�ciente h ∈ G, adicionamos hδgMw + hgδMw =
(gh)δMw. Esto signi�ca que las adiciones de Mw a Mz admiten coe�cientes en Gδ =
F 〈1, ξ〉, es decir corresponden al problema matricial de las corepresentaciones del poset
F20 = {w <2 z}.

Considérese cualquier corepresentacion matricial del rombo pseudolineal, se reducen la
franja Mw en suma directa de las corepresentaciones indescomponibles de un punto débil,
y con las adiciones determiandas por la relación semifuerte w <2 z se anulan casi todos los
bloques en la franja Mz (ver nota 19). Luego con las adiciones admisibles de Mw a Mx y
Mz se anulan varios bloques de estas últimas franjas, obteniendo la siguiente matriz

I G

I ξI ξ2I 0

G0 I −ξI

I ξI

I ξI ξ2I

A B G

ξ2I

Mw Mx My Mz︷ ︸︸ ︷

.

En el bloque

I G ξ2I

Mw Mx My Mz

,

se tiene que los elementos no nulos del bloque marcado con G anulan todos los elementos
que estén frente a ellos en la franjaMz, lo que le da la siguiente forma a la corepresentación
matricial

I G

I ξI ξ2I 0

G0 I −ξI

I ξI

I ξI ξ2I

A B G

Mw Mx My Mz︷ ︸︸ ︷

. (4.9)
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El diagrama del problema matricial que quedo en las franjas Mx y My es

I G

I ξI ξ2I 0

G0 I −ξI

I ξI

I ξI ξ2I

A B

3
(1,δ)=∗δ =∗

Mw Mx My︷ ︸︸ ︷

. (4.10)

Se ha dibujado el diagrama en esa forma ya que la pareja de matrices (A,B) se reduce
siguiendo la regla (A,B) 7−→ (X−1AY,X−1BY + X−1AY δ), donde X y Y son matrices
cuadradas invertibles sobre G, mientras que las transformaciones de columnas de los bloques
marcados con G están determinadas por la matriz Y . De este modo, transponiendo las
matrices, se tiene el siguiente diagrama matricial

3
(1, δ)

GA B GG

G

︸ ︷︷ ︸
Γ F

G
||∗

||
∗δ

.

El diagrama (4.10) muestra que cada indescomponible de la parte superior del rombo
pseudolineal

3
z

x y
(1, δ)

=∗δ =∗

, (4.11)

produce un indescomponible de su parte inferior

3
w

x y
(1, δ)

- ∗δ-∗

. (4.12)

Para obtener las corepresentaciones indescomponibles sinceras de la parte superior del
rombo pseudolineal (4.11) escribimos en lugar de la pareja (A,B) las parejas de matrices
que son solución del haz pseudolineal (4.5). Si en lugar de (A,B) hay una pareja de tipo
0, es decir, (In,Φ(f)), donde Φ(f) es la matriz acompañante de un polinomio diferencial
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f ∈ Fn \ tn, con n ≥ 1, entonces a cada columna de la franja Mz se puede adicionar
Y δ + Φ(f)Y donde Y es un vector no nulo de tamaño n con entradas en G. Por lo tanto,
si X es alguna columna de Mz, es posible anularla encontrando un Y tal que

−X = Y δ + Φ(f)Y. (4.13)

Teniendo en cuenta que Y δ = Im1 Y − ξ Im2 Y , se tiene el siguiente sistema de ecuaciones,
en el que para abreviar hicimos Φ(f) = Φ

−ReX = Re Φ ReY + (I − p Im2 Φ) Im1 Y − p Im1 Φ Im2 Y ;

− Im1X = Im1 Φ ReY + Re Φ Im1 Y + (−I − p Im2 Φ) Im2 Y ;

− Im2X = Im2 Φ ReY + Im1 Φ Im1 Y + Re Φ Im2 Y.

Claramente, la matriz asociada está compuesta por nueve bloques, de la siguiente forma Re Φ I − p Im2 Φ −p Im1 Φ
Im1 Φ Re Φ −I − p Im2 Φ
Im2 Φ Im1 Φ Re Φ

 , (4.14)

para el caso en el que Φ sea de orden 1, es decir Φ ∈ G, su determinante es:

(Re Φ)3−p(Im1 Φ)3+p2(Im2 Φ)3−Im2 Φ = (Re Φ+ξ Im1 Φ+ξ2 Im2 Φ)3−Im2 Φ = Φ3−Im2 Φ.

Por lo tanto el sistema no tendrá solución, y no se podrá anular X cuando Φ ∈ G sea
tal que

Φ3 = Im2 Φ. (4.15)

Si en el problema matricial de la parte superior del rombo pseudolineal tenemos

Mx My Mz

1 0 x
con x ∈ G,

es claro que no podremos anular x. Por la forma en cómo se transforman los bloques
correspondientes al haz pseudolineal, tenemos además que

Mx My Mz

1 0 x ∼
Mx My Mz

1 g−1gδ x

para cualquier g ∈ G. Sea g = a+ bξ + cξ2 para algunos a, b, c,∈ F, entonces

Im2(g
−1gδ) = [(Im2 g

−1) Im1 g − (Im1 g
−1) Im2 g](g3)−1

= [(b2 − ac)b− (−ab− pc2)c](g3)−1

= (b3 + pc3)(g3)−1 = (b− cξ)3(g3)−1 = (gδ)3(g−1)3

= (g−1gδ)3.

Esto es, g−1gδ cumple la condición (4.15) y por lo tanto no se puede anular x.

Recíprocamente, cada Φ ∈ G que cumpla la condición (4.15) se puede escribir de la
forma Φ = h−1hδ para algún h ∈ G. En efecto, vamos a mostrar que existe h = x+yξ+zξ2 ∈
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G tal que hΦ = hδ. Considerando las partes reales e imaginarias de la ecuación, se tiene el
siguiente sistema

xRe Φ− py Im2 Φ− pz Im1 Φ = y;

x Im1 Φ + yRe Φ +−pz Im2 Φ = −z;

x Im2 Φ + y Im1 Φ + zRe Φ = 0;

que es equivalente al sistema homogéneo

xRe Φ− y(1 + p Im2 Φ)− pz Im1 Φ = 0;

x Im1 Φ + yRe Φ + z(1− p Im2 Φ) = 0;

x Im2 Φ + y Im1 Φ + zRe Φ = 0.

Su matriz asociada tiene la forma (4.14) y su determinante es 0 ya que Φ3 = Im2 Φ.
Por lo tanto existen in�nitos h ∈ G tales que Φ = h−1hδ.

De este modo hemos probado que dados g, x ∈ G, entonces

Mx My Mz

1 g x ∼
Mx My Mz

1 g 0 ⇐⇒
Mx My

1 g �
Mx My

1 0
. (4.16)

Como estamos considerando soluciones de tipo 0 del haz pseudolineal, g = Φ(f) donde
f ∈ Fn \ tn, luego podemos anular x.

No hay un método general para calcular el determinante de la matriz (4.14) cuando el
orden de Φ es mayor o igual a dos, por eso vamos a transformar la ecuación (4.13) para
obtener un sistema de ecuaciones más conveniente.

Cada matriz Φ(f) es invertible ya que el término independiente de f es diferente de 0
(porque f ∈ Fn \ tn), entonces se multiplica la ecuación (4.13) por Φ(f)−1. Nuevamente,
para abreviar la escritura, hacemos Φ = Φ(f)

−Φ−1X = Φ−1Y δ + Y.

De la ecuación anterior se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

−Re(Φ−1X) = ReY + (Re Φ−1)(Im1 Y ) + p(Im2 Φ−1)(Im2 Y );

− Im1(Φ
−1X) = (I + Im1 Φ−1)(Im1 Y )− (Re Φ−1)(Im2 Y );

− Im2(Φ
−1X) = (Im2 Φ−1)(Im1 Y ) + (I − Im1 Φ−1)(Im2 Y );

cuya matriz asociada es

M =

I Re Φ−1 p Im2 Φ−1

0 I + Im1 Φ−1 −Re Φ−1

0 Im2 Φ−1 I − Im1 Φ−1

 .
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Como Φ = Φ(f) es la matriz acompañante de un polinomio f = tn − h1tn−1 + · · · −
hn−1t− hn, donde para i = 1, . . . , n, cada hi ∈ G, entonces Φ tiene la forma

Φ =


hn

1 hn−1
. . .

...
1 h1

 ,
y su inversa

Φ−1 =


−hn−1h−1n 1
−hn−2h−1n 1

...
. . .

−h1h−1n 1
h−1n

 .

Gracias a la forma de la matriz Φ−1, se calcula de manera sencilla que det(I +
Im1 Φ−1) = 1 − Im1(hn−1h

−1
n ) y det(I − Im1 Φ−1) = 1 + Im1(hn−1h

−1
n ). Entonces para

toda Φ, o bien I + Im1 Φ−1 tiene inversa, o bien I − Im1 Φ−1 tiene inversa. Por lo tan-
to, el determinante de la matriz completa se puede calcular de alguna de las dos formas
siguientes

det(M) = det(I + Im1 Φ−1) det(I − Im1 Φ−1 + Im2 Φ−1(I + Im1 Φ−1)−1 Re Φ−1),

det(M) = det(I − Im1 Φ−1) det(I + Im1 Φ−1 + Re Φ−1(I − Im1 Φ−1)−1 Im2 Φ−1).

Si Φ es de orden 1, es decir, si Φ = a+ bξ + cξ2 ∈ G para algunos a, b, c,∈ F, entonces

det(M) = (1 + Im1 Φ−1)(1− Im1 Φ−1 + Im2 Φ−1(1 + Im1 Φ−1)−1 Re Φ−1)

= (1 + Im1 Φ−1)(1− Im1 Φ−1) + Im2 Φ−1 Re Φ−1

= 1− (Im1 Φ−1)2 + Im2 Φ−1 Re Φ−1.

Usando (4.1) se tiene

−(Im1 Φ−1)2 + Im2 Φ−1 Re Φ−1 = −(−ab− pc2)2Φ−6 + (b2 − ac)(a2 + pbc)Φ−6

= −(p2c4 + a3c− pb3c)Φ−6

= −c(a3 − pb3 + p2c3)Φ−6

= −cΦ−3.

(4.17)

Obviamente, al igual que para la matriz (4.14), det(M) = 0 si y solo si Im2 Φ = Φ3.

Para el caso general, consideremos la forma de las matrices

I + Im1 Φ−1 =


1− Im1(hn−1h

−1
n )

− Im1(hn−2h
−1
n ) 1

...
. . .

− Im1(h1h
−1
n ) 1

Im1(h
−1
n ) 1

 ;
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y su inversa

(I + Im1 Φ−1)−1 =


(1− Im1(hn−1h

−1
n ))−1

(1− Im1(hn−1h
−1
n ))−1 Im1(hn−2h

−1
n ) 1

...
. . .

(1− Im1(hn−1h
−1
n ))−1 Im1(h1h

−1
n ) 1

−(1− Im1(hn−1h
−1
n ))−1 Im1(h

−1
n ) 1

 .

Luego se tiene la igualdad Im2 Φ−1(I + Im1 Φ−1)−1 = (1− Im1(hn−1h
−1
n ))−1 Im2 Φ−1,

notando k = (1− Im1(hn−1h
−1
n ))−1

Im2 Φ−1(I+Im1 Φ−1)−1 Re Φ−1 = k


Re(hn−1h

−1
n ) Im2(hn−1h

−1
n ) Im2(−hn−1h−1n )

Re(hn−1h
−1
n ) Im2(hn−2h

−1
n ) Im2(−hn−2h−1n )

...
...

Re(hn−1h
−1
n ) Im2(h1h

−1
n ) Im2(−h1h−1n )

−Re(hn−1h
−1
n ) Im2(h

−1
n ) Im2(h

−1
n )

 ;

y �nalmente I − Im1 Φ−1 + Im2 Φ−1(I + Im1 Φ−1)−1 Re Φ−1

=



kRe(hn−1h
−1
n ) Im2(hn−1h

−1
n ) + Im1(hn−1h

−1
n ) + 1 k Im2(−hn−1h−1n )

kRe(hn−1h
−1
n ) Im2(hn−2h

−1
n ) + Im1(hn−2h

−1
n ) 1− k Im2(hn−2h

−1
n )

kRe(hn−1h
−1
n ) Im2(hn−3h

−1
n ) + Im1(hn−3h

−1
n ) k Im2(−hn−3h−1n ) 1

...
...

. . .

kRe(hn−1h
−1
n ) Im2(h1h

−1
n ) + Im1(h1h

−1
n ) k Im2(−h1h−1n ) 1

−kRe(hn−1h
−1
n ) Im2(h

−1
n )− Im1(h

−1
n ) k Im2(h

−1
n ) 1


.

El determinante de esta última matriz es simplemente∣∣∣∣kRe(hn−1h
−1
n ) Im2(hn−1h

−1
n ) + Im1(hn−1h

−1
n ) + 1 k Im2(−hn−1h−1n )

kRe(hn−1h
−1
n ) Im2(hn−2h

−1
n ) + Im1(hn−2h

−1
n ) 1− k Im2(hn−2h

−1
n )

∣∣∣∣ ,
cuando el orden de Φ es mayor que 2.

Si Φ es de orden 2, este último determinante queda∣∣∣∣kRe(h1h
−1
2 ) Im2(h1h

−1
2 ) + Im1(h1h

−1
2 ) + 1 k Im2(−h1h−12 )

−kRe(h1h
−1
2 ) Im2(h

−1
2 )− Im1(h

−1
2 ) 1 + k Im2(h

−1
2 )

∣∣∣∣ ,
y por lo tanto, cuando Φ es de orden 2

det(M) = (1− Im1(h1h
−1
2 ))[1 + Im1(h1h

−1
2 ) + kRe(h1h

−1
2 ) Im2(h1h

−1
2 )

+ k Im1(h1h
−1
2 ) Im2(h

−1
2 ) + k Im2(h

−1
2 )− k Im2(h1h

−1
2 ) Im1(h

−1
2 )]

= 1− (Im1(h1h
−1
2 ))2 + Re(h1h

−1
2 ) Im2(h1h

−1
2 ) + Im1(h1h

−1
2 ) Im2(h

−1
2 )

+ Im2(h
−1
2 )− Im2(h1h

−1
2 ) Im1(h

−1
2 );
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Para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, notamos por hi = ai + biξ + ciξ
2 a las partes real e

imaginarias de hi, además usando la ecuación (4.17) se tiene

det(M) = 1− (h2h
−1
1 )−3 Im2(h2h

−1
1 ) + Im2(h

−1
2 )

+ [b1(a
2
2 + pb2c2) + a1(−a2b2 − pc22)− pc1(b22 − a2c2)](b2 − a2c2)h−62

− [c1(a
2
2 + pb2c2) + b1(−a2b2 − pc22) + a1(b

2
2 − a2c2)](−a2b2 − pc22)h−62

= 1− (h2h
−1
1 )−3 Im2(h2h

−1
1 ) + Im2(h

−1
2 ) + b1 Re(h−12 ) Im2(h

−1
2 )− b1(Im1 h

−1
2 )2

− pc1(Im2 h
−1
2 )2 − c1 Re(h−12 ) Im1(h

−1
2 )

= 1− (h2h
−1
1 )−3 Im2(h2h

−1
1 ) + Im2(h

−1
2 )− b1c2h−32

− c1(pb42 + pa2b
2
2c2 + pa22c

2
2 − a32b2 − pa22c22 − pa2b22c2 − p2b2c32)

= 1− (h2h
−1
1 )−3 Im2(h2h

−1
1 ) + Im2(h

−1
2 )− b1c2h−32 + c1b2h

−3
2

= 1− h−32 h31[b2(−a1b1 − pc21) + c2(a
2
1 + pb1c1) + a2(b

2
1 − a1c1)]h−31

+ (b22 − a2c2)h−32 − b1c2h
−3
2 + c1b2h

−3
2

= 1−h−32 (−a1b1b2 − pc21b2 + a21c2 + pb1c1c2 + b21a2 − a1c1a2 − b1c2 + c1b2 + b22 − a2c2).

Cuando el orden de Φ es mayor que 2, se tiene

det(M) = (1− Im1(hn−1h
−1
n ))[Im1(hn−1h

−1
n ) + 1 + kRe(hn−1h

−1
n ) Im2(hn−1h

−1
n )

− k Im1(hn−1h
−1
n ) Im2(hn−2h

−1
n )− k Im2(hn−2h

−1
n )

+ k Im2(hn−1h
−1
n ) Im1(hn−2h

−1
n )]

= 1− (Im1(hn−1h
−1
n ))2 + Re(hn−1h

−1
n ) Im2(hn−1h

−1
n )− Im2(hn−2h

−1
n )

− Im1(hn−1h
−1
n ) Im2(hn−2h

−1
n ) + Im2(hn−1h

−1
n ) Im1(hn−2h

−1
n )

= 1− (h−1n−1hn)−3 Im2(h
−1
n−1hn)− Im2(hn−2h

−1
n )

− Im1(hn−1h
−1
n ) Im2(hn−2h

−1
n ) + Im2(hn−1h

−1
n ) Im1(hn−2h

−1
n )

Si hn, hn−1, hn−2 son tales que det(M) = 0, existe una matriz A de orden n, sobre
G, tal que A−1ΦA + A−1Aδ es la matriz acompañante de un polinomio f ′ cuyo término
independiente es nulo, es decir, f ′ no esta en el conjunto Fn \ tn. Por lo tanto si Φ(f) es
la matriz acompañante de un polinomio f ∈ Fn \ tn, se pueden anular todos los elementos
de la franja Mz, usando las adiciones admisibles desde Mx y My.

Cuando las matrices en las franjas Mx y My se reducen a una pareja de tipo 1, es decir
(In, J

−
n (0)), tomando J−n (0) en lugar de Φ en la matriz M se tiene que det(M) = 0, por

lo tanto no será posible anular todos los elementos de la franja Mz. De hecho, usando los
1 de la matriz J−n (0), se pueden anular los n− 1 elementos inferiores en cada columna de
Mz, luego con algunas adiciones adecuadas se anulan las partes imaginarias del elemento
que quedo sin anular, de modo que se obtiene el siguiente indescomponible sincero para la
parte superior del rombo pseudolineal

In J−n (0) ξ2e1 . (4.18)

Si en las franjas Mx y My hay una suma directa de m copias de parejas de tipo 1,
después de anular todos los elementos posibles de la franja Mz, los elementos no nulos que
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quedaron en ella se reducen como el problema matricial de las representaciones un punto
fuerte.

Para el caso en el que aparece una pareja de tipo 2 en las franjas del haz pseudo lineal,
esto es Mx = I↑n y My = I↓n, sólo se pueden anular los n− 1 elementos superiores de cada
columna de Mz. Considerando la suma directa de m parejas de este tipo, y anulando los
elementos del bloque superior de Mz con adiciones desde la matriz identidad en My, se
tiene

Im(n−1)

0

0

0

0

Im

Im

0

0

0

Im(n−1)

0

0

0

G

Mx My Mz

3
(4.19)

Hemos dibujado un punto débil en frente de el bloque no nulo enMz, ya que la matriz ante-
rior conserva su forma si hacemos transformaciones G-elementales de �las y F-elementales
de columnas de este bloque.

Existe un punto débil para cada n ∈ N, luego tenemos una cadena in�nita en la
cual el punto débil correspondiente a n está en relación semi-fuerte con el punto débil
correspondiente a n+1 con respecto a representaciones. La matriz que está a continuación,
consiste en la suma de k copias de (I↑n, I

↓
n), y m copias de (I↑n+1, I

↓
n+1).

0

Imn

0

0

0

Im

0

Ik(n−1)

0

0

0

Ik

Im

0

0

0

Imn

0

Ik

0

0

0

Ik(n−1)

0

0

0

G

0

0

G

Mx︷ ︸︸ ︷ My︷ ︸︸ ︷Mz

3

3
(4.20)

Si la pareja de matrices en las franjas Mx y My se reduce a una pareja de tipo 3, se
pueden anular todos los elementos de cada columna de Mz, del superior al inferior, usando
adiciones desde la matriz identidad que esta en My.

Por el diagrama (4.9) para que una corepresentación indescomponible de todo el rombo
sea sincera, en el lugar de las matrices A y B debe haber una pareja que no anule todos
los elementos arriba de B y que a la vez deje elementos no nulos en la franja Mz. Esta
pareja puede ser únicamente de tipo 1, ya que las parejas de tipo 0 y 3 anulan todos los
elementos en Mz y las parejas de tipo 2 anulan todos los elementos de la franja My que
estan arriba de arriba de B (ver diagrama (4.10)).

Por lo tanto, las corepresentaciones indescomponibles sinceras del rombo pseudolineal
tienen la forma (4.8), con lo cual el teorema queda demostrado.
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Usando el teorema 24 y el teorema anterior, en especial la forma matricial de varios de
los indescomponibles del rombo pseudolineal que aparecen en su demostración, se demues-
tra a continuación la parte (i) del teorema 14.

Demostración del teorema 14 (i). Partiendo del diagrama (4.7), vamos a restaurar las re-
presentaciones indescomponibles de K11 usando las corepresentaciones indescomponibles
determinadas por el problema que se obtuvo en la franja Mb, que corresponde al punto
maximal del poset K11.

Según el teorema 24, la única representación de K11 que no se restaura a partir de las
corepresentaciones del rombo pseudolineal es K11 − 4, que se obtiene al reducir el punto
maximal fuerte que aparece en el diagrama (4.7).

En la demostración del teorema 25, vimos que los puntos minimal y maximal del rombo
pseudolineal están en relación semifuerte, por lo tanto cuando las franjas correspondientes
al haz pseudolineal son nulas, podemos dibujar el diagrama

I 0

GξI

G 3

3

Ma Mb

,

que produce K11 − 2 usando la corepresentación indescomponible sincera del poset F20, y
produce K11−5, K11−6, K11−20 y K11−21, usando las corepresentaciones indescompo-
nibles del poset F20 que son sinceras en su punto maximal pero no en el minimal (ver nota
19). Nótese que las cuatro corepresentaciones de F20 que son sinceras en su punto minimal
pero no en el maximal producen representaciones de K11 que no son sinceras.

Considérese ahora

I 0

ξI G

ξ2I G

Υ

︷︸︸︷

Ma Mb

,

usamos los cuatro tipos de indescomponibles del haz pseudolineal de la forma (4.5), te-
niendo en cuenta el cambio de base dado por Ψ, para obtener:

• la G-serie de representaciones K11 − 1 cuando el haz se reduce a alguna pareja de
matrices de tipo 0 o 1 (ver 4.3);

• las representaciones de forma K11 − 10 cuando el haz se reduce a alguna pareja de
matrices de tipo 2;

• y las representaciones de la forma K11 − 11 cuando el haz se reduce a alguna pareja
de matrices de tipo 3.
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Es de anotar, que para escribir las formas matriciales de las representaciones que se
restauran en adelante se tuvo en cuenta el cambio de base dado por Ψ (ver demostración
del teorema 24).

Reduciendo el punto fuerte que aparece en el diagrama (4.10), se obtiene la corepre-
sentación

Mw Mx My

1 ξ ξ2 0 0
0 1 −ξ 0 1

,

de la parte inferior del rombo pseudolineal (4.12), que produce K11 − 7.

El indescomponible (4.18) de la parte superior del rombo pseudolineal (4.11), que fue
encontrado en la demostración del teorema 25, produce la representaciónK11−24. También
produce corepresentaciones de la parte inferior del rombo pseudolineal (4.12) de la forma

Mw Mx My

1 0 ξ2fn
0 In J−n (0)

,

de las cuales se obtiene K11−25. Y además permite obtener las corepresentaciones sinceras
de todo el rombo pseudolineal (4.8), ellas producen las representaciones de tipo K11 − 3.

Considérese el diagrama (4.19), reduciendo el punto débil en sus representaciones indes-
componibles, obtenemos cuatro indescomponibles para la parte superior del rombo pseu-
dolineal (4.11), y de ellos obtenemos K11 − 14, K11 − 16, K11 − 26 y K11 − 28. También,
cuatro indescomponibles para la parte inferior del rombo, ellos producenK11−13,K11−17,
K11 − 27 y K11 − 29.

La cadena descrita en el diagrama (4.20) contiene un subposet de de la forma F20,
para cada n ∈ N. Por lo tanto, la representación matricial indescomponible sincera de F20

produce el siguiente indescomponible de la parte superior del rombo pseudolineal

Mw Mx My

0 0 0 0 I3 0 0 0 0
In 0 0 0 0 In 0 0 0
0 I3 0 0 0 0 0 0 e3
0 0 0 0 0 0 I3 0 0
0 0 In−1 0 0 0 0 In−1 0
0 0 0 I3 0 0 0 0 T (y)

.

De él obtenemos K11 − 18 y un indescomponible para la parte inferior del rombo que
produce K11 − 19.

Si n = 0 en el diagrama (4.20), el indescomponible de la parte superior del rombo

pseudolineal tiene la forma

Mx My Mz

0 1 0
1 0 1
0 0 1
0 0 ξ
0 0 ξ2

y produce K11 − 15. Su correspondiente

indescomponible de la parte inferior del rombo produce K11 − 12.
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Cuando los bloques marcados con A y B en el diagrama (4.10) son nulos, al reducir
el punto débil de este mismo diagrama y anulando el bloque correspondiente a su pun-
to maximal fuerte se obtienen cuatro indescomponibles para la parte inferior del rombo
pseudolineal (4.12) que producen K11 − 8, K11 − 9, K11 − 22 y K11 − 23.

De esta manera, se han restaurado todas las representaciones indescomponibles sinceras
del poset K11, completando así la demostración del teorema 14 (i).

Hemos mostrado cómo se obtuvieron los indescomponibles sinceros del poset 3-equipado
K11 en forma matricial evidente. En la siguiente sección, mostraremos cómo a partir de
ellos, se pueden obtener los indescomponibles sinceros del poset 3-equipado K10.

4.4. Indescomponibles del poset 3-equipado K10

Para obtener las representaciones y corepresentaciones indescomponibles sinceras del
poset 3-equipado crítico K10, se utilizan las clasi�caciones de indescomponibles que se
encontraron en las secciones anteriores para el poset K11, y el siguiente resultado.

Proposición 26. El problema matricial de clasi�car las representaciones (corepresenta-

ciones) del poset 3-equipado K10 se reduce, en el sentido explicado por la demostración,

al problema matricial de clasi�car las corepresentaciones (representaciones) del poset 3-

equipado K11.

Demostración. Considérese una representación (corepresentación) del poset 3-equipado crí-
tico K10. Reduciendo la franja correspondiente al punto fuerte con transformaciones F(G)-
elementales de �las y columnas, obtenemos el siguiente problema matricial:

G

G I

0 0

0

3

a estas matrices se aplican aquellas transformaciones admisibles que no cambian la forma
de la franja del punto fuerte ya reducida. Esto es, la franja correspondiente al punto débil
admite transformaciones G(F)-elementales de columnas. Esta última franja quedó dividida
en dos bloques cada uno de los cuales se reducen por transformaciones F(G)-elementales de
�las, y también se admiten adiciones del bloque inferior al bloque superior con coe�cientes
en F (G). Por lo tanto, en la franja correspondiente al punto débil tenemos precisamente la
transpuesta del problema de clasi�car las corepresentaciones (representaciones) del poset
3-equipado K11.

Los indescomponibles sinceros de K10 se obtienen (siguiendo la proposición) de las re-
presentaciones y corepresentaciones matriciales indescomponibles sinceras del poset K11,
presentadas en los apéndices D y E. Pero también hay que considerar cuatro representacio-
nes y cuatro corepresentaciones indescomponibles de K11 que no son sinceras pero generan
indescomponibles sinceros de K10 de la siguiente manera.
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De las corepresentaciones de K11 de la forma

Ma Mb

0 D̂(b) , (ver nota 18) se obtienen
respectivamente K10 − 4, K10 − 12 para n = 1, K10 − 22 y K10 − 24.

Por otro lado, las representaciones de K11 de la forma

Ma Mb

0 D(b) , generan las core-
presentaciones K̂10 − 4, K̂10 − 12 para n = 1, K̂10 − 22 y K̂10 − 24.

De este modo, los indescomponibles sinceros del poset K10 se obtuvieron siguiendo la
proposición 26, y sus formas matriciales se escribieron en los apéndices B y C reduciendo
la primera franja en la suma directa de los correspondientes indescomponibles de un punto
débil (poset F19).

Como se mencionó en la sección 4.1 el problema matricial correspondiente a las repre-
sentaciones del poset K10 motivó las primeras de�niciones de representaciones de posets
3-equipados que fueron introducidas en [19]. En este problema se considera una represen-
tación matricial arbitraria de K10, y se reduce la franja correspondiente al punto débil en
suma directa de sus indescomponibles. De este modo, en la franja correspondiente al punto
fuerte se obtiene el siguiente problema que incluye el rombo de Kronecker.

I F

I F

ξI F

ξ2I F

I

−ξI

I

ξI

F

F

I F

ξI F

ξ2I F

F

3

3

-∗

=− ∗ ξ

- ∗ξ

=∗

︷
︸︸

︷︷︸︸︷︷
︸︸

︷

Ma Mb

Este fue el primer problema matricial abordado por la autora. En él aparece dos veces
∆1, en el sentido que se explica en la nota 20. De hecho la de�nición de ∆1 fue motivada
por lo siguiente

X1 Y1 Z1

−pZ1 X1 Y1
−pY1 −pZ1 X1

I
ξI
ξ2I

=
I
ξI
ξ2I

X1 + ξY1 + ξ2Z1 ;

X2 Y2 Z2

−pZ2 X2 Y2
−pY2 −pZ2 X2

I
ξI I
ξ2I −ξI

=
I
ξI I
ξ2I −ξI

X2 + ξY2 + ξ2Z2 Y2 − ξZ2

X2 + ξY2 + ξ2Z2
,

donde todas las Xi, Yi, Zi son matrices no singulares sobre F, de tamaño adecuado.
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De igual forma, la de�nición de ∆2 surge del siguiente hecho

∆1 ∆2

0 ∆1

I
ξI I
ξ2I −ξI

I
ξI
ξ2I

=

I
ξI I
ξ2I −ξI

I
ξI
ξ2I

X2 + ξY2 + ξ2Z2 Y2 − ξZ2 X3 + ξY3 + ξ2Z3

X2 + ξY2 + ξ2Z2 X4 + ξY4 + ξ2Z4

X1 + ξY1 + ξ2Z1

,

de este modo quedan completamente determinadas las adiciones del punto débil minimal
del rombo de Kronecker a su punto débil maximal, y se dibuja el siguiente diagrama.

I F

ξI F

ξ2I F

I

−ξI

I F

ξI F

ξ2I F

3

3

︷
︸︸

︷
︷

︸︸
︷

Cabe anotar que gracias a este problema matricial se determinaron también las condi-
ciones que debía cumplir la pareja de campos (F,G), ya que partimos de que la extensión
cúbica de campos F ⊂ G, era de característica arbitraria, y tal que G = F(ξ), para algún
elemento primitivo ξ cuyo polinomio minimal sobre K sería t3 + rt2 + qt+ p.

Bajo estas condiciones, el estabilizador de la representación T (a) sería

∆′1 = F

〈
I3, Σ′ =

 0 1 0
0 0 1
−p −q −r

 , Σ′2

〉
.

La representación R(a) tomaría la forma
1 0
0 1
ξ ξ2

, y su estabilizador sería

∆′′1 = F

〈
I3, Σ′′ =

0 −q −1
1 −r 0
0 −p 0

 , Σ′′2

〉
.



CAPÍTULO 4. INDESCOMPONIBLES DE LOS POSETS 3-EQUIPADOS CRÍTICOS 60

Las matrices no son similares en general, y cuando no son similares al tratar de encontrar
un bimódulo que determine adiciones entre dos puntos débiles, este bimódulo siempre re-
sulta igual al anilloM3(F) lo que no concuerda con nuestra de�nición de poset 3-equipado.

Las matrices son similares si y sólo si q = r = 0 y la característica de los campos F y
G) es 3. Por eso se decidió llevar a cabo esta investigación con dichas condiciones para la
pareja de campos (F,G).

Toda esta investigación, y en especial este capítulo, con�rma la importancia de los
métodos matriciales, ampliamente usados durante varias décadas en la teoría de represen-
taciones moderna (ver por ejemplo [7, 14,20,25,37,40,42,51,53,67]).



CAPÍTULO 5

Aplicaciones posibles

Mediante algunas reformulaciones adecuadas de las de�niciones de representaciones y
corepresentaciones de posets 3-equipados, en este capítulo, se presentan posibles aplicacio-
nes de los resultados obtenidos, a otras estructuras algebraicas.

5.1. Aplicaciones a la teoría de anillos

La siguiente interpretación permite describir algunos módulos, sobre ciertos anillos,
usando las representaciones y corepresentaciones de posets 3-equipados.

A cada poset 3-equipado P se le asignan dos anillos de incidencia:

Λ′ = Λ′(P) =
⊕
x,y∈P

Λ′xy, Λ̂ = Λ̂(P) =
⊕
x,y∈P

Λ̂xy,

donde

Λ′xy =

{
∆l, si x ≤l y,
0, si x � y,

y Λ̂xy =

{
Ωl, si x ≤l y,
0, si x � y.

Claramente Λ̂(P0) es un PI anillo de pico derecho artiniano schuriano en el sentido de [31].
De la caracterización dada en ese artículo, de dichos anillos con un número �nito de clases
de isomorfía de módulos zócalo proyectivos indescomponibles, es posible obtener el criterio
de tipo �nito para posets 3-equipados.

Para poder aplicar ese resultado, en lugar de trabajar con el anillo Λ′(P0), vamos a
usar su anillo Morita equivalente Λ(P0) es un anillo pico derecho artiniano schuriano, y se
obtiene como sigue.

Considérese el poset 3-equipado P, a cada punto x ∈ P se le asigna el campo Λxx = G

(Λxx = F) si x es débil (fuerte). Y a cada par de puntos distintos x y y se les asigna el

61
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siguiente (Λxx,Λyy)-bimódulo Λxy

Λxy =


∆1, si x <1 y,

∆2, si x <2 y,

HomF(Λxx,Λyy), si x <3 y,

0, si x � y.

Entonces, el anillo de incidencia Λ de P es

Λ = Λ(P) =
⊕
x,y∈P

Λxy.

Las representaciones y corepresentaciones de P son los módulos zócalo proyectivos derechos
sobre los anillos de incidencia Λ(P0) y Λ̂(P0), respectivamente.

Nótese que Λ es el anillo matricial generalizado
[
Λxixj

]
, es un anillo de Schur ya que

los elementos de la diagonal son campos, además es triangular superior. Lo mismo sucede
con Λ̂. Recordemos además que en [50] los anillos de pico derecho se de�nen precisamente
como matrices generalizadas de este tipo.

Como simple observación, se tiene que los coe�cientes lxy, l̂xy de la forma y la coforma

de Tits (ver 2.1) de un poset 3-equipado P son lxy = dimF Λxy y l̂xy = dimF Λ̂xy.

Entonces, la teoría de representaciones y corepresentacionesde los posets 3-equipados
permite, en principio, desarrollar la teoría de los módulos zócalo proyectivos derechos sobre
los anillos Λ y Λ̂, por medio de inducción de los resultados correspondientes. En particular,
uno puede de�nir PI-anillo de pico derecho de un parámetro de un modo estándar, análogo
al caso de álgebras sobre un campo (ver detalles por ejemplo [51, Chapter 14]), y obtener
por esta vía el siguiente resultado.

Proposición 27. Sean P un poset 3-equipado y Λ y Λ̂ sus anillos de incidencia sobre la

pareja de campos (F,G). Entonces las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

(1) Λ es de un parámetro.

(2) Λ̂ es de un parámetro.

(3) P contiene exactamente uno de los posets críticos 3-equipados K1, . . . ,K5, K10,K11

como subposet, y no contiene al poset W10 de la forma (2.4).

5.2. Aplicaciones a la teoría de vectroides

Una de las motivaciones de esta investigación es su estrecha relación con la teoría de
representaciones de categorías de espacios vectoriales, entre ellas los vectroides (ver por
ejemplo [17,18,60]).

Recordemos que un vectroide L sobre un campo K es una subcategoría K-lineal (por lo
general no plena) de la categoría de K-espacios de dimensión �nita con objetos indescom-
ponibles y no isomorfos dos a dos.

Sean X y Y objetos de L, L(X,Y ) el espacio de mor�smos de X a Y . Los módulos
derechos sobre el anillo

⊕
X,Y L(X,Y ) se llaman L-módulos (o módulos sobre el vectroide

L). El módulo básico del vectroide L, es el L-módulo L0 =
⊕

X X.
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Una representación U , del vectroide L sobre K, es cualquier L-submódulo derecho del
producto tensorial

U ⊂ U0

⊗
K

L0

donde U0 es un K-espacio, que para este trabajo se considerará de dimensión �nita.

Claramente, U =
⊕

X UX , donde UX ⊂ U0
⊗

K
X, por lo tanto la representación U

puede identi�carse con la colección

U = (U0;UX : X ∈ ObL),

donde UXL(X,Y ) ⊂ UY para cualquier par de objetos X,Y .

Un mor�smo de una representación U en otra representación V es cualquier aplicación
K-lineal ϕ : U0 → V0 tal que (ϕ ⊗ 1)(U) ⊂ V , que es equivalente a la condición (ϕ ⊗
1X)(UX) ⊂ VX para todo X.

Cada poset 3-equipado P determina un vectroide L = L(P) sobre el campo F, que
depende de G, luego decimos que determina un vectroide sobre (F,G). A todo punto x ∈ P

corresponde uno y sólo un objeto X de L. X es una copia Fx del campo F si el punto x
es fuerte; o bien, si el punto x es débil, el objeto X será una copia Gx del campo G. Cada
objeto X tiene anillo de endomor�smos L(X,X) = F si x es fuerte, o L(X,X) = G si x es
débil. Los mor�smos entre diferentes objetos se de�nen como sigue

L(X,Y ) =


G, si x <1 y,

G 〈e12 + e33 , e21 + e33〉 , si x <2 y,

HomF(X,Y ), si x <3 y,

0, en otro caso.

Una representación del poset P sobre el par (F,G) es precisamente una representación
del vectroide L = L(P), sobre F, que identi�caremos con la colección

U = (U0;Ux : x ∈ P),

donde U0 es un F-espacio vectorial de dimensión �nita y cada Ux es un F-subespacio de
U0
⊗

F
F = U0 si x es fuerte o un G-subespacio del G-espacio vectorial Ũ0 = U0

⊗
F
G si x

es débil. Además, se satisface la condición UxL(X,Y ) ⊂ Uy para cualquier par de puntos
x, y ∈ P.

Hasta el momento, no es evidente como algún vectroide determinado por P pueda tener
por representaciones, las corepresentaciones de P. Sin embargo, es posible de�nir vectroides
de un parámetro e inducir los siguientes resultados.

Proposición 28. Sean P un poset 3-equipado y L = L(P) el vectroide que determina P

sobre la pareja de campos (F,G). Entonces L es de un parámetro si y solo si P contiene

exactamente uno de los posets críticos 3-equipados K1, . . . ,K5, K10,K11 como subposet, y

no contiene al poset W10 de la forma (2.4).

Los diagramas de los posets críticos se encuentran en los teoremas 1 y 12.

Proposición 29. Sean P un poset 3-equipado y L = L(P) el vectroide que determina P

sobre la pareja de campos (F,G). Si L es de un parámetro, entonces tiene representaciones
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indescomponibles sinceras si y solo si P es isomorfo a K10, o a K11, o a alguno de los

posets ordinarios K1, . . . ,K5, A1, . . . , A24, S1, S2, S3 (ver [46], [58]).



APÉNDICE A

Formas matriciales de los indescomponibles sinceros
de los posets 3-equipados de tipo �nito

Poset Representaciones Corepresentaciones

F19

3
a

a
Q(a)= 1 f = 1

a

Q̂(a) = 1 ξ ξ2 f̂ = 3
a

R(a) =
1 0

f = 3ξ 1
ξ2 −ξ

a

R̂(a) = 1 ξ f̂ = 1

a

S(a) =
1

f = 1
ξ

a

Ŝ(a) =
1 ξ ξ2

f̂ = 3
0 1 −ξ

a

T (a) =
1

f = 3ξ
ξ2

a

T̂ (a)= 1 f̂ = 1

F20

3 a

3 b

a b

H(a, b) =
1 0

f = 3ξ 0
ξ2 1

a b

Ĥ(a, b) = 1 ξ2 f̂ = 1
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APÉNDICE B

Representaciones matriciales del poset 3-equipado
K10

La tabla a continuación contiene las formas matriciales de todas las representaciones
indescomponibles sinceras del poset K10, salvo isomor�smo.

En cada representación matricial, la franja izquierda corresponde al punto débil a y la
franja derecha al punto fuerte b. Se siguen las convenciones de la nota 20 y la notación del
apéndice A.

Representaciones cuyas dimensiones tienen forma de Tits igual a 0

1)

Una serie

In In
ξIn Θ

donde Θ es una matriz sobre F
en forma canónica estándar con
respecto a transformaciones de

semejanza ordinaria (X−1ΘX) sobre F.

2)
R(a) 0 e11
0 T (a) I3

3)

R(a) 0 0 e3 0 0
0 I3m 0 0 0 I3m
0 ξI3m 0 e3m 0 Φ((t3 + p)m)

0 0 T (a) e1 I↑2 0

Φ((t3 + p)m) es
la matriz acompañante
de la m-ésima potencia

del polinomio
minimal t3 + p,
de ξ sobre F.

Representaciones cuyas dimensiones tienen forma de Tits igual a 1

4) 1 1 5) R(a) e1 6) R(a) I↓2 7) T (a) e1

8) T (a) I↓2 9)
S(a) 0 e22
0 T (a) I↑2

10)
S(a) 0 e21
0 T (a) I3

11)

I2 0 0

ξI2 0
−→
I2

0 T (a) I3

12)
In

−→
In

ξIn
←−
In

13)
In+1 I↓n
ξIn+1 I↑n

14)

R(a) 0 e3,n+1

0 In
−→
In

0 ξIn
←−
In

15)
R(a) 0 e12 + e33

0 S(a)
−→
I2

66
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16)
In+1 0 0 I↓n
ξIn+1 0 e11 I↑n
0 T (a) I3 0

17)

I3 0 e24
ξI3 0 e11 + e23 + e34

0 T (a)
−→
I3

18)

T (a) 0 0 0 I↑2

0 I2n
0
0

I2n−2
0

0
I2

0 ξI2n
I2
0

0
I2n−2

0
0

19)

I2n+2 0
0
0

I↓2n
0

ξI2n+2 0
f1
e12

0

I↑2n
0 T (a) I3 0

20)

I2n+3 0
0
0

I↓n+1

0

0

I↓n

ξI2n+3 0
e13
e11

I↑n+1

0

0

I↑n
0 T (a) I3 0 0

21)

T (a) 0 0 0 e1 0 0 e3

0 I2n+1
0
0

I↓n
0

en+1

0
0
0

0

I↓n−1

0
en

0 ξI2n+1
e1
0

I↑n
0

0
0

0
e1

0

I↑n−1

0
0

Representaciones cuyas dimensiones tienen forma de Tits igual a 3

22) R(a) I3 23)
I2 0

−→
I2

ξI2 I2 e13
ξ2I2 −ξI2 e23

24) T (a) I3

25)
I2

−→
I2

ξI2 e13
ξ2I2 e23

26)
I3 0 0
ξI3 0 I3
0 T (a) I3

27)

I3 0 0 0
ξI3 0 I3 e33

0 I2
−→
I2 0

0 ξI2 e13 e21

0 ξ2I2 0
←−
I2

28)
R(a) 0 e31
0 I3m I3m
0 ξI3m Φ((t3 + p)m)

29)
I3m 0 0 I3m
ξI3m 0 e3m,1 Φ((t3 + p)m)
0 T (a) I3 0

30)

R(a) 0 0 0 I3

0 I3n
0
0

I3n−3
0

0
I3

0 ξI3n
I3
0

0
I3n−3

0
0

31)

I3n+3 0
0
0

I3n
0

ξI3n+3 0
I3
0

0
I3n

0 T (a) I3 0
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32)

I2 0 0 0 0 e23
ξI2 I2 0 0 0 e13

ξ2I2 −ξI2 0 0 0
−→
I2

0 0 I3n
0
0

I3n−3
0

0
I3

0 0 ξI3n
I3
0

0
I3n−3

0
0

33)

I3n+3 0
0
0

0
0

0
0

I3n
0

ξI3n+3 0
I↓n
0

e31
0

e23
0

0
I3n

0 I2 I2 0 0 0
0 ξI2 0 I2 0 0
0 ξ2I2 0 0 I2 0



APÉNDICE C

Corepresentaciones matriciales del poset 3-equipado
K10

La tabla a continuación contiene las formas matriciales de todas las corepresentaciones
indescomponibles sinceras del poset K10, salvo isomor�smo.

En cada representación matricial, la franja izquierda corresponde al punto débil a y la
franja derecha al punto fuerte b. Se siguen las convenciones de la nota 20 y la notación del
apéndice A.

Corepresentaciones cuyas dimensiones tienen forma de Tits igual a 0

1)

Una serie

In ξIn ξ2In In
0 In −ξIn Θ

donde Θ es una matriz sobre G, en forma
canónica estándar con respecto a transformaciones de
semejanza pseudolineal (XΘX−1 +XδX−1) sobre G.

2)
R̂(a) 0 ξ2

0 T̂ (a) 1

3)

R̂(a) 0 0 0 0 0 ξ2f1
0 In ξIn ξ2In 0 0 In
0 0 In -ξIn 0 ξ2em J−n (0)

0 0 0 0 T̂ (a) 1 0

Corepresentaciones cuyas dimensiones tienen forma de Tits igual a 3

4) 1 ξ ξ2 1 5) I3 ξI3 T (b) 6) I3 ξI3 R(b) 7) I3 T (b)

8) I3 R(b) 9)
Ŝ(a) 0 e22
0 I3 R(b)

10)
Ŝ(a) 0 Q̂(b)
0 I3 I3

11)

I2 ξI2 ξ2I2 0 0

0 I2 −ξI2 0 Ŝ(b)
0 0 0 I3 I3

12)
In ξIn ξ2In

←−
In

0 In ξIn
−→
In

13)
In+1 ξIn+1 ξ2In+1 I↓n
0 In+1 ξIn+1 I↑n

14)

I3 ξI3 0 0 0 0 T (b)

0 0 In ξIn ξ2In
←−
In

0 0 0 In ξIn
−→
In
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15)
I3 ξI3 0 e3,1 T (b)

0 0 Ŝ(a) I2 0
16)

In+1 ξIn+1 ξ2In+1 0 0 I↓n
0 In+1 ξIn+1 0 e1,1 I↑n
0 0 0 I3 I3 0

17)

1 0 0 ξ 0 0 ξ2 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 ξ 0 0 ξ2 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 ξ 0 0 ξ2 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 −ξ 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 −ξ 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0 0 −ξ 0 0 0 1 ξ ξ2 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0

18)

I3 ξI3 0 0 0 0 0 R(a)

0 0 I2n ξI2n ξ2I2n
0
0

I2n−2
0

0
I2

0 0 0 I2n −ξI2n
I2
0

0
I2n−2

0
0

19)

I2n+2 ξI2n+2 ξ2I2n+2 0
0
0

I2n
0

0 I2n −ξI2n 0
Ŝ(b)
0

0
I2n

0 0 0 I3 I3 0

20)

In+2 0 ξIn+2 0 ξ2In+2 0 0 0 I↓n+1 0

0 In+1 0 ξIn+1 0 ξ2In+1 0 0 0 I↓n
0 0 In+2 0 −ξIn+2 0 0 e1,3 I↑n+1 0

0 0 0 In+1 0 −ξIn+1 0
Q̂(b)
0

0 I↑n

0 0 0 0 0 0 I3 I3 0 0

21)

1 0 0 ξ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 fn+1

0 1 0 0 ξ 0 0 0 0 0 0 0 0 ξfn+1

0 0 1 0 0 ξ 0 0 0 0 0 0 fn+2 ξ2fn+1

0 0 0 0 0 0 In+1 0 ξIn+1 0 ξ2In+1 0
←−−
In+1 0

0 0 0 0 0 0 0 In 0 ξIn 0 ξ2In 0
←−
In

0 0 0 0 0 0 0 0 In+1 0 −ξIn+1 0
−−→
In+1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 In 0 −ξIn
−→
In 0

Corepresentaciones cuyas dimensiones tienen forma de Tits igual a 1

22) R̂(a) 1 23) I2 ξI2 S(b) 24) 1 1 25) I2 S(b)

26)
Ŝ(a) 0 e2
0 1 1

27)

1 ξ ξ2 0 0 0 0
0 1 −ξ 0 0 1 ξ
0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 1 0 1
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28)
R̂(a) 0 0 0 ξ2fn
0 In ξIn ξ2In In
0 0 In −ξIn J−n (0)

29)
In ξIn ξ2In 0 0 In
0 In −ξIn 0 e1 J−n (0)
0 0 0 1 1 0

30)

1 ξ 0 fn+1

0 0 In
←−
In

0 0 ξIn
−→
In

31)
In+1 0 0 I↓n
ξIn+1 0 e1 I↑n
0 1 1 0

32)

1 0 ξ 0 0 fn+1

0 1 0 ξ 0 ξfn+1

0 0 0 0 In
←−
In

0 0 0 0 ξIn
−→
In

33)

In+1 0 0 0 0 I↓n
ξIn+1 0 0 e1 ξe1 I↑n
0 1 0 1 0 0
0 0 1 0 1 0



APÉNDICE D

Representaciones matriciales del poset 3-equipado
K11

Las formas matriciales de todas las representaciones indescomponibles sinceras del poset
K11, salvo isomor�smo, se presentan en la siguiente tabla.

En cada representación matricial, la franja izquierda corresponde al punto minimal a y
la franja derecha al punto maximal b. Se siguen las convenciones de la nota 20 y la notación
del apéndice A.

Representaciones cuyas dimensiones tienen forma de Tits igual a 0

1)

Una serie

In 0
ξIn In
ξ2In −ξIn + Θ

donde Θ es una matriz sobre G
en forma canónica estándar

con respecto a transformaciones
de semejanza pseudolineal

(XΘX−1 +XδX−1) sobre G.

2)
S(a) ξ2e2
0 1

3)

S(a) 0 0 ξ2e21
0 In 0 0
0 ξIn ξ2en J−n (0)
0 ξ2In 0 −ξJ−n (ξ−1)
0 0 1 0

Representaciones cuyas dimensiones tienen forma de Tits igual a 3

4) R(a) e3 5)
I3 0
ξI3 T (b)

6)
I3 0
ξI3 R(b)

7)
T (a) e22
0 R(b)

72



APÉNDICE D. REPRESENTACIONES MATRICIALES DEL POSET 3-EQUIPADOK11 73

8)

1 0 0 0
ξ 0 ξ ξ2

ξ2 −ξ −ξ2 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

9)

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
ξ 0 0 ξ ξ2

0 ξ 0 0 −ξ
ξ2 0 −ξ −ξ2 0
0 ξ2 0 −ξ ξ2

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

10)

In+1 0

ξIn+1 I↑n
ξ2In+1 −ξI↑n + I↓n

11)

In 0

ξIn
←−
In

ξ2In
−→
In − ξ

←−
In

12)

I2 0 0 0
0 1 0 0
ξI2 0 0 I2
0 ξ R̂(b) ξ2f1
ξ2I2 0 0 J+(−ξ)
0 ξ2 −ξR̂(b) pf1
0 0 I2 0
0 0 0 f1

13)

In+1 0 0 0 0

ξIn+1 en+1 ξen+1 ξ2en+1 I↓n
ξ2In+1 ξen+1 ξ2en+1 pen+1 I↑n − ξI↓n

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

14)

I3 0 0 0
ξI3 0 0 T (b)
0 In 0 0
0 ξIn In 0
0 ξ2In J+

n (−ξ) 0

15)
I3 0 0 0 0
ξI3 0 e3 0 T (b)
0 T (a) e3 e2 − ξe3 0

16)

1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
ξ 0 0 0 0 f2n 0
0 ξ 0 0 0 ξf2n 1
0 0 ξ 0 0 ξ2f2n −ξ
0 0 0 I2n 0 0 0
0 0 0 ξI2n e1 J−2n(0) 0
0 0 0 ξ2I2n −ξe1 J+

2n(0)− ξJ−2n(0) e2n

17)

I2n 0 0 0
0 I2 0 0

ξI2n 0 0 I2n
0 ξI2 Ŝ(b) 0

ξ2I2n 0 0 −ξI2n + J−↑2n−1(0)

0 ξ2I2 −ξŜ(b) e1,2n−2 + e2,2n
0 0 I3 0
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18)

1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
ξ 0 0 0 0 0 fn+1

0 ξ 0 0 0 0 ξfn+1

0 0 ξ 0 0 fn+2 ξ2fn+1

0 0 0 In+1 0 0 0
0 0 0 0 In 0 0

0 0 0 ξIn+1 0
−−→
In+1 0

0 0 0 0 ξIn 0
−→
In

0 0 0 ξ2In+1 0
←−−
In+1 − ξ

−−→
In+1 0

0 0 0 0 ξ2In 0
←−
In − ξ

−→
In

19)

In+2 0 0 0 0 0 0
0 In+1 0 0 0 0 0

ξIn+2 0 0 0 e1 I↑n+1 0

0 ξIn+1 e1 ξe1 ξ2e1 0 I↑n
ξ2In+2 0 0 0 −ξe1 I↓n+1 − ξI

↑
n+1 0

0 ξ2In+1 −ξe1 −ξ2e1 pe1 0 I↓n − ξI↑n
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0

Representaciones cuyas dimensiones tienen forma de Tits igual a 1

20) S(a)
0

Q(b)
21)

I2 0
ξI2 S(a)

22)

1 0
ξ 1
ξ2 −ξ
0 1

23)

1 0 0
ξ 1 ξ
ξ2 −ξ −ξ2
0 1 0
0 0 1

24)

S(a) 0 e2,n
0 In 0
0 ξIn J−n (0)
0 ξ2In In − ξJ−n (0)

25)

In 0 0
ξIn en J−n (0)
ξ2In −ξen In − ξJ−n (0)
0 Q(b) 0

26)

S(a) 0 e2,n+1

0 In 0

0 ξIn
−→
In

0 ξ2In
←−
In − ξ

−→
In

27)

In+1 0 0

ξIn+1 en+1 I↓n
ξ2In+1 ξen+1 I↑n − ξI↓n

0 1 0
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28)

1 0 0 0
0 1 0 0
ξ 0 0 en+1

0 ξ 0 ξen+1

0 0 In 0

0 0 ξIn
−→
In

0 0 ξ2In
←−
In − ξ

−→
In

29)

In+1 0 0 0

ξIn+1 en+1 ξen+1 I↓n
ξ2In+1 −ξen+1 −ξ2en+1 I↓n − ξI↑n

0 1 0 0
0 0 1 0



APÉNDICE E

Corepresentaciones matriciales del poset 3-equipado
K11

Las formas matriciales de todas las corepresentaciones indescomponibles sinceras del
poset K11, salvo isomor�smo, se presentan en la siguiente tabla.

En cada corepresentación matricial, la franja izquierda corresponde al punto minimal
a y la franja derecha al punto maximal b. Se siguen las convenciones de la nota 20 y la
notación del apéndice A.

Corepresentaciones cuyas dimensiones tienen forma de Tits igual a 0

1)

Una serie

In ξIn + ξ2Θ

donde Θ es una matriz sobre F
en forma canónica estándar con
respecto a transformaciones de

semejanza ordinaria
(X−1ΘX) sobre F.

2)
Ŝ(a) e23
0 Q̂(b)

3)
Ŝ(a) 0 e23 0
0 I3m e3m,3 ξI3m + ξ2Φ((t3 + p)m)

0 0 Q̂(b) 0

Φ((t3 + p)m) es la
matriz acompañante de

la potencia m del
polinomio minimal
t3 + p de ξ sobre F.

Corepresentaciones cuyas dimensiones tienen forma de Tits igual a 1

4) R̂(a) ξ2 5) Ŝ(a) e2 6) Ŝ(a)
0

R̂(b)
7)

1 ξ 0
0 1 ξ

8)
1 ξf1
0 Q̂(b)

9)
I2 ξ

−→
I2

0 Q̂(b)
10) In+1 ξI↑n + ξ2I↓n

11) In ξ
−→
In + ξ2

←−
In 12)

I3 ξ2J↓+3 (0) ξ2e1 + ξe2
0 Q̂(b) 0

13)
In+1 ξ2en+1,3 ξI↑n + ξ2I↓n
0 Q̂(b) 0

14)
Ŝ(a) 0 e2,n+1

0 In ξ
←−
In + ξ2

−→
In
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15) Ŝ(a)↓ e3 ξJ↑+2 (ξ2) e2

16)
Ŝ(a) 0 0 e2,2n ξe2
0 I2n ξ2e1 ξJ+

2n(0) + ξ2J−2n(0) ξe2n

17)
I2n+2

0
0
0

0
e2n
0

0
0
1

ξ2f1
ξJ−2n(0) + ξ2J+

2n(0)
ξf2n

0 1 ξ ξ2 0

18)

1 ξ ξ2 0 0 0 0
0 1 −ξ 0 0 ξ2fn+2 fn+1

0 0 0 In+1 0 ξ
←−−
In+1 + ξ2

−−→
In+1 0

0 0 0 0 In 0 ξ
←−
In + ξ2

−→
In

19)
In+2 0 ξ2en+2 0 0 ξI↑n+1 + ξ2I↓n+1 0

0 In+1 0 0 ξ2en+1 0 ξI↑n + ξ2I↓n
0 0 1 ξ ξ2 0 0

Corepresentaciones cuyas dimensiones tienen forma de Tits igual a 3

20) Ŝ(a)
0

Q̂(b)
21)

I2 ξI2 ξ2I2 0

0 I2 −ξI2 Ŝ(a)
22)

I3 ξI3
0 Ŝ(b)

23)
I3 ξI↑2 ξe12 ξe12
0 I2 ξI2 ξ2I2

24)
Ŝ(a) 0 e2,3m
0 I3m ξI3m + ξ2Φ((t3 + p)m)

25)
I3m e3m,3 ξI3m + ξ2Φ((t3 + p)m)

0 Q̂(b) 0

26)
Ŝ(a) 0 0 e2,3n + ξe2,3n+1 ξ2e2

0 I3n ξ2e1 ξ
←−−−−
J+
3n(0) +

−−−−−→
ξ2J−3n(0) ξe3n

27)
I3n+3

0
e3n
0

0
e3n+1

0

0
0
1

ξ2f1
ξJ↑−3n (0) + ξ2J↑+3n (0)

ξf3n
0 1 ξ ξ2 0

28)

1 0 ξ 0 ξ2 0 0 0 0 0
0 1 0 ξ 0 ξ2 0 0 0 0
0 0 1 0 −ξ 0 0 0 f3n + ξf3n+1 ξ2

0 0 0 1 0 −ξ 0 0 f3n+1 −ξ
0 0 0 0 0 0 I3n ξ2e1 ξ

←−−−−
J+
3n(0) +

−−−−−→
ξ2J−3n(0) ξe3n

29)
I3n+3

0
0
0

0
e3n
0

0
e3n
0

0
0
0

0
e3n+1

0

0
0
1

ξ2f1
ξJ↑−3n (0) + ξ2J↑+3n (0)

ξf3n
0 1 0 ξ 0 ξ2 0 0
0 0 1 0 ξ 0 ξ2 0



Trabajo futuro

Los posets 3-equipados y sus representaciones y corepresentaciones abren, con el pre-
sente trabajo, una línea de investigación que puede llegar a ser interesante. A continuación
se presentan algunos de los pasos a seguir en esta misma dirección, así como algunos inte-
rrogantes que surgen de temas aquí considerados.

• Describir el carcaj de Auslander-Reiten para las categorías de representaciones y
corepresentaciones de los posets 3-equipados.

• Estudiar corepresentaciones de posets 3-equipados sobre extensiones cúbicas de cam-
pos, separables (anotamos que el caso de representaciones para tales extensiones fue
de hecho resuelto en [63]).

• Obtener otros criterios de tipo de representación y corepresentación para posets 3-
equipados (de n parámetros, de crecimiento �nito, manso, salvaje, etc.).

• Describir representaciones y corepresentaciones indescomponibles para algunas clases
de posets 3-equipados.

• Describir los posets 3-equipados sinceros no necesariamente de un parámetro.

• Establecer relaciones entre dimensiones de representaciones y corepresentaciones in-
descomponibles y las raíces de la forma y coforma cuadráticas asociadas a algunas
clases de posets 3-equipados.

• Estudiar la existencia de una construcción directa que permita obtener las represen-
taciones de un poset, a partir de sus corepresentaciones, y viceversa.

• De�nir y clasi�car corepresentaciones para el rombo de Kronecker de la forma (4.4).

• De�nir y clasi�car representaciones para el rombo pseudolineal de la forma (4.6).
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