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IX

Resumen

En el presente trabajo se estudia el problema de Cauchy asociado a la ecuacion regu-
ralizada Benjamin-Ono-Zakharov-Kuznetsov en espacios Sobolev anisotrépicos con pesos,
S1,8 2\ __ S1,S 2 2 2\r 2\r : :
Fpo2(R?) = Hov2(R?) N LA([(1 + 2°)™ + (1 + y°)™] dxdy). Se obtiene una propiedad de
continuacién unica, mal planteamiento en espacios de Sobolev de indice negativo, existencia
global para dato pequeno, existencia de estados de dispersion y existencia, regularidad y

analiticidad de ondas solitarias.

Palabras claves : Ecuacion rBO-ZK, buena colocacién, espacios de Sobolev con pesos,

ondas solitarias

Abstract

In this paper we study the Cauchy problem associated to the Regularized Benjamin-Ono-
Zakharov-Kuznersov equation in anisotropic weigthed Sobolev spaces, F1%2(R?) = H*»*(R*)N
LA([(1 + 2*)™ + (1 + y*)"2] dzdy). It’s obtained a result in unique continuation property, ill-
posedness in Sobolev spaces with negative indices, global existence for small data, existence

of dispersion states and existence, regularity and analyticity of solitary waves

Keywords: rBO-ZK equation, well-posedness, weigthed Sobolev spaces, solitary waves.
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Notaciones

En este trabajo hacemos uso sistematico de las siguientes notaciones.

1.

2.

10.

11.

12.

S(R™) es el espacio de Schwartz. Si n = 2, escribiremos simplemente S.

S'(R™) es el espacio de las distribuciones temperadas. Si n = 2, escribiremos simple-
mente S’.

Para f € S'(R"), j?es la transformada de Fourier de f y f es la transformada inversa
de Fourier de f. Recordamos que

~

f©) = @m7% | fle)etdr,

para toda £ € R", cuando f € S(R").

€ es la transformada de Hilbert. Si f € S(R),

Hf(w) = @ (v.p. / Z —— () dy) |

Para s € R, H* = H*(R?) es el espacio de Sobolev de orden s.

El producto interno en H® es (f,g)s = [.(1+ &+ n?) fadédn.

Para s, y s2 € R, denotamos H*"*2 = H*%2(R?) el espacio de Sobolev anisotrépico
definido en la introduccion.

Para s1, s € Ry p > 1, denotamos H;"** = H;“SQ(]W) el espacio de Sobolev an-
isotrépico de las funciones en L tales que sus derivadas fraccionarias D;' y D;? estan
asimismo en LP.

As = (1— Q)2
Lys(R") = {f € S'(R") | A*f € L"(R")}.
Para f € L, s(R?), ||fllps = [A° £ o (2)-

[A, B] notara el conmutador de Ay B.



1 Introduccion

Las ecuaciones no lineales de evolucion juegan un importante papel en diferentes areas de la
ciencia y la ingenieria. Cabe mencionar algunas de ellas: la mecénica de fluidos, la fisica del
plasma, la fibra optica, la fisica del estado sélido, la cinética quimica, la fisica quimica y la
geoquimica, entre otras. A partir del estudio de las soluciones de éstas, se intentan entender
los efectos de dispersion, difusion, reaccién y conveccion asociados a los modelos descritos
por estas. Por ejemplo, la ecuacion Korteweg-de Vries

Up = Ugpe + Ul (z,t) € R?, (1.1)

que modela el comportamiento de las ondas de aguas en canales poco profundos, tiene como
soluciones ondas solitarias que se comportan como particulas, por lo que Kruskal y Zabusky
las llamaron solitones en su trabajo de 1965 ([42]). Estos solitones son estables, en el sentido
de que para una solucién de la ecuacién KdV (ecuacién (1)) que difiere, inicialmente, muy
poco en su forma de las soluciones tipo soliton, a lo largo del tiempo, su forma mantendra un
aspecto que diferird muy poco de la forma de una solucién tipo solitén (vea [4] y [7]); de
hecho, a la larga estas soluciones toman la forma de solitones (vea [35]). Desde el punto de
vista practico, la nocién de estabilidad de solitones nos garantiza que, teniendo un meticuloso
cuidado, en el laboratorio podremos reproducir estos fenémenos, observados por primera vez
por J. Scott Russell en 1834.

La ecuacion de Benjamin-Bona-Mahony

U + Uy + Uy — Ugzy = 0, (1.2)

fue introducida en [5] con la intencién de modelar la propagacién de ondas largas de pequena
amplitud, donde el efecto dispersion es puramente no lineal. De la manera en que esta fue
obtenida, se persiguia llegar a una ecuacién equivalente a la ecuacién KdV (I1). Es intere-
sante observar que a pesar de esta intencion, desde el punto de vista meramente matematico,
estas ecuaciones presentan significativas e interesantes diferencias.

Otras ecuaciones unidimensionales son, una, la introducida independientemente por Benja-
min en [3] y Ono en [34],

U + Uy + Uty = 0. (1.3)

la cual modela las ondas internas en fluidos estratificados profundos, donde H es la trans-
formada de Hilbert. La otra, es la regularizada de Benjamin-Ono

Up + Uy + Uty + U, = 0 (1.4)



donde u = wu(x,t) es una funcién real, con z,t € R. Estd ecuacién es un modelo para
la evolucién en el tiempo de ondas con crestas grandes en la interface entre dos fluidos
inmisibles.

Existen versiones bidimensionales que extienden las ecuaciones anteriormente mencionadas.
Para el caso de la ecuacién KdV tenemos la ecuacién Kadomtsev-Petviashvilli, vea [17],

(U + autly + Uggy )y + Uyy = 0, (1.5)

que describe las ondas en peliculas delgadas de alta tensién superficial. Otra es la ecuacion
de Zakharov-Kuznetsov

U = (Ugg + Uyy)z + ULy, (1.6)

la cual surge en el estudio de la dindmica de fluidos geofisicos en conjuntos isotrépicos (medios
en los cuales las caracteristicas de los cuerpos no dependen de la direccién) y ondas acusticas
i6nicas en plasmas magnéticos.

Para el caso de las ecuaciones BBM (L.2)), BO (L3) y rBO (I4)) tenemos las siguientes
versiones bidimensionales, la ecuacion ZK-BBM

U = (Ugt + Uyy) o + Uy, (1.7)
la ecuacion ZK-BO
U = (FUy + Uyy )z + Ully, (1.8)

y la ecuacion rBO-ZK

{ut + a(u"), + (b7 u + uyy)r =0, (z,y) ER%t>0 (1.9)

u(0,2,y) = ¢(r,y)

Existen importantes preguntas que se pueden hacer acerca de estas ecuaciones, y cuyas
respuestas ayudan a esclarecer los fendmenos que modelan cada una de éstas. Senalemos las
tres siguientes preguntas: el buen planteamiento, la existencia y estabilidad de ondas viajeras,
y la continuacion unica. En este sentido, las ecuaciones KdV, BBM, BO, KP y la ecuacién
ZK han merecido un amplio estudio. En [18], [28] y [2] se estudia el buen planteamiento de
la ecuacion rBO. En [2] se examina la existencia y estabilidad de ondas viajeras periddicas
para la ecuacién rBO. Mas escasa es la bibliografia relacionada con la ecuacién ZK-BBM.
De ésta podemos decir que, muy recientemente, el buen planteamiento ha sido estudiado en
[39]. La existencia y estabilidad de ondas solitarias fueron examinadas en [16], [40] y [41].
En [40] (en realidad, en la bibliografia del mismo autor citada en este articulo) se demuestra
la existencia de solitones y compactones (solitones con soporte compacto).

En este trabajo examinaremos el buen planteamiento y existencia de ondas solitarias del
problema de valor inicial para la ecuacion reguralizada Benjamin-Ono-Zakharov-Kuznetsov



4 1 Introduccién

(rBO-ZK, (I.9)) donde u = u(t, x,y) es una funcién de valor real y .7 denota la transformada
de Hilbert en la variable x, que se define por

f(\y)
2\

(2, y) = %V.p. /_ N dx, (1.10)

para toda f € S(R?).
Maés precisamente mostraremos que (L9]) es localmente bien planteado en los espacios de
Sobolev

H(R?) = {f € 8| (L+ € + [nl*)f € LR}, (L11)

para s; y Sp reales positivos tales que i + é < 2,y en los espacios de Sobolev con peso

Frz(R?) = H2(R) N L7, (R?), (1.12)
donde
L? (R = {f e L*®R?) | (|| + |y|™)f € L*(R?)}, (1.13)

para sg > 19, S3 > 2r1 y r1 < 5/2. Mostraremos, ademds, que la tnica solucién de (L) que
pertenece a F71%2(R?), para 71 > 5/2, en dos tiempos diferentes es 0. Para ésto seguiremos
ideas presentadas en [14], [13] y [12]. Dedicaremos un capitulo de este trabajo para examinar
el buen planteamiento global para datos pequenos y veremos que dichas soluciones se com-
portan asintéticamente como soluciones del problema lineal asociado a esta ecuacién. Alli nos
serviran de apoyo ideas desarrolladas en [20], [29], [36] y [I1]. En otro capitulo examinare-
mos mal-planteamiento (“ill-posedness”) para esta ecuacion en espacio de Sobolev de indices
negativos. Para este propésito se examinaron ideas en [31], [30] y [§]. En el capitulo final mos-
traremos la existencia de ondas solitarias, usando el método de compacidad-concentracién de
Lions, usando ideas en [25], [26], [9] y [1]. También se examinard la regularidad y analiticidad

de dichas soluciones.



2 Resultados preliminares

En este capitulo presentamos algunos conceptos y resultados preliminares que usaremos como
insumos importantes en este trabajo. Veamos.

2.1. Espacios de Sobolev anisotrdpicos sin y con peso

En la mayor parte de este trabajo nos moveremos dentro del contexto de los espacios de
Sobolev anisotrépicos H***(R?) y espacios de Sobolev anisotrépicos con peso F7l:2(R?)

(ver (LII) y (LI2) para su definicién). En estos espacios tenemos la siguiente forma del
lema de Sobolev.

Lema 2.1 (de Sobolev). Sean s; y so dos ntimeros reales positivos tales que i + i < 2.

Entonces, H**2(R?) C C(R?) (el conjunto de funciones continuas en R? que se anulan en
infinito), con inclusién continua.

Demostracion. Como

F=(+LE + ) (A + €1+ nl™) F,

de la formula de inversiéon basta ver que ]? € L'(R?), para lo cual es suficiente probar que
(L4 [€]* +|n|*2)~" € L3(R?), o, en otras palabras, que (1 + |£]** + ||*2)™> es integrable.
Ahora bien, ya que

—2s1

(L+ Il + ) 2 2= (14 16+ Inl/™)

o0 o 2 N
/ (14 [€] + [pl/) " de = (1+ [/,
> 251 — 1

del teorema de Tonelli tenemos que (1 + |£]** + |5|*2)* es integrable si (y sélo si)

Examinemos otros resultados de inmersion que usaremos mas adelante.

Lema 2.2. Si f € L, (R™), con s € (0,n/p), entonces f € LI(R") con s =n (l - %), y

p
[fllze < ensllD°fllze < cnsll fllp.s

donde D'f = (—A)é = (|§|lf)v-
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Demostracion. Ver [24] O

Lema 2.3. Sean s1, so y p numeros reales con p > 1. Si D' f € LP(R™) y D®f € LP(R"),
entonces, para s € sy, s9], D°f € [Py

1D* fllze < Gl Fl 1D £l 2

donde,

S — 851
0=

S2 — 51

Demostracion. Probamos el lema para n = 1. Cuando p = 2 el lema sigue del teorema de
Plancherel y de la desigualdad de Holder. Un poco mas delicada es la demostracién para los
otros p’s en las hipotesis del teorema. Para eso haremos uso de calculo funcional asociado al
operador derivada. Sin perdida de generalidad se supondra que s; = 0. Como

s _ Sin(ﬂ-e) > 6—1 so\—1 S2
o1 = S [ g

tenemos que si f € |J H® = H™°°, entonces
seR

H o
Dsf _ sen m / te_l(t_l_Dsg)—lez dtf
n 0

Veamos que en las hipdtesis que la integral existe en LP en el sentido fuerte. En efecto, del
Corolario 3.8 en [10] (mds atin de su demostracién) se tiene que el operador (t — D*2)7! es
acotado en LP y su norma es la variacién total de la funcién (¢ +|£[2)7!, que es 20, /t. Esto
garantiza la integrabilidad de t/~1(t + D*2)~!D*2f en intervalos en t > p, para cualquier
p > 0. Por otro lado, (t — D*2)71 D% es acotado en L? y su norma es la variacién total de la
funcion (t + [£]%2)71€[*2, que es 2C,. Luego, t~1(t + D*2)"1D* f es integable en intervalos
en t < p, para cualquier p > 0. Esto demuestra que la integral existe en LP en el sentido
fuerte.

Mas aun,

sen 7

1D° flle < +

Lp

P
/ 71t + D) D2 atf
0

sen w6

/ 7Yt + D)7 D2 dt f
P

Lp

sen 7o sen w6

p
/ 790 | flun +
0

<20, (P f e + p" D2 1)

/ 197220, | D% f | s
p

para todo p. Si f # 0y tomamos p = || D*2f||1»/|| f||z» se sigue el teorema. O
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Lema 2.4. Sea f € H3(R), s > 1. Entonces,

1

sup | f(z)] < IIfIILp
zeR

)

Demostracion. Supongamos primero que f € H;’ del teorema fundamental del calculo y la
desigualdad Holder, tenemos

|17 (x) :/ plLfPH(2) sign f(2) ful2) dz < O fIg | full o
Combinando esta ultima desigualdad con el lema inmediatamente anterior se muestra el

lema. O

Corolario 2.5. Sean p > 1, s1 > 0y so > 0 tales que i + é < p. Si f € H;»* entonces
feL>y

flls < Clfl ™7

IDslfllz’:’” IID”fII””-

Demostracion. Sea pu tal que MT + E =1, y sean 0; = Mlsl_. Entonces, 0;s; > %, 1 =1,2.

Luego, del lema anterior tenemos

@) < LI E 1D £ )|, (2.1)
y
)l < I ) D% ) (2.2)

En esta ultima desigualdad al tomar la norma en LP, con respecto a x, en ambos lados de la
misma y por el Lema 2.3] obtenemos

1

LFC o)l < IIfHLp[Bég 1Dy Fll 27 e (2.3)
y

S 1 (1 s P S S Slp
1Dz )l < HfIILp(Rz e 1D3 F1I T ey | D3 f 1 20y (2.4)

(para esta ultima desigualdad hemos usado el siguiente hecho
1D3* D22 fl ogezy < CID3 Fll ooy | D52 F I sy

demostrado en [33].) Combinando las desigualdades 2.1]), (2.3) y (2.4]) se obtiene el corolario.
]
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Corolario 2.6. Sean r, p € (1,00) y s > 1. Para toda f en el espacio de Schwartz vale la
siguiente desigualdad

1flleo < CIAUL 1D f Iy,

2 2 2
9<8+———):—.
p r p

Demostracion. La prueba sigue inmediatamente del lema anterior y el Lema 2.2 O

donde

De los dos lemas anteriores tenemos las siguientes dos proposiciones.

Proposicion 2.7. Para 0 < p < 4, existe una constante C, que depende solo de p, tal que,
para cualquier f € HY?1!,

p
1F12% < C||f||L2 DY FIE 0, £
En particular, si f € HY/?!

Hf||LP+2 < C||fHH1/2,1.

Demostracion. Supongamos primero que p < 4. En virtud del Lema 2.4] la desigualdad de
Holder y la desigualdad integral de Minkowski se tiene,

[ rdsdy < [ swlrenp [~ fe?dye
R

—oo YER

<c / L L2 19, Y 22 L )2y it

<o [" ([ rwwra) N ([ @) a

B

- pra 74
<cio it | [~ ([ rwwra)” dx] 25
- _: - P
< CUBIIE | [ I sy 0]
Ahora, del Lema 2.2,
£ sga < CIDE™ £ 9 (26)

Por otro lado, del Lema [2.3], se sigue que

2(4—p

HDOZE,_Lf('ay)H%?(R) < CIIf(, )||L’z’(ﬁ§ ||D1/2f( )||”+4 (2.7)
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Por lo tanto, de (2.5)), (2.6]), [2.7) y la desigualdad de Hélder, se concluye que
p+2 z 4%7) 1/2 py|p
[ [oe < CLOGLIIE I 1D fIIT (2.8)
Veamos el caso p = 4. Del Lema 2.2 para toda u € H'(R) se tiene que
1 2 1,1 2 1,1
[ulls < Cl[D2ul|a < [Jul| Ll D3ul[fa < [lull 72l D7 ull7,

luego, para toda f € S(R?),

/R2 fo(x,y) dedy < C/: </: () d:c) </_(:(D91E/2f)2(x,y) daz) dy.

Pero como

Fi(a,y) =4 / " P (o) dj

([ ([ e0)”
/_C: fHz,y)de < 4 (/ . fo(x, ) d:vd?]) " (/ y fo(@,7) da:dgj) 1/2.

1/2
/ fﬁ(x,ymxdysc(/ f6<x,y>dxdy) 1D AP
R2 R2

lo que es equivalente a

tenemos

Asi pues,

/ £ (.y) dady < CIDY2 11,1
R2

Esto termina la demostracién. O

Proposicion 2.8. Para todo p > 0, existe una constante C', que depende solo de p, tal que,
para cualquier f € H é’z,
2

Pts 3 5oz
il X TARAT A AT (29)
En particular, si f € Hé’z
2

||f||Lp+3/2 < C||f||H:132 .
2
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Demostracidn. En efecto, del Lema [2.4] se tiene que

/If(x,y)lp+gdxdy§/ sup | f(z, y)| / f(x,y)? dyd
R

—oo YER
> 2p/3 3 3/2
<O [ N 0 V2

Luego, si p < 9/2,

2p

< C/_Z (/: fa,y)*? dy) - (/_Z(ﬁyyf(x,y))?’/2 dy)g dx

~ - 4p+9 =
< 1oyl [/ ([ faea)™ dx]
;OOO - 4p+9
< 10, | [ 1C g

Ahora, del Lema 2.2

_4p
1o ipen < CIUDE £ )1

1,2(9—2p)

Por otro lado, del Lema 23] se sigue que

4p
P 3/2 P P
1Dz f (-, )HL/a/z < C[If(, )||2(34/2+9) 10:f (-, )HEJS’

Por lo tanto, de (2.10), (2.11]), (2.12)) y la desigualdad de Holder , se concluye que

3/2 ? 3/2 2
A2, < Ol Il I N0 £ o

Ahora bien, como para cualquier u € H?2 15(R), con ayuda de los Lemas 2.2y 23]

-3 7 =g a4l 4 =22 14
[ulloo < Jullpa 1 Dullze < Nlwllpa* 1D wullze < flullpa " [ D7ull 74

(6 =

tenemos que, para cualquier f € S(R?),

) 25772 < ( / |f(x,z?)|qd37) § ( 10ty d.@) '

Por otro lado,

3q
4q+3)

)l <(g/3+ 1) / )P )| d

<c, </\fxy |qu) (/\8]“ \3/2d:c)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)
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Por lo tanto, para ¢ > 3/2,

3/2 1/2
1135 < CollOaf a2l 0y f 1573l 1L

Como la proposicion es valida para 0 < p < 9/2, esta ultima desigualdad demuestra que es
valida para cualquier p > 0. 0

Antes de examinar la siguiente propiedad de estos espacios, enunciamos el siguiente resultado
sobre conmutadores de operadores que hace parte del importante acervo de herramientas de
las que se hacen uso en el andlisis.

Proposicion 2.9 (Desigualdad de Kato-Ponce). Sean s > 0, 1 < p < 0o, A = (1 — A?)/2y
My el operador de multiplicaciéon por f. Entonces,

[[A%, Mylgl, < ¢ (IV Flool A gl + 1A fllglec) (2.14)

para toda fy g € S(R")
Corolario 2.10. Para [y g € S(R"),

1falsp < c(|floclAglp + [A° flplg]oo) -

Proposicion 2.11. Si f € HY2(R) y p € C3°(R), entonces

1IDY2, o1 fll 2y < ClID2"pll s iy | 1l 2 ey (2.15)

Demostracion. Sea f € HY?(R). Entonces,

([DY2, plF)E)] =

/R (€12 — [n]2) 7€ — n)F(n)] di
< / 1€ = 025 — m)l| Fop) dn.

Luego, de la desigualdad de Young y el teorema de Plancherel se sigue la proposicion. [

Corolario 2.12. Sean s; y sg tales que i + é < 2. Entonces, el espacio H*»*2(R?), con el

producto usual de funciones, es un algebra de Banach. En particular,

1fgllsr.sr < Cllfllsn,sollgllsn 5o

Demostracion. Observe que si fy g € S, del Corolario 2.10, tenemos que, para cualquier
y R,

(L =82 2(f9) (o)l 2y <
< N llooll (2= 32 2(9) )2y + 1L = )2 (F)C )|z g loe-
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Luego,

(1= 2" 2(fg)ll r2@e) <
< llsoll(1 = 02)2(g) |22y + 111 = )2 ()] 2@2) |9l oo-

De manera analoga,

(L= 87)*"2(f9) | 2z2) <
< N fllooll(X = 2)22() | gy + (1 = 95)°2"2 ()| 22) 9]l o-

De estas dos desigualdades y el lema de Sobolev (Lema [2.]) se sigue el corolario. O

Corolario 2.13. Bajo las mismas hipétesis del corolario inmediatamente anterior, para cua-
lesquiera 71 y ro ntimeros reales positivos, ;172 es un élgebra de Banach.
Demostracion. Sean f y g en F1%2 entonces

1,727
1f9] ;

Lones = A9l + 0l
< I, gl + Il
< CIFIE, wlo]
<l

2
$1,59
‘FT'l sTQ

g|

2 2
S E S E
F V9 zs s

]
Definicion 2.14. Sea w una funcién localmente integrable no negativa en R. Diremos que w

satisface la condicion A, (ver [10], [15], [32]), para 1 < p < oo, si existe C' un nimero real
positivo tal que

GG <

para todo intervalo I abierto acotado no vacio en R.

Ejemplo 1. Un ejemplo inmediato de funcién que cumple la condicién A, es w(x) = (y +
|z|*)", paray >0y -1 <ra<p-—1.

Un hecho bastante interesante acerca de la condicion A, es el siguiente teorema.

Teorema 2.15. w satisface la condicién A, si, y sélo si, la transformada de Hilbert es un
operador acotado en LP(w(x)dx). En otras palabras, w satisface la condicién A, si, y sélo si,

(/_Z | f[Pw(z) dx)’l’ <c (/_Z | fPw(x) dx)’l’ (2.17)

para toda f € LP(w(z)dx).
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Demostracion. Ver [15]. O

Insumos bastante importantes en este trabajo nos los dan las propiedades de la derivada
fraccionaria y de la derivada de Stein (esta ultima bastante relacionada con la primera).
Recordemos que la derivada fraccionaria viene definida por

D'f = (2rlelf ). (2.18)

para cada distribucién temperada f tal que |£ |bf sea también una distribucién temperada.
Si0<b<1lyl<p< o se tiene que

1D (f9)llp < Clllgllo D° flp + 1l D°gll,) (2.19)

(para una demostracién de esta tltima desigualdad vea [19]). Mas ain, tenemos el siguiente
resultado demostrado en [21]:

Teorema 2.16. Si 0 < b < 1, entonces

(1) Paral <p < oo

ID*(fg) = fD"g — gD’ fl, < cll flloo I D°gll,- (2.20)
(m) Para 1 <p< oo, by, by € [0,b] conby +by =by p, p2 € (1,00) con I,%WLP%I%
ID*(fg) = F D9 — gD’ fl, < cllD” fllp [1D* ]I, (2:21)

En particular, para 1 < p < oo, de ([220)) tenemos la siguiente mejora de la desigualdad

2.19)
ID*(f9)llp < CUIgD Fllp + I f I Dll,)- (2.22)

Corolario 2.17. El operador B = —d,(1 + Hd,)™! es un operador acotado sobre Frlv2, para
r < 5/2

Demostracion. Es claro que
IB(©)ls1,52 < llplls1,s0
y que

11+ 97 Blp)llee = B+ ) T @)l < (1457 Tl 2.

Examinemos qué pasa con |||z|™B(p)||L2. Ya que

§ - 1 2< £ )_ 2sgn§
0, = o _ __“°%Ss
§<1+|5|) =+ “\1+pe TR
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2 §
% (1+W> -

Un simple argumento de interpolaciéon nos muestra que

se tiene que

|l=* Bl 2 = < cf|(1+2%)e|l e

I(1+2°)7 Belliz < Cll(L+2°) Tl 2, (2.23)

para r; < 2. Supongamos ahora que 2 < r; < 5/2. En este caso r; = 2+0b, para0 < b < 1/2.
Por lo tanto,

e el =02 (1562) |
£ oo
oot (o)L |t (o)

(@l

Ahora bien, examinando cada uno de los términos del lado derecho de la anterior de-

(2.24)

sigualdad tenemos, primero, como ya hemos probado que B es un operador acotado en
L*((1 + 2¥)b dxdy), para 0 < b < 1/2,

b £ .
HDﬁ <1+\5\a€ ) -

Segundo, de la desigualdad (2.22)) y como

Pt (ool

= e’ B@*¢) 12 < Cll(1 + 2*) % gl .

e € H'(R),

1
Dt (e )| 10eples + 10251 )
(|2t ()| e 10

<cl|(1+2%)7 ¢ 2,

para 0 < b < 1/2. Finalmente, de la desigualdad (2.22), del Teorema 218y como m €
H'(R), tenemos
I (), ot ()
—=0 || =2|= =
SNA+1E)ET) | e (1 +[€])? 12

= ((1 +1|5|>3@)v o ‘Dg ((1 +1|§|>3@)
1 . 1 b~
(| ()| 1o+ [

L2

)

para 0 < b < 1/2. Luego, de estas tltimas estimativas y de ([2:24]) se sigue (2.23)), para
2 <1 < 5/2. Esto demuestra el corolario. O
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Recordemos que la derivada de Stein (ver [37]) viene definida asi: para b € (0,1) y f medible
en R” con valores complejos,

D f(z) = (/ /(@) = Fw)lI dyf | (2.25)

|$ _ y|n+2b

Definicion 2.18. Para s € R. Denotaremos por LF(R™) el espacio de todas las funciones f
en LP(R") tales que (1 — A)*/2f € LP(R™). La norma en este espacio viene dada por

||f||s7p = ||(1 - A)S/2f||pa

para cada f en LP(R™).

En el siguiente teorema se da una caracterizacién de los espacios LE(R™) en términos de la
derivada de Stein.

Teorema 2.19. Supongamos que b € (0,1) y 2n/n+2b < p < co. Entonces, f € L}(R™) si,
y s6lo si,

(a) fe LP(R")

(b) D"f(z) € L"(R").

Ademas,
1l = 1L = 22 Fllp = NLfllp + ID°Fll = 1F 1o+ 1D £l
Demostracion. Ver [37] o [38]. O

El siguiente resultado es un analogo al Teorema 2.16] para el caso de la derivada de Stein.

Teorema 2.20. Sean b € (0,1) y 1 < p < o0. Si f,g : R" — C son funciones medibles,
entonces

a) D'(fg)(x) < || fllDg(x) + lg(x)|D"f(x) (2.26)
b) D" (f9)lls < I fllcl D9l + lgD" 1, (2.27)
) IID"(fo)ll2 < 1FDgllz + [l9D"f 12 (2.28)
Demostracion. Ver [33] O

Lema 2.21. Sean a y b ntimeros reales positivos. Si J, = (1 — 9>)Y2 y (v) = (1 + v?)1/2,
entonces, para cualquier 6 € (0,1),

a) (72 ()OI < ell ) FIC T 11
b) )TN < ell(o) FIO N A1,

para f € L*(R?), donde u y v pueden ser z e y indistintamente.
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Demostracion. La demostracién es exactamente la misma del Lema 1 en [13] (Ver también
[33], Lema 4); de hecho, resulta mas simple cuando u y v son diferentes. O

El siguiente teorema es usado en la demostracién de extension tnica de las soluciones de la
ecuacién (L9).
Teorema 2.22. Sean p € (1,00) y f € LP(R). Si para algin z, € R tal que f(zo+) v

f(zo—) existen y son diferentes, entonces, para cualquier § > 0, DY?f ¢ L? (B(z,d)). En
particular, f ¢ L (R)

1

——, cuando = — xo. O
|z — z0|V/P

Demostracion. Observese que DVP f(x) ~

Para terminar este capitulo enunciaremos un muy interesante resultado que usaremos para
demostrar la suavidad de las soluciones tipo onda solitaria. Este es la siguiente generalizacion
del teorema de multiplicadores de Hormander—Mikhlin debida a Lizorkin [27]

Teorema 2.23 (Lizorkin). Sea ® : R"™ — R una funcién C™ para |§;| > 0, j = 1,...,n.
Supongamos que existe M > 0 tal que

okd

W(f)| <M

|€f1 .. SZ”

conk; =001, k=k+---+k,=0,1,---,n. Entonces, ® € M,(R") para 1l < g < oo. En
otras palabras, ® es un multiplicador de Fourier en L?(R™).
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3.1. El problema lineal en espacios con pesos

En los siguientes dos lemas daremos de manera explicita las derivadas del simbolo (via
transformada de Fourier) del grupo unitario que genera las soluciones de la ecuacién lineal
asociada a la ecuacién (L9).

Lema 3.1. Sea F(£,m,t) = &Mt donde b(¢,n) = i€ entonces

1+1¢]°
OeF(t,€,m) = (i)(1+ )0 F (¢, &,m)

OFF(t,&,m) = — 2it(1+ [€]) P sgn(O)n*F(t, &,m) + (it)* (1 + 1) "0 F(t,&,n)
OF(t,€,m) =A(it)on” + 6it (1 + &) "0 F (¢, &,n)—

—6(it)*(1 + 1€)) sgn(En* F(t, &, n) + (i)* (1 + 1€) " n°F(t, &,n)
O F(t,&,m) =4(it)d'n” — 6(it)*6n" — 24(it) (1 + |£]) " sgn(&)n*F(t, €, n)+

+36(it)* (1 + [€])"*n" F (¢, &, n)—

—123it)* (1 + [€]) " sgn(E)n°F (¢, &, m) + (i) (1 + [£)*n°F (¢, &, n).

En general, para 7 > 5

agF(tv 57 7]) :4(it)(5(j_3)7]2 _ 6(it>2(5(j_4)7]4_

7j—4
_ Z(ak(it)kn% + bk(it)k+2n2(k+2))5(k_1)—|—
k=1

+ Y an(it) (1+ [€)70 (sgn(€)) ™ F(¢,€,1).

k=1

donde 6 = d¢=¢ es la funcién delta de Dirac concentrada en la recta { = 0, y a, y by son
constantes que dependen de k.

Corolario 3.2. Sean A = 0,(1 + HO,) 10,, v E(t) = ™. Para 51, s € Ry 7 € N tal que
s9 > 2r, tenemos que:

1.Sir=102,

IE@®elzoy < POllelzyes,

donde P,.(t) es un polinomio en ¢ de grado r con coeficientes positivos.
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2. Sir>3ypeF57 E(t)p e C([0,00); Fr5™) si, y slo si,

T

8?@(0,7]):0, paratodony j7=0,1,2...r—3

Demostracion. Para r = 1, del lema anterior tenemos,

IE@)e|

Les = BRI, + 2B
<1l + [ 0B drdy
el + [ 106(F €D dedy
<ol + [ O6F(6m)PE + P60k dscl

< ol [ oo (e )G + 01 ded

e [ e |

< POl
Sir=2
[E(t)¢] fr;;dsz =[E@®)¢l?, ., + |22 E(t)ell

Nl + [ a0 dady

Nl + [ IR €I el

<llelP. . / (@2 F (& m)EP + |(06F (1, €, m) OGP dedy+
T / P (t,€,m)3RaP dedy
R2

2itn?sgn(€)  (it)*n*
S / ( A+ A+
2itn?

2
7Ft O:p| d&d p|* déd

<||<P||51 o HA[0,0172 + 10,0l 12 + 48 |20l + 2 lIZ- -

2
d&dn+

)F(t,&n)@

_l_

Ahora bien, como del Lema [2.2]]

lzdpl* < [[(z) Jyell?
< dll{@) el Tyl (3.1)
< c(llell, . + lellzs ),
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se tiene que

IE@ eIy < P20 o)y

Supongamos que r = 3y que $(0,7) = 0. Como tdF'p = t6F(t,0,1n)p(0,n) = 0, tenemos
IE@)@lle =IE®I, . + I2°E@)el 12

<l + [ e B0l dody2

<l + [ 1B € m))Pdsl

<ol e+ [ @2 (0.6 m)PRdSdn +1(GEF (1.6 m)0cp e+
R2

T / 130cF (¢, €, m)ORI? dedn + / F(t,€, )03 dedy
RQ

<llll3, ot
2

Gitn*  6(it)’n"  (it)*n° ) N
* /Rz ((1 +1ENt T (X4 |€))5 (1 +|€])e F(t,§m)p| dSdn+
2itn? sgn(&) (it)2n* ) R 2 e
_I—Q/R2 ( (1+|§|)3 + (1+|§|)4 F(tjf,n)aéﬁ 5 n

L”ZF(tg )82A2d§d +/ 02| ded
R (1+|£|>2 »Ss5 T {gp n R {SO n

<|lpll3, ., + 36t°[105 0172 + 364 |100l| 72 + 9t°| D)1 72+
+ 36t2]|x8§g0“%z + 9t4]|x8;g0“%z + 36t2]|x28§<p||2L2 + Hx34p||2L2.

+9

Ahora bien, argumentando como en (3.I), tenemos

lzoyell < e(ll(z) el + 7y,
Iz*05¢ll < c(ll{@)*ell + I 7yel)-

Por lo tanto,
[E )]
Supongamos ahora que E(t)p € C([0, 00); F,5"*). Como

r,0

3
B (Fp) = Z( )agmg-k@,

k=0

o < PRl

81,89 .
]:3,0

y empleando los mismos argumentos que usamos en esta demostracién podemos ver que
OFFOF "0 € L*(R?), para k = 0,1y 2, y que 92FP — 4(it)n*3(0,n)d € L*(R?), se sigue que
4(zt)n go(O n)d € L*(R?), lo cual muestra que $(0,7n) = 0, para todo 7.
La demostracién para r > 4 es basicamente la misma que para r = 3 con la ayuda de un
argumento de induccién. O
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Veamos ahora las derivadas del grupo con respecto a la variable 7.

Lema 3.3. Sea F(t,&,n) = &Mt donde b(£,n) = fi’f;, entonces, para j > 1,

' J 2% Jjtk
82]F(t,§,17) = Zaknzk <$t|§§|) F(t>€>77)
k=0

i 2Zt£ j+1+k
82]+1F t 5 77 2kl (7) F(t>€>77)
o= 1+ [¢]

Ahora tenemos el siguiente corolario analogo al Corolario B.2] pero a diferencia de éste no
se exige una condicién tan restrictiva como la dada en su numeral 2.

Corolario 3.4. Sea E como en el Corolario[3.2] Entonces, para s1, ss € Ry r € Ncon sy > r,
tenemos que

IE@@l e < POlllzzne, (3.2)
donde P.(t) es un polinomio de grado r con coeficientes positivos.

Demostracion. Para r € N tenemos que
IE@)@ll5 e = IE®I, . + I E@ el

<l e [ @ dody
R

= clipll o+ [ 03P (6P ded

< clipll o+ [ D @it )0y B ded
=0
<cllplie + D /R e (B3F (t.€,m)0, Bl dedn
=0

< C||(p||81752 + Z /]R2 |ijj(t7 U)a;ﬂﬂz dfdn .
7=0

< llells, e + QN Pl%s1
< Pi)lell;

51,52 -«
]:O,'r

donde p;(t,n) es un polinomio en 7 de grado j (cuyos coeficientes de las potencias de diferente
paridad que la de j son cero) y P; es un polinomio en t de grado j. Aqui, para estimar las
integrales donde aparecen p;(t,n)0;~ 19, 7=0,1,--- 7, procedemos como en (3.1]). O



3.1 El problema lineal en espacios con pesos 21

Gracias a que F;12 = Flo? N Fpl >, de los Corolarios B4y B.2, se sigue inmediatamente

el siguiente corolario.

Corolario 3.5. Sea E' como en los Corolarios yB4l Sisy,so€R, ry =0,1,2yr, €N
con sy > max(2ry, rp), tenemos

IE@¢lz2 < B@llel

1,72 71,72
donde P.(t) es un polinomio de grado r = max(ry, ) con coeficientes positivos.

Examinemos, ahora, el problema de Cauchy de la ecuacién lineal asociada a la ecuacién (L9)
en los espacios con peso JF;!;’2 donde r; y r son reales no enteros. En este caso usaremos de
manera sistematica la derivada de Stein. De hecho, en los tres siguientes lemas estimamos
las derivadas de Stein de algunas funciones que apareceran a lo largo de nuestra discusion

en la parte final de esta seccién.

Lema 3.6. Sea b € (0,1). Para todo t > 0,

DU(F(t,2,m)) = Dh(e ) < C)ty® (3.3)

Demostracion. Por la definicion de la derivada homogénea tenemos

itn’s _ 2 o () )12
Db em; |el+m el+\y\| \1 T [o—y] ~ TH1a] | .
|z — y|n 2 |y [1+2b

Supongamos que x > 0. Entonces, haciendo un cambio de variable tenemos

—iy

T — e“n%%—ﬁ)P nita - eWP
dy = dy =
ly|1+20 - |y[ 120

—00 [e.9]

77,y

- n’tx |1 (1+»"0 —2—)(1+Z)|
= (n°t) / / y 12 dy.

Examinemos cada una de las integrales que aparecen en la anterior igualdad. Como |1—¢™| <
2, tenemos

—iy

-1 11— e(1+wf;yft>(1+w> 2 -1y 9
dy < —r dy = —. 3.4
[ == [ s oy

(e}

Si n*tz < 1, del teorema del valor medio,

—iy

n’tx 1— (1+1*7—?§—t)(1+1) 2 1 2 1
/ | ¢ I | dy < / i dy = .
L LY T
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Si n?xt > 1, combinando los argumentos usados anteriormente, tenemos

n2xt |1 (1+ac )(1+ac) 2wt |1 (1+ac 2 )(1+x)‘
/, e Sy < / v MR

2

<_ z

—1-— b’

Asi pues
v s —”l’fy\P D) 4
e T _61 Yy

dy < | —— )20, 3.5
[ (75+5) o' 22)

Por otro lado, haciendo un cambio de variable, tenemos

L(2£27]2t 2zy—y)

o0 itn? (72 — -2 00 (1—a+—5-)(1+a)
|1_etn(17”y 1+z)|2 2,1\2b 1—e i 2
e B M il

Si tn?x > 1,

i(21‘2n2t72zy7y)

oo —o+ ) (1+a) |9 oo
11— 4 2
/ ps WE ) ey

Ahora bien, si z > 0y y > an?t, se tiene que 1 — x + . = 1y, por consiguiente,

an*t —vy
(I—z+5)

< 2lzn*t — y| + |y| < 3yl

i(20%n?t — 22y — y)
(I—z+5)(1+2)

Yy
(1—x—|— £)(1+ )

<

2z
1+2x

Luego, si tn?z < 1,

(2 n“t—2xy—y) n2t 2zy— y) 1(21 n 24 2zy—y)

00 |1 (1+z T)(l CL‘) |1 (1 z+—2—)(1+z)|
dy / / dy
/ant |y|1+2b xn3t |y|1+2b
2

y 4 9 2
< —2 __d d —.
—/0 PEES “/1 PIEER T
itn“x

o0 ‘elﬂ o — el+\y\‘2 9 2 9.\
dy < | —+ - ). 3.6
e T G R L) (30)

Por lo tanto, si x > 0, de (8.5) y (B.6]), tenemos

| HRAP 13 6
| Ty WS (2(1—6)*6) 0re)

La demostracién de la estimativa en el caso en que x < 0 es totalmente anéloga. O

Asi pues,
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Corolario 3.7. Sea b € (0,1). Para todo t > 0,
it 21?
Dl (sgn(x)(F(t,x,n) — 1)) = Dh(sgn(x) (™™ — 1)) < C(b)t'n* (3.7)
Demostracion. Sin perdida de generalidad supondremos que x > 0. Luego,
'Ltn T ztnzy 1/2
b [sgn(a)(e i — 1) — sgn(y)(e B — DP?
Dl(sen(a)(#F —1) = | [ e y
’Lt’!] T 9 1/2 0 itnzy 5 1/2
|€1+\w\ — el+\y\| / ‘QT\y\ — 1‘
< d 2 ——d
= /R |z — g+ Yy + oz =yt Yy
Como |y| < |z — y|, para y < 0, del lema anterior se sigue el corolario. O
Lema 3.8. Si 0 < b < 1, entonces
1 C
DY < 3.8
() Sarme 9

Demostracion. Es claro que

(Db<(1+\x| )) /‘(H 2(n-1) 12
T A

<1 (/ (2+ |yl + |2)*" Oy — 2]
()2 N Sy (1+yl)>r

2(n—1)|y _ l.|1—2b dy)

1
(D"
— |12

dy

dy+

2+ + |z
P Crri
ly—z|>1

(1+ [yl)*
Ahora bien
z+1 (2 + |y| + |l,|)2(n—1)|y o :l?|1_2b 1
dy <22+ o]0 [ By
/x—l (14 |y|)* 0

(1 + [)>"~Y
< P S
<cC -

Por otro lado, si b € (0,1/2),

[L’|1_2b

/ 2+ |y| + |z)* D]y — x| =2 dy</+/ 2+ |y + |=])2=V]y —
ly—z|>1 (1+ |y|)* ~Ja U (1+ |y|)*

dy
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donde A={yeR|1<|y—z[<|ylly B={yeR[1<|y—aly |yl <|y—z|}. Como

PR RS Ty RV R i
) (+ T LT

<C(1 + |22 / (14 ) dy
R

< faf 2

y
/ (2+ |yl + || D]y — x|~ dy <22b/ 2+ [yl + [=))*™ D (Jy| + =) (1 + [y])~* dy
B (1 + [y) — Ja (1+ [y[)n
<O+l [ (o) Py
R
C
<—(1 4 J=])*
b
en este caso tenemos
9 2(n—1){,, __ .|1—2b C
/ ( +|y|—|—‘l’|) 2‘y SL‘| dyﬁ—(1+|x|)2" 1
ly—a|>1 (14 [y])* b

Sibe[l/2,1), entonces

JRRE el ey YRS RN
lz—y|>1 R

(1 +[yl)> (1 +[yl)>
1
<C(l+|x 2("_1)/761@/
R e
< C(1 + |z])?=D,
Luego,
2
(° (o)) <wwem
(1 [z])" b(1 + |z])
U
Lema 3.9. Sea 0 < b < 1. Parat >0
itén? 173 b/ 173 ’
Dl(et+en) < ¢ (7) + (7 n|’ 3.9
A(eT) < avien) Flaemn) >
Demostracion. Ver Proposicion 2 de [33]. O

Ahora, demostraremos dos proposiciones que extienden los Corolarios 3.2 y 3.4] al caso en
que el exponente de los pesos es real.
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Proposicion 3.10. Sea E como en el Corolario B.2l Para s;, so e Ry 0 < r < g tal que
So > 2r, tenemos que

IE@)el e < COllgllzoyes, (3.10)

donde C(t) es una funcién continua y creciente en t.

Demostracion. Supongamos, primero, que 7 = b, con 0 < b < 1. De las propiedades de la
derivada de Stein y los Lemas y B8 tenemos

=" E(t)pllzz = || De(FP)] 2
< c(|1F@llzz + ID(F Pl 22)
c(lellzz + I FDe(@)llz2 + | PDEF || 12)

<
< c(llellzz + [1De(@)llzz + lle(0)t"n™ @l 22)

< c(llellzz + lfalPellze + c®)| Dl 12)
< clllglls + llalellze + e | DXl 12)
< cllgpll

Ahora bien, si 1 < r < 2, tenemos que r = 1+ b, para algin 0 < b < 1. Asi pues, ya que, del

Lema 2.21]

=" Dyellzs <e(l(z) *ellzz + 177 ¢l 72)

lz D2 <c(l{x) olli: + 11,7 ll72),
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de nuevo, de las propiedades de la derivada de Stein y los Lemas B.1] y B.8 tenemos

llz["E(t)¢l L2 =D (F@))ll e
<c(||0¢(FP)|l2 + [P0 (F D))l 2
<c([l=E(t)¢llz: + [ De(BOF) | 2 + | De(FOP) 12

<c(P1()H80’ SlS“LHDf(A Ztn|§|) )

T Hmzwg@up)

<ctt)( Il

n’FoDy (

<e(t) (IIS@I

<c(t,0) (¢l 7y + 1Dy pllz2 + l|2" Dyl + 15" 20 2+
+ (@) el z2)

<oft) (el ryn + 1722l s + 1) @2

<c(t)

+ [|0¢PDEF || 2+

L2

.51 s2 _'_ H

S Db PF3)|| o+

_l_

1
EaTE |s|>2) e 0Pl + [DE e
L2

reyer + DRl 2 + [ DR o + ||xD§bw||Lz)

5
Finalmente, supongamos 2 < r < 2 o, en otras palabras, supongamos r = 2 4+ b con
0<b< % Entonces, del Lema B.1]

2> E(t)¢|| 2 =|| DO (FP))]| 12
2itn* sgn(€) ) H b( t*n’ A)
< ||} (71? +pr(—L _F
H T+ en® e 7\ a eyt ”
b [ 2itn? ~ b (o2
+HD£ ((1+|§|)2F8§90 +HD£ (Faf‘p)HB

Estimemos cada uno de los términos del lado derecho de esta tltima desigualdad. Procediendo

+
L2

(3.11)

L2

como en el anterior caso, la estimativa del cuarto término queda asi

IDEFOER) |2 < c(|FOEG|2 + | De(FOER) | 12)

< c([|022l 2 + |1FDEOE D) 12 + | 0 PDEF || 12)

< c(lle®@llzz + 2ol 2 + e(0)t"n* 02 2| 12) (3.12)
< c(lla®@ll 2 + ||z ¢llz2 + ()t |2* Dy’ ol 12)

< c(t o102,

)iell
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donde usamos la siguiente desigualdad, que sigue del Lema 2.21] y la desigualdad de Young,
l2° D3| 2 < [[{2)* Iz + | Ty 0]l 2
De la misma manera tenemos para el segundo y tercer términos las siguientes estimativas
t2n4
2 (i)
H A+ (e
y
2tn?
()
H S\ (L +[¢])?

El tratamiento del primer término tiene la siguiente ligera diferencia, gracias al Ejemplo [y
al Teorema 215 para 0 < b < 3, tenemos

c(®)|lpll 212 (3.13)
L2 '

c()lloll zoyye (3.14)

L2

2t
HD (Mm) < ot |||x|t# ( g )
(1+1¢])° L2 (1 +1€])? 12
< ct|||z|° ( )
\5\
<ct||D? < )
AR
Ahora si, procediendo como antes, tenemos
2t sgn(&)n )

D? <7Fgo < c(t)||¢|| Fo1s2 3.15
o (e re) | < ooy (3.15)
Luego, de (311), B12), BI3), BI4) y BI5), se sigue (38), para 2 < r < 2. Esto términa
la demostracion de la proposicion. O

Proposicion 3.11. Sea E como en el Corolario Para s1, so € Ry 0 < r tal que so > 7,
tenemos que

IE@ el < COlelzye, (3.16)
donde C'(t) es una funcién continua y creciente en t.

Demostracion. Seann € Ny 0 < b < 1 tal que r = n + b. Entonces,
Ny E@)ellze < cldllzee + D505 (FD) | 2)

n - (3.17)
c (I|¢| Fe + Y|P 0y Foy m@)llw)
m=0
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Examinemos cada uno de los términos de la sumatoria del lado derecho de la anterior de-
sigualdad. Supondremos sin perdida de generalidad que m es par, osea, que m = 2j. Del

Lema y las propiedades de la derivada de Stein se sigue que

o ([ on (206 NP
D"(” (1+|£| Foe

J
DY@y Foy ) e <3 a
k=0
J

L2

<> (IDhF 0y e + POy 03] 1)

k=0

J
0 (I 0yl + D5 oy )l

k=0

Como, del Lema 2.21]
7?2200~ Bl 2 < () > 0Ty Bl e < ()™ 0P e

< IIJ"“’<PI|L“’II< ol
< el ellce + 17y ¢l 2)

y

D5 (0, @) 2 < !|J£<n>2’“J;“m@||Lz
S ’|J;—m+2k+b(p||2k+b||< >2k+an mSOHZkHz

< Ty 5 ) 2

n+b 2k+b+(n(+72)(gbkib) m+b n—m %
<[l )™ I oll

< ()" el + 1750l 2),

tenemos que
D50y FOy @)l 2 < e(IlKy)" P ellzz + 17, 0l 12)

< cllpllye

Luego, de ([B.I7), se sigue la proposicion.

O

De las anteriores dos proposiciones obtenemos el siguiente corolario analogo al Corolario [3.5]

de la misma forma que obtuvimos este tltimo.

Corolario 3.12. Sea E como en los Corolario B2 Si s1, s € R, 0 <1 <5/2y 1y >0 con

So > max(2rq, ), tenemos

IE)¢l

51,52,
Friir

Fze < c(t)]lell £

donde ¢(t) es una funcién continua creciente.
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3.2. Buen planteamiento de (L.9)

Gracias a la discusion en la seccién anterior tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.13. Sean s; y s numeros reales positivos, y 1 y 7o niimeros reales no negativos
tales que r; < g, So > Max(2ry,72) ¥y i + é < 2. Para todo ¢ € F1%2 existen T > 0, que

1,720
depende de ||¢]| Figz, Y una Gnica u € C ([0, T]; Fzr22) solucién del problema de valor inicial

1,72

Maés aun, la aplicacién 1) +— v, v solucién de ([L9) con condicién inicial 1, es continua de un
abierto en F?52 que contiene a ¢, en C([0,T]; F51:52).

1,727 71,72

Demostracion. Es claro que (IL9) es equivalente a la ecuacién integral

w= B(t)o + /0 Bt — 7)B(u"(7)) dr, (3.18)
donde
Et)y=¢4 vy  A=-0,(1+H0,) 0. (3.19)

Asi pues, mostraremos que esta ecuacién tiene solucién en C'([0,T7; F:1:22), para T' suficien-

temente pequena. Sea ® definida por
t
du = E(t)p + / E(t—7)B(u"(7))dr,
0

14 . S1,8 7 3
para cada funcion u € C([0, T]; F;1;72). Veamos que, para algiin T', ® es una contraccién en

el espacio

X(T, M) = {u e C([0, T F2072) [ | E()e — ult)|

1,72

Fores <M}, (3.20)

donde M es un real positivo arbitrario. Es claro que X' (T, M) es un espacio métrico completo
con la métrica dr s definida por

dry(u,v) = sup |lu(t) — v(t)|
te[0,T

51,52 .
]:r'l,r'g

Escojamos T tal que ® vaya de X' (T, M) en si mismo. Gracias a los Corolarios 213 217 y
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312 para u € X (T, M), tenemos

t

E(t — 7)B(u™(7)) dr

/nEt—f a"(7)]

< / (b — )| (7)o dr

[2(u)(t) = E)ellz

S$1,89 —
7‘17‘

51,59
]:’rl,TQ

Fi1:52 dT
7‘1,7‘2

71,72

n
Fo1s2 dT
7‘1,7‘2

t
<o(T) [ M+ lgllzgg)dr
0

donde ¢ es una funcién continua creciente. Luego, si escogemos T de tal modo que

M

T < G

Y
n
51,52 )
-7:7“1,77"2

entonces ®(u) € X (T, M). Por otro lado, como

2()(t) - B(r) f;ﬁg</||Et—T (7)) = () sy
1) [ ) =y
/||u ol () 5y + ()5 dr

)M + ]

1
Fe)" T Tdrp(u, )

para alguna funcién continua creciente ¢, si tomamos 1" tal que asimismo se satisfaga
ATYM + ol i)™ T < 1,

tenemos, en efecto, que ® es una contraccién en X (T, M). Luego, del teorema de punto fijo
de Banach, existe una funcién u € X (T, M) solucién de ([BI8), y por ende de (L9).
Finalmente, si u y v son soluciones de (L.9) en el intervalo [0, 7], tenemos que

[u(t) = v(®)]

]:31 52 dT.

172 172

O O / M et — 1) Ju(r) — ()]

De esta desigualdad y del lema de Gronwall se sigue el teorema. U
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3.3. Continuacién unica de las soluciones de (.9)

Veamos ahora que si r; = 5/2 no hay persistencia de las soluciones de (I.9). Més precisamente
tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.14. Supongamos que se satisfacen las condiciones del Teorema B.I3 para si,
S, 7’1 y T2, con s5 > 5. Sea u € C([0,T]; F:1;2) solucién del problema (L9) tal que

fR u(0,z,y)dx > 0, para todo y € R. Si para dos tiempos t; = 0 < to < T se tiene
que u( ;) € ]-"flrf, j =1,2, entonces u es identicamente cero.
27

Demostracion. Sea u € C([0,T] : F3..*) como en el enunciado del teorema. Sean ¢(z,y) =
uw(0,z,y) y v = u?
Primero vamos a examinar cuidadosamente los términos del lado derecho de la ecuacion que
se obtiene al multiplicar por z? en ambos lados de (B.I8)).

Para el primer término que aparece alli, del Lema [B.I], tenemos
—2itn? sgn(§) . 2t 2itn?

A+Ey ~ arEn farEe
= B, + By + B3 + By,

8§(F<2) =F 0P + 82(,5

donde cada B;, © = 1,--- ,4, son los sumandos que se obtienen al distribuir F' en la suma
entre paréntesis en el lado derecho de la ecuacién de encima. Como las estimativas (3.12]),
BI3) y (3I4) son validas para 0 < b < 1, Dé/zBi € L?(R?), i = 2, 3 y 4. Ahora bien, para
B tenemos

=2ty ~ 2 1 o
By —WQO sgn(§)(F — 1) — 2it sgn(&)n (W - 1) -
— 2it sgn(&)n*P o
:Cl + 02 + CS

1
Razonando de la misma manera en que obtuvimos (3.12) se demuestra que D C» € L3*(R?).

1
Es ligeramente mds complicado ver que D¢ C, € L*(R?), pero gracias al Corolario B.7], se
puede hacer ésto con el mismo argumento. Luego,

Dy (By = 2ity sgn(€)@) € L*(R?). (3.22)
Asi pues, se tiene que
D, ((x*E(t)) + 2ity* sgn(€) @) € LA(R?). (3.23)

Para examinar el término de la integral, examinemos la segunda derivada con respecto a &
de la transformada de Fourier de la expresion que aparece dentro de la integral. Con este
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propésito, tenemos

(‘352 (@) :F(t’fjn)<(2t\§\ﬂ 5 2tn 5o it“n £

T+ TrEnt et ey
2tEn? - 2i sgn(g) 21 A)
s ) 0
T+ ™ e T et T W
Ay 4+ Ay

Procediendo como antes podemos ver que D;p (A;) € C([0,T] : L*(R?)), para i # 5, y que
( DY?(A5 — 2isgn(€)d )) e O([0,T] : L*(R?)). (3.24)
Por lo tanto,
t t

D? ((:ﬂ /0 E(t—T)BW(T))dT) “+ 2isgn(€) /0 @dT) e C([0,T] : L3(R?)). (3.25)
Asi pues, de ([3.23) y (3.25), se tiene que

— t
D? (x2u(t) + 2itn? sgn(€)P + 2i sgn(€) /0 @dT) e L*(R?), (3.26)

para todo t € [0,T]. Como u(ty) € ]:S1 2

N -

to
DZ |sgn(¢) <2t2n2@+ /0 6dr)] € L*(R?).
En particular,

D

:sgn(f) (21520%0 - /0 tz@xdT)} c L*(R)

LA

(en &) para casi todo y € R, donde ™" denota la tranformada de Fourier solo en x. Por el
Teorema [2.22]

to
2t282so (0,y) + / v(7,0,y)dr =0,
0

para casi todo y € R. Como

goOy / wxydx>0

para casi todo y,

/ A‘”dT—/ / 2(1,2,y)dx dr = 0,

para casi todo y. En otras palabras, u = 0. O



4 Mal planteamiento de la ecuacién (1.9)

En esta capitulo demostraremos algunos resultados de mal planteamiento para el problema
de Cauchy asociado con la ecuacién (L9), con n = 2, en espacios de Sobolev H*(R?), con
s < 0, siguiendo las ideas presentadas en [8], [31], [22].

4.1. Mal planteamiento

A continuacién enunciamos algunos lemas que se usaran més adelante en el presente capitulo.

Lema 4.1. Sea p(&,n) = %

/Ot Bt — 7)1+ 20,) "0, [(E(t)p)*|dr =

:/ 6ix£+iyn+itp(5v77)K(§7é’l’n’nl) d&ydmdédn
R4

donde 4
3 (5 )’\(5 i B ) <62t9(§’§1’77’771) _ 1)
K&, &,n,m) = g |€| 1,7M)$ 1,7 — 0 E )
y
0(&,&,m,m) = p§,m) +p(§ —&,m—m) —p&,n) (4.1)

Demostracion. La demostracion de este lema es un procedimiento comin que aparece en la
literatura relacionada con ecuaciones dispersivas (vea por ejemplo el Lema 4 en [30], [31]
y [8]). Por completez, veamos su demostracién. De la definicién de la convolucién entre
funciones y el teorema de Fubini, tenemos

/0 tE(t — 7)1+ 20,) ' 0 (E(t)p)*|dr =
= /Ot {/}RQ e¢x£+iy"((1 + %8m)_1amE(t _ T)[(E(t)go)2])’\(§7n) dﬁdn} dr

t
:/ {/ elxEFiyn Hi(t—T)p(&,n) § E ()5« ewp(w)@] (&,n) dﬁdn} dr
o L/r2 1+ ¢]

t
_ / eixf-‘riy??-i-itp(fvﬁ)i U(E E,n,m) ( / eire(ﬁ,&,n,m)dT) d&rdmydédn
R4 1 _'_ ‘5‘ 0

_ / ixé+iyn+itp(€, 77 (5 51’ 7, 171) dgldnldgdn
R4
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donde
‘I’(fa 51,777771) = 85(51,771)@(5 —&,n— 771)

La funcién 6(&, &1, m,m1) que definimos en (4.1]) es denominada resonante.
Los siguientes dos lemas, que se pueden probar con un sencillo calculo directo, seran de gran
utilidad en la demostraciéon del resultado principal de este capitulo.

Lema 4.2. Sean s <0, a >0, N >0y
B(&.m) = a "N (x,(&,m) + x(€:1)) (4.2)
donde

I =[-N —a,—N] X [a, 2a], I, =[N, N + o] x [a, 20

y Xr es la funcién caracteristica del conjunto I. Entonces, ||¢||qsr2) < 2.

Lema 4.3. Si (&,m) € [Ty (£ — &, n—m) € I, se tiene que

|9(£7 517 7, n1)| < 0062

Teorema 4.4. Supongamos que n = 2 en ([L.9) y sean s < 0y 7" > 0. Entonces, no existe un
subespacio 27 incluido continuamente en C([0, T]; H*(R?)) tal que, para alguna constante
C > 0, se tenga que

IE@®)¢ll2r < Cliel

H(R?); (4.3)

para toda ¢ € H*(R?), y

/0 Bt — 7)[(1 4 70,)"0,(u2(r)) dr

< Ollull%;, (4.4)
2T

para u € Zr.

Demostracion. Por contradiccion, supongamos que existe un subespacio £ incluido conti-
nuamente en C([0,7T]; H*(R?)) tal que se satisfacen ({A3) y ([@4). Si hacemos u(t) = E(t)¢
en ([£4), de la inclusién continua de 27 en C([0,T]; H*(R?)) y de ([&3), se sigue que

< Clly
HS

. (4.5)

/0 E(t—7)[(14 0,) " 0.(E(T)p)’| dr

Veamos que la funcién ¢ definida en el Lema B2 no satisface (4.3)) si escogemos N suficien-
temente grande. Del Lema 1], tenemos que

/0 E(t — 7)(1+ #0,) 0, [(E(r)0))dr = g1 (t, 7.9) + galt. 2.y) + gs(t,2,9) (4.6)
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donde g;, © = 1,2, 3, son tales que

R 1 ) 6 67:t9(§7§17777771) — 1

Gt &) = —mm e —— . déydm,
a2N?2s L4 1€l Jraem 1008, &,m,m)

R 1 . 6 6“0(67617”7"1) — 1

Gt &,n) = —gm e 2 . d&ydm

60 =GN TG ey 0 G

y

R 1 . é’ eite(fvélvnvnl) — 1

g3 (t7 57 77) = s eltp(ﬁﬂi) . dgldnh
a2N2 L+ 1€l Jraemuonem 10(8,&,m,m)

con

Li&n) = {(€,m) €R?* | (é1,m) € I, (E—&,m—m) € L} i, =1,2 (4.7)

Puede verse que

supp(g1) C [2N, 2N + 2a] x [2a, 4a],
supp(g2) C [-2N — 2a, —2N] X [2a, 4a],
y

supp(g3) C [—a, a X [2a, 4a]

Para N suficientemente grande y « suficientemente pequenio estos soportes resultan ser
disyuntos. Consideremos N y « con esta propiedad. Luego,

/0 E(t — )1+ 20,)" 0:[(E)e)’Jdr| > llgi(t,, )llas (4.8)

Hs

para ¢ = 1,2,3. Si escogemos o« = N~¢, con € > 0 suficientemente pequeno, tenemos que
para (§,n) € supp(gs) v (&,m) € 12 U I,

eito&Emm) _ q
7'9(57 517 7, 771)

ya que, del Lema (4.3]),

‘ = |t| + O(N7°), (4.9)

|9(€>€lananl)| S ON_26 S CN_G.
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De este modo
lon(t M = [ (€ oI P
supp(g3)

—=—L—/Y1+8+ %t—@i—u/ aw_lﬁd 2dw
T ot TrAH1E | o, 0 M)

|t|2 4 3a/2 r3a/4 52
OANA;S/ / (1+¢ +77)( 5 d&dn

L+ &)
\t|2 3a/2 3a/4 ,
£ d&dn
0

N4s a2
|t|2 3a/2 pr3a/4 )
£ d€dn
N4S —a/2 [;
> CtPN~*a?

Z C|t‘2N—4(S+€)
Finalmente, de (4.5), (48)), la desigualdad anterior y el Lema [L2] se sigue que
4> (ol ey = llga(®)]

lo cual es una contradicciéon, pues s < 0 y N lo podemos escoger muy grande. O

He(R2) = CN_4(S+E)>

Teorema 4.5. Sea s < 0. Entonces no existe 7' > 0 tal que (L9) tenga una tnica solucién en
el intervalo [0, 7] y tal que su flujo sea de clase C? en cero de H*(R?) en H*(R?).

Demostracion. Considere el siguiente problema de Cauchy

{ut + (), + (Hup +uyy)e =0, (z,y) €RLE >0 (4.10)

ue (0, z,y) = ep(z,y),

e suficientemente pequeno. Suponga que u.(t, z,y) es solucién local tinica de (L.I0) y que el
flujo asociado es de clase C? en el origen de H*(R?) en H*(R?). Entonces

t
uc(t,z,y) = eE(t)p(x,y) +/ E(t — 1)1+ 0,) ' 0,(u*(r,z,y))dr (4.11)
0
Derivando con respecto a € los términos que aparecen en esta ultima ecuacion, tenemos
azuE (ta ZIZ', y) ! —
——ii?—{ﬁﬂ:QZZE@—TXLh%ﬁQ1@Uﬂﬂ¢fm' (4.12)

Como el flujo es de clase C?, se sigue que

/ "Bt — 1)1+ #0,) 0B ()] dr

< Clle|
Hs(R?)

2 (R2).

Esto contradice el teorema anterior. O



5 Comportamiento asintotico de
soluciones con dato inicial pequeno

En este capitulo mostraremos que la solucion de la ecuacion es global cuando el dato inicial
es suficientemente pequeno, de una forma que precisaremos més adelante. También mostra-
remos que la solucion, en un tiempo suficientemente grande, se comporta como la solucién
de la ecuacion lineal asociada. A estas soluciones se les suele llamar los estados de dispersion
de la onda (scattering states en inglés).

5.1. Solucidén global para dato pequeno

En esta seccion examinaremos primero dos lemas y dos corolarios que serdan muy importantes
en la demostracion del teorema principal al final de la misma.
Para A > 0, (z,y) € R?, t € R, sea

it§7]2

La(z,y,t) = / e TRy a(€) dEdn.
R

Lema 5.1. Si A > 1, existe una constante C, independiente de t y (x,y), tal que

Ia(z,y)| < Ct72 A (5.1)
Demostracion. Haciendo 1’ = l‘i—ﬁ'ﬂn y completamdo cuadrados en el exponente de e se
tiene que

A . o0 it§712 +i
Ity t) = [ e ([ ety ) ag
—-A —00
A 1+lely (14 |¢] 2 &
:/ i€ o~ (Tze) ( § ) (/ cisen(&)n” dﬁl) d¢
_A —o0

tI¢]
_1 A 3
t 2/ Jime—it (15 <1_|"§||§|)26i%sgn(5) de.

De aqui es inmediato el lema. O
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Observacion 5.1. Tomar la integral 4 con la restriccion dada sobre € es necesario. En efecto,
procediendo como en lema tenemos que

1

) _1 A z
/ e;ﬂi?j +ixé+iyn dﬁdn — lim t_2 / eigcg_in(lL\g\) (1 + |£|) ? 6i%sgn(§) dg
R2 Amoo 4 [y ‘5‘

Ya que la parte real del integrando es

o5 (%“(5)) cos (z2 sen(€) + %2) + sin (”gj(@) sin <22 sen(€) + %2) ,

donde 2% = y?/4t. Si 2? = 2k, esta parte real es

V2 2k V2 27k
> Ccos (T) + 5 Sin (T) .

Como, para £ suficientemente grande, sin (m) ~ 2T se tiene que

3 €
_(2rk 1+\5\)%
/5>1s1n( ¢ )( ¢ d¢ < .

Por otro lado, para k =1y £ > 8, se sigue que

V2 1+|§|)%d (M) <1+\5\)
2 g>8( ¢ 53/@8“8 AN

De aqui, se concluye que la integral no es acotada.

[NIE

1+|§|)%
d d
§§/5>8( ¢ ;

Lema 5.2. Sean si, sy y A tales que i + i < 2y A > 1. Existe una constante Cj, que
depende tnicamente de s; y sy, tal que para todo (z,y) € R? y toda ¢ € H*52,

Hsl,sg(RQ)A_ﬁ, (52)

iten® vt ~
/ eTHT L v a(€)P(E,m) dﬁdn‘ < Gyl
RZ

donde = 22—+ — &)

S1 52

Demostracion. En efecto,

‘ / em+ws+z'w<1_x[_A,A}<£>>@<s,n)dﬁdn‘S [ el
o [§|>A J —oc0

0o o0 1 1/2
Ty —
o L i v ) 19
< C,A?ol

H51:52 (RZ)

H51:52 (RQ) .
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Corolario 5.3. Existe una constante Cy, 5, que solo depende de s; y s2, tal que para todos
(r,y) € R?, t > 0 y para toda ¢ € L'(R) N H*»*2(R?),

B
o2 ) (1 4+ 8) 20

HEN | it iy ~
/61+5+ SHvge n) dgdn‘ < Cq 5 (lellr + [|]
R

Demostracion. Para 0 < t < 1 tenemos

iten? tx€4i1yn ~
‘/2€1+5+ &+ YIB(E,n) dgdn‘ <Cllpl| gorsz r2)
R
__B8
<C([lellLr @2y + @l mrsm2y) (1 + )" 2055

1
Para t > 1, sea A = t26+0 . De los Lemas 5.1l y 5.2, tenemos que

it&n 2. .
/ TG ) ded
R

< ‘[A('v ) t) * SO| +

_|_

HEN | gt 5
/2 eTHia Hiztt Y1 — X[-4,41(€))P(&,m) dédn
R

-
)t 2(1+58)

SCS1782H[AHOOHSOHU(RZ) + 081782||90| H51:52 (R2

__B
Hoverr2)) (1 + 1) 2059,

§081732(||¢||L1(R2) + HSOI
O

Corolario 5.4. Existe una constante Cs, 5, que solo depende de s; y sy tal que para toda
funcién ¢ € LP(R?) N H*%2(R?), con 1 < p < 2,y todos (z,y) e R? y t > 0,

1,1 _
donde;+5—1

<
La(R?)

iten? | . .
/ [ REEEIG(E ) dedn
R

_ B(a—2)
e (re)) (1 +€) 2060 (5.3)

< Cs(llllome) + llel

Demostracion. Sea A como en la demostracién del corolario anterior. Es claro que

it£7]2

/ emﬂmﬁ—i—iyn@(& 77) dédn = [A(t) * 0 + BA(@), (5.4)
R2

donde

iten” | ive ~
Ba(p) = /R T — x4 (§)P(E, ) déd.

Ya que, gracias al teorema de Plancherel

it€n
[ 14(t) * @)l L2y < |le™TD(E, m)x[—a,41(E) [ 22m2) < [0l L2(R2),
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del Lema [5.T]y el teorema de Riesz-Thorin, obtenemos

_ Bla=2)
[La(t) * pll Laz) < Coy o (1 48) 22 o] Lo 2y

para toda ¢ € LP(R?).
Por otro lado, como, haciendo, de nuevo, uso del teorema de Plancherel

[Ba(®) 22y < ll@llrzezy < @l @),

del Lema y la desigualdad de Holder, se sigue que

_ B(g=2)
[Ba(@)||Larz) < Csy (1 +8) 23T ||| proson (m2)

De (54), (5.8) vy (5.6]) se sigue el corolario.

Ahora si, veamos el teorema principal en esta seccién.

Teorema 5.5. Sean sy, sy y  como en el Lema 5.2 6 = ( m-D)f o> 1y

2(n+1)(B+1)°

2
(n+ 1)(s' — 1) +2

a =

(5.6)

Entonces, si ((1 —a)(n — 1) —1)§ > 1, existe § > 0y C > 0 tales que si ¢ € H*(R?) N

H™=2(R?), con [[llye + 1ol
5152 (RQ)) y satisface

Jul|grer < C(141)7°

mevr + ol mn < 9, la solucién u de (L) estd en C(R

Demostracion. Del lema de Sobolev y como s’ > 1 se tiene que la solucién u es una funcién
continua de [0, 7] en L™ y en H*', para algiin T'. Sea .5 como en [[.I0, la transformada de

Hilbert en la variable x. Entonces
0. (I + t%”&v)_l =—-1 -1+ %”&Q‘U.

Por otro lado, para toda f € L*(R?) se tiene que,

-\ [ a5
:E2+t2

donde g es la funcién integrable

(5.7)

y *, es la convolucién en la variable z. (La funcién g viene sugerida por estas dos observa-

ciones, ver [24],

1 /Oo -
= e e dt
1L+ (¢ 0
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y

t A
12 + 22 2
e—t

Asi pues, haciendo uso del teorema de Fubini, ya que 2 es integrable en R?,
x

B 1
I

Ahora bien, de 5.7 y 5.8 se sigue que 8,(I + 5#9,)~! es un operador lineal continuo sobre
LP, para todo 1 < p < co. En efecto, si f € LP(R?)

9(¢) )

102(1 + H0,) " flloee) = (T — (I + H0,)7") fl o)
<A f Loy + |56 (T + H0,) ™) fl| o2y
<[ flle@ey + T+ 50:) " fll o)l
<[ fllzo@2) + [lg *2 fC )l oz
< || fllzr@2) + lgllzr @)l f 1] o g2
<l fllzree)

Si E(t) es el operador definido por

la solucion u de ([[L9) satisface
u=FE(t)p+ /Ot E(t —1)0,(I + 50,)  (u™) dr. (5.9)
Luego, del Corolario [5.4] el Lema 2.1l y la desigualdad de Gagliardo Niremberg, se tiene que
ol <IB@glzens+ [ 1B =r)ou(1 + 00) @)oo dr

<C+ )7 (lell oz + llpllzrer o)+

t
v [ast-n ) dr
0

<CA+) (el mr + llellmors)+ (5.10)

e+ )

t
+C/ L+t =) (lul e + el z= ullzer o) dr
0

<CA+) (el m + llellzore)+

+C’/0t(1+t—7)‘9 (||u

ey (17 [ Al 1

-1
0l

Hs1:52 ) dT,
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t
[l o <IE@)epll gz +/0 IE( = 7)u"| o dT

t
wot [
0

t
m+C/HW%W4

1
m+C/WW$ﬁ"WHW”HM

<ll#| pe AT

<ll¢l pe AT

<[] g AT

y, de la misma manera que esta ultima,

HmHaw<HwHaw+0/ﬁwm;i"”ww; I —
Ahora, sea

k(t) = (14 6) [l prr + (]| g + [Jefl pronee
y

M(t) = sup k(t)

0<s<t

Entonces, de (5.10), (5.11) y (512

k(t) <Cllell nr + llollaerse + el

Hs’)“‘

+ C/t (1+8) A +t—7)""+2) (1+7) 000V (7) dr

<C§ + CM™(t)

ya que

t
/ (T+0)’(1+t—7)+2) (14 7)) Vgr <C
0

para todo ¢t > 0. Luego, como M es creciente,

M(t) < C5 + CM™(t)

(5.11)

(5.12)

en el intervalo [0,7]. Asi que, gracias a que Cz™ < x para x positivo pequeno, podemos

encontrar ¢ > 0 suficientemente pequeno de tal modo que

Co+Cz" <z,

en algin intervalo (e, €p), 0 < € < €, y en los reales no negativos fuera de dicho intervalo

< Cd+ Cz™
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Ahora bien, 6 < Cd < e. Asi pues, como M (t) es continua y M(0) < §, M(t) < € en intervalo
[0, 7. Finalmente, sea T* = sup{T" > 0| u es una solucién continua de ecuacién integral de

[0,7] en H¥ N H**2 tal que M(T) < €}. Si T* < oo, gracias a (5.10), (510 v (G-12), el
integrando en la ecuacién (5.9) es acotado en H* N H*"*2 por la funcién

(L4+ 8014+t —7) 0 +2) (14 7) 0D () <
< (481 +t—7)" +2) (14 7) 000D (5.13)

Luego, cambiando ¢ por T*, dicho integrando es integrable (en el sentido impropio y en el
sentido de Bochner) en [0, 7], por lo que podemos extender u al intervalo [0,7*] a una
funcién continua que satisface la ecuacién integral. El teorema de existencia local y lo ante-
riormente discutido nos garantiza que aun para u se puede extender T mas alla de T™ con
M(T) < ¢, lo que es absurdo. Por lo tanto 7% = oo O

5.2. Comportamiento asintético

Con lo hecho hasta aqui en el presente capitulo, nuestro préximo paso, naturalmente, es
buscar soluciones estados de dispersién de la ecuaciéon (L), e. d., soluciones u para las
cuales existen ¢4 tales que u(t) ~ E(t)¢+ cuando t — oo.

Veamos que las soluciones globales garantizadas por el teorema anterior son estados de
dispersién para la ecuacién (L9).

Teorema 5.6. Con las hipotesis del teorema anterior existen ¢ € H*%2 tales que

[u(t) — E(t)o-]

HS1:52 — 0
cuando t — +o0.

Demostracion. Es claro que, para cualquier 7', se tiene que la solucién u de ([L9)) satisface

t
u=E({t—T)uT)+ / E(t —7)0,(I + 50,) " (u") dr. (5.14)
T
Al aplicar E(—t) en ambos lados de la anterior ecuacion, y suponiendo que los limites cuando
T — oo existen, obtenemos la ecuacion de Yang-Feldman

B(~tyu(t) = lim B(~T)u(T) + / B0, (I + A0,) (") dr (5.15)
_ 6, — / T BRI + #0,) ") dr (5.16)

Esta tltima ecuacion nos invita a definir a ¢, como

by =+ /0 T B(n0u(I + #0,) 7 (u") dr. (5.17)
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Ya que

v < [l 570 |l

<C(1 + 1)~ (oD,

a(n—1)

] e

|

move <[z lul

H*s1-52

(5.18)

la integral en la ecuacién (5.17) existe. Gracias a la ecuacién integral (B.14)), de (B.I7), se
verifica la ecuacién de Yang-Feldman (5.16]). De la integrabilidad ya mostrada y de (5.16]) se
tiene que

[u(t) = E(t)¢+|

cuando t — co. De manera andloga se demuestra la existencia de ¢_ O

He1s2 — 0,
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En este capitulo demostraremos la existencia de ondas solitarias soluciones de la ecuacién
(CY), cuando a y b son nimeros reales positivos. Para ésto, observemos que si u(x,t) =
o(x — ct,y) es solucién de la ecuacién ([LI) tenemos

—cpy + a(P)y + (—bcH Py + ¢yy)e = 0. (6.1)

Suponiendo que ¢ y las derivadas que aparecen en la anterior ecuacién estan en L?(R?), esta
se puede escribir como

—c¢ + a@? — bcHCpy + ¢y = 0. (6.2)

Luego, para mostrar la existencia de ondas solitarias, es suficiente mostrar que esta ulti-
ma ecuacion tiene solucién no trivial. Para ésto haremos uso del principio de compacidad
concentrada de Lions.

6.1. Problema de minimizacion

Observemos que la ecuacién (6.2) es la ecuacién el Euler-Lagrange del siguiente problema
de minimizacién:

E(¢) = I, = mf{E(W) | ¥ € Gy} (6.3)

donde

E(u) = / —a u + O)” dxdy Q(u) = 1/ u® + b(DY*u)?* dady (6.4)
R2 P+ 1 2 ’ 2 R2 r '

y

Gy ={v € H/>' | Q(v) = q} (6.5)

Se puede verificar que la ecuacién (L) se puede escribir como
u; = BE'(u),

donde E’ es la derivada Frechet de E y B es el operador definido en el Capitulo 2. Ya que
B es un operador antisimétrico, se sigue inmediatamente que E es conservada por el flujo
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de soluciones de (L9). Al multiplicar en ambos lados de (L9) por u e integrando en ambos
lados, tenemos asimismo que () es también una cantidad conservada por este flujo.

Por razones que se haran evidentes al final de esta seccién, también consideraremos el pro-
blema de minimizacién

EP(¢) = I} = mf{E°(¢) | ¢ € G}, (6.6)
donde

p+1 8m 2 o 2
Ef(u) = /R 2 —a;+ : + 8! 2“) L y2“) dxdy (6.7)
y
G, ={veH | QW) =q (6.8)

Usaremos el Principio de Compacidad Concentrada de Lions (vea [25]) para probar que (6.3))
y (6:6) tienen soluciones. Para ésto, seguiremos ideas de Albert en [I] y de Cazenave y Lions
en [9]. Veamos.

Sea {¢,} una sucesién minimizante. Definimos M,, : [0,00) — [0,q], n =1,2,..., por
1

M,(r) = = sup / ¢ + b(DY2¢,)? dudy (6.9)
2 (c,d)€R2Q( i)

para cada r € [0, 00), donde Q(c,d,r) = (¢, d)+[—r, r]*. Es claro que { M, } es una sucesién de
funciones crecientes uniformemente acotada. Gracias al principio de seleccién de Helly (vea
por ejemplo [23]) existe una subsucesién de ésta que converge puntualmente a una funcién
creciente M : [0,00) — [0,¢], y que, sin riesgo a confusién alguna, denotaremos asimismo
por {M,}. Sea

a= lim M(r). (6.10)

T—00
Se verifica inmediatamente que 0 < a < q.
Lema 6.1. Paratodo ¢ >0y 1<p <5, —oo <[, <0y paraalgin By, —0o < Iqﬁ < 0, para
todo 0 < 8 < fp.

Demostracion. Sea ¢ € H'Y*! una funcién no negativa tal que Q(¢) = ¢. Para 6 > 0
tomemos

¢9<x7 y) = 91/2¢($, Gy)
Evidentemente Q(¢y) = Q(¢) = q. Veamos que E(¢g) < 0

p+1 1
E(¢9) = /]R;2 —CLZ% —+ 5(@;(?9)2 dl’dy

ot Py 5 dnd
_/Rz_a 2p+1—|—5y¢ xdy

0=
p+1

92
=—a Il + 3||6’y¢lliz
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Como 1 < p < 5, &1 < 2. Luego, de esta tltima ecuacién para 6 suficientemente pequeio,
E(¢g) < 0. En partlcular, I, <0.
Ahora veamos que I, no puede ser —oo. De la Proposicion 2.7y la desigualdad de Young,

o (0,0)°
E(9) = /Rz_awﬁ o dedy >~ 9l + S10,611
a p—1 5-p _
> — 719,017 Ioll,2 IDY26115" + 510,013
ca p=1 p+ 1
Z _WH y¢||L2 q §||ay¢||%2
> (g + 110,0l3
> —C)g

Para finalizar la demostracién del lema, de la densidad de H' en H'/?! y la continuidad
de E en este espacio, existe ¢ € H' tal que E(p) < §I . De aqui es claro que B (p) =

)2
+5o f]RQ

5 > 0, de aqui se sigue el lema. O

1
dxdy < 2]q, para [ suficientemente pequeno. Como I, < I} B para todo

Lema 6.2. Si {¢,} es una sucesion minimizante para I, (o I7), entonces existen constantes
B >0y d >0 tales que

L |[¢nllgr2n < By
2. ||@n||Le+1 > 6, para n suficientemente grande.

Ademés, en el caso de que {¢,} sea una sucesiéon minimizante de [ qﬁ , 0 < B < By,
U lgnllm < B,

para algin B°.

Demostracion. Probemos 1. De la desigualdad de Young, tenemos

b+1 a
||¢n||H1/z 1 < E(fn) + —Q(cbn) [iass
b+1 -t 5-p -
<A+ b q-+ D+ H8y¢n||Lg H‘anLg ’|Di/2¢n||i2l
b+1 +

1
<A+ g+ COT + 719,03

Luego,

b+1 2(p+3)
[ éullines < \/4 (4+ 2ty o) =5

b
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Ahora probemos 2. Supongamos que no existe 6 > 0 tal que ||¢y,||z»+1 > 0. Entonces,

ﬁmm/ﬂ%wwmww,
R2

n—o0

y, por lo tanto,

¢p+1 (ay¢n)2

0>1,= l E(¢p,) =1 —a—" dzd

fm (o) = nl_)lrrg()R2 ap+1+ 5 xdy

p+1
> lfm sup </ —a i da:dy) —ahm 1nf/ | |PHE dady = 0.

n—00 R2 D +1
Esta contradiccién demuestra 2.
La prueba de 1’ es muy semejante a la de 1. O

Lema 6.3. Supongamos que By « son nimeros reales positivos. Entonces, existe n = n(B, )
tal que, para f € HY?! con ||f| gi21 < By [go |f[PT dzdy > 7, se tiene que

sup / | f(z,y) [P dady > 1,

(c,d)ER?
Q(c,d)

donde Q(c, d) = (¢,d) + [—1,1]

Demostracion. Sea 1 : R? — [0, 1] una funcién C*, tal que supp(¢)) C [—1,1]* y

kj€EZ

para todo (z,y) € R. Definimos v, x(z,y) = ¥ (x—j,y—k), para todo (j, k) € Z*. El operador
T : HY*' — [2(HY?') definido por

T(f) = {%‘,kf}(j,k)em

para f € H'/>! es acotado. En efecto, como

T H s < [ P | X st | dody < 1115

(4,k)€2?

y

O3 gmez iy <2| [ 10ue i) | 30 WinlanP | dodys

(4,k)€Z?

2 dxdy

+ [ Myl > 10utin(e,y)

(4,k)€2?

<2c(|IfIIZ> + 110uf 1122,
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para u = x 0 ¥, se tiene que T es un operador acotado tanto de H%! en [?(H%') como de
H*' en [?(H"). Del Teorema 5.6.2 en [6], se sigue que el operador T es acotado de H'/%! en
lo(HY/%1Y), En particular, existe una constante Ay > 0 tal que

D ikt G < Aol Fll3pen

(J,k)eZ?
Ahora, sea A; > 0 tal que >, |v(z — 4,y — k)[PTt > Ay, para todo (z,y) € R% Veamos

(J:k)eZ?
que para toda funcién f € HY?' no nula, existen j, v ko € Z tales que

1)
sk I3 < (14 Al FIT0) Wi o PG (6.11)

donde A, = AOB . En efecto, supongamos que no. Luego, para todo k y j en Z,

s Iasna > (14 Al F 120 s f I

Sumando en j y k, se sigue que

> e I > (1 Alf120) S0 sl

(J.k)eZ? (J:k)ez?

Por lo tanto,

AoB2 > Aol 12 en = D g 2

k,jEZL

( +A2||f||Lpp“> > v fllk

k,jEZL

> (14 Al AL ) Al
= Al fI7L + Ao B*

lo que es absurdo. Por lo tanto, para algin par de enteros jo y ko se tiene (6.I1]) para toda
f € HY?! no nula.
Luego, para este par de enteros jy y ko, gracias a la Proposicién 2.7], se tiene que

(p+1) 1
500 2pes < C2 g ns < C2 (14 A FILEEY) Wi o s

1
< (? (1 p+1) 195080 o1

Asi pues,

A T e
ol > |20+ S20] 7
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En particular,

pt1
Ay | P 1
P oy > e P15 2 [0+ 220 =
Q(jo.ko,1/2)

Lema 6.4. Para toda sucesiéon minimizante (tanto de I, como de Iqﬁ), a>0

Demostracion. Sea ¢, una sucesion minimizante. Del lema inmediatamente anterior, existen
n > 0y una sucesion (ay,,b,) en R? tales que

[l dudy = (6.12)
Q(an,bn,1)

para todo n. Ahora, sea p una funcién en Cg° tal que 0 < p <1, p=1en §(0,0,1), p=0en
R? — (0,0, 2). Denotaremos por 7* > 1 un ntimero real que seleccionaremos m4s adelante,
y que dependera solamente de p, n y B. De la Proposiciéon R.7]

s [ u Pt dndy < [ louGe)onte. )P dody
R
Q(an,bn,1)

5-p B p=1
< Cllondnll 2 1DY*(ndn) 152110y (o)l 2

p+3 p=1
< C ([ondnllzz + IDY*(ndn)ll72) * 10y (pndn) I3,

donde p, = p (M) Ahora bien, como
r

(6.13)

DY pun)l =

— lpn D20+ [ (DY pJ6n) (DY o + 20,DY0n) dody, (614
de la Proposicion 2.17],
loutlls + 81 DY (pun)3e <

<llpdallze + Bllon Dy dullzz + | D" pullia®(| D" pull s +2/) (6.15)

IOl (1Dl + 2/
x1/2
r

<2M,,(2r")
Por otro lado,

10y (pnn)llzz < (1 + 19yp]l00) B = K. (6.16)
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Luego, de (6.13), (6.15) y (6.16)) se tiene que

e D7l (157
1\ oy 4 PPl (1D 0l +2/1)
(i) =2tz = -

Asi pues, si escogemos 7 = max{rg, 1}, donde ry es tal que

4

D pll (1D %ol +2/b) 1 ( . )2§§

ro!/? 2\ o=

se tiene que
4
1 n p+3
- —— < M, (2r"),
4<CK%J = Mhl2r)
para n suficientemente grande. Por lo tanto,

0< 1 " $<M2*<
<1<CK%J < M@y <a

Veamos ahora la subaditividad de I,

Lema 6.5. Para todo ¢, ,qs > 0, se tiene

Lgyign < gy + I, (6.17)
y
B
Ly <10 +10, (6.18)

para 0 < 8 < fy.

Demostracion. Para 6 > 1, sea ug = Qu. Es claro que Q(ugp) = 6°Q(u) y

afPiyrtt (O,u
E(ug) = | — 0°
(UQ) /]R2 p+ 1 + 2

)2

dzdy. (6.19)
Como p+1 > 2,
E(ug) < 0P E(u)
Por lo tanto,

Ipzg = inf{E(ug) | Q(ug) = 0°¢}
< 9p+1]q
< %I,
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Luego, si q1 > ¢2 > 0,

lg11q, = a(1+32) < (1 + %) Iy,
:%+%%:%+%%%
<y + 1.

Ahora bien, si ¢; = ¢

Iy g = Iog, <20y = 1y + 1.

(6I8) se muestra de la misma manera. Esto termina la demostracion del lema. O

Ahora, describamos el comportamiento de las sucesiones minimizantes cuando 0 < a < q.

Lema 6.6. Para cada e > 0, existen N € Ny dos sucesiones de funciones {gn, gn+1, gn+2, - - - }
v {hn, hni1, hnet, ...y en HY?Y (o HY) tales que, para n > N

(a) |Q(gn) —al <,

(b) [Q(hn) — (¢ — )| <,

(c) [E(dn) — (E(gn) + E(hn))| <€

(o

() |EP(¢n) — (E°(gn) + EP(hn))| < €
para 0 < 5 < fy.)

Demostracion. Sean p y n funciones C*(R?) tales que 0 < p < 1, p = 1 en 2(0,0,5/4),
suppp C €2(0,0,7/4),0 <n <1,n=1en R%—Q(0,0,7/4), suppn C R? —Q(0,0,5/4) y
p*+n? =1 en R% Ademds, sea p una funcién tal que 0 < p < 1, p=1en (R*2—(0,0,5/4))N

0(0.0.7/4) ¥ supp € (R = 2(0,0.1)N1(0.0.2), v sean pr (o) = p (22 ) (o) =

M (@) y pr(z,y) = p <M> Como

T
1
M(r) = lim M,(r) = lim sup = / ¢> +b(DY?¢,)* ddy,
nes “*“wa@eR22n<d>

para €; > 0 y r suficientemente grande,

a—e <M(r)< M(@2r)<a. (6.20)
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Aunque méas adelante diremos con més precision como tomamos a r, lo fijaremos de éstos
ultimos, y escogeremos N suficientemente grande tal que

a—e < My(r) < M,(2r) < a+ e, (6.21)

para todo n > N. Ahora bien, para cada n > N se puede encontrar un (c,,d,) tal que

a—e < % / ¢+ b(Dy/*¢,)? dady <

Q(cn,dn,r)

1
5 / 2 4+ b(DY2¢,)  dedy < a4 ¢ (6.22)

Q(cn,dn,2r)

Ahora, sean, paran > N,

gn = pr(' — (Cm dn))¢n = prn¢m
hn — 777“( - (Cna dn))¢n = 77rn¢n

En virtud de la Proposicién 27y (6.14) tenemos que

1

5 | (o) WD) dady

Q(gn) = 9

1 Ay
<5 |t b DY) dody +

donde A, = ¢*||Ds"*pll 1+ (|| D:*pll 12 + 2/b). De 622)

A
Qga) =0l < &1+ 5. (6.23)

De la misma forma tenemos

1

5 a0+ MDY (000))* dady

Q(hn> = 2

1 Ag
<5 [+ UEDY 0 dedy +

donde Ay = | Dz nll 2 (|| Dz nl| 12 +2/b). De [G22)

A
Q) — (g = )| < &2 + . (6.24)
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Finalmente,

|E(¢n) — E(gn) — E(hy)]

p+1
1
51 [ @en? - @ - <ayhn>2dxdy\
a
< 1— p+1 p+1d d
_‘pH/RZ( g = )on oy +
(¢nayprn)(prn8y¢n) + (¢n8ynrn>(nrnay¢n> dxdy’ +
RZ
1
+§ /R?( yprn) ¢ + ( ynm) ¢ dxdy‘

(6.25)

Ahora bien, vamos a examinar cada uno de los 3 ultimos términos en la ultima desigualdad.
Sean Q(ZL’, Y, T) = Q(ZL’, Y, QT) - Q(ZL’, Y, T) y ﬁrn = p~r( - (Cn> dn)) De la PrOpOSiCién ma (m)

y 6.22),

[ e o doy| < ol
R

5—p _ N p—1
< Cllprndall i3 102" (Brnda) 172 110y (Brndn) | 3
pt3 p—1
< C ([1Arm®nll 72 + DIDL* (Pt 72) * 10y (Brndon)ll 2

pt3 (6.26)
< OB (/ $2 +b(DY?¢,)? dady + /11/2>
A p+3
p=1 3\ °
< CB™—=2 <€1 + m)
donde A3 = ||D1/2p||L 1q (]|D1/2p||L1 +2/b). Por otro lado,
Aol + 19ynll% AiB?
[ 1@+ @62 oy < IO ] 2 gy < 25 (6.27)
y
2A,B?
0000 )(0:0,60)+ (00,1 1:0,00)| < 222 (6:28)
donde A = (9,02 + [0y1]]%. De (6.26), 627) y (628)
- A\T A2 4A,B?
|E(¢n) — (E(gn) + E(hy))| < CB™™ <61+ 1/2) et (6.29)
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De (6.23), (6.24) vy (6.29), tomando €, suficientemente pequeno y r suficientemente grande,
se sigue el lema. (Para probar (c¢’) basta con observar lo siguiente

Eﬁ(¢n) - Eﬁ(gn) - Eﬁ(hn) = E(¢n) — E(gn) — E(ha)+

B

# 5 (00201 0r,0.00) 4 (0001010, oy 650

R2

Los dos ultimos términos en el lado derecho de la iltima desigualdad se estiman de la misma

manera que en ([6.27) y (6.28).) O

Corolario 6.7. Para toda sucesién minimizante ¢,, (tanto para I, como para I qﬁ ), se tiene que
a=q

Demostracion. Lo probaremos para una sucesiéon minimizante para I, el otro caso es total-
mente similar. Supongamos que a < ¢. Del Lema (6.6]), se sigue que existen subsucesiones

{¢nk} ) {gnk} y {hnk} tales que

1
|Qgne) —al < & (6.31)
1
Q) ~ (g~ o)l < (6.32)
y
1
B(én) — (Blgn,) + Bl )| < 1 (6.33)
Sean
« q—«
B, = C. = 6.34
SR VreTr B Vo 634)
Entonces,
agP+!
I < B(Bugn,) = BB(n,) + (B~ BL) [ 25 dody (6.35)
r2 D + 1
y
1 ahﬁ—i—l
ly-o < B(Cihn) = CFB(hn,) + (CE =€) [ 2 duay (6.36)
RZ

Como ||gn, ||Lr+1 ¥ ||An, || Lo+ son acotadas y

lim B,=1 y lim Cy =1,

k—o0 k—o0
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de (6.33) , (6.35) v (G.36),

—00 k—00

Esto contradice el Lema [6.5l Se sigue entonces que o = q. O

Ahora veamos que el problema (6.6) tiene solucién para 0 < 5 < f3y.

Lema 6.8. Sea {¢,} una sucesién minimizante para I). Existe una sucesién de puntos
(uh Ul)u (u2vv2>7 T (una Un)7 - tal que

1. Para todo z < ¢ existe r = r(z) tal que
1 2 /2,1 \2
5 oo + (D pp)* dady > =
Q(un,vn,T)

para n suficientemente grande.

2. La sucesién {¢,} definida por

onl(z,y) = 0ul(2,y) = (wn,va))  (z,y) €R?

tiene una subsucesién que converge en H' a una funcién ¢ solucién de (6.6]).

Demostracion. Veamos la parte 1. Como

1
¢g=a=lim M(r)= lim lim sup = / ¢2 + b(DY2¢,)? dzdy,

r—o0 T—00 N00 (1, 1) ER? 2
Q(u7v7r)

existe un ry, tal que para n suficientemente grande

1
sup o / P2 + l)(l);/zqzﬁn)2 dxdy > %
(u,v)€R?

Q(u,v,r0)

Para estos n se puede encontrar un (u,,v,) tal que,

1
3 / ¢2 + b(DY?¢,)? dady > %

Q(unﬂ)nﬂ"o)

Sea z tal que € < z < ¢. Como a = q existen 7¢(z) y N(2) suficientemente grandes tales que
sin > N(z),

1
5 / ¢2 +b(DY?p,)? dady > =,

Qun(2),0n(2),70(2))
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para algin (u,(z), v,(2)). Como 3 [0, ¢2 + b(Dy?$,)? dedy = q, entonces
Q(tn, Vny m0) N Qun(2), v,(2),10(2)) # 0.

Tomando r = 7(z) = 2r¢(2) + 1o podemos garantizar que
Qun(2),v,(2),70(2)) C Q(tp, vy, 7).

Esto demuestra 1.
Veamos 2. De 1 tenemos que para todo k € N, existe un r; tal que para n suficientemente
grande

1 1
3 / @2 + b(DY?p,)? dady > q — o

Q(unyvn7rk)

o en otras palabras

1 - - 1
5 / O+ b(D;260)" dady > q — + (6.37)

2(0,0,r)

Como ¢p = ¢ (-+ (tn, vn)), del Lemal62 {¢,} es una sucesién acotada en H'. En particular,
{DY?,} también es una sucesién acotada en H'/2. Ya que la inclusién de H' x H'? en
L} x L?_ es compacta, existe una subsucesién de {((;Sn,Dgl/ 2<bn)}, que notaremos de la

misma manera, que converge a una pareja de funciones (¢, ) en la norma de L?(€(0,0,7)) x
L?(£2(0,0,7)), para todo r real positivo. Ademés se satisface

11
=7 <3 / ¢? + byp? dedy < g, (6.38)
Q(0,0,Tk)

para cada k € N. De (6.38), y como %[5 |bu|? 4+ b(DY*$,)? dxdy = ¢ para todo n, entonces
Jgo @*+00? dxdy = q y la sucesién {(én, DY? ¢n)} converge en norma a la pareja de funciones
(¢,7) en L? x L2 Dado que D2 es un operador cerrado, ¥ = Dy/?¢. Mas atin, ¢ € H' y

¢, converge débilmente a ¢ en H' y, gracias a la Proposicién 2.7, converge fuertemente en
LPL. Como

[6l7: < tmint 16,3,
un simple argumento de equivalencia de normas nos permite mostrar que
E°(¢) < lim E(¢,) = I},

Por lo tanto,

E(¢) =10,
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Ademas, el mismo argumento de equivalencia de normas nos permite demostrar que

T [|6all3 = 6l
y, en particular, que {(]3”} converge ¢ en H'. Esto termina la demostracién del lema. O

Como corolario tenemos el resultado principal de esta seccién, en el cual mostramos la

existencia de soluciones del problema (6.3)), y por ende existencia de ondas solitarias asociadas
a la ecuacién (9.

Teorema 6.9. Para cada (3, sea ¢’ la solucién del problema (G.6), para 0 < 3 < ;. La red
{¢#"} es una red minimizante de I,. Més atin, existe una sucesién {3,} que converge a 0 y
una sucesion de puntos (u,, v,) para los que se satisfacen

1. Para todo z < ¢ existe r = r(z) tal que
! / ¢2 +b(DY?¢,)? dady > =
5 n s Pn
Q(tn,vn,r)
para n suficientemente grande.

2. La sucesién {¢,} definida por

On(1,y) = Gu((2,9) + (un, 1)) (2,y) € R
tiene una subsucesion que converge en H'/?! a una funcién ¢ solucién de (6.3),
donde ¢,, = ¢°n.

Demostracion. Veamos primero que I, = limg_,o Ig . Como [ qﬁ es decreciente y Ig > I, el
limite existe y se tiene que I, < limg_,o1 I7. De la densidad de H' en H'/*! y la continuidad
del funcional E en HY*!  se puede ver que existe ¢ € H' tal que E(¢) < I, + ¢/2. Luego,
para (3 suficientemente pequeno se tiene que

If < B(6) = B(6) + 20h0ll* < I, + <.

Por lo tanto, I, = limg_,o4 1, qﬁ . En particular, se tiene que {¢°} es una red minimizante.
Obsérvemos que si mostramos que {¢°} es una red acotada en H!, la demostracién del lema
anterior muestra el presente teorema. El punto culminante en dicha demostracion es el uso
de la inclusién compacta cuando se demuestra 2. Asi que, para terminar la demostracion del
presente teorema, basta mostrar que {¢”} es una red acotada en H'.

Es claro que ¢” satisface la ecuacién

—cp¢” = bep AP = —a(¢°) — B, — b, (6.39)
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para algin ¢z € R. Multiplicando ¢” en ambos lados de la ecuacién e integrando tenemos
que

1 1
g = <__ ; —) o[ @y <n s,
p R2
o en otras palabras,
cg > —I%/q> 0.

Observe que de ([6.:39) se sigue que
¢’ = a(cg + beg A0, — 02 — 07) 7 ((¢7)7) . (6.40)

Si p <3, (¢%)P € L? con norma menor o igual C,BP y, gracias al teorema de Plancherel, de

(6.40) se sigue que

10:6°l2 < —F-CoB" v 1807l < —1C,B".
q q

En particular, se sigue que la red {¢”} es acotada en H' en este caso.
Sip =4, (¢°)? € L??. Gracias al teorema de Lizorkin, de nuevo de (6.40), se sigue que

q q
0:6° 32 SO B) 5 036 0m < C(—L, B).

q q

Luego, de la Proposicién 2.8, tenemos que ¢’ € L® con norma acotada por una constante
positiva que depende de By de —q/I,. Asi pues, (¢°)? € L? con norma acotada por una
constante positiva que depende de By de —¢/I,. Por lo tanto, como antes,

q q
0:6° 112 < C(—L.B) vy 1926 < O~ B).

q q

En este caso también tendriamos que la red {¢”} es acotada en H'. Esto termina la demos-
tracion. O

6.2. Regularidad y analiticiadad de las ondas solitarias

Ene esta seccion probaremos que las ondas solitarias asociadas a la ecuaciéon (L.9) son fun-
ciones C'*

Teorema 6.10. Si ¢ € HY?! es solucién de ([62), ¢ € H* = (N H". Ademds, ¢ es analitica.

Demostracion. De la ecuacién (62) se tiene que
¢ =a(c+bet'd, —0;)~" (¢F). (6.41)

Si p < 3, de la Proposicién #P € L?. Por lo tanto, del teorema de Plancherel, ¢ € H'2.
Supongamos que hemos probado que ¢ € H™?". Entonces, de nuevo, de la ecuacién (6.41]),
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gracias a que H™?" es un algebra de Banach, del teorema de Plancherel se tiene que ¢ €
H 1.2+ Esto prueba que ¢ € H™.

Sip =4, ¢ € L*?. De la ecuacién (6.41) y el teorema de Lizorkin, ¢ € H§/22 Luego, de
la Proposiciéon 2.I0, ¢? € L% Asi pues, de la ecuacién (6.41) y del teorema de Plancherel,
llegamos a que ¢ € H%?. Procediendo como en el caso anterior se tiene que ¢ € H®.

Para ver la analiticidad de ¢ es suficiente probar que

18l
06l <l (5)", (6.42)

para algin R > 0 y todo 8 € N2. Solo consideramos el caso a # 0 (el caso a = 0 es tratado
de manera similar). Demostraremos que existe R > 0 tal que para todo 3 € N?

(18] = 1)! /Ry 181-1
||a%||stoW(5) , (6.43)

donde s > 1. Veamos ésto por induccién. Para |5 = 1 la desigualdad (6.43) es evidente;
es suficiente elegir C' suficientemente grande. Supongamos ahora que (6.43]) es véalida para
1Bl =1,--- ,ny R (que elegiremos convenientemnte después). De la ecuacién (6.2)), tenemos

(¢4 be 0, — 02) = ad’. (6.44)

Aplicando 9°(1—A) en ambos lados de la ecuacién y haciendo uso del teorema de Plancherel
se tiene que

10:0° ]| 12 < C'|07(¢") | e

por un lado. De nuevo, aplicando 9® en ambos lados de la ecuacién pero, ahora, haciendo el
producto interno en H? con 9°¢ en la ecuacién ([6.44) podemos obtener

10,02 < C || 0° (")) 2 -
Por lo tanto,
IV 6llu= < C[|0°(6")]| 2 - (6.45)

Para terminar la demostracion necesitamos el siguiente lema.

Lema 6.11. (a) Si fy ¢ € C*°(R), entonces
18]

) ! |
P(r0) =L 57 X e o
': ‘7‘ e L— 51..‘. j'
Jj=1 Br+-+B;=p
|Bi|>1, ¥V 1<i<j
(b) para cada (ny,...,n;) € N/ tenemos que
BB 15,1
81 = ALR T
Bl+~~z+:ﬁj=6 fut -

|Bil=ni, ¥V 1<i<j
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(c) Para s > 1 existe Cy tal que para todo j e k € N

1 oyt
) T IR i Y R

E1+-+k=k

Regresemos a la demostracién del teorema. Por la parte (a) del Lema [6.11] la desigualdad
(6.45) y del hecho que H? es una &lgebra de Banach, se sigue

p
B ) |
Vool <C Y > AR = 10702 - 107 6|2
j=1 BittB;=P
Bi>1, ¥ 1<i<j

De la hipétesis de induccién y la parte (b) de el mismo lema, tenemos que

Vb g2 <C, Y CIAlPI= Bl (|B]=1) - (1B]-1)!
V07| 2 <Ci Z o %;J . Bﬁ% _, Bl BB (B+1)°

n;>1, V 1<i<j |Bi|=nq, V @

p
% 4181 18]
SCl Z ¢7A ’ Z (nl + 1)3—1—1 A (nj + 1)3—1—1’

Jj=1 ni+--+n;=|8]
[ni|>1, ¥V 1<i<j

donde A = %. De esta desigualdad y la parte (¢) de el Lema [6.11] obtenemos que

IVl < 12!

18] Ly
L E ZCC A

Ahora elijamos R. Tomamos A suficientemente grande tal que

p
C1Y (CCy A7 < C.

=1

Es claro que esta eleccion no depende de (3. Por lo tanto, con R = 2A,

B4l 8] R\IA
IVl < Cra 5 (5)

demostramos (6.43]). Esto completa la demostracion. O
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