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Resumen

Se estudia la extensién de los métodos de compactificacién de Stone-Cech de la topologia
clasica al caso de la topologia fibrada. En el primer capitulo se introducen los conceptos y
resultados basicos de la topologia fibrada. En el segundo capitulo se estudia el concepto de
producto topoldgico parcial para después aplicarlo a la extension del proceso de compacti-
ficacién de Stone-Cech por medio de productos topolégicos al ambito fibrado. Tambieni se
muestran propiedades de universalidad de la compactificacion obtenida. En el tercer capitulo
se estudian las ideas de b-z-conjunto y b-z-filtro, para después aplicarlas a la extensién del
método de compactificacién clésica por medio de cero conjuntos y z-filtros, al caso de la
topologia fibrada. Se muestran también propiedades de universalidad asociadas a la compac-
tificacion obtenida. Se senala que en el caso fibrado aun es incierta la coincidencia de los dos
métodos de compactificacion.

Palabras clave: Compactificacién de Stone-Cech, topologia fibrada, producto topolégi-

co parcial, filtro atado, b-z-conjunto, b-z-filtro.
Abstract

Extensions of the Stone-Cech compactification methods of classic topology to the case of
fibrewise topology are studied. In the first chapter the basic ideas and results of fibrewise
topology are introduced. In the second chapter the idea of partial topological product is
studied and then applied to the extension to the fibrewise case of the Stone-Cech compac-
tification method through topological products. Also, universal properties of the obtained
compatification are exhibited. In the third chapter the ideas of b-z-set and b-z-filter are in-
troduced, and then applied to the extension of the process of compatification through zero
sets and z-filters to the case of fibrewise topology. Universal properties associated to the
compatification obtained are shown. It is pointed out that in the fibrewise case, the equiva-
lence of the two methods of compactification is not settled yet.

Keywords: Stone-Cech compactification , fibrewise topology, partial topological pro-
duct, tied filter, b-z-set, b-z-filter.
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1 Introduccidn

La historia nos ha demostrado que el adoptar el punto de vista topoldgico para resolver
problemas tiene muchas ventajas. Una de las ventajas mas importantes de utilizar el lenguaje
topoldgico se evidencia en el hecho que dentro de la categoria de los espacios topoldgicos
podemos encapsular conjuntos con estructuras analiticas y algebraicas tan variadas como
lo son los espacios métricos, los espacios uniformes, los grupos topoldgicos y las variedades.
De esta manera se logra una gran uniformidad y claridad en la teoria, ademas de conseguir
un ambito en el cual la solucién de un problema especifico se puede lograr como solucién
de un problema mas general, ampliando asi el alcance de sus aplicaciones. De las muchas
situaciones que ejemplifican este comportamiento, el problema de la compacidad es tal vez
uno de las mas representativos. La utilizacién de la compacidad permite resolver de manera
muy elegante y bastante directa problemas en las mas diversas ramas de la matematica.
Esto hace que sea natural querer trabajar siempre sobre espacios compactos. No obstante
son raras las ocasiones en las que este ideal se cumple, muchos de los espacios que aparecen
naturalmente no son compactos.

Esto sugiere la necesidad de construir, a partir de un espacio dado, espacios compactos que
sean de alguna manera minimales y tales que el espacio original se pueda considerar inmerso
en este nuevo espacio compacto. Fue asi que surgieron los procesos de compactificacion.
Los hay de varios tipos, desde los mas sencillos como el de Alexandroff, pasando por el de
Stone-Cech, hasta los més generales y elaborados como los de Wallman y Shannin.

Por otro lado, la necesidad de generalizar algunas construcciones y métodos de la topologia
general con la esperanza de encontrar nuevas direcciones de investigacién o de reconocer
nuevas propiedades escondidas, ha llevado al surgimiento de la topologia fibrada. En esencia,
la filosofia de la topologia fibrada consiste en extender las ideas y métodos de la topologia
general, la topologia de los espacios, a ideas y métodos que se apliquen a las funciones
en general. Es decir, cuando trabajamos en la categoria de la topologia general, Top, se
consideran como objetos a los espacios topoldgicos y como morfismos entre los objetos a
las funciones continuas entre estos espacios. En la categoria Top se busca describir a los
objetos, los espacios topoldgicos, a la luz de diferentes propiedades internas y de distintos
comportamientos que surgen al interactuar con los demés objetos de la categoria a través de
los morfismos.

En el caso de la topologia fibrada, los objetos son las funciones continuas entre espacios
topoldgicos y los morfismos entre estos objetos son las funciones continuas compatibles con la
estructura fibrada. Especificamente, se consideran como objetos todas las funciones continuas



que van desde un espacio arbitrario y que tienen como codominio un espacio prefijado B
y los morfismos entre dos objetos, f : X — By g :Y — B son las funciones continuas
A: X — Y tales que el diagrama

X2,y

N

conmuta. Esta categoria se escribe normalmente como Topg. Una instancia importante,
que guia de alguna manera el desarrollo de la topologia fibrada, es el caso en el cual B es
un espacio unitario. En este caso particular se cumple Topy = Top. Es natural entonces
preguntar qué forma adquiere el concepto de compacidad y cémo se pueden generalizar los
métodos de compactificacion clasicos al caso de esta categoria mas general.

En lo que respecta al primer interrogante, se ha visto que para Topg el concepto de funcién
perfecta es el que maés se ajusta al papel que cumplen los espacios compactos en la topologia
general. Una funcién perfecta de X en B es una funcién continua cerrada y con fibras, f=1(b),
compactas para cada b € B. Algunas de las muchas propiedades que hacen de las funciones
perfectas la contra-parte fibrada ideal de la compacidad clasica son:

= El producto arbitrario de una familia de funciones es perfecto si y solo si cada una de
las funciones de la familia es perfecta. ([4, 3.7.9])

s f: X — Y es perfecta si y solo si para cada g : Z — Y la funcién m : X xy Z — Z
es cerrada. ([10, 4.3.2])

La primera propiedad es basicamente la extension del teorema de Tychonoff al caso fibrado.
La segunda propiedad representa la version fibrada de la caracterizacion de Kuratowski-
Mréwka de los espacios compactos.

El presente trabajo pretende abordar la respuesta a la segunda pregunta: ;cémo se pueden
generalizar los métodos de compactificacion a la topologia fibrada? Los estudios enfocados
en esta direcciéon fueron considerados inicialmente por Whyburn [17, 18], Dickman [3] y
Cain [1]. Después la escuela rusa encabezada por Pasynkov [13, 14, 15] se encargaria de
hacer un estudio mas sistematico, introduciendo nociones fundamentales como los axiomas
de separacion en su version fibrada y aplicarlos al problema de “perfectificacion”. Una de
las herramientas mas importantes introducidas por Pasynkov fue la de producto parcial,
con éste se buscd reproducir el método clasico de compactificaciéon de hacer una inmersion
de un espacio X en Il;cc+Iy, donde C* es el conjunto de todas las funciones continuas y
acotadas de X en R. Recientemente Nordo [11, 12] ha estudiado compactificaciones fibradas
de Hausdorff obteniendo caracterizaciones muy similares a las de la compactificacién de
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Tychonoff obtenida por Pasynkov. En el capitulo 2 se desarrolla detalladamente el proceso
de compactificacién obtenido por medio de estas herramientas.

De manera independiente James [6], trabajé el problema de la compactificacion fibrada
utilizando como herramienta el concepto de filtro atado, en este caso tratando de extender el
método clasico de compactificaciéon de Wallman. En el capitulo 3 se propone un método de
compactificacion fibrada, que pretende extender el proceso clasico de compactificacion por
medio de z-conjuntos y z-filtros. Cabe anotar que esta es la primera vez que este problema
es abordado en la literatura.



2 Topologia fibrada basica

2.1. Definiciones y propiedades elementales

La categoria sobre la cual trabaja la topologia general se denota Top, los objetos de Top
son los espacios topologicos y los morfismos entre dos objetos X y Y son todas las fun-
ciones continuas de X en Y. Por otro lado, en la topologia fibrada se trabaja con funcio-
nes continuas de un espacio topolégico arbitrario en un espacio topoldgico fijo, el cual se
llama el espacio base, es decir, desde un punto de vista categorico, los objetos son fun-
ciones continuas con un codominio comun. Ahora si consideramos dos objetos arbitrarios,
f: X —=>Byg:Y — B, los morfismos de f en g son las funciones continuas A : X — Y,
tales que go A = f, o en términos categdricos, las funciones continuas A : X — Y tales que
el siguiente diagrama conmuta

X ALy
Xl
B

Abusando de la notacion escribiremos A : f — ¢. Esta categoria se denota Topg.

@

Se extienden ahora algunas definiciones propias de Top a Topg. Se verd a lo largo del tra-
bajo que algunas de estas extensiones son bastante naturales mientras que algunas otras no
son tan evidentes. Las definiciones y resultados de este capitulo se basan esencialmente en
[6], [10] y [11]

Definicién 1. Dados f : X — B, g:Y — B y A : f — g decimos que X\ es sobreyectiva si
AMX) =Y.

En el caso de un morfismo sobreyectivo A : f — ¢, decimos que g es imagen de f.

Definicién 2. Dados f: X — B, g:Y — B y A: f — g decimos que X\ es denso si A\(X)
es denso en Y.

Dados f: X — B yg:Y — B decimos que X : f — g es un homeomorfismo st A : X —Y
es un homeomorfismo en el sentido usual.
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Dados f : X — B yg:Y — B decimos que el morfismo X\ : f — g es una inmersion si
A: X =Y es una inmersion en el sentido usual.

Dado f : X — B diremos que g : Y — B es una extension fibrada de f si existe una
immersion densa A\ : f — g.

Dadas h : Z — B y g:Y — B dos extensiones de f : X — B diremos que X\ : g — h es un
morfismo candnico si N|x = idx. (Aqui estamos identificando X con su imagen homeomorfa
tanto en'Y como en Z)

Ejemplo 1. Sean X = Z* con la topologia usual, Y = R con la topologia de colas a derecha
y B = {a,b} con la topologia grosera. Definimos las funciones f : X - Byg:Y — B
como f(x) =b, g(y) =a siy <0 yg(y) =0b en otro caso. Es claro que tanto f como g son
funciones continuas. Ahora si definimos X : f — g como A(x) = x, obtenemos un morfismo

en Topg, mds ain podemos asequrar que A una funcion densa, pues A(N) = R.

Ejemplo 2. Sean X = {z € R?: ||z|| < 1} y Y = {y € R? : ||y|| < 1}, con la topologia de
subespacio. Se definen las funciones f: X - R yg:Y — R como f(z) = ||z|| y 9(y) = ||y]-
Es bien conocido que tanto f como g son funciones continuas. Ahora definiendo \ : f — g,
como N(x1,x2) = (1,%2,0), se obtiene un morfismo en Topg. De hecho se tiene que X\ es
una inmersion fibrada.

Figura 2-1

Ejemplo 3. Sean X = Q? yY = R?, donde Y tiene la topologia usual y X tiene la topologia
de subespacio. Se definen las funciones f : X - R yg:Y — R como f((x1,22) =21+ 22 y
9((y1,y2)) = y1 + y2. Las funciones [ y g son claramente funciones continuas. Si se define
A f = g, como ANx1,x9) = (x1,22), se obtiene un morfismo en Topg. El morfismo X es
una instancia sencilla de una inmersion fibrada densa, es decir, g es una extension de f.
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Los axiomas de separacion se generalizan a Topg de la siguiente manera.

Definiciéon 3. Dada f : X — B diremos que f es Ty si para cada v # x' en X con
f(z) = f(2'), existe una vecindad de x en X que no contiene a z' o una vecindad de =’ en
X que no contiene a x.

Dada f : X — B diremos que [ es Ty si para cada x # ' en X con f(x) = f(2'), existe una
vecindad de x en X que no contiene a x' y una vecindad de x' en X que no contiene a x.
Dada f : X — B diremos que f es Ty si para cada x # x' en X con f(x) = f(2'), existen
una vecindad O de x y una vecindad Q) de 2’ tales que ONQ =0 .

Alternativamente se dice también que la funcién f : X — B es Tj fibra a fibra, 77 fibra a
fibra o T; fibra a fibra, segin sea el caso. Es de observar que, como en el caso de la topologia
general, se tienen las siguientes contenencias: Toda funcion 75 fibra a fibra es 7T fibra a fibra
y a su vez cada funcién T) fibra a fibra es Ty fibra a fibra.

Ejemplo 4. 5i f : X — B es un objeto de Topg y X es un espacio T;, entonces f es una
funcion T;.

Ejemplo 5. Sea el espacio topoldogico X definido como la suma topoldgica de los espacios
X1 = R con la topologia usual y Xo = R con la topologia de colas a derecha. Se define
f:X — B como f(x) =z, donde B =R con la topologia de colas a derecha.

Figura 2-2: Conjunto abierto tipico de X

La funcion f es una funcion Ty, Ty y Ty, a pesar que Xy no es ni siquiera un espacio Ty. En
efecto, para cada b € B, la fibra X, = f~1(b) estd dada por Xy = {x1, 22}, con 1 = b= 29
yx, € X1 y xo € Xg, al tomar como vecindad de x1 cualquier vecindad contenida en X1 y
como vecindad de x4 a todo X5, obtenemos un par de vecindades disjuntas.
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Ejemplo 6. Sea X = RU{0"} el conjunto con la topologia definida de la siguiente manera:
siz € R, los conjuntos (x—e, z+¢€), con 0 < €, forman un sistema fundamental de vecindades
para x; six = 07, los conjuntos (—e, e)U{0"}, con 0 < €, forman un sistema fundamental de
vecindades para 0%. Se define f : X — R, donde el codominio tiene la topologia usual, como
f(x)=x siz e Ry f(07) =0. La funcion f es un objeto de Topg. Se tiene también que f
es tipo Ty, pues para b # 0 se tiene que X, = {b}, luego se cumple la condicién de separacion
trivialmente para estas fibras. Por otro lado, para b =0 se tiene que X, = {0,07} y se puede
ver que el conjunto abierto (—1,1) C X cumple la condicion 0 € (—=1,1) y 07 ¢ (—1,1).
Afirmamos que la funcidn f no es de tipo Ty, pues para Xo = {0,07}, se tiene que toda
vecindad de 0T contiene también a 0 como elemento.

+ +
OO ® 0
f f
(a) Vecindad tipica de 0 (b) Vecindad tipica de 0T

Ejemplo 7. Hace falta muy poco en el ejemplo anterior para obtener una funcion Ty. De
hecho, si se cambia el sistema fundamental de vecindades de 0, por la familia de conjuntos
de la forma (—€,0) U (0,€) U{0T}, con 0 < ¢, se obtiene una topologia para X y la funcion
[ sigue siendo continua. Ahora bien, para esta funcion se tiene que Xy = {0,07} y los
conjuntos (—e,€), (—e,0) U (0,€) U{0T} son vecindades abiertas de 0 y 0%, respectivamente,
que cumplen la propiedad Ty. De igual manera se puede ver que esta funcion no es una
funcion Ty, pues los elementos de Xy no pueden ser separados por vecindades disyuntas.

(c) Vecindad tipica de 0 (d) Vecindad tipica de 0"
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Ejemplo 8. Sean X = {z € R? : ||z]| < 1}, f : X — R definida como f(x) = ||z| vy
g : X — R definida como g(x1,x5) = 1, donde X y R tienen las topologias usuales. Para
cada b € R se tiene que f~1(b) = {z € R? : ||z]| = b}, caso b € [0,1) y f~1(b) = 0 caso
b e R\ [0,1), mientras que para g se tiene que g1 (b) = {(b,y) € R : y*> < 1 —b?} caso
b] <1 yg'(b) =0 caso 1 < |b|. Como se menciond en el ejemplo 4 ambas funciones son
Ty, pues en cualquiera de los dos casos la topologia del dominio es la misma.

- — ASiEE ~
e . N / ' N
/ \ p \
f | |
] )
\ 5 \ /
N b e
~ _ o
f i g i
(e) Fibra tipica de f (f) Fibra tipica de g

Una de las caracteristicas mas importantes de adoptar el punto de vista fibrado es que la to-
pologia general se puede ver como un caso particular de la topologia fibrada, especificamente
cuando consideramos el espacio base B como un conjunto unitario se tiene que Top = Topg.
Esta relacion forma uno de los ejes centrales de desarrollo de la topologia fibrada.

Proposicion 1. Sean f: X - B, g:Y = ByA: f—g. 5 fesT;, 1=0,1,2 entonces A
también lo es.

Demostracion. Sean x # x’ en X, con A(x) = A(2'), como f(z) = goA(x) = goA(a') = f(a')
y f es T; entonces:

= si 7 = 0 existe una vecindad de x que no contiene a 2’ o existe una vecindad de =’ que
no contiene a .

» sii = 1 existen una vecindad de x que no contiene a 2’ y existe una vecindad de 2’ que
no contiene a x.

» sii = 2 existen vecindades disyuntas de z y de 2.

Luego A es T;. O
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Proposicién 2. Dadas f : X - B ,g:Y - B y\0:f—g. Si\x)=0(z) para todo x
en un subconjunto denso A C X y g es Ty entonces A = 0.

Demostracion. Supongamos que existe x € X tal que A(z) # 0(x). Por definicién, es claro
que g o A(z) = f(z) = gof(z) y como g es Ty entonces existen vecindades disyuntas de
Az) y O(x) en Y, dendtense por O y @, respectivamente. Por la continuidad de A y 6
tenemos que A1 (0) y 671(Q) son vecindades de z. La densidad de A nos asegura que existe
7 € AHO)NOHQ) N A, Tuego A(z') = 0(2'), es decir, A\(z') € O N Q, pero esto es una
contradiccién, luego no es cierto que exista z € X con A(z) # 0(x). O

Definicién 4. Dada f : X — B y X' C X, la restriccion de f a X', flx : X' — B se
llama una subfuncion de f.

Si X' es un subconjunto cerrado de X a f|x: se le llama una subfuncion cerrada de f y si
X' es un subconjunto abierto de X a f|x: se le llama una subfuncion abierta de f.

Proposicién 3. Sea f : X — B una funcion continua. Se tiene que f es una funcion
cerrada si y solo si para cada b € B y cada vecindad abierta O de la fibra X,, existe una
vecindad abierta W de b, tal que Xy C O.

Demostracion.

= Sean b € By O una vecindad abierta de X3, entonces b ¢ f(X \ O), luego existe una

vecindad abierta W de b tal que W C B\ f(X \ O). Entonces Xy C O.

< Si F es un subconjunto cerrado de X y b ¢ f(F'), entonces X \ F es una vecindad

abierta de Xj. Si W es una vecindad abierta de b, tal que Xy C X \ F, entonces
W C B\ f(F), es decir, f es una aplicacién cerrada.

0

Como es de esperarse se tienen las siguientes propiedades:

Proposicion 4. Toda subfuncion de una funcion T; es de tipo T; con i = 0,1, 2.

Demostracion. Sean f: X — B, X' C X yx,2’ € X' conz # 2"y f(x) = f(2').

= Si ¢ = 0, entonces existe una vecindad de z en X que no contiene a z’ o existe una
vecindad de 2/ en X que no contiene a z. Como las vecindades de x € X’ son de la
forma X’ N O con O vecindad de = en X se tiene que existe una vecindad de z en X’
que no contiene a z’ o existe una vecindad de =’ en X’ que no contiene a x.
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= Si i = 1 entonces existe una vecindad de x en X que no contiene a z’ y existe una
vecindad de 2’ en X que no contiene a x. Puesto que las vecindades de x € X’ son de
la forma X’ N O con O vecindad de z en X se concluye que existe una vecindad de z
en X’ que no contiene a x’ y existe una vecindad de ' en X’ que no contiene a x.

» Sii = 2 entonces existen vecindades disyuntas de x y 2’ en X. Dado que las vecindades
de x € X' son de la forma X’ N O con O vecindad de x en X se tiene que existen
vecindades disyuntas de x y 2’ en X'.

La regularidad completa de una funcién continua se define de la siguiente manera

Definicién 5. Decimos que una funcion f : X — B es completamente reqular si para cada
subcongunto cerrado FF C X y cada v € X \ F existen una vecindad W de f(x) en B y una
funcion continua s : Xy — [0,1] tales que s(x) =1 y s(F N Xy) C {0}.

Como en el caso de los otros axiomas de separacion, a una funcién completamente regular
también se le llama funciéon completamente regular fibra a fibra. En esta definiciéon se puede
ver que la atencion se desplaza del comportamiento sobre fibras individuales al comporta-
miento sobre franjas.

Completamos el conjunto de axiomas de separacién que utilizaremos a lo largo del trabajo
con la siguiente definicion

Definicién 6. Decimos que una funcion f : X — B es de Tychonoff si f es una funcion
completamente reqular y de tipo T,.

Ejemplo 9. Como en el caso de las propiedades Ty, Ty y Ts, st f: X — B es un objeto de
Topgp y X es un espacio completamente regular (de Tychonoff) entonces f es una funcion
completamente reqular (de Tychonoff).

Ejemplo 10. Si consideramos los ejemplos 6 y 7, se ve que en ambos casos {07} es un
congunto cerrado y claramente 0 ¢ {07}. No obstante, no existen una vecindad abierta W
de 0 y una funcion continua s : Xy — [0, 1] tales que s(0) =0 y s(07) = 1, pues para una
tal funcién los conjuntos s~1([0,1/3)) y s71((2/3,1]) serian vecindades abiertas disyuntas en
Xyw de 0 y 0T, respectivamente. Pero por los ejemplos 6 y 7 esto es imposible.

Proposicién 5. Toda funcion de Tychonoff es una funcion de tipo Ts.
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Demostracion. Sea f : X — B una funcién de Tychonoff y x # 2’ dos elementos de X tales
que f(x) = f(2’). Como f es una funcién tipo Tj, suponemos sin perdida de generalidad, que
existe una vecindad abierta O de x tal que 2/ ¢ O. Luego existen una vecindad W de f(x) en
B y una funcién continua s : Xy — [0, 1] tales que s(z) =1y s((X \ O) N Xw) C {0}, ésto
producto de la propiedad de completa regularidad de f. Ahora, como 2’ € (X \ O) N Xy, se
tiene que s(z’) = 0, luego si consideramos los conjuntos R = s~'([0,1/3)) y Q = s~ 1((2/3,1]),
es claro que 7 € Q, 2’ € Ry QN R = (0. Observamos también que tanto R como () son
conjuntos abiertos, gracias a la continuidad de s. Concluimos entonces que f es una funcién
tipo T5. 0

Proposicién 6. Toda subfuncidn de una funcidn completamente reqular (Tychonoff) es
también completamente reqular (Tychonoff).

Demostracion. Sean f : X — B una funcién completamente regular (Tychonoff), X’ C X
y flx : X’ — B la restriccién de f a X'. Si ' C X’ es un subconjunto cerrado de X'y
x € X'\ F entonces, como X' tiene la topologia heredada de X, el conjunto F' es de la
forma FF'= E'N X', con E un subconjunto cerrado de X y = € X \ E. Entonces existen una
vecindad W de f(z) y una funcién s : Xy — [0, 1] tales que s(z) =1y s(Xw N E) C {0},
pues f es una funcién completamente regular. La restriccién de s a X' N Xy también es
continua y s|xnx, : X' N Xw — [0, 1] satisface s|xnx, () =1y s|xnx, (F) C {0}. Nétese
la relacién X’ N Xy = Xj,. Concluimos que f|xs es completamente regular.

Por 1ltimo, si ademas de ser f completamente regular es de tipo Ty, la Proposicién 4 nos
dice que f|y: es también de tipo Tj. ]

Proposicién 7. Si B es un espacio topolégico de Tychonoff y f : X — B es una funcion
de Tychonoff entonces X es un espacio topologico de Tychonolff.

Demostracion. Sean F' un subconjunto cerrado de X y a € X \ F. Puesto que la fun-
cién f es de Tychonoff, existen una vecindad abierta W de f(a) y una funcién continua
s Xw — [0,1], tales que s(a) = 1y s(F N Xw) C {0}. Ahora si consideramos f(a) y el
conjunto cerrado B\ W, es claro que f(a) ¢ B\ W, luego existe una funcién r : B — [0, 1],
tales que r(f(a)) =1y r(B\ W) C {0}, pues B es un espacio topolégico de Tychonoff.
Definimos h : X — [0, 1] por:

h(z) = clx)xr(f(x)) =€ Xy
0 il?EX\Xw.

Se tiene que h(a) = s(a) xr(f(a)) =1y h(F) C {0}, pues si x € F, o bien x € FF'N Xy en
cuyo caso h(x) = s(x)xr(f(x)) =0xr(f(x)) =0, 0 bien x € F'\ Xy en cuyo caso h(z) = 0.
Afirmamos que h : X — [0, 1] es continua. En efecto, sea A un subconjunto abierto de [0, 1]
v z € h™1(A). Se pueden dar dos casos h(z) # 0 6 h(x) = 0. En el primer caso se tiene que
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x € Xyw, por lo tanto se puede considerar la restriccion de h a Xy, que es la composicién
de dos funciones continuas, de donde h|x,, es continua. Por lo tanto existe una vecindad
abierta O de x en Xy, y por lo tanto abierta en todo X, tal que h(O) C A. En el caso que
h(z) =0, existe un 0 < ¢ < 1, tal que [0,¢) C A. Se define el conjunto O = f~1(r=1([0,¢))).
Observamos que O es un subconjunto abierto de X, dado que f y r son continuas, y tal que
x € O. Ahora, se cumple que h(O) C [0,¢), pues si 2’ € O se presentan dos casos, o bien
e 0N (X \Xw)obien 2’ € O\ (X \ Xw). En el primer caso h(z’) = 0. En el segundo
caso se cumple que 0 < r(f(2')) < cy 0 < s(a’) <1, por lo tanto 0 < s(z’) * r(f(2')) < c.
[

Definicién 7. Sea {g, : Xo — Blaea una familia de funciones continuas con codominio
comun. Definimos el producto fibrado 1lp X, de la familia {gy}taen como el subespacio del
producto cartesiano 11X, cuyos elementos satisfacen la condicion

v €llpX, <= ga(ma(r)) = gv(wv(m))

para cada par o, v € A.

Dotamos al espacio 11X, de la topologia heredada de II.X,. Adicionalmente definimos
p : lpX, — B por g.(ma(x)), para un a € A. Se puede ver que estd funcién esta bien
definida y es continua, pues g, y 7, son funciones continuas.

Veremos ahora que las propiedades de separacién se conservan también por productos fibra-
dos.

Proposiciéon 8. Sea {g, : Xo — Blaea una familia de funciones continuas con codominio
comin, cuyo producto fibrado es no vacio. Si g, : Xo — B es una funcion de tipo T; para
cada o« € A entonces el producto fibrado de la familia {go : Xo — B}aca también es de tipo
T;.

Demostracion. Sean {Zo}aen # {2ataea dos elementos de [[zX, tales que
P({zatacr) = P({zataeca), donde p : [[5 X — B es la funcién inducida por la fami-
lia {go : Xa — Bl}aeca. Dado que {zo}acar # {2Zataen, existe a € A tal que x4 # 2z, ¥
9a(Ta) = ga(za)-

To). Como g, : X, — B es una funcién tipo Tp, existe, sin pérdida de generalidad, un
conjunto abierto O, en X,, tal que z, € O, y zo ¢ O,. Ahora el conjunto @ =
7,1 (Oa) N[5 Xa es una vecindad bésica de {z4}taca, tal que {24 }aca ¢ @, es decir,

p: 1z Xo = B es una funcioén de tipo Tj.

Ty.) Dado que g, : X, — B es de tipo T}, existen vecindades O y @ de x, v 24, respectiva-
mente, tales que z ¢ O, x ¢ Q. Si consideramos los conjuntos O' = 7, 1(0) N [[5 Xa
y Q' = 7,1(Q) N[5 Xa, vemos que éstos forman vecindades basicas de {Zs}aer ¥
{Za}acn, respectivamente, tales que {4 }acn & Q' Y {Za}aca ¢ O'. Concluimos que
p: 15 Xo — B es una funcioén de tipo 75.
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T5.) Como g, : X, — B es una funcién de tipo T, existen subconjuntos de X, abiertos dis-
juntos O y @ tales que z, € Oy z, € Q. Se consideran entonces las vecindades basicas
de {@a}aca ¥ {Za tacn, dadas por O' = 7,1 (O)N][ 3 Xa v Q' = 7, (Q)N] 1 5 Xa, respec-

tivamente.
Se tiene que O'NQ’ = ), pues de lo contrario si {y, }aca € O'NEQ" entonces 7, ({Ya baca) €
O N @ = (), una  contradiccidn. Concluimos  entonces  que

p: [[5 Xa — B es una funcién de tipo 5.
]

Proposicién 9. Sea {g, : X0 = Blaen una familia de funciones continuas con codominio
comun, cuyo producto fibrado es no vacio. Si g, : X, — B es una funcion completamente
reqular (de Tychonoff) para cada o« € A entonces el producto fibrado de la familia {go :
X, — Blaea también es una funcion completamente reqular (de Tychonoff).

Demostracion. Sean F' C [[5 X, un conjunto cerrado y = {4 }aer € [[5 Xa, tales que
x ¢ F. Existe una familia finita {O;};, con O; un subconjunto abierto de X,,, tal que
x € ﬂm;}(Oi) C (I[Ig Xa)\ F. Es claro que z,, € O; para cada ¢ = 1,2,..,n y puesto que ca-
da ¢,, : Xa, — B es completamente regular entonces existen vecindades W; de g, (%4,) en By
funciones  s; : (Xa))w; — [0,1] tales que  s;i(zq;) = 1y
$i((Xa)w; N (Xa, \ 0i)) C {0}. Si consideramos W = M;W;, tenemos que W es un con-
junto abierto de B con gq,(%s,) = p(x) € W, donde p : [[5 X4 — B es la funcién inducida
por la familia {g, : X, — Bl}aea. Definimos las funciones r; = s; 0 1o, : p~ (W) — [0,1] y
consideramos la funcién r : p~' (W) — [0, 1] definida como r(z) = min{r;(z) : i = 1,2, ...,n}.
Observamos que r es continua, pues cada una de las r; es continua. Ahora la funcién r cumple
r(z) = 1, pues para cada ¢ se tiene que r;(z) = 1, ademds si z € p~' (W) \N;7; ! (O;) entonces
existe i tal que 7o, (2) & O; y 7o, (2) € g; H(W), luego 74(2) = 54(7a,(2)) = 0y r(z) = 0. Por
otro lado tenemos que F'Np~ (W) C p~ (W) \ (Nim; 1 (O;)), luego r(F Np~'(W)) C {0}, es
decir, p : [[5 Xo — B es una funcién completamente regular.

Finalmente, si ademas de ser completamente regular, cada g, : X, — B es una funcién de
tipo T, la Proposicién 8 nos permite decir que p : [[5 X, — B también es de Tychonoff. [

2.2. Compacidad

Definicién 8. Dada una funcion continua f : X — B, diremos que f es compacta si f

es una funcion perfecta, esto es, f es una funcién cerrada y f~(b) es compacto para cada
be B.

Como en el caso de los axiomas de separacién diremos alternativamente que la funcion
f X — B es compacta fibra a fibra.

Las funciones compactas fibra a fibra gozan de un conjunto de propiedades similares a las de
los espacios compactos de la topologia general, a continuacién detallamos algunas de ellas.
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Proposicién 10. Toda imagen de una funcion compacta f : X — B por un morfismo de
Topg es compacta.

Demostracion. Sean f : X — B una funcién compactay A : f — g un morfismo sobreyectivo
de feng:Y — B.

Si w,z € Y son tales que g(w) = ¢g(z), entonces w = A(z) y z = A(a’), para algin par
xz, 2" € X. Luego f(z) = g(Mx)) = g(w) = g(z) = g(A(z')) = f(2'), es decir, w y z son
imagenes de elementos en la misma fibra por f. Luego cada fibra en g es imagen de una fibra
en f. Ahora, como cada fibra en f es compacta y A\ es continua, se tiene que las fibras en
A(X) son compactas.

La funcién g es cerrada. Pues si F' C Y es un conjunto cerrado entonces A~ (F) es un conjunto
cerrado en X. Ahora, f(A7}(F)) es un conjunto cerrado, ya que f es una funcién cerrada,
v AATYF)) = F, por sobreyectividad de X. Luego f(A"1(F)) = gA\(A\"(F))) = g(F)

es un conjunto cerrado.

]

Ejemplo 11. Si consideramos el espacio X = {z € R? : ||z|| < 1} del ejemplo 8 y las
funciones f : X — [0,1) y g : X — (—1,1) definidas como f(x) = ||z| y g(x1,22) = 21,
tenemos que f es compacta y g no lo es. En efecto, para cada b € (—1,1) el conjunto g=*(b)
no es compacto, pues éste es homeomorfo a (0,1).

Por otro lado, para cada b € [0,1) se puede ver que f~1(b) es un conjunto compacto, pues
se puede identificar con S' o con un punto, caso b > 0 o b = 0, respectivamente. Falta
pues comprobar que f es una funcion cerrada. Utilizamos la Proposicion 3. Si O es una
vecindad abierta de la fibra f~1(b), con b € [0,1), entonces el conjunto F = X \ O es cerrado
y fHO)NF = 0. Como f~1(b) es compacto, existe v > 0 tal que para todo z € F y todo
z € f71(b) se cumple |z—x|| > v. En efecto, supongamos que para todon € N ezisten z, € F
Yy, € f71(b) tales que ||z, —x,|| < 1/n. Por compacidad de f~1(b), existe una subsucesién de
{x,}, digamos {x,, }, convergente a unp € f~1(b). Luego ||p—zu, || < |lp—Tn, ||+ [T, — 20, |
y puesto que ||p — xp, || = 0, ||2n, — Zn, || = 0 cuando k — oo, se concluye que {z,,} — p.
Como F' es cerrado, se tiene que p estd en F, una contradiccion.

Afirmamos que f~'(b—v,b+v) C O. Sixz € X\ O entonces ||x — (bxz/|z||)| es la minima
distancia de x a un punto de f~1(b), por lo tanto v < ||z — (bxz/|z||)|, es decir, b+v < ||z||
ollz|| <b—v. Concluimos que x & f~1(b—uv,b+v).
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F \ \
1 -1 1
(g) La funcién f es compacta (h) La funcién g no es compacta

Es de notar que si se considera la funcion f obtenida al cambiar [0, 1) por [0, 1], se tendrd una
funcidén que no es cerrada. Para ver ésto basta considerar f~(1) = 0 y la vecindad de () dada
por{z :||z|| < 1/2}. Es claro que para toda vecindad W de 1 en [0, 1] eziste x € Xy tal que
||| > 1/2.

Proposicion 11. Toda subfuncion cerrada de una funcion compacta f es una funcion com-
pacta.

Demostracion. Sean f : X — B una funcién compacta y X’ C X un conjunto cerrado en
X. Como X; = X, N X', X, es compacto y X’ es un conjunto cerrado entonces X; es un
subconjunto cerrado de Xj. Ahora como cada subconjunto cerrado de un conjunto compacto
es compacto, se tiene que cada fibra en X’ es un compacto.

La imagen de un conjunto cerrado F' en X’ es cerrada. Pues F' = X'N E, con E un conjunto
cerrado en X, luego F' es cerrado también en X y su imagen es un conjunto cerrado, pues f
es una funciéon cerrada. O

Proposicién 12. Toda subfuncion compacta de una funcion de tipo Ty es una subfuncion
cerrada.

Demostracion. Sean f: X — B una funcién de tipo Ty y X' C X, tales que f|x : X' — B
es una funciéon compacta. Queremos ver que X’ es un subconjunto cerrado de X. Tomemos
re€ X\ X Sixzé¢ f1(flx(X") entonces, al ser f|y, compacta, se tiene que f|x/(X’) es
un conjunto cerrado de By f(x) ¢ f|x/(X’). Luego existe una vecindad W de f(x), tal que
W N flx/(X’) = (. Por lo tanto se tiene que Xy N X' = (), es decir, existe una vecindad Xy
de z tal que Xy N X' = 0.
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Ahora, siz € X\ X'y x € f~1(f|x/(X")), se puede ver que para cada a € X' N f~1(f(x))
existen conjuntos abiertos O, 3 ay Q, 3 z, tales que O,NQ, = 0, pues f es una funcién de ti-
po T,. La familia {O,} es wun cubrimiento por conjuntos abiertos de
X'Nf7Yf(z)) v flx es una funcién compacta, luego existe una subfamilia finita {O,,}
de {O,}, que cubre a X' N f~1(f(x)). Ahora, por construccién de los conjuntos Q,,, se tiene
que z € NQ,,. Como la funcién f|y: es cerrada, para el cubrimiento {O,,} de la fibra X' N
S71(f(z)) existe una vecindad W de f(z) en B (Proposicién 3), tal que X’NXy C UQ,,. Con-
cluimos que =z € Xy N (NQu) v [(NQ.) N Xw] N X' = 0, pues
[(NQa,) N Xw] N X" = (NQa;) N [Xw N X'] C (NQa,) N (UOs,) = 0. O

Proposicién 13. Todo morfismo de una funcion compacta en una funcion de tipo Ty es
compacto.

Demostracion. Sean f : X — B una funcién compacta, g : Y — B una funcion de tipo T5
y A: f — g un morfismo en Topg.

Veamos primero que A~ '(y) es compacto para cada y € Y. En efecto, existe algin b € B
tal que y € ¢ !(b) y podemos asegurar que existe un conjunto cerrado F C Y tal que
Fng(b) = {y}, pues g es de tipo Ty. Adicionalmente, la continuidad de A\ implica que
A7L(F) es un conjunto cerrado en X . Por otro lado, tenemos que A= (F)Nf 1 (g(y)) = A\~ (y),
pues si x € A7(y) entonces A(x) =y € F, luego © € A™H(F) y g(\(z)) = g(y) = f(x), por
lo tanto = € f~(g(y)), es decir, A" (y) C A (F) N f~'(g(y)). En la otra direccién, se tiene
que si x € AHF) N f1(g(y)), entonces z € f71(g(y)), luego = esta sobre la fibra de g(y)
en X y AM(z) € F, donde F solo tiene a y como elemento sobre la fibra de b en Y, es decir,
x € A !(y). Tenemos entonces que A~*(y) es un subconjunto cerrado del conjunto compacto
f~Yg(y)), concluimos que A~!(y) es compacto.

Veamos ahora que A es una funcién cerrada. Sea £ C X un conjunto cerrado. Como f es
una funcién compacta, la Proposicién 11 nos dice que f|g : E — B es compacta, luego su
imagen g|xg) : A(£) — B es compacta y por lo tanto A(E) es un conjunto cerrado de Y,
ésto por la Proposicién 10 y la Proposicion 12. [l

Una herramienta 1til de determinar la compacidad de una funcién viene dada por la siguiente
proposicion

Proposicién 14. Una funcion f : X — B es compacta si y solo si para cada b € B y
cada cubrimiento O de X, por subconjuntos abiertos, existen una vecindad W de b y una
subfamilia finita de O que cubre a Xy .

Demostracion.

= Como X, es compacto, existe una subfamilia finita A de O que cubre a X,. Entonces
JA es una vecindad abierta de X,, luego dado que f es una funcién cerrada, la
Proposicién 3 nos dice que existe una vecindad abierta W de b tal que Xy C |J.A.
Tenemos pues que | J.A cubre a Xy .
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< Dados b € B, W una vecindad abierta de b y O un cubrimiento de la fibra X, por
conjuntos abiertos de X, tenemos, por hipotesis, que existe una subfamilia finita A
que cubre a Xy y por lo tanto también a X, es decir, la fibra X, es compacta. Ahora,
para ver que la funcién f es cerrada basta observar que toda vecindad abierta O de la
fibra X, forma un cubrimiento de la misma, luego por hipétesis existe una vecindad
abierta W de b tal que Xy C O, pero ésto es equivalente a ser una funcién cerrada,

de acuerdo a la Proposicion 3.
m

Ejemplo 12. Consideremos el espacio I = 11"[0,1]. Para las funciones f : I" — R,
g IV = Ry N I" = I definidas como f((2:)iz12,..n) = 1, 9;((%)iz12,. n-1) = 21
(las proyecciones en la primera componente) y X;((z:)i=12,..n) = (%i)i=1,2,.j-1j+1...n donde
1 # j. Tenemos que \; es un morfismo entre las funciones f y g;, es decir, f = g; o Aj.
Ademds, se cumple que:

» La funcion f es compacta: Sea O un cubrimiento por conjuntos abiertos de X. Fxiste,
para cada x € Xy, una bola abierta Be, () alrededor de x contenida en un elemento
de O. Puesto que Xy, es producto de compactos y {Be,(x)}zex, €s un cubrimiento por
conjuntos abiertos, existen finitos x1 s, ..., ¥, € X, tales que X, C UBEIZ, (x;) ¥y
Be, (z;) € O;, donde O; € O. Definimos € = min{e,, }. Se tiene que

i

Xy © Xp—epre) © UBemi (z;) C U O;.
Ast, por la Proposicion 14, la funcion f es compacta.

» Las funciones \; son compactas: Puesto que las funciones g; son funciones tipo T y
f es compacta, la Proposicion 13 nos dice que \; es una funcion compacta.

» Las funciones g; son compactas: Es claro que las funciones \; son sobreyectivas, luego
por la Proposicion 10, las funciones g; son compactas.

2.3. Filtros atados y compacidad

En esta seccién introducimos el concepto filtro atado y desarrollamos algunas de sus propieda-
des basicas. Cerramos la seccién con una caracterizacion de las funciones fibradas compactas
por medio de filtros atados. El contenido de esta seccién esta basado en [10].

Definicién 9. Sea f : X — B un objeto de Topg. Un filtro § sobre X, es un b-filtro o un
filtro atado a un punto b € B, si el filtro f.§ generado por la base {f(G) : G € §} converge
ab.
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Ejemplo 13. Consideramos el espacio X = {x € R? : |jz|| < 1} del ejemplo 8 y las
funciones f: X —[0,1), g : X — (=1,1) definidas como f(x) = ||z||, g(x1,22) = z1. Sea
b € (0,1), para el filtro §, sobre X, generado por la familia de conjuntos
G={reX:a<|z| <ccona<b<c}, tenemos que § es un b-filtro para la funcion f,
mas no es un b-filtro para la funcion g, pues para esta ultima las vecindades (b—€,b+€) no
son, en general, superconjuntos de los conjuntos g,G, puesto que —b € g.G, para todo G.

Definicién 10. Sean f : X — B wuna funcion continua y § un b-filtro. Una coleccion
B C § es una base para §, si para cada G € § existen H € B y W wvecindad de b tales que
XwNHCQG.

Proposicion 15. Sean f : X — B una funcion continua y 8 una base para un b-filtro §.
Se tiene que:

1. 8t Hy, Hy € ‘B entonces existen H € B y W wecindad de b, tales que
HnN Xy C Hy N H,.

2.8 #0yHnN Xy # 0 para todo H € B y toda vecindad W de b.

Demostracion.

1. Por hipdtesis, tenemos que B C §, con § un b-filtro. Por lo tanto H; N Hy € § y, por
definicion de base, existen H € 8 y W vecindad de b, tales que H N Xy C Hy N Hs.

2. Es claro que 23 es no vacia. Ahora, sean H € 8 y W una vecindad de b. Como B C §
v f+§ genera un filtro convergente a b, se tiene que f(H)NW # (). Luego existe x € H,
tal que f(xz) € W o equivalentemente x € H N Xyy.

m

Proposicién 16. Sean f: X — B una funcion continua y b € B. Si B es una coleccion de
subconjuntos de X que satisface 1. y 2. de la Proposicion 15, entonces la familia

§={GCX:HnNXw CG para algin H € B y alguna vecindad W de b}
es un b-filtro y B es una base para §.

Demostracion. Primero observamos que 8 C §. Basta tomar en la definicién de §, la vecin-
dad de b, W = B, y ver que H N Xy = H, para cada H € ‘8.

La coleccion § es un filtro. La observacién 8 C § y la condicién 2. de la Proposicion 15, nos
dicen que § es una coleccién no vacfa. De igual manera podemos observar que () ¢ §, ésto
por la condicion 2. y la definicién de §. Ahora, si G1, G5 € § entonces existen Hy, Hy € B y
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vecindades Wy, Wy de b, tales que Hy N Xy, € G v HoN Xy, C Gs. Por lo tanto, utilizando
la propiedad 1., existen H € B y W vecindad de b, tales que H N Xy C Hy N Hy. Luego
HNO Xwawyows € Hi N Ho N Xywoaw,aw, © G NGy, es decir, Gy NGy € §. El hecho que f,§
genera un filtro que converge a b se obtiene facilmente al notar que, por la condicién 2., se
tiene trivialmente que {Xw }weve) € 3, luego V(b) C f.3.

Finalmente, que la familia 8 es una base es claro de la definicion. O]

Proposiciéon 17. Sean f : X — B, g : Z — B dos objetos de Topg y A : [ — g un
morfismo. Si B es una base para un b-filtro sobre X entonces \,B = {\(H) C Z : H € B}
es una base para un b-filtro sobre Z.

Demostracion. Observemos primero que para cada vecindad W de b y cada subconjunto
A C X, se tiene que AM(AN Xy ) = A(A) N Zw. Es obvio que A(AN X ) CAA)NAXw) C
A(A) N Zy . Veamos que A(A) N Zw C A(ANXw). Si z € A(A) N Zy entonces z = A(x), con
reAy f(z) = g(\Nx)) =g(z) € W. Luego v € Xy y x € A, por lo tanto x € AN Xy y
z=ANz) e M(AN Xw).

Sean G, Gy € A\.B. Entonces existen Hy, Hy € B tales que G; = A(Hy) vy G2 = A\(Ha).
Por la condicién 1. de la Proposicion 15, tenemos que existen H € B y W vecindad de b,
tales que H N Xy C Hy N Hy. Teniendo en cuenta que N(H N Xy ) = MH) N Zw y que
A(Hy N Hy) € AN(Hy) N A(H3), obtenemos A\(H) N Zw C A(Hy) N A(H3).

Por otro lado, es claro que A\,28 # (), pues por hipétesis, B # (). Ahora, si G € f,B, tenemos
G = MH), con H € B. Luego HNW ## (), para toda vecindad W de b. Por lo tanto,
GNZw = ANHNXy) # 0, para cada vecindad W de b. O

Definicién 11. Sean f : X — B wuna funcion continua y b € B. Decimos que el b-filtro
§ sobre X converge a v € X, si x € X, y el conjunto de vecindades de x, V(z), satisface

V(r) 3.

Definicién 12. Sean f : X — B una funcion continua , b € B y § un b-filtro sobre X.
Decimos que un punto x € X es adherente a §, si x € X y x € G para todo G € §.

Ejemplo 14. Sean f : X — B una funcion continua y § un filtro sobre X que converge a
x € X. De la continuidad de f, es claro que § es un f(z)-filtro y que § converge a x en el
sentido de la Definicion 11.

Ejemplo 15. Para el espacio X = {x € R? : ||z|| < 1} del ejemplo 8 y la funcién f :
X — [0,1) definida como f(x) = ||z||, el b-filtro § generado por la familia de conjuntos
G={re X :a<|z| <ccona<b<c} no converge a ningin punto, pues para cada
r € X, con ||z|]| = b, se tiene V(z) € §.
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Ejemplo 16. Sean los espacios X = {c,d}, con la topologia dada por {0,{d},{c,d}}, y
B = {a,b}, con la topologia grosera. Definimos la funcion f : X — B, como f(c) = a y
f(d) = b. El conjunto § = {{c,d}} es un b-filtro mds no es un b-filtro convergente en el
sentido de la Definicion 11. En efecto, si § fuera un b-filtro convergente la tunica opcion
seria converger a d € Xy, pero ésto es imposible pues {d} ¢ §. Ndtese que § es un filtro
convergente a ¢ € X, pero ¢ ¢ Xy. Por otro lado, §, también se puede ver como un a-filtro y
utilizando la observacion anterior, se tiene que § converge a ¢ en el sentido de la Definicion
11.

Proposicién 18. Sea f : X — B en Topg. Se tiene que f es una funcion de tipo Ty si y
solo si cada b-filtro converge a lo mas a un punto x € Xp.

Demostracion.

= Razonamos por contradiccion. Suponga que exista un b-filtro § sobre X que converge
a dos puntos distintos x, 2’ € X;,. Como f es una funcién tipo 75, existen vecindades
disjuntas O, O" de x y a2/, respectivamente. Por convergencia de § se cumple que O,
O’ € §, luego por propiedades de filtro ) = O N O’ € F, una contradiccidn.

< Razonamos por contradiccién. Supongamos que f no sea una funcién tipo 75. Entonces
existen b € B y puntos distintos z,2’ € X}, tales que para todo par de vecindades
O eV(x)y O € V(x'), se cumple que O N O" # (). Definimos la familia

§={H C X :HDO0ONO para algin par O € V(z) , O’ € V(z')}

Se tiene que § es un b-filtro con la propiedad V(z) C §y V(2') C §, es decir, converge
ary ax. Una contradiccion.

]

Definicién 13. Sean f : X — B una funcion continua, b € B y i un b-filtro sobre X.
Decimos que L es un b-ultrafiltro si 34 no esta contenido propiamente en ningun otro b-filtro.

Proposicién 19. Todo b-filtro esta contenido en algin b-ultrafiltro.

Demostracién. Sea § un b-filtro y A la familia de todos los b-filtros que contienen a §.
Definimos una relacién de orden en N de manera que para § € Ny ¢ € N se tiene que
§ < €siysolosi§ C ¢ Afirmamos que toda cadena en N estd acotada superiormente.
En efecto, si A es una cadena, ésta tiene a [ J.A como cota superior. El lema de Zorn nos
permite concluir que en N hay elementos maximales, es decir, b-ultrafiltros. O]
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Proposicién 20. Dada f : X — B en Topg, son equivalentes

1.

f es una funcion compacta.

2. Todo b-filtro sobre X tiene un punto adherente sobre Xj.

3. Todo b-ultrafiltro sobre X converge a un punto sobre Xj.

Demostracion.

1.=2.

2.=3.

3.=1.

Supongamos que el b-filtro § sobre X no tiene puntos adherentes. Para cada x € X,
existen una vecindad O, en X y un elemento H, € §, tales que H, N O, = (). Puesto
que X3 es compacto, existen puntos zi,..., z, € X; que satisfacen X C U;=1 ,,Oq,
y puesto que f es cerrada, existe una vecindad abierta W de b en B, tal que
Xw C Uizt 0Oy, Sea F' = Moy o Hy,. S1V € f(F) N W, existe a € F N Xy,
tal que f(a) = 0. Entonces a € O,, N H,,, para algun i € {1,...,n}. Esto es contradic-
torio, luego f(F)NW =0 y § no es un b-filtro. Concluimos que el b-filtro § tiene por
lo menos un punto adherente.

Supongamos que 4 es un b-ultrafiltro sobre X y que x € X, es adherente a 4. Si
O € V(x), entonces O € 4l de lo contrario, {O N H : H € i} generaria un b-filtro
sobre X, que contiene propiamente a i{.

Sean b € B y O un cubrimiento de X, por subconjuntos abiertos de X. Supongamos
que para cada vecindad abierta W de b y cada subcoleccion finita A de O se tiene que
Xw \ UA # 0. Afirmamos que la coleccién

B = {Xy \ UA: W es una vecindad abierta de b, A C O es finito}

es base para un b-filtro. En efecto, si Hy, Hy € B, existen vecindades abiertas Wy, W,
de by subcolecciones finitas A, Ay de O, tales que H; = Xy, \UA; v Hy = Xy, \UAs.
Es claro que H = Xy, nw, \U(A1 UAy) € HyN Hy. Tenemos que H € B, pues A; U A,
también es una subcoleccion finita de O. Por otro lado tenemos que, por definicién,
B # (). Finalmente, si V es una vecindad de by H € 9B, entonces H = Xy \ UA # 0,
para alguna vecindad W de b y alguna subfamilia finita A4 de O, luego H N Xy =
(Xw \UA) N Xy = Xy \ UA, siendo ésta dltima diferente de vacio, por hipdtesis.

La Proposicién 19 nos dice que el b-filtro generado por B esta contenido en un b-
ultrafiltro 4 sobre X que , por hipdtesis, converge a un punto x € X,. Ahora bien,
existe O € O tal que = € O, entonces O € i, pero también X \ O = Xp\ O € 4
lo cual es absurdo. Entonces existen una vecindad abierta W de b y una subcoleccion
finita de O que cubre a Xy, que es equivalente a decir que f es una funciéon compacta,
gracias a la Proposicion 14.

O
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La siguiente proposicion extiende al caso fibrado el teorema de Tychonoff.

Proposicién 21. Sea {go : Xo — Blaea una familia de funciones continuas con codo-
minio comin. Entonces el producto fibrado de la familia {go}aca €s compacto si y solo si
Jo : Xo = B es una funcion compacta para cada o € A.

Demostracion.

= La Proposicién 10 y el hecho que 7, : [[5 9o — ¢, €s una funcién fibrada continua y
sobreyectiva, nos aseguran que g, : X, — B es una funcién compacta.

< Sea 4l un b-ultrafiltro sobre [[ 5 X,, con b € B. Para cada o € A, se tiene que la familia
B, = {7.(G) : G € U} es base para un b-filtro i, sobre X,. En efecto, la familia B,
es no vacia, pues U # (). Ahora si H € B, y W C B es una vecindad de b, entonces
HN(Xo)w # 0. Pues H = m,(G), con G € U, luego GN ([[5 Xa)w # 0 y por lo tanto
0 # 7o (GN([15 Xa)w) € HN(X,)w. Ahora si Hy, Hy € B, entonces H; = 7,(G1) ¥
Hy = 1, (Ga), con Gy, Go € 4, luego G1 NGy € Uy mo(G1 N Ga) C 7o (Gr) Na(G2) =
H, N Hs.

Como g, : Xo — B es una funcién compacta, cualquier b-ultrafiltro converge a
un punto z, € (X,),. En particular cualquier b-ultrafiltro que contenga a il, con-
verge a un punto x, € (X,),. Se tiene entonces que el b-ultrafiltro 4 converge a

(xa)oceA S (HB Xa)b-
O

2.4. Compactificacion

Empezamos esta seccion definiendo qué es lo que entendemos como una compactificacion de
una funcién continua.

Definicién 14. Sea f : X — B una funcion continua. Diremos que cf : X¢ — B es una
compactificacion de f, si cf es una extension compacta de f.

Ejemplo 17. Para el espacio X = {x € R? : ||z|| < 1} y la funcidn g : X — (—1,1) definida
como g(x1,z2) = w1, tenemos que cg : X¢ — (=1,1), con X¢ = {(z1,79) € R? : 2 + 23 <
Ly l|xy| # 1} y cg(xy, z2) = x1, es una compactificacion de g. En efecto, veamos que cg es
compacta. Sean b € (—1,1) y O un cubrimiento de X, por conjuntos abiertos. Para cada
x € Xy existe una bola B, (x) que estd contenida en algin elemento de O. Utilizando la
compacidad de Xy, se puede asequrar la existencia de un conjunto finito {x1, 2, ...,x,} T X,
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tal que B, (z;) € O; € O y X, C B, (x;). Definimos ¢ = min{e,,}. Tenemos que

7 7

X(p—epte) €5 tal que
X(bfe,bJre) g UBG% ($z) g U O’L

luego por la Proposicion 14 cg es compacta.
La funcion cg es una extension de la funcion g. Basta observar que al definir A : X — X°¢
como A(x1,x2) = (71, 72) obtenemos una inmersion en Top_, 1) y que X = Xe.

Ejemplo 18. §i se modifica ligeramente la funcion g del ejemplo anterior colocando
g" X — (—1,1], se puede ver que la funcién cg* : X¢ — (—=1,1], con X° como en el
ejemplo anterior, no es una compactificacion de g*. En efecto, cg* no es una funcion com-
pacta. Si se considera el conjunto X{ =0 y el cubrimiento O = {{x € X°: |jz| < 1/2}} de
X, se tiene que para toda vecindad W de 1 en (—1,1], se cumple

Xw \{r € X°: |z|| < 1/2} # 0.

dado que siempre existe v € Xw tal que ||z|| > 1/2.

Definicién 15. Sean kf : X* — B y cf : X¢ — B dos compactificaciones de una funcion
f: X — B. Decimos que

» kf es projectivamente mayor que cf y lo denotamos como kf > cf, si existe un
morfismo candnico X : kf — cf (Definicion 2).

» kf es equivalente a cf y lo denotamos como kf ~ cf, si existe un homeomorfismo
canonico X : kf — cf.

Proposicién 22. Sean kf : X¥ — B y cf : X¢ — B dos compactificaciones de Hausdorff
de una funcion f: X — B. Se tiene que kf ~cf si y solo sikf >cf ycf > kf.

Demostracion.

= Si existe un homeomorfismo canénico A : kf — cf es claro que A™' : ¢f — kf es un
homeomorfismo canénico también. Luego kf > cf v c¢f > kf.

<= SiA:kf —cfy0:cf— kfsondos morfismos candnicos, entonces o\ vy idx+ son dos
morfismos sobre la funcién de tipo Ty, kf : X* — B. Estos morfismos coinciden sobre
la imagen de X en X*, que por definicién es densa en X*. Luego, por la Proposicién
2, 8 o A = idxr. Razonando de igual manera se obtiene que A o 8 = idx.. Por lo tanto

A es un homeomorfismo canoénico de kf en cf.
O
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El resultado anterior nos permite definir una relacién de equivalencia sobre la familia de
todas las compactificaciones de Hausdorff de una funcién dada y la Definicién 15 nos per-
mite establecer una relaciéon de orden sobre las clases de equivalencias asi obtenidas. Por lo
tanto de aqui en adelante identificamos cada compactificacién de Hausdorff con su clase de

equivalencia.



3 Compactificacion y productos
topologicos parciales

3.1. Productos topoldgicos parciales

En este capitulo se desarrolla la version fibrada del método clasico de compactificacion de
Stone-Cech por medio de productos topolégicos. Primero se introducen las nociones de pro-
ducto topoldgico parcial elemental y producto topolégico parcial, para después desarrollar
algunas propiedades de compacidad importantes sobre éstos. Las definiciones y proposiciones
de este capitulo estan basados en [11], [14] y [15].

Definicién 16. Sean B y Z espacios topologicos y W un subconjunto abierto de B. Se define
el producto topoldgico parcial elemental, EPTP (por sus siglas en inglés), con base B y fibra
Z relativa a W como el conjunto:

P=(B\W)U(W x 2)

En caso de ser necesario se utilizara la notacion P = P(B, Z, W), para especificar la base y
la fibra del EPTP.

Asociado a P = P(B, Z, W) se define una funcién p : P — B, que se llama la proyeccién de
P, de la siguiente manera:

(z) = x re B\W
P prw(x) xeW x Z

donde pry es la proyecciéon de W x Z en W.
Adicionalmente, P = P(B, Z, W) estara dotado de la topologia generada por la base

B=p ' (r(B)Ur(W x Z)
Donde 7(B) y 7(W x Z) son las topologias de B 'y W x Z, respectivamente.
La coleccion B es una base para una topologia sobre P. En efecto,

» P=UB:Sixz € Pentonces z € B\W ox € W x Z. En el primer caso tenemos
que z = p(x) € p~'(B) y obviamente B € 7(B). En el segundo caso tenemos que

reWxZ=p Y (W)y W e€7(B)
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s Size AN Ay, con Ay, Ay € B, entonces existe Az € B tal que x € A3 C A; N Aj:
e Cuando Ay, Ay € 7(W x Z) el resultado se obtiene pues x € AjNAy € 7(W x 7).

e Andlogamente, cuando Ay, Ay € p~'(7(B)) se puede ver que A; = p~1(V}) y
Ay = p~ V), con Vi, Vo € 7(B). Luego x € Ay N Ay = p~ (Vi) Nnp t(Vp) =
p (VinVe) € p~H(7(B)).

e Supéngase que A; € p(7(B)) y Ay € (W x Z). Como x € A, entonces
r = (x1,x2), con xt;1 € W y zy € Z, mas aun podemos considerar abiertos
Vi € 7(W) y Uy € 7(Z), tales que (z1,22) € Vi x Uy C Ay. Ahora como
r € A € pY(7(B)), existe W; € 7(B), tal que p~'(W;) = A;. Ademas, da-
do que z = (z1,x9), entonces p(x) = z; y x; € W;. Consideremos entonces el
conjunto V; N W;. Como Vi € 7(W) y W € 7(B) entonces Vi N W, € 7(W) y
VinW, € 7(B). Se concluye que (Vi N Wy) x Uy € (W x Z) y
(x1,72) € (VA NWY) x Uy C Ay. Ahora bien, (Vi NW7) x Uy C (ViNWy) x Z =
p t(VinWy) Cp Y (W)) = A;. Luego x € (ViNW,) x Uy C A; N As.

Observacién 1.

= Con la topologia generada por la base B la funcion p: P — B es continua, pues para
cualquier V € 7(B) se cumple p~* (V') € 7(P).

» Cuando Z # O la funcidén p es sobreyectiva, pues si x € B\ W entonces x = p~'(z);
ahora si x € W entonces x = p(x,x9) conxe € Z y (x,25) € W X Z.

Proposicién 23. Si Z # () entonces p: P — B es abierta.

Demostracion. Sea O € 7(P), entonces O = UyepO,, con O, € B. Como
P(UaenOn) = Uaeap(0,), si se muestra que p(O,) € 7(B), tanto para O, € p *(7(B))
como para O, € T(W x Z), se obtendra el resultado. Si O, € p~!(7(B)), la sobreyectividad
de p garantiza que p(O,) € 7(B). Si O, € 7(W x Z), se tiene que p(O,) = priw(0,), la
proyeccién sobre W, pero pry, es abierta en Wy W € 7(B), luego p(O,) es un conjunto
abierto en B.

O

Se consideran ahora algunos casos particulares de EPTP’s.

Supéngase W = (). En este caso se tiene que B\ W = By W x Z = (). Por lo tanto
P = P(B,Z,W) = B, la proyeccién p se reduce a la funcién identidad y la topologia de P
es la topologia de B.

Si W = B, se tiene que B\W =0y W x Z=BxZ. Luego P=P(B,Z,W)=BxZ,p
es la proyeccién en la primera coordenada y 7(P) es la topologia producto.



28 3 Compactificacion y productos topoldgicos parciales

Si Z =0, se tiene que W x Z = (). Se tiene entonces que P = P(B,Z, W) =B\ W, pesla
inmersién de B\ W en By 7(P) es la topologia de subespacio.
La siguiente definicion generaliza el concepto de EPTP.

Definicién 17. Sean B un espacio topolégico, {Zy}aen una familia de espacios topoldgicos,
{Wataen € 7(B) y {Pa}aea con P, = P(B,Z,,W,). Definimos el producto topoldgico
parcial, PTP, de los P, como el producto fibrado de la familia {p, : Py — B}aca.

P =T,P,

El espacio B se llama la base del PTP y {Zx}xea se llama la fibra del PTP. Al espacio
P asociamos las funciones p : P — B y {mq : P — Pa}aca, llamadas proyeccion larga y
proyecciones cortas, respectivamente, definidas por:

To(T) = pralp() la proyeccion usual restringida a P
p(x) = pa(ma(t)) Vae A

La topologia de P es la topologia de subespacio de [],cp Pa-

Se usard también la notaciéon P = P(B,{Z,}acr, {Wa}taca) para especificar las familias
{Za}aer ¥ {Wa}aea cuando sea necesario.

Para cada uno de los productos W, x Z, definimos las proyecciones laterales
Qo : Wo X Zo = Zo de W, X Z, en Z, como ¢, (21, 72) = Tg.

Observaciéon 2. La proyeccion larga p es una funcion continua, pues p estd definida como
la composicion de las funciones continuas p, Y Te-

Como en el caso de los EPTP es interesante analizar algunos casos especiales de los PTP.
Si W, = 0 para todo o € A entonces P, = B y p, es la funcién identidad, para cada o € A.
Se puede ver que [ P, = B, pues P = {(2a)aecr € [[oep Bl 2y =24 Va,y € A}, luego
la funcién f : P — B definida como f(24)aer = ¥, con 7 € A, es una biyeccién continua
con inversa continua.

Si para todo a € A, W, = B, entonces P, = B X Z,, para todo o« € A, y P =1lg(B x Z,).
Ahora, para cada (T4)aen € P , se tiene que py(z,) = pa(z,). Por lo tanto, cada
ZTo € (Ta)aea tiene la misma primera coordenada, es decir, (z4)aca = ((%,2)))aca. En-
tonces la funcion f : P — B X ([[,cp Za), definida por f(((z,2,))acr) = (2, (2, )acn), s
una biyeccion continua con inversa continua.
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Proposicién 24. Sean B un espacio topoldgico, { Zy }aen una familia de espacios topoldgicos,
{Wataer C7(B) y P = P(B,{Za}acr, {Wa}aeca). Una base para la topologia de P estd dada

por la familia:

B={ocPl 0=p'(V)|J(ml @ V)l

i=1

donde p es la proyeccion larga del PTP de P sobre B, V € 7(B), qu, : Wa, X Za, = Za, €S
la proyeccion lateral de W, X Z,, sobre Z,. yV; € 7(Z,,).

Demostracion. Se muestra primero que para todo x € O N Oy, con O, Oy € B, existe
Op € B tal que x € Oy C O1 N Oy. Como O1, Oy € B, entonces

01 =p ' (V) U (7o (g0, (Vi)
i=1
Oy = p~ ' (Vo) U )7, (a5, (Vo))
j=1
con Vi, Va € 7(B), Vi; € 7(Z,) y Vo € T(Z,,). Si consideramos Oy N Oy, se obtiene que

0O1N0y = p‘l(Vl) ﬂp_l(V?)

U [ﬂ T (g (Vi) Np~H(Va)

=1

U [m 1) N (W)
[ﬂm G (V;

k=1
donde Vi, € {Vi,} U{Vo,;} v {m} = {au} U{v,}.

Para los términos p~ ! (V1)Np~" (V2) = p~ ' (ViNVa) y My, (4, (Vi)), se cumple trivialmente
la existencia de O) € B y Of € B, tales que OF C p (Vi) Nnpt(Va) ¥y
Oy C ni_ lﬂnk (an (Vk)). Basta entonces mostrar que existe Op € ‘B, tal que
Op C iy 73, "q; (V2 ;) Np~ (V). No hay pérdida de generalidad al considerar solo uno
de los términos 7 ¢! (U) Np~(V), pues se trabaja con intersecciones finitas. Como W, es

un conjunto ablerto entonces ¢, y T, son funciones abiertas. Luego (g, o m,)(p~*(V)) es un
conjunto abierto en Z.,, y por lo tanto U N (g, o, )(p~'(V')) también es un conjunto abierto

(en Z,).
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Es claro que 77 '¢; (U N (g o7y ) (p~' (V) S p~ (V) y que 75 ' (U N (g omy)(p~' (V) €
7' (U), por lo tanto, definiendo Oy = 73 '¢;" (U N (gy o my)(p~'(V))), se cumple que
O C 7' (U) np~H(V).

Ahora se muestra que B genera 7(P). B C 7(P), pues las funciones p, m,, ¥ ¢a, son continuas.
Ahora consideremos z € O, con O € 7(P). Por definicién, O = RN P, con R un conjunto
abierto en la topologia de [[ P,. Entonces, si & = (24)aca, existen Ry, Ry, ... ,R,, conjuntos
abiertos en P,,, Pp,, ... ,Pa,, tales que € (_, pry'(R;) € R. Luego (M, pra)(Ri)) N
P C RN P, pero (N, pry}(R)) NP = (N [pry!(R;) N P] y para cada i se cumple
pro! (Ri) NP = n ! (R;). Ahora, dado que R; € 7(P,,) y como para cada P,, se tomé la base
‘Bai =, (T(B)) UT(Wa, X Z,,), entonces existen V; € 7(B) y U; € 7(Wa, X Z,), tales que

L€ (Vi) UU; C R;.
As1 e m tp, (Vi) ;) C m ! (R;), para cada i = 1,2,...,n. Pero 7' (p 1 (V;) UU;) =
S (V) Ul (U) = p (V) U ma ()

Si se consideran los z,, tales que z,, € U;, para ¢ = 1,2,...,n, entonces, como
To, € Uy € T(W,, X Z,,), existen abiertos S; C W, y T; C Z,, tales que x,, € S, x T, C U,
pero S, x T, = (S, X Z,,) N (W, xT,) = pT;Vii(SZ-) N ¢ (T;). Luego = € m;'(zq,) €
m o (S5 042 (T), v

T (Pt (S0) Mg (1) =2 (e (S)) () 7 (02 (T2)
zp‘l(Sz-) ﬂ V)L

Esto ultimo se tiene para cada «; tal que z,, € U;, luego
re ()| (S) na g (1) | = p ' (0uS) [\(Nimy (@2 (T)). (3-1)

Para x,, ¢ U;, necesariamente se tiene z,, € p;'(V;). Asi x € 1 (2q,) C 7, (3} (V7)), para
cada x,, € p,!(V;), entonces

T € ﬂﬁaz paz Vi) ﬂp_l (Vi) (3-2)

De ( 3-1) y ( 3-2) se obtiene

z e p H(MiVi) ﬂp_l(ﬂz‘sz‘) ﬂ Nimy, (g0, (1) = p~H(NV; ﬂ MiS;) ﬂ Ny, (gor (T7)),
de donde, reescribiendo S = NV;(NS; € 7(B), obtenemos

rep M (9) [l (g (Th).

Como p~'(S) € B, n,'(¢;'(T;)) € By todas las intersecciones consideradas son finitas,
existe Og € B con z € Oy C p~'(S) N7 g, (T})) SRNP =0 O
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Definimos ahora una funcion fibrada que hara el papel de la funcién evaluacion de la topologia
general. Empezamos definiéndola para un EPTP y después la extendemos al caso general de
un PTP.

Definicién 18. Sean f : X — B, P = P(B,Z, W) y s : f[~Y(W) — Z. Definimos el
producto diagonal de f y s como la funcion A(f,s) : X — P dada por:

f(z) re X\ fH(W)
(f(x),s(x)) =€ f7H(W)

Es claro que si W = ) entonces A(f,s) = f.

Proposicién 25. Sean f: X — B, P = P(B,Z,W) un EPTP con proyeccion p : P — B
ys: fTY(W) — Z. El producto diagonal A(f,s) cumple:

1. poAlfs) = f.
2. Si f y s son continuas entonces A(f,s) también lo es.

Demostracion.

1.Si € X \ f7Y(W) entonces A(f,s)(z) = flz) € B\ W, luego
p(A(f,s)(x)) = p(f(x)) = f(z). Ahorasia € f~1(W) entonces f(z) € Wy A(f, s)(x) =
f(x), s(x)), luego p(A(f, s)(x)) = p(f(x),s(x)) = f(x).

2. Sea O C P un abierto bdsico en P. Entonces O = QU V, con Q = p '(U) y U
un conjunto abierto de B, y V. = A x C' con A y C conjuntos abiertos en W'y Z,
respectivamente. Ahora, tomemos z € A7 (f, s)(QUV) = A7Y(f, s)(Q)UATL(f, s)(V).
Pueden ocurrir dos casos, x € A7 f,s)(V) oz € A7L(f,5)(Q).

Si z € A7Y(f,s)(V), entonces (f(x),s(z)) € V. La continuidad de f y s en x nos
permite asegurar la existencia de vecindades abiertas de x, R C X y S C X, tales que
f(R)CAys(S)CC,luegor € RNS C AY(f,5)(0).

Por otro lado si z € A7Y(f,$)(Q), como Q = p~'(U), entonces A7L(f,s)(p™'(U)) =
f~HU). Luego por continuidad de f, f~(U) = A7'(f,s)(p~(U)) = A7Y([,s)(Q) es
un conjunto abierto en X.

—~

En total tenemos que para cada abierto basico O = QQ UV de P se cumple que
A7Y(f,s)(O) es un conjunto abierto en X.
O
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Habiendo definido A(f, s), consideramos ahora el caso general de una funcién diagonal A :
X = P(B,{Za}aer, {Wataeca) definida a partir de una funcién f : X — By una familia de
funciones {s, : 1 (Wa) = Za}aen-

Definicién 19. Sean f : X — B una funcion, P = P(B,{Za}acr, {Watacs) un PTP,
{0 0 fTX(Wa) = Zuotaea una familia de funciones y Ao = A(f, s4) el producto diago-
nal de f y so, con a € A. Definimos el producto diagonal de f : X — B y la familia
{$a: [TY(Wa) = Zataen, denotado por A(f,{satacn) : X — P, como

A(fv {Sa}aeA) = HaEA(A(fa Sa))

donde el codomio de esta ultima se restringe a I1gP,.

Observemos que efectivamente A(f, {sq taea)(X) C P. En efecto, si x € X entonces A, (x) €
P(B, Z,,W,)(Definicién 18). Luego, la Proposicién 25 nos asegura que, para o € A, se
cumple p, o A, = f, con p, : P(B, Z,,W,) — B la proyeccién asociada a P(B, Z,, W,).
Concluimos entonces que

Pa(pra({Aa()}aca)) = f(x) = py(pry({Ba(7) }aen))

para cada a,y € A, es decir, {A,(x)}aen € P.
Como en el caso del producto diagonal A(f, s) tenemos que el comportamiento de el producto
diagonal A(f, {5 taeca) estd determinado por el comportamiento de f y de la familia {s4 }aea.

Proposicién 26. Sean P = P(B,{Zus}aer, {Wataca) un PTP con proyeccion larga
p: P — B, f: X — B una funcion, {sq : [7'(Wa) = Za}aen una familia de funcio-
nes y A(f,{Sa}acr) su producto diagonal. Se cumplen las siguientes propiedades:

1. po A(f, {Scx}aeA> - f
2. Si f es continua y s, es continua para cada o € A entonces A(f, {Sa}aca) €s continua.

3. Para cada v € A, se tiene que si ¢, : W, x Z, — Z, es la proyeccion lateral de
W, x Z, en Zy, ypry: P — P(B,Z,,W,) es la proyeccion usual del producto P en
P(B,Z,,W,), entonces sy = (qy 0 pry o A(f, {5a}taca))|-1w,)-

Demostracion.

1. Seax € X. Por definicién, se tiene que A(f, {sa}taca) (@) = {A(f, $a)(T) }aen, luego por
la Definicién 17 y la Proposicién 25, tenemos que p({A(f, $a) (%) facr) = pyoA, = f(x),
para cualquier v € A.
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2. Es un hecho que para cualquier familia {g, : A = C,}aca, se tiene que, si g, : A — C,
acp Ca, definida por
9(x) = {ga(2) }aca, es continua. En efecto, sea v € Ay U = N 7 ! (U,,) una vecindad

i

es continua, para cada o € A, entonces la funcién g : A — []

basica de g(x), dada por la familia finita de conjuntos abiertos U,, C C,,. Se tiene que
9o (Us,) es un conjunto abierto de Ay z € g;'(Us,), ésto producto de la continuidad
de cada g, y la definicién de g. Luego O = N, g, ' (Ua,) es un conjunto abierto de X,
tal que z € Oy g(0) C N 7, (U,).

3. Seax € f~1(W,). Por definicién de A(f, s,) se tiene A(f, s,)(z) = (f(2), s,(x)). Luego,
pry(A(f, {5ataer)) 1w (@) = (f(x),s,(x)) y por lo tanto, al aplicar ¢,, obtenemos

Gy (pr+ (A {sataen) 1w (2)) = ¢4 (( (), 85(2))) = 54 ().
]

Desarrollamos ahora algunas propiedades de los EPTP y PTP relacionadas con los axiomas
de separacién y la compacidad, éstas seran herramientas fundamentales para la construccion
de la compactificacion en la siguiente seccion.

Proposicién 27. Sea P = P(B,Z,W) un EPTP. Si Z es compacto entonces p: P — B es
una funcion compacta.

Demostracion. Como Z es compacto, la caracterizacién de Kuratowski-Mréwka nos dice que
m : B X Z — B es una funcién cerrada. Es claro también que la funcién 7 tiene fibras
compactas, porque para cada b € B se cumple 7; ' (b) = {b} x Z = Z. Ahora, utilizando la
proyeccion lateral ¢ : W x Z — Z y el hecho que 7, 1(W) = W x Z, definimos el producto
diagonal A(7y,¢q). Como m y ¢ son funciones continuas, la funciéon A(my,q) : B x Z — P
también lo es.

Afirmamos que A(7q,¢q) es un morfismo sobreyectivo entre las funciones 71 y p. En efecto,
para x € P se dan dos casos, o bien x € B\W o bien z € W x Z. En el primer caso se cumple
Ay, q)(z,2) § W x Z = m (W), para cualquier z € Z. Luego, A(my, q)(x, 2) = mi(x, 2) =
x. Por otro lado, six € W x Z entonces x = (a, z), cona € Wy z € Z. Por lo tanto, al evaluar
A(my,q) en x, obtenemos A(m,q)(z) = A(m,q)(a,z) = (m(a,2),q(a,z) = (a,z) = z.
Observamos también que, por la Proposicién 25, p o A(my,q) = 71, luego A(my,q) es un
morfismo de Topg.

Finalmente, aplicando la Proposicion 10 y las observaciones anteriores, concluimos que p :
P — B es una funcién compacta. Pues es la imagen de la funciéon compacta m : Bx Z — B
por medio del morfismo A(my, q). ]

Proposicion 28. Sea P = P(B,{Za}acr, {Wataer) un PTP, con proyeccion larga
p: P — B.Si Z, es compacto para cada o € A entonces p : P — B es una funcion
compacta.
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Demostracion. Por la Proposicién 27, se tiene que la funcién p, : P(B,Z,,W,) — B es
compacta, para cada o € A. Luego, por la proposicion 21 y la definicién de p : P — B como
un producto fibrado, se concluye que p : P — B es una funcién compacta. [l

Proposicién 29. Sea P = P(B,Z,W) un EPTP con proyeccion p : P — B. Se cumple
que:

1. 8i Z es un espacio topologico Ty entonces p: P — B es una funcion de tipo Ty.
2. Si Z es un espacio topologico T} entonces p: P — B es una funcion de tipo T;.
3. Si Z es un espacio topologico Ty entonces p: P — B es una funcion de tipo Ts.

4. Si Z es un espacio topologico completamente regular entonces p : P — B es una
funcion completamente reqular.

5. Si Z es un espacio topologico de Tychonoff entonces p : P — B es una funcion de
Tychonoff.

Demostracién. Observamos primero que si x, 2’ € P(B, Z, W), son tales que x # 2’ y p(z) =
p(2’), entonces x ¢ B\ W y o’ ¢ B\ W. Pues, caso contrario se concluye que = = p(z) =
p(z') = ', una contradiccién. Por lo tanto {z,2'} C W x Z. De la condicién p(z) = p(z'),
se obtiene que © = (y,21) y ' = (y, 20),cony € W, 21,20 € Z y z1 # 2s.

1. Como Z es Ty, existe una vecindad abierta A de z; en Z, tal que zo ¢ A. Ahora, si
consideramos una vecindad basica W x A de (y, z1), es claro que (y,29) ¢ W x A. Es
decir, existe una vecindad de = = (y, z1) que no tiene a 2’ = (y, z2) como elemento.

2. Dado que Z es un espacio T, existen vecindades abiertas A, C', de z; y 23, respecti-
vamente, tales que zo ¢ Ay 23 ¢ C. Si consideramos las vecindades bésicas W x A,
W xCdexz = (y,z1) y 2 = (y,22), respectivamente, es claro que 2/ ¢ W x Ay
x & W x C. Luego p : P — B es una funcién tipo T3.

3. Por ser Z un espacio T5 existen vecindades abiertas disyuntas A, C', de z; y 23, res-
pectivamente. Luego los abiertos basicos W x Ay W x C, son disyuntos y tales que
(y,21) € W x A, (y,22) € W x C. Concluimos que p : P — B es una funcién de tipo
Ts.

4. Sean F' C P(B,Z,W) un conjunto cerrado y 2’ € P(B, Z, W), tales que 2’ ¢ F. Como
F es un conjunto cerrado, existe una vecindad basica O € p~!(7(B))UT(W x Z), de 2/,
tal que ONF = (). Ahora, hay dos posibilidades, o bien 2’ € B\ W o bien 2’ € W x Z.
En el primer caso podemos considerar O € p~(7(B)) y definir s : O — [0,1], por
s(z) = 1 para todo x € O. Por otro lado, si ' € W x Z entonces podemos considerar
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O=AxC,con ACW y C C Z conjuntos abiertos. Es claro que el conjunto Z \ C
es un conjunto cerrado y que para la proyeccién lateral ¢, se cumple ¢(z') ¢ Z \ C.
Utilizando la propiedad de completa regularidad de Z, fijamos una funcién continua
r:Z —[0,1], tal que r(¢(z’)) = 1y r(Z\C) C {0}. Ahora se define la funcién continua
s: Ax Z — [0,1], por s(x) = r(¢(x)). Se puede observar que s(z’') = r(q(2')) =1y
s(x) =0, para cada x € A x Z\ A x C, porque para x € A x Z \ A x C se cumple
q(xr) ¢ C y por lo tanto r(g(z)) = 0. En particular se tiene s(F N p~t(A4)) C {0}.
Concluimos que p : P — B es una funciéon completamente regular.

5. De los numerales 1. y 4. se concluye que p: P — B es una funcién de Tychonoff.

Ahora generalizamos la proposicién anterior al caso de los PT P

Proposicién 30. Sea P = P(B,{Za}acr, {Wataer) un PTP con proyeccion p : P — B. Se
cumple que:

1. Si Z, es un espacio topologico Ty para cada oo € A entonces p: P — B es una funcion
de tipo Tj.

2. Si Z, es un espacio topologico Ty para cada o € A entonces p: P — B es una funcion
de tipo T} .

3. Si Z, es un espacio topoldgico Ty para cada o € A entonces p: P — B es una funcion
de tipo T.

4. Si Z, es un espacio topologico completamente reqular para cada o € A entonces p :
P — B es una funcion completamente reqular.

5. Si Z, es un espacio topologico de Tychonoff para cada o € A entonces p: P — B es
una funcion de Tychonoff.

Demostracion. Los numerales 1., 2. y 3. son consecuencia directa de la definicién de
p: P — Y como un producto fibrado, la Proposicién 8 y la Proposicion 29.

Los numerales 4. y 5. son consecuencia de la definicién de p: P — Y, la Proposicién 9 y la
Proposicién 29. [

Una de las caracteristicas del conjunto de funciones continuas y acotadas que méas importan-
cia tiene en la construccién clésica de la compactificacién de Stone-Cech de un espacio de
Tychonoff es la propiedad de separar puntos del espacio y separar puntos de subconjuntos
cerrados. Como es de esperarse, al desarrollar métodos de compactificacién en el caso fibrado
es necesario definir propiedades de este tipo, solo que en este caso necesitamos separar puntos
sobre la misma fibra y separar puntos de conjuntos cerrados de una manera mas general. La
siguiente definiciéon se ocupa de precisar estas ideas.
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Definicién 20. Sean P = P(B,{Zs}acr,{Wataer) un PTP, f : X — B una funcion
continua Y {8 : f*(Wa) = Za}aer una familia de funciones continuas.

Diremos que la familia {sq}acn separa puntos en f: X — B, si para cada par de elementos
z, 2" € X, tales que x # 2" y f(x) = f(2'), existe una funcion s, € {sa}taca para la cual
sy(x) # 54(2').

Diremos que la familia {s,}aen Separa puntos de conjuntos cerrados en f: X — B, si para
todo conjunto cerrado F C X y cada x € X\ F, tales que f(x) € mB, eziste S € {Sa}tach,

tal que s,(x) ¢ s, (F N f—l(Wv))Zv.

Proposiciéon 31. Sean P = P(B,{Zy}aer; {Wataecr) un PTP, f : X — B una funcion
continua tipo Ty, y {sa : 7' Wa) = Zataer un familia de funciones continuas. Si la
familia {3, }aen separa puntos de conjuntos cerrados en f, entonces {Sq}tacn Separa puntos

en f.
Demostracion. Sean z, ' € X, tales que f(x) = f(2') y  # 2/. Como f : X — B es

una funcion tipo Ty, se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que existe una vecindad
abierta O de z, tal que 2’ ¢ O. Es claro que f(x) = f(a') € f(X\ O)B, pues ' € X \ O.
Para el conjunto cerrado X \ O, existe, por hipdtesis, una funcién s, € {sq}aea, con s, :
YW,) — Z,, tal que {x, 2’} C f7H(W,) y sy (x) ¢ s,(X\O)N f—l(Wv))Zv. En particular
se tiene 2’ € (X \ O) N f~1(W,). Luego, s,(z) # s,(2'), es decir, la familia {s,}aca separa
puntos en f. n

La siguiente es la extension al caso fibrado del teorema de inmersién de un espacio topolégico
X en el producto de los codominios de una familia de funciones que separa puntos de X.

Proposicién 32. Sean f: X — B una funcion continua, P = P(B,{Zs}acr, {Wa}aca) un
PTP y {sa : Wo = Zy}aer una familia de funciones continuas que separa puntos en f y
separa puntos de cerrados en f. Entonces la funcion diagonal, A(f,{Sa}acr) : X — P, es
una inmersion de f en p.

X_A2,p
p

\
B

Demostracion. Denotamos A(f, {Sa}aca) como A, P, = P(B, Zo, Wa) y A(f, sa) como A,.
Recordamos también que A es el producto fibrado de las A,.

La funcién A : X — P es continua. Esto es claro por la Proposicion 26.

La funciéon A : X — P es uno a uno. En efecto, si z, 2’ € X son tales que = # 2’ entonces,
o bien f(z) # f(2') o bien f(x) = f(2). En el primer caso, para cada a € A, se cumple que
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Aq(z) # An(2'), luego A(z) # A(z’). Ahora, si f(z) = f(«') entonces existe s, € {54 }aca,
tal que s, : f1(W,) = Z,, {z, 2} C f~1(W,) vy s,(z) # s,(z'). Por lo tanto

Ay (z) = (f(2), 54(2)) # (f(27), 55(2)) = Ay (2)

lo cual implica A(x) # A(z').

La funcién A : X — A(X) es cerrada. Sea A(x) € mA(X), con F' un subconjunto cerrado
de X. Se afirma que z € F. En efecto, utilizando po A = f (Proposicién 26) y la continuidad
de p : P — B, se tiene que f(z) = p(A(z)) € p(mp) C MB = WB. Luego
f(z) € WB. Ahora, si x ¢ F entonces, por hipdtesis, existe s, € {Sq}aea, tal que s, :
f7TW,) = Z,, z € f7HW,) v sy(x) € s, (F N f—l(Wv))Zv. Fijamos una vecindad abierta
V de s,(z) en Z,, tal que VN s, (F N f~H(W,)) =0 . El conjunto W,, x V es una vecindad
bésica de A, (x) en P,, para la cual (W, x V)N A, (F) = 0, pues para cada a € F se tiene
que, o bien a € F'N f~1(W,), en cuyo caso A, (a) & W x V, pues VNs,(FNf~HW,)) =0,
o bien a € F\ f~1(W,), en cuyo caso A (a) = f(a) ¢ W, x V (Definicién 18). Ahora,
como (W, x V)N A(F) =0y A,(z) € W, x V, concluimos que A(z) € w7 (W, x V)
y 7 (Wy x V) NA(F) = 0, es decir, A(z) ¢ mA(X), una contradiccién. Por lo tanto
r € F. [l

3.2. Construccion de la compactificacion

Es bien sabido en la topologia general que la familia de espacios topoldgicos compactos y de
Hausdorff coincide con la familia de espacios topoldgicos compactos y de Tychonoff. Caso
contrario a lo que uno esperaria, esta propiedad no se cumple para los espacios topoldgicos
fibrados, es decir, existen funciones compactas y de tipo T, que no son de Tychonoff. Es-
pecificamente se puede construir una funcion compacta de un espacio regular, mas no de
Tychonof, en un espacio de Tychonoff ([2]). Ahora la funcién resultante es de tipo 75 pues el
dominio es Hausdorff, pero no puede ser de Tychonoff, pues la Proposiciéon 7 nos diria que
el dominio también seria de Tychonoff. Este punto de divergencia entre la teoria cldsica y
la teoria fibrada hace que sea necesario tratar separadamente las funciones compactas y de
Tychonoff y las funciones compactas y de tipo T5.

Definicién 21. Sea f : X — B una funcion continua y 7(B) la familia de conjuntos abiertos
de B. Denotamos por C*(f) a la familia de funciones parciales sobre f, definida por

C*(f)={s: Xw = R: W e 1(B),s es continua y acotada }.

Proposicién 33. Sea f : X — B una funcion continua. A toda subfamilia de C*(f) que
separa puntos en f y que separa puntos de conjuntos cerrados en f, corresponde una com-
pactificacion de Tychonoff de f.
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Demostracion. Sea {so : Xw, — Iotaen € C*(f), una familia de funciones que separa
puntos en f y que separa puntos de conjuntos cerrados en f. Como cada [, es compacto,
la Proposicién 27 nos dice que si P, = P(B, [, W,) entonces la funcién p, : P, — B
es una funcién compacta. Entonces, utilizando la Proposicién 28, se obtiene que la funcién
p: P — B estambién compacta, donde P = P(B,{I,}aca, {Wa}aen). Ahora, la Proposicién
32 nos dice que A : X — P es una inmersién, luego solo falta ver que p : P — B es una
funcién de Tychonoff. Pero ésto es trivial, gracias a la Proposicién 29 y la Proposicion 30.
Concluimos que la compactificacién de Tychonoff de f determinada por la familia {s, :

Xw, = la}aen, estd dada por plxy : A(X) = B. O

Proposicién 34. Si f : X — B es una funcion de Tychonoff entonces la familia C*(f)
separa puntos en [ y separa puntos de conjuntos cerrados en f.

Demostracion. Sean x, 2’ € X, tales que x # 2’ y f(z) = f(2). Como f es una funcién
tipo Tp, suponemos sin perdida de generalidad, que existe un conjunto abierto O C X,
tal que x € O y 2’ ¢ O. Ahora, como f es una funcién completamente regular, existen
una vecindad W de f(z) y una funcién continua s : Xy — [0, 1], tales que s(z) = 1y
s(XwN(X\0)) C {0}. Es claro que 2’ € Xy N (X \ O), por lo tanto, s(z’) = 0. Concluimos
que s(z) # s(x').

Ahora, si F C X y & € X \ F, son tales que F es un conjunto cerrado y f(z) ¢ f(F),
entonces, puesto que f es una funcion completamente regular, existen una vecindad W de
f(z) y una funcién continua s : Xy — [0, 1], tales que s(z) = 1y s(F N Xy) C {0}. En
particular se tiene que 1 = s(z) ¢ s(F N Xy ) C {0}. O

Corolario 1. Toda funcion de Tychonoff tiene una compactificacion de Tychonoff.

Demostracién. Esto es resultado directo de la Proposicién 33 y la Proposicion 34. O]

Definicién 22. Sea f : X — B una funcion de Tychonoff. Al conjunto de todas las com-
pactificaciones de Tychonoff de f lo denotamos por TK(f).

Proposicién 35. Sea f : X — B una funcién continua de Tychonoff. Si kf : X* — B es
una compactificacion de Tychonoff de f, entonces kf : X* — B estd determinada por una
familia de funciones que separa puntos en f y que separa puntos de conjuntos cerrados en

f.

Demostracion. Por hipétesis, kf : X¥ — B es compacta y existe una inmersién densa
A X — XF tal que f = kf o XA. Como kf es una funcién de Tychonoff, la familia
CHkf) = {sa : X{fva — I, }aen, separa puntos en kf y separa puntos de conjuntos ce-
rrados en kf(Proposicién 34). Teniendo en cuenta que kf es una funcién de Tychonoff
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compacta, una aplicacion de la Proposicion 10, la Proposicion 12 y la Proposicién 33 nos

dice que X* = Ap(X*) = Ap(X*), donde Ay : X*¥ = Py P = (B,{Is}acr, {Waltaea) (ver
demostracién de la Proposicién 33). Ahora, al considerar una funcién s : Xk, — I € C*(kf),
se tiene que (s o A)|x, : Xw — I, es una funcién parcial continua y acotada, es decir,
(50 A)|xy, € C*(f). Por lo tanto, {(sa © A)|xy, fsacc=(kr) © C*(f). Aun mas, puesto que A
es una inmersion, se tiene que {(sq4 © A)|xy, }saco+(kf), Separa puntos en f y separa puntos
de cerrados en f. La Proposicion 33 nos dice que la familia {(s4 0 A)|xy,, saeceky) deter-
mina una compactificacion de Tychonoff de f, A,(X), donde A, : X — P y de nuevo
P = (B, {lo}aer, {Wa}taca). Es claro que A, (z) = Ag(A(z)), pues f = kf o A. Por otro lado
la densidad de X en X* implica que

Ap(XF) = Ap(A(X)) € AR(A(X)) € Ap(XF) = Ap(XF)

Pero Ap(M(X)) = AL(X), luego A, (X) = Ar(M(X)) = Ap(X*) = X es decir, Plasey v kS
son equivalentes(Definicién 15). Tenemos pues que kf : X¥ — B estd determinada por la
familia {s4 0 Alxy. Fsaco(kf)- ]

Las proposiciones 33 y 35 nos muestran la correspondencia bidireccional que existe entre el
conjunto de compactificaciones de una funcién de Tychonoff f : X — B y las subfamilias de
C*(f) que separan puntos en f y que separan puntos de cerrados en f. A la compactificacién
correspondiente a toda la familia C*(f) = {ss : Xw, — I4}aea, la denotamos por

Bf:BsX = B

donde B X = A(X) y A: X — P, con P = P(B,{I,}acr, {Wa}aen), €l producto diagonal
de la funcién f y la familia C*(f).

Veremos ahora que la compactificacién Sf : f; X — B de una funcién de Tychonoff f posee
propiedades de extensién similares a las de su homoéloga clasica. Comenzamos con un lema
bastante 1util.

Lema 1. Sea f : X — B una funcion de Tychonoff. Si Bf : 8;X — B es la compactificacion
determinada por C*(f), entonces para cada s : Xy — I € C*(f) existe una funcion continua
5:BfY W) — I, unica, tal que 50 (A|x,) = s.

Alxy,

Xw

Demostracion. Sean la familia C*(f) = {sa : Xw, — Ia}aca y la funciéon A : X — P,
con P = P(B,{I.}aer; {Wataea). Sabemos que Sf~1(W) C p~ (W), donde p : P — B,
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es la proyeccion larga. Ahora, como s : Xy — I € C*(f), se tiene que s = s, para algin
v € A, luego :

Gy omyoAlx, =s

(ver Proposicién 26). Definimos s : p~*(W) — I, como 5(x) = (g, o 7,)(z). Es claro que 5
es continua, pues es composicién de dos funciones continuas. Ahora, para x € Xy se tiene
que A(z) = {A(f, 5a)(%) }s.ecx(s), por lo tanto para v se cumple 7, (A(x)) = A(f,s)(x) =
(f(x),s(x)), luego

5(A(z)) =(gy o m)(A(2))
=q,(m(A(2)))

=s(z).

Ahora, dado que Sf~1(W) C p~ 1 (W), definimos 5 : Bf 1 (W) — I, por 5(z) = §|g-1w)(2).
La unicidad de § se obtiene al observar que A(Xy) es denso en Sf71(O) y que I es un
espacio de Hausdorff. [l

A la usanza del caso clésico, se acostumbra a identificar a X con su imagen por A sobre
B X y decir que 5 es una extension de s. En estos términos, la proposicién anterior toma la
forma: Para toda funcién parcial sobre Xy existe una extension tnica a todo B¢ Xy .

Proposicién 36. Sean f: X — B yg:Y — B dos funciones de Tychonoff y bg: Y* — B
una compactificacion de Tychonoff de g. Si A : f — g es un morfismo en Topg, entonces
existe un morfismo perfecto, inico, X : Bf — by, tal que Ao Ax = Ay o \.

Demostracion. Como bg : Y* — B es una compactificacién de Tychonoff, la Proposicién
35 nos dice que ésta estd determinada por una subfamilia S = {s, : Y, — Ilo}aen C

C*(g). Entonces podemos suponer, sin perdida de generalidad, que Y* = Ay (Y), con
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Ay Y — P(B,{lo}acr, {Wa}taeca). Ahora, para cada s, € S el morfismo A : f — ¢
induce una funcién s, : Xy, — I,, dada por s, = s, o A\. Por el Lema 1, podemos extender
cada 5, a una funcién s : 8 Xw, — I,. Definimos entonces el producto diagonal de la fun-
cién Bf : fyX — B y la familia de funciones {3, : 5y Xw, — Iao}aen (Definicién 19), dado
por

A BfX — P(B, {[a}aeA, {Wa}aEA)

Mostraremos ahora que el siguiente diagrama conmuta

ﬁfX % P<Bv {]Oé}ael\a {Wa}aeA)

AXT TAY

X A Y

Consideremos Ay (A(z)) € P(B,{la}aer, {Wataca). Para cada s, € S tenemos que:

» Si A(z) € Yy, entonces

Ta(Ay (A(@))) =(9(A(2)), 5a(A()))
=(f (@), 8a())
=(Bf(Ax (7)), 5a(Ax(2)))
=Ta(A(Ax (7))

» Si A(x) ¢ Yy, entonces x ¢ Xy y

Ta(Ay (A(z))) =g(A(2))
=f(z)
=Bf(Ax(z))
=ma(A(Ax(2)))

Es decir, Ao Ax y Ay o A coinciden en cada dimensién. Por lo tanto Ao Ax = Ay o A. Por
otro lado, la continuidad de las funciones y la observacién anterior implican

A(BsX)

=A(Ax (X))
CA(Ax (X))
=Ay (MX))
CAy(Y)

=Y?
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Ast A(BX) C Y?, luego podemos considerar A : X — Y? definida como \(z) = A(z).
Para determinar la unicidad de la funcién A basta observar que toda funcién A que cumpla
MoAyxy = Ay o \, necesariamente coincide con A en Ax(X), un conjunto denso de ;X
ademés bg es una funciéon de Tychonoff y por lo tanto también de Hausdorff, luego, por
Proposicién 2, se obtiene que A=\

Para ver que A es una funcién perfecta, observamos que Sf es una funcién compacta y bg es
una funcién de Hausdorff, entonces, por la Proposicién 13, A es una funcién perfecta. O]

El siguiente resultado extiende la caracterizacién de la compactificacién de Stone-Cech al
caso de la compactificacién S f.

Proposicién 37. Sea f : X — B una funcién de Tychonoff. Si bf : X® — B es una
compactificacion de f : X — B, entonces existe un unico morfismo canonico y perfecto

No: Bf — bf.

Demostracion. Si consideramos el morfismo identidad ¢ : f — f, tenemos que, por la Pro-
posicion 36, existe un tnico morfismo perfecto A\, : 5f — bf, tal que \yo Ax = Apoi = Ay,
donde A, : X — X? es la inmersién determinada por la compactificacién bf : X* — Y. O



4 Compactificacion por medio de filtros
atados

En la topologia clésica se estudian normalmente dos métodos distintos de compactificacion
para un espacio de Tychonoff. El primero de ellos se basa en la idea de construir un espacio
compacto por medio del producto de intervalos de la forma [0, 1] y ver que es posible hacer
una inmersién del espacio de Tychonoff original en este nuevo espacio compacto; la extensién
de esta idea al caso fibrado fue béasicamente el contenido del capitulo anterior. El segundo
método clasico de compactificacién se basa en la utilizacién de z-conjuntos, z-filtros y la idea
de hacer converger todos los z-ultrafiltros que no convergen en el espacio original. De hecho
este método es un caso particular de un método de compactificacién disenado por Wallman
(ver [19]). El objetivo de este capitulo es generalizar este método filtrado de compactificacién
al caso fibrado. Es de notar que los resultados de este capitulo aparecen por primera vez en
la literatura y son obra del autor de este trabajo.

4.1. b-z-conjuntos y b-z-filtros

Definicién 23. Sea f : X — B una funcion continua. Decimos que M C X es un b-z-
conjunto, si existen una vecindad W de b en B y una funcién continua s : f~*(W) — [0,1],
tales que s~1(0) = M N Xy .

En el caso particular de una funcion de Tychonoff se puede asegurar la existencia de sufi-
cientes b-z-conjuntos.

Observaciéon 3. Si M es un b-z-conjunto, W es wuna wvecindad abierta de b vy
s f7Y W) — [0,1] es una funcidn continua, tales que M N Xy = s7(0), entonces M
es un c-z-conjunto para todo ¢ € W.

Observacién 4. Un b-z-conjunto es un conjunto cerrado en f~1(W), pero no necesariamente
es cierto que M es cerrado en todo X. Por otra parte, si para cada vecindad W de b se
define la funcion constante s : Xy — [0,1], dada por s(z) = 0, es claro que Xy es un
b-z-conjunto. De manera similar, tomando la funcion constante f(z) = 1 se puede ver que
0 es un b-z-conjunto. Finalmente, en el caso que el espacio B sea un conjunto unitario se
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tiene trivialmente que la definicion de b-z-conjunto coincide con la definicion de z-conjunto
de la topologia general.

De ahora en adelante usamos la tripleta (M, W, s), para representar un b-z-conjunto M, don-
de W es una vecindad de b y s : Xy — [0,1] es una funcién continua, con
M N Xy = s710).

Proposicién 38. Sea f : X — B una funcion continua. Si b € B, W es una vecindad de
bys: Xy — 0,1 una funcidn continua entonces los conjuntos s~([9,1]) y s~1([0,d]) son
b-z-conjuntos, para cada 0 € [0, 1].

Demostracion. Sean b, W y s como en el enunciado. Si consideramos las funciones
r(z) = maz{0,0 — s(x)} y t(z) = max{0,s(x) — J}, ambas definidas en Xy, tenemos
que r y t son continuas, pues son obtenidas como composiciéon de funciones continuas, con

F1(0) = 5[5, 1)) £1(0) = 571 ([0, 8] .

Proposicion 39. La interseccion de dos b-z-conjuntos es un b-z-conjunto.

Demostracion. Sean f : X — B una funcién continua y (M,W,s), (N,V,r) dos b-z-
conjuntos. Si consideramos la funcién continua t : Xynw — [0, 1], definida como t(z) =
(s(x) + r(z))/2, tenemos que t71(0) = {z € Xyrw : s(x) = 0y r(x) = 0}, es decir,
t_l(O) = 8_1(0) N T_l(O) NXwry =MNONNOXway. ]

Proposicion 40. La union de dos b-z-conjuntos es un b-z-conjunto.

Demostracion. Sean f : X — B una funcién continua y (M,W,s), (N,V,r) dos b-z-
conjuntos. Si consideramos la funcién ¢ : Xy — [0, 1], definida como t(x) = (s(x) * r(zx)),
se obtiene t71(0) = {zr € Xyrw : s(z) =0 o r(x) = 0}, es decir, t1(0) = (s~ (0)Ur~(0)) N
Xy = (MUN) N Xyoy. O

Definicién 24. Dadas f : X — B y b € B, decimos que una familia § no vacia de b-z-
conjuntos no vacios en X es un b-z-filtro si cumple las siguientes condiciones:

1. Para cada My y My en § se tiene que My N Ms € §.

it. SiM eF y M esun b-z-conjunto tal que M C M’ entonces M' € §.

iii. La coleccion {f(M) : M € §} genera un filtro en B que converge a b.

Definicién 25. Decimos que el b-z-filtro 4 es un b-z-ultrafiltro, st no hay un b-z-filtro que
lo contenga propiamente.
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Definicién 26. Se dice que el b-z-filtro § converge a x € X,, si para todo b-z-conjunto M,
conx € M, se tiene que M € §.

Definicién 27. Se dice que x € X es un punto de adherente del b-z-filtro §, si x € M para
todo M € §.

Proposicion 41. Todo b-z-filtro estd contenido en un b-z-ultrafiltro.

Demostracion. Sea § un b-z-filtro y N la coleccién de todos los b-z-filtros que contienen a
§. Claramente N # (), pues § € N. Definimos una relacién de orden en N de la siguiente
manera: para $ € N, € € N se tiene que $ < € si y solo si $ C €. Toda cadena en
N estd acotada superiormente. En efecto, si A es una cadena, ésta tiene a | J.A como cota
superior. El lema de Zorn nos permite decir que en N hay elementos méximales, es decir,
b-z-ultrafiltros. [

Proposicién 42. Todo b-z-ultrafiltro 3 es primo, es decir, si M y N son b-z-conjuntos, tales
que MUN € 3, entonces M € 3L o N € Al

Demostracion. Sean f: X — B una funcién continua, b € B, il un b-z-ultrafiltro sobre f y
M, N dos b-z-conjuntos, con M UN € L. Supongamos que M ¢ $ly consideremos la familia
§={G C X : G es un b-z-conjunto y G U M € il}.

La familia § es un b-z-filtro. En efecto:

» La familia § es no vacia ya que N € §.

» La familia {f(G) : G € §} genera un filtro en B que converge a b. Observamos que
UCF SiG e entonces G CGUM y GUM € M, puesto que U es cerrado por
superconjuntos. Concluimos que {f(G) : G € §} genera un filtro que converge a b,
pues la familia {f(G) : G € 4} asf lo hace.

= La familia § es cerrada para superconjuntos. Sean G € § y H es un b-z-conjunto, tal
que G C H. Entonces, por definiciéon de §, GU M € 4, luego, GUM C HUM y
H UM € 4. Concluimos que H € §.

» La familia § es cerrada para intersecciones. Sean G € §y H € §. Entonces HUM € iy
GUM € i, luego (HUM)N(GUM) € 4L,y puesto que (HUM)N(GUM) = (HNG)UM,
se concluye que GN H € §.

Como se observé anteriormente U C §. Luego, siendo U un b-z-ultrafiltro, se tiene que U = 3,
lo cual implica que N € 4. O
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Proposicién 43. Todo b-z-filtro primo estd contenido en un unico b-z-ultrafiltro.

Demostracion. Razonamos por contradiccién. Sea § un b-z-filtro primo y supongamos que
existan dos b-z-ultrafiltros distintos U y ', tales que § € U, § € L. Puesto que LU # |
existen b-z-conjuntos (M, W,s) € Uy (N,V,r) € | tales que M N N = (). Se definen
t: Xwoy — [0,1] y u: Xyry — [0, 1] como:

_ r(z) —s(x) sir(x) = s(z)
ulw) = {O sir(z) <

Consideremos ahora G =t~ (0) U [M \ t7*(0)] y H = v~ 1(0) U [N \ v~1(0)]. Afirmamos que
G € Uy H € Y. En efecto, G y H son b-z-conjuntos con la particularidad que M C G
vy N C H, pues M N Xyny C t750) y NN Xyway € w1(0). Luego como i y 4 son
b-z-ultrafiltros se tiene que G € Uy H € L.

Observemos que:

1. t7/50)NN =0, u 1 (0)N M = 0. Puesto que MNX, = s 1(0) y NN Xy = r~1(0), para
x € Xwrv NN, se tiene que t(z) # 0y para © € Xyny N M, se tiene que u(x) # 0.

2. Xy =t71(0) Uu=1(0). Pues para = € Xyny se tiene que r(z) > s(x) o s(x) > r(x)
3. NNG=0yMNH=0.Pues t H(O)NN=0, v} (O)NM=0y MNN = 0.

4. Existe L € §, tal que f(L) C W NV, o equivalentemente, L C Xyy. Pues § es un
b-z-filtro.

De las observaciones 2 y 4 concluimos que L = (LNG)U(LNH) = (LNt~(0))U(LNu1(0)).
Luego, como L € § y § es primo, tenemos que alguno, L. N G o L N H, pertenece a §.
Supongamos que L NG € §. Entonces, por hipétesis, LN G € (UNU) y por lo tanto
LNG e Y. Pero, N € ' y la observacién 3, nos dicen que ) = NN (L NG) € W, una
contradiccion. El caso en el que LN H € § produce un resultado similar. Luego no es posible
que el b-z-filtro primo § esté contenido en dos b-z-ultrafiltros distintos. [l

Proposicién 44. Si la funcion f : X — B es una funcion de Tychonoff entonces son
equivalentes:
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a) f: X — B es compacto fibra a fibra.

b) Todo b-z-filtro tiene un punto adherente.

c¢) Todo b-z-ultrafiltro converge.

Demostracion.

a) =b).

b) = ¢).

c) = a).

Razonamos por contradicciéon. Sea § un b-z-filtro sin punto de adherencia. Entonces,
para cada x € X, existen un conjunto abierto O, en X yun G, € §, talesquez € O, y
0,NG, = . Como la familia {O, },cx, es un cubrimiento por conjuntos abiertos de Xj,
la compacidad de f nos dice que existe una subcubrimiento finito {O,, }i=1,. ., de Xp.
Ahora, para cada O,, existe un G,,, tal que O,,NG,, = 0. Puesto que {G,, }i12..» C F,
se tiene que N7, G,, € §. Observamos que NI, G,, N (UL,0,,) = 0, luego NG, C
(X \ U,0,,), donde X \ (U ,0,,) es un conjunto cerrado. Finalmente, como f es
una aplicacién cerrada, tenemos que f(X \ U ,0,,) es un conjunto cerrado en B,
bé¢ f(X\U0,,)y f(NP_1Gy,) C f(X \U,0,,). Luego el filtro en B generado por
$ no converge a b, una contradiccién. Asi pues § debe tener un punto de adherencia.

Sea 4 un b-z-ultrafiltro. Por b), il tiene un punto de adherencia, = € X;. Por lo tanto,
r € G para cada G € . Ademds, todo b-z-conjunto M, con x € M, debe estar en
i, pues para cada G € U se tiene que M NG # () y Y es un b-z-ultrafiltro, luego
necesariamente M € 4. De esto ultimo se concluye que U converge a x.

Supongamos que f : X — B no es compacta. Entonces, existen b € B y un cubrimiento
O por conjuntos abiertos de X, tales que para cada vecindad W de b en B y cada
subfamilia finita {O;} de O, se tiene que Xy \ U"O; # () (Proposicién 14). Si dejamos
variar W y consideramos la familia B de b-z-conjuntos que contienen a algin Xy, \
U"0;, se tiene que B forma una base para un b-z-filtro. En efecto, B es no vacia, pues
X es un b-z-conjunto que contiene a cualquier Xy, \ U"O;. Por otro lado, si G y H son
tales que Xy, \U"O; C Gy Xw, \U™O; C H, vemos que Xw,aw, \ (U™0;)U(U"0;)) C
G N H, es decir, GNH € 5.

Si consideramos un b-z-ultrafiltro generado por B, tenemos que éste converge por
hipétesis, digamos a € X,. Por otro lado, en O existe O, tal que z € O y X \ O
es un conjunto cerrado. Como f es una funcién completamente regular, existen una
vecindad W de b y una funcién continua s : Xy — [0, 1], tales que s(z) = 1y
s(XwN(X\0)) C {0}. Observamos que Xy N(X\O) = X\ O, luego Xy \O C s71(0)
vz & s710), es decir, Xy \ O € B. Concluimos que hay un b-z-conjunto en el
b-z-ultrafiltro que no tiene a x como elemento, ésto contradice la suposicién que el
b-z-ultrafiltro converge a x. Por lo tanto, no es cierto que f no es compacta.

O
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4.2,

Construccidn de la compactificacion

Para f : X — B una funcién de Tychonoff se construye una funciéon compacta, xf : kX — B,

de tal manera que X es denso en kX. Se introduce primero la siguiente propiedad de las
funciones de Tychonoff.

Proposicién 45. Sean f : X — B una funcion de Tychonoff y x € X,. Entonces, la familia
U={M C X : M es un b-z-conjunto y x € M} es un b-z-ultrafiltro. Ademds, 3\ es el unico
b-z-ultrafiltro que converge a x.

Demostracion.

il es no vacia, pues X es un b-z-conjunto y obviamente z € X.
() ¢ 4 pues la definicién de 4 exige que = debe pertenecer a cada conjunto en 4.

Si M € { y N es un b-z-conjunto tal que M C N entonces N € 4. En efecto, si
M C N, entonces x € M C N. Luego, por definicién de U, N € Ll

Si M ey N e Uentonces M NN € . En efecto, por la Proposicion 39, M N N es
un b-z-conjunto y por la definicion de U, x € M y x € N, luego x € M N N. Por lo
tanto M N N esta en 4.

La familia { f(M) : M € 4} genera un filtro en B que converge a b. Basta mostrar que
para cada vecindad W de b existe un M € 4L tal que f(M) C W. Para esto tomamos
el b-z-conjunto M = Xy (Observacion 4).

Por el momento se tiene que 4 es un b-z-filtro. A continuaciéon se muestra que 4 no esta con-

tenido en ningin otro b-z-filtro y que 4 es el tnico b-z-filtro que converge a x.

i es un b-z-ultrafiltro. Suponga que existe un b-z-filtro € tal que U C €. Entonces,
existe un b-z-conjunto (M, W,s), con M € €\ . Por definicién de U, se tiene z ¢ N.
Como = € Xy y x ¢ M, entonces s(z) # 0. Ahora, por la Proposicién 38, el conjunto
A = s7Y([s(x),1]), es un b-z-conjunto, caracterizado por: x € Ay AN M = (. Por
definicién de i, se tiene que A € U y la relacion Y C €, implica que A € €. Por lo
tanto, A€ €, M € € y AN M = (), una contradiccion.

il es el tnico b-z-ultrafiltro que converge a x. Por definicién de convergencia de un b-z-
filtro a x, se debe tener que los elementos de i, los b-z-conjuntos M con x € M, deben
estar en cada b-z-filtro convergente a x, es decir, cada b-z-ultrafiltro que converge a x
debe contener a 4. Por el item anterior se concluye que i es el tnico b-z-ultrafiltro que
converge a .
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Definicién 28. Sea f : X — B una funcion continua. Para cada b € B, definimos kX, =
{4 8 es un b-z-ultrafiltro}. Consideramos la union disyunta de los KXy, la cual denotamos
kX = UkXy, y definimos la funcion kf : kX — B como kf (84, b) = b, para cada (41,b) € kX .

Observacion 5. Para (U,b) € kX, se utiliza la notacion (4, b) = LU, siempre que sea claro

que se estd hablando de un b-z-ultrafiltro. El conjunto Upyew kX, = kf~1H(W), se denota por
KXw.

La Proposicién 45 y la Definicion 28 dan sentido a la siguiente definicién

Definicién 29. Sean f : X — Y wuna funcion de Tychonoff, © € X, y kX el conjunto
dado por la Definicion 28. Definimos © : X — kX, como O(x) = U, donde L es el inico
b-z-ultrafiltro que converge a x.

Definicién 30. Sean f: X — B una funcion continua y M un b-z-conjunto. Se define
(M, = {U| L es un b-z-ultrafiltro y M € U}.

Definicién 31. Se define el operador ~: p(kX) — @(kX) como sigue: Dados H C kX
y U € kX,, diremos que b € H, si b € [M], para cada b-z-conjunto (M, W,s), tal que
HnN KZXW - UCEW[M]C'

Proposicién 46. El operador ~: p(kX) — p(kX) es un operador de clausura.

Demostracion.

= H C H. Sean ${ € H un b-z-ultrafiltro y (M,W,s) un b-z-conjunto, tales que
H N Xy C Ueew[M].. Es claro que 4 € H N kXy, pues W es vecindad de b y
il es un b-z-ultrafiltro que esta en H. Entonces, 4 € U.ew[M]. y en particular en

~

il € [M],. Como el conjunto M es arbitrario, se cumple 4 € H.

] @: (). Recordamos que () es un b-z-conjunto, para cada b € B (Observacién 4). Como
no hay b-z-ultrafiltros que tengan a () como elemento, se tiene que [}], = (. Luego

@ C UcEB[Q]c = (Z)

o~ o~
~ ~ ~

= H = H. Por el primer item se tiene H C H. Veamos que H - H. Observamos
primero que los elementos de Hn kX son aquellos b-z-ultrafiltros que se encuentran
en cada [Ny, donde (N, V, ) es un b-z-conjunto, tal que HNrXy C Uqey[V].. Luego, si
(M, W, s) es un b-z-conjunto, tal que H Nk Xw C Ueew [M]., entonces HNrX, C [M]p.

Por lo tanto, se tiene que Hn kXw C Ueew [M].. Concluimos que Vil C .
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« HUL = HUL. Veamos primero que HUL C HUL. Sea ¢ f]uf, un b-z-ultrafiltro.
Entonces existen b-z-conjuntos (M, W, s) y (N, V,r), tales que H N Xy C Ueew[M],,
LNkXy C Uey|[N|.y b ¢ [M]y, U ¢ [N]p. Por la Proposicién 40, M U N es un
b-z-conjunto. Ahora, para la vecindad W NV de by la funcién s r : Xyny — [0, 1],
se cumple que (H U L) N 6Xwrv € Ueewrv[M U N, y 8 ¢ [M U NJ,, esto tdltimo
producto de la Proposicién 42 y el hecho que i es un b-z-ultrafiltro. Luego il ¢ HUL.

Veamos ahora que HuUL C HUL. Sea 8l ¢ H/LE, un b-z-ultrafiltro. Entonces,
existe un b-z-conjunto (M, W, s), tal que (HU L) N kXw C Ueew [M]. y U & [M],. En
particular, se cumple que H N kX C Ueew [M]. vy LNkXw C Ueew [M]. v puesto que
¢ [M]p, concluimos que 4 ¢ Lyl ¢ H.

]

De aqui en adelante se asume que xX tiene la topologia inducida por el operador ~. Se
muestra ahora que esta topologia hace de xkf : kX — B una funcion continua y de © : f —
kf un morfismo de Topg.

Proposicién 47. La topologia definida sobre kX hace de kf : kX — B una funcion conti-
nua.

Demostracién. Sea ' C B un conjunto cerrado y consideremos kf ' (F) = kXp. Si i es
un b-z-ultrafiltro tal que 4 ¢ xf~'(F), entonces kf() = b ¢ F. Como F es un conjunto
cerrado, existe una vecindad V de b, tal que V N F = (). Ahora, como i es un b-z-ultrafiltro,
existe un b-z-conjunto (M, W, s), con M € il y tal que f(M) C V. De esto podemos concluir
que M C Xy y que la restriccién s|x,,., , cumple s\)}t‘mv(O) = 571(0). Puesto que WNF = (),
se tiene que Xp N Xy = 0. Se define el b-z-conjunto N = slj(tmv([l/Q, 1]). Observamos
que:

L. MON =0.Pues M N Xy = s/ (0)y N =s|x ([1/2,1]).
2. U ¢ [N]y. Puess M e sty MNN = 0.

3. @ = KJXF N KXWQV - UceWﬂV[N]c- Obvio.

—

De los items 1. y 2. concluimos que 4 € kf~1(F). H

Proposicion 48. La topologia definida sobre kX hace de © : X — kX una funcion continua.

Demostracion. Sea F' C kX un conjunto cerrado y ©7'(F) su preimagen en X. Si
a € X\ ©7(F), entonces obviamente ©(a) ¢ F. Denotemos b = f(a). Ahora, como F
es un conjunto cerrado, existe un b-z-conjunto (M, W,s), son W una vecindad abierta de
b, tal que F'NkXw C Ueew[M]. v ©(a) ¢ [M],. Entonces, M ¢ ©(a) y consecuentemente



4.2 Construccién de la compactificacion 51

a ¢ M. Fijemos | = s(a) € [0, 1], existe pues a € Xy . Puesto que a ¢ M, se tiene que [ # 0
, luego existe d, tal que 0 < § < [. Para este d, el conjunto s~*((4, 1]) es un conjunto abierto
en Xy, v por lo tanto en todo X, tal que a € s~1((4,1]).

Observamos que para cada = € s~1((4, 1]), se tiene que el b-z-conjunto s~*([s(x), 1]) estd en
O(x) y M ¢ ©(x), pues x ¢ M. Luego, O(z) ¢ [M], y por lo tanto ©(z) ¢ F. Concluimos
que s71((6,1]) N O~HF) = 0.

Entonces, de a € s71((4,1]) y s71((6,1]) N ©"1(F) = 0, se tiene que a ¢ O~ '(F), pues
s71((6,1]) es un conjunto abierto de X. Por lo tanto, © !(F) es un conjunto cerrado de
X. [

Observacién 6. Si x € X, entonces O(x) € kX y f(z) = b= rkf(O(x)) (Definiciones 28
y 29). Luego, por la proposicion anterior, © es un morfismo en Topg.

Lema 2. Sean b € B, un b-z-conjunto M C X y M € kX,. Se tiene que, L estd en la
adherencia de O(M) si y solo si th € [M]p.

Demostracion.

—

» € O(M) = U e [M]p. Supongamos, sin perdida de generalidad, que M = (M, W, s),
con W una vecindad abierta de b. Por la Observacion 3, se tiene que M es un c-z-
conjunto para cada ¢ € W. Luego, si il € ©(M)Nkr Xy, entonces il es un c-z-ultrafiltro,
con ¢ € W, convergente a un punto en M N X, tal que M € i, o equivalentemente,
il € [M].. Por lo tanto, se cumple que O(M) N kXw C Ueew [M]..

—

Ahora, si U € ©O(M) entonces, para cada b-z-conjunto (N,V,r) tal que
O(M) N kXy C Ueey[N]., se tiene que 4 € [N],. Por el parrafo anterior la eleccién
(N,V,r) = (M, W, s) es valida. Luego i € [M],.

o —

» i€ [M], = Y € ©(M). Observemos primero que si (N,V,r) es un b-z-conjunto tal
O(M) N kXy C Ueey[N]., entonces M N Xy, € N N Xy. En efecto, sea z € M N Xy,
entonces O(z) € O(M)NkXy. Entonces, puesto que O(M)NkXy C Uy [NV, se tiene
que ©(x) € [N], o equivalentemente, N € O(x), lo cual implica que x € N.

—

Ahora, si U ¢ ©O(M), entonces existe un b-z-conjunto (N,V,r), tal que
O(M) N kXy C Ueey[N]. v U ¢ [N],. Entonces, por la observacién anterior y la
clausura por superconjuntos del b-z-ultrafiltro 4, concluimos que L & [M].

L]

Proposicién 49. La funcion © : X — kX es una inmersion continua de X en kX, con
O(X) denso en kX.
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Demostracion.

» La funcién © es inyectiva. En efecto, sean = y 2’ dos elementos distintos de X. Se
presentan dos casos, o bien f(z) # f(z') o bien f(z) = f(z'). En el primer caso, se
tiene que Kf(O(z)) = f(x) # f(2') = kf(O(2')), luego O(x) # O(2’). En el segundo
caso, se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que existe un f(x)-z-conjunto M
que contiene x y que no contiene a z’, pues f : X — B es una funcién de Tychonoff.
Luego M estd en O(z) y no esta en O(z'), es decir, O(x) # O(2').

» La funcién ©(X) es denso en kX. Por el Lema 2, se tiene que i € @/()?) si y solo si
i€ [X]p. Como X es un b-z-conjunto para todo b € B, se tiene que para todo b € By
todo b-z-ultrafiltro 4 siempre se cumple X € $, o equivalentemente, { € [X],. Luego,

L —

O(X) = rX.
= La funcién © es continua. Esto se demostré en la Proposicién 48.

» La funcién ©7!: ©(X) — X es continua. Sea F' C X un conjunto cerrado y O(F) su
imagen en O(X). Si U € O(X) es tal que Y ¢ O(F), entonces U es un b-z-ultrafiltro
que converge a algin punto x € X, es decir, 34 = O(z) y x ¢ F. Entonces, dado que
f X — B es una funcién de Tychonoff, existen una vecindad abierta W de f(z) y
una funcién s : Xy — [0, 1], tales que s(z) = 1y s(Xw N F) C {0}. Ahora, por la
Proposicién 38, el conjunto s7*(1) es un f(z)-z-conjunto, y como = € s~!(1), entonces
s71(1) € O(z). Como = ¢ s71(0), se tiene que s~ 1(0) ¢ O(x), o equivalentemente,
O(z) ¢ [s71(0)]y. Por otro lado, es claro que O(F) N kXw C Ueew([s 1(0)]., pues
si € € O(F) N kXw, entonces € converge a algin punto | € F N Xy y s(l) = 0,
luego s71(0) € O(I), o equivalentemente, O(I) € [s~'(0)];¢). Concluimos entonces que

— —

O(z) =4 ¢ O(F), y por lo tanto U ¢ O(F) N O(X).
[

La siguiente es la caracteristica mas importante de xf : kX — B.

Proposicién 50. La funcion kf : kX — B es compacta.

Demostracion. La prueba se hara en dos partes. Pﬂ_@ro se muestra que para todo b-z-filtro
$L, sobre el espacio original X, se tiene que (Nyeq®(M))NKX, # 0, es decir, existe al menos
un b-z-ultrafiltro en la interseccién de las clausuras en kX de los elementos de . En efecto,
si 4l es un b-z-filtro convergente a x € X, entonces, por definiciéon de convergencia de b-z-
filtros, tenemos que = € M y por lo tanto ©(z) € [M],, para cada M € $I. Entonces, por el
Lema 2, se tiene que O(x) € @/(]\7), para cada M € . Por otro lado, si U es un b-z-filtro
no convergente, la Prog@ﬁén 41 nos asegura que 4 esta contenido en un b-z-ultrafiltro €.
Veamos que € € Nyey©O(M). Para cada M € 4, se tiene que M € U C €, luego € € [M],,.
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—

Ahora, por el Lema 2, se tiene que ©(M) N kX, = [M],, para cada M € L. Entonces,
¢ e mMeu[M]b = ﬂMeu(@(M) N /{Xb) - mMeu@(M>
Ahora veremos que cada b-filtro sobre kf : kX — B, tiene un punto de adherencia,

ésto demostrard la compacidad de la funcién kf (Proposicién 20). Sea U un b-filtro en

kf

kX — B. Se define & como la familia de b-z-conjuntos (M, W,s) C X tales que

FNeXw C Uew[M]., para algin F' € U. Afirmamos que & es un b-z-filtro sobre
f: X — B. En efecto,

Se tiene que & # (). Pues X € &.

Se cumple que () ¢ &. Pues para cada F € i y cada vecindad W de b se tiene que
FneXy #0y [0, =0.

La familia & es cerrada para superconjuntos. Pues si tenemos (M, W, s) € & y un b-z-
conjunto (N, V,r), tales que M C N, entonces, por definicién de &, existe F' € U tal
que FNEXy C Ueew[M].. Como NN Xy = r|)_(;mv(0) y M N Xwary € NN Xwav,
se tiene que Ueewrv[M]. € Ucewnv|[N]e. Por lo tanto, F' N kXwry € Ueewnv [N, €s
decir, N € &.

La familia & es cerrada para intersecciones finitas. Sean (M,W,s) € & vy
(N,V,r) € &, con W, V vecindades abiertas de b. Por definicién de &, existen F' € U
y E € U, tales que F N Xy C Ueew[M]. vy EN KXy C Ueey[N].. Ahora, pa-
ra la funcién u : Xyny — [0, 1], definida por u(x) = (s(z) + r(x))/2, se tiene que
uwH0)=MN NN Xyay.

Observamos que FNENKXway C Ueewnv[M NN].. En efecto, si B € FNENKXwnv,
entonces B es un b’-z-ultrafiltro, con v’ € W NV. Ahora, para este ', los b-z-conjuntos
M y N, también son b’-z-conjuntos ya que W NV es una vecindad de b’ y M N Xy =
s|;(;mv(0), NNXwny = 7“|)_<‘1mv(0). Puesto que FNENkXwny € FNeXw C Ueew [ M,
se tiene que B € [M]y. De manera andloga se puede ver que B € [N],. Luego M € B
y N € B. Entonces, M NN € B, o equivalentemente, B € [M NN]y. Como esto ocurre
para cada B € FNENBXwny, se concluye que FNENBXway C Usewnv[M N N]..

Del hecho que FNE € U y la observacion F'N E N kXwry C Ueewnv[M N N, se
concluye que el b-z-conjunto (M N N, W NV, u) estd en &.

La familia {f(M) : M € B} genera un filtro que converge a b. Pues los b-z-conjuntos
Xy, con W una vecindad de b, estdn en &.

Por el primg_gaso de la demostracién se tiene que existe un b-z-ultrafiltro €, tal que

¢ e

Nares©(M). Veamos que € es un punto adherente del b-filtro U. Sean F' € U y

(M, W, s) un b-z-conjunto en X, tales que F' N kXw C Ugew|[M].. Por definiciéon de &, se

o —

tiene que M € &. Como € € NyeeO(M), se cumple que € € [M], (Lema 2). Luego, como
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M fue escogido arbitrariamente, se tiene que € € F. Esto ocurre para cada F' € U, luego, €
es un punto adherente de U. [l

Como en el caso de la topologia general, en muchas aplicaciones no es suficiente que una fun-
cién sea compacta. No obstante, cuando la compacidad es complementada con propiedades
de separacién adecuadas, las funciones compactas se vuelven realmente utiles. La siguiente
proposicién asegura que la compactificacion kf : kX — B tiene buenas propiedades de
separacion.

Proposiciéon 51. La funcion compacta kf : kX — B es una funcion tipo T5.

Demostracion. Utilizaremos la construccién desarrollada en la prueba de la Proposicién 43.
Sean U, € € kX, dos b-z-ultrafiltros distintos. Entonces, existen b-z-conjuntos
(M, W,s) € by (N,V,r) € € con Wy V vecindades abiertas de b, tales que M N N = ().
Se definen ¢ : Xyny — [0,1] y u : Xyway — [0, 1] como:

B r(z) —s(x) sir(x) = s(z)
ule) = {O sir(z) <

Es claro que M N Xy Ct710) y NN Xy €« (0). Luego

o — —

UeO(M)NrXway € OE0)) NEXway.

— —

¢e @(N) N HXWQV - @(Uil(O)) N KJXWmv.

Observamos que £k Xy es un conjunto abierto en kX, para todo conjunto abierto U en B, pues
kf es conti/nu\a. En particular, //i{wm/ es un conjunto abierto. Tenemos que
kXway \ ©(t710)) v kXwrv \ ©(u=1(0)), son conjuntos abiertos en KXwny y luego ,
por la observacién anterior, abiertos en todo ~X. Afirmamos que KXwny \ @(u—/l\(())) y
kXwav \ @(t/—%)) son conjuntos disyuntos. En efecto, por la Proposicién 42 y la observa-
cion Xy = t1(0) Uwu1(0), se tiene que para cada b’-z-ultrafiltro 3, donde ' € W NV,
se cumple que t710) € P o u'(0) € *P. Ahora, si existiera un b’-z-ultrafiltro
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P € [ Xowon \ O (0)) ]y N Xuwrw\ O 1(0)]y, tendriamos que & w1(0) y P ¢ £1(0),
luego t71(0) ¢ P y u=1(0) € R, una contradiccion.

Como M Nu~t(0) = 0, se tiene que M y u~(0) no pueden estar ambas en un mismo b-z-
filtro. En particular, ningin b-z-ultrafiltro tiene a ambos conjuntos como miembros, luego,
[M], N [u'(0)] = 0. De igual manera N N¢~*(0) = (), implica [N], N [¢t~1(0)] = 0. Entonces,
se tiene que

—

[M]y € £ Xwry \ ©(u=1(0))

[N], € kXwew \ O(E1(0))

Puesto que kXwny \ @m)) vy kXwav \ @(t/*%)) son conjuntos abiertos disyuntos y
e [M]y, € € [N]p, concluimos que kf es una funcién Ts. O

La funcién kf : kX — B goza de una propiedad de extensién semejante a la de su contraparte
clasica.

Proposicién 52. Sean f : X — B una funcion de Tychonoff y g : Y — B una funcion de
Tychonoff compacta. St X\ : f — g es un morfismo de Topg, entonces existe un morfismo
\:kf — g, en Topg, tal que Ao © = ).

Demostracion. Sea i € kX un b-z-ultrafiltro. Se define la familia

® ={F CY :F esun b-z-conjunto y \™*(F) € U}

Afirmamos que & es un b-z-filtro primo en Y. En efecto:
» G # (. Puesto que A™1(Y) = X € 4 se tiene Y € &.
0 ¢ &. Pues 0 = \"1(0) ¢ 4.

® es cerrada por superconjuntos. Sean ' € & y (E,W,s) un b-z-conjunto, tales que
F C E. Observamos que A™'(E) es un b-z-conjunto en X, pues so X : Xy — [0, 1], es
tal que A™H(E) N Xy = (soA)71(0). Por otro lado, se tiene A™'(F) C A™}(E) y puesto
que A\"H(F) € 4, se concluye que A™H(E) € U, es decir, £ € &.

» & es cerrada para intersecciones finitas. Si FF € & y E € &, entonces A™}(F) € U y
AYE) € U Luego \"HF)NAYE) =AY FNE) ey, es decir, FNE € &.

» {g(F): F € &} genera un filtro en B que converge a b. Como la funcién A es fibrada, se
tiene que A\(Xy) C Yy, para cada vecindad W de b. Luego, A™*(Yy) = Xy, para cada
vecindad W de b. Por lo tanto Yiy € & y W € {g(F) : F € &}, para cada vecindad W
de b.
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» & es primo. Si EF y F son b-z-conjuntos tales que E U F € &, entonces
AMY(EUF) = XY E)UX(F) € 4. Ahora, i es un b-z-ultrafiltro, luego es primo,
entonces \HF) € Lo A H(E) € U, es decir, E€ & o F € 6.

Como & es un b-z-filtro primo en Y existe un tnico b-z-ultrafiltro €, tal que & C & (Pro-
posicién 43). Utilizando la Proposicién 44, se tiene que existe y € Y}, tal que € converge
a y. Observamos que y es unico. En efecto, dado que g : Y — B es una funciéon de Ty-
chonoftf, se tiene que para cada a € Y}, con a # y, siempre existe un b-z-conjunto M, con
y € M ya ¢ M. Por lo tanto, para cada $f € kX, se tiene un tnico 5\(11) € Y aso-
ciado, es decir, una funcién A : kX — Y. Explicitamente, se define A({{) como el tinico
elemento y € Y, al que converge el tinico b-z-ultrafiltro € que contiene el b-z-filtro primo
& ={F CY :F esun b-z-conjunto y \"}(F) € }.

Se cumple que Ao © = \. En efecto, si z € Xp v A(z) € Y es su imagen en Y, entonces el
b-z-ultrafiltro € en Y que converge a A(z) cumple A\™'(F) € ©(z), para cada F' € €. Pues,
si (F,W,s) es un b-z-conjunto en Y, tal que A(z) € F, entonces so A : Xy — [0,1] es una
funcién continua, con z € A~! o s71(0) y tal que A7 (F) N Xy = X! o s71(0). Es decir,
A~Y(F) € ©(z). Por lo tanto, A(O(z)) = A(x).

Por dltimo se tiene que A : kX — Y es un morfismo en Topg, de kf en g. El hecho
que Kf = go X es claro, pues los elementos de kX, tienen su imagen en Y. Para ver
la continuidad de A, fijemos A(4) y O € Y una vecindad abierta de A(4l). Como g es una

funcién de Tychonoft, existen una vecindad abierta W de g(A(4l)) en B y una funcién continua
s : Yy — [0,1], tales que s(A()) = 1y s(Y \ O) C {0}. Es claro que G = s~ 1([1/3,1]) y
E = 571([0,2/3]), son b-z-conjuntos en Y, tales que (i) € Int(G), A() ¢ E, G C Oy
G U E = Yyy. Consideremos ahora los conjuntos A™(G) y A™!(E). Ambos son b-z-conjuntos
en X, pues son iguales a A (s7([1/3,1])) y A (s71([0,2/3])), respectivamente. También
se tiene Xy = A7 (G) UAXTI(E). Luego, por la densidad de X en kX y la definicién de ©,
se tiene que KXy = @(m)) U 9(;1(\5]))

Observamos que il ¢ @(;1(\E)), pues caso contrario, se tendria que 4 € [A\"'(E)], (Lema
2), luego A7'(E) € 4. Ahora, teniendo en cuenta la definicién

® ={F CY :F esun b-z-conjunto y A '(F) € U}

y la definicién de A : kX — Y, se tendria que 5\(11) € FE, lo que contradice la construccién
de E. Deducimos entonces que il € @(;1\((}’))

Como k Xy = @(;?G)) U @(A/*lTE)), se tiene que si € € KXy \ @(;?E)), un conjunto
abierto de kX, entonces € € @(;1\«})), luego en particular se tiene que A71(G) € € y
M€) € G. Luego, A(€) converge a un punto en G, es decir, A\(kXy \ @(A/*lTE))) cCGCo.
Por lo tanto, de & € KXy \ @(;TE)) v MeXy \ @(A/*lTE))) C O, se concluye que \ es
una funcién continua. O

Asi las cosas, se puede ver que la compactificacion obtenida en este capitulo es proyecti-
vamente mayor que la compactificacién de Stone-Cech obtenida en el capitulo anterior. No
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obstante, la equivalencia entre las dos compactificaciones ain es incierta. Es decir, contrario
a lo que sucede en el caso clasico, no se ha podido demostrar o refutar que la compactifica-
cién de Stone-Cech del capitulo anterior sea proyectivamente mayor que la compactificacién
obtenida en este capitulo. Nétese que la equivalencia en el caso clasico se resuelve facilmente
al observar que un espacio topolégico es compacto y Ty si y solo si él es compacto y de
Tychonoff. Como ya se observé anteriormente, en el caso fibrado la relaciéon anterior no se
cumple (ver primer péarrafo de la seccién 2.2). Este punto de ruptura constituye un punto de
partida para una nueva investigacién que puede dar continuidad a las ideas presentadas en
este trabajo.
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