
R evista Colombiana de Matematieas

Volumen Vlll (1974), p,igs.139 -147

UNA GENERALIZACION DE LAS LEYES DE ATRICION DE LANCHESTER
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En su tratado c las ico [21 ,Lanchester nos da dos leyes para la atr ie ion de dos

fuerzas opuestas homogene as, de tamafio TIl y n respectivamente. Estas son la

pr imera ley (ley l ine al)

dm
dt

= - en

(1)

dn
dt

- ,--e m

y la segunda ley (ley cuadrat ica)

dm
dt

=- cmn

(2)

dn
dt

:= - e'mn

Cualquierade las dos leyes (1) y (2) se puede justificar. Lanchester sugiere

que la primera vale para un combate mana a man o , mientras que la segunda es

val ida para combate a d istane ia, pero dice poco para expl icar esta conclusion. De-
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seamos aqui mostrar que ambas de estas leyes se pueden exp licar como casos es-

peciales lim it e s de una ley mas general asi como aclarar la difere nc ia entre elias.

Supongamos que un indiv iduo, miembro de la fuerza azul., necesita un tie~po T

para disparar. EsLo 10 podra hacer, sin embargo, solo si durante este tiempo ha vis-

to un miernbro de la fuerza roj a, Supondremos que la probabilidad de no uer a un

miembro dado de los Rojos durante un intervalo de tiempo t es
-at

e • donde

es un parame tro de "visibilidad", muy grande en un campo ab ierto, y pe quefio.por

eje mpl o, en la oscuridad 0 en una embosc ada. Sila fuerza roj a tiene n miembros,

entonces la probabilidad de que el lnd ividuo azul no yea a ninguno en el per iodo

-ant F Ies e . ina mente, asumiremos que, en caso de ver un Rojo, y d is parar, hay

una probabilidad k de eliminarlo.

Nuestro problema, ahora, consiste en determinar la tasa de di sparos de un Azul.

Clark [11 sugiere que, en el intervalo T (necesario) d isparara una vez con proba-

b 'I'd d 1 a TIT • 1 d d iI I a - e .. aSI a tasa e Isparos es

_ 1 ( -a TI T )r- -;- l-e .

La t asa de aciertos es entonces kr , y, como hay m Azule s d isparando simulta-

ne amen te, la tasa de atrie ion de los Rojos es mkr, 0

(3) dn = _ ..!E.J( 1 _anT)
dt T - e

Asi mismo obtenemos, como atr ie ion de los Azule s,

(4) dm = _ !LJ::. (l_e-a'm T ')
dt T

donde T: k '. a' son el tiempo de df sparo, la probabilidad de acierto, y el parame-

tro de visibilidad de los Rojos, respectivamente •
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EI modelo de Clark no fue de s an ol lado espec if ica mente para este easo, y por

10 tanto pareee no ser eompletamente va lido. Ef problema es que e l asume que el

Azul d is parara seguramente durante el intervalo 7 , posiblemente a un blanco me-

nos importante. En nuestro modelo, nosotros asumimos fuerzas homogene as , de

man era que no hay blaneos de mayor 0 menor prioridad.

En lugar de esto, eonsideremos el modelo siguiente : el Azul debe, ante todo ,

gastar un tiempo 7 en preparar su arm a, Despues de este peri odo , debe esperar

hasta ver un Rojo, y solo entonees d isparara, Segiin nuestra d iscus ion previa, el

tiempo neeesario para esto sera una variable aleatoria T, con la d iatr ibucion ex-

poneneial

(5) F(t) 1 -ant-e t> 0

y expe ctac ion

(6) E [Tl 1
an

De esta manera, el tiempo promedio entre disparos sueesivos de un Azul es de

1
7 + - . Como hay m Azules , y tienen una probabilidad de aeierto k, obtene-

an
mos la ley de atr ic ion

d n = _ mk
dt a n7+ 1

y, para la atr icion Azul,

(8) d m = _ n k ' _---:.a_'...:;m"-_
dt a'm7'+1

De nuevo vemos una obje cion posible a este modelo, yes que hemos asumido

que los dos elementos -Ia pre pa rac ion del arrna, y fa biisqueda del blaneo- se de-

ben Ilevar a eabo sueesivamente. Tal vez se puedan haeer e stos s imu ltaue amc nt e ,
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asi que el Azul puede disparar en el 'segundo de dos momentos : (a) el momento

en que este Iista su arrna ; (b) el momento en que yea un Rojo. Este t iernpo, T,

es entonces una variable aleatoria con di str ihuc ion

(9)
-ant

l-e si t> T

o si t < T

Es decir que T tiene un saito en T , Y una di str ibuc ion exponencial de ahi en

ade lant e , Aqui, T tiene la expect ac ion

-a n t
(10) E[Tl = T + ...;.e__

an

Continuando as i, obtenemos, como atr ic ion roja,

(1J) dn = -mk an
dt anT + e-an T

y, como atric ion azul,

(12) elm -nk' a'm
dt a'mT' + -a'mT'e

Se puede, sin embargo, decir que este modelo yerra en sentido opue sto, Es pro-

bablemente irnpostble encargarse de toda la prepara c ion del arma mientras se bus-

ca un blanco. Prefeririamos, pues, un mode lo intermedio, dandonos , ,posiblemente,

una des igu aldad tal que

(13) -mk an < d n < -mk
dt

an
-anT

anT + e

con una desigualdad se mejante para la atr ie ion de los Azules.

AI anal izar (3), (7) u (II), consideramos dos casos Iimites importantes (a)
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anT muy pe quefio : (b) anT muy grande.

Caso (a). En e ste caso, an T es muy pe quefio : es decir, que la visibilidad

es muy mala, el ejerc ito rojo es muy pe quefio, las arm as de los Azules son muy

ra p idas , 0 una combinac ion de dos 0 I.res de e s tos [actore s, Tenemos enlonces las

aprox imac iones

an an
anT + 1

an _ an
-anT

anT + e

y vemos que, ya sea que aceplemos el modelo (s), (7), u (II), obtendrernos la

aproximacion

(14) dn
dt

a kmn

que corresponde a la segunda ley de Lanchester (2)

Caso (b). En esle caso anT es muy grande debido a buena vis ib il idad, un

ejere ito rojo muy grande, 0 unas arm as azulcs muy len tasIo alguna comb in ac ion

de estos factore s]. Tenemos entonce s las aproximac ione s

1- -an T 1e -

an 1-
anT + 1 T

an
-anT

-

anT+e T

y (3), (7), (II) loman la forma dn
dt

k
117 que es la primera ley de Lan-

T
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che ster (1) .

Vern os , as i, q~e las dos leyes de Lanche ster (1) - (,2) se obt ien e n como casos

especiales de las leyes (:l), (7), u (11), y, por 10 tan to, t arnb ien de cualquier ley

int e rme d ia entre (7) y (11), e s decir, la ley (13). Mas importan te aun, nuestro ana-

lisis de term ina las c ircun stanc ius para preferir una u otra de las leyes (1) y (2) (0

alguna intcrmed ia). Ademas e s posible un ana lis is mas extenso. Vemos, por ejem-

plo, que los Ires parame tros a, k, T apare cen en la ley genera I (13). Pero de es-

los Ires, sol amente k aparece en los dos casos Iim ite s (14) y (15). EI pararne tro

a de vi s ihi l idad aparece en (14) pero no en (15), mientras que el parametro de

velocidad, T , aparece en (15) pero no en (14). ESlo nos perm ite sacar varias con-

clusiones.

En cuan to a k, vemos que la atr ic ion roja es d irec tamente proporcional a k.

Podemos, pues, cone luir que siempre es ventajoso para Azul aumen tar k. Eslo

se puede hacer mejorando su punteria, 0 aumentando la fuerza de cada d isparo, En

cambio, Rojo siempre tiene int.ere s en disminuir k, cosa que puede hacer Iort ifi -

cando sus elemenlos. ~Naluralmente-eualquiera de e stos puede dar lugar a ciertas

desventajas, pero s i nada mas cambia, es to siempre es ventaj oso) •

Pasando a a , vernos que la atr ic ion (14) es proporcional a a, mientras que

(15) es inde pend'ientc de a . Concluimos que, cuando es dific il errcontrar el ene-

migo, cual qu ier aume n to de visibilidad es ut il. En carnbio, si anT es grande,pa-

ra que valga la aproxi mac ion (15), no se gana nada con aumen tar a 0 Es decir .que

la inleligencia (en cuanlo a la posicion del enemigo) puede ser muy ulil en una

ernboscada; no sirve de mucho en un combate mano a mano.

Finalmenle consideremos el papel de T 0 La alricion (15) es inversamenle pro-

porcional aT. Por 10 lanto, en el combale abierlo es siempre venlajoso aumenlar
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la velocidad de las arrnas ; es muy util entonces una ametra ll.adora, En cambio

(14) es independiente de T , Y conc luimos que en tal caso no se gana nada con

incre men tar la rap ide z de las armas • En una emboscada, pues, encontramos que

una ametralladora pierde gran parte de su valor.

Debe notarse que nuestras conclusiones aqui son contrar ias a las de Lanches-

ter [21 en un ana lis is semejante. Pues Lanchester sugiere que un grupo de hombres

con rifles, opuesto por un grupo mas pequefio con ametraf ladoras, deberia acercar-

se, de manera a pasar de la ley (14) a la (15), en la cual el tamafio (de m c ontra

n) es muy import ante, En cambio, nuestro ana lis is nos dice que, aunque esto si

aume nt a la ve ntaja relativa del tarnafio, tam bien au nienta la ventaja de las ametra-

lIadoras (fuego rapido), Por 10 tanto esto no parece ventajoso para el primer grupo.

Haremos una ultima observacicn. En la teoria original de Lanchester, solo apa-

recen las dos leyes (1) y (2). No se considera la posibilidad de una ley mixta; (1)

vale de cerca y (2) de lejos. En nuestro anal is is vemos que escoger (14) 0 (15)

(0 alguna leyintermed ia) depende de los parametros a y T ,y de la variable n,

Pero no hay razon para que estos tengan que ser iguales de ambos lados, y pode-

11\0S cons iderar ocasiones en que anT sea pe quefio, y a'm T' sea grande. Asi,

si un grupo rojo pe quefio da una emboscada a un ejerc ito azul, entonces a sera

pe quefio y a' grande, de man era que m y n sufrlran atr ic ion segun las dos le-

yes

dm =_
dt

k'--n
T '

dn
dt

a km n

dn
dm

dn/ dt
dm/dt

a k T •

k'

Pod emos ahora (si 10 de se amos) resolver e ste sistema (jndependiente del t ie m-

po]. Tenel1\os

m.
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que tiene la so luc ion general

n

Aqui C es una constante de integrac ion , con valor

C n -o
akT'
2 k'

siendo mo y no los valores in ic ial e s de m y n respectivamente. Vemos que

gana Bojo si C> 0, y Azul C < o. Habra un empate si C = 0, caso que nos

dara

n a k T ' 2
m

2 k'

Oebemos recordar naturalmen te que el coeficiente a k T' / 2k' es aqui muy peque-

no. Por e je mplo, podemos tener

a = 0,002

k=k'=0.5,

, T=T'=l,

'.

10 que nos da
n = 0,001 m2 .

Entonces, a med ida que progresa la batalla, tendremos m =300 cuando n = 90,

m =200 cu an do n =40, y m =100 cuan do n =10. Asi los emboscadores (Rojo)

aurne ntan su ven taja a medida que se pelea : pierden 70 hombres para eliminar los

primeros 100 Azules, pero 10 Rojos son suficientes para eliminar los iiltimos 100

Azules•
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