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UNA GENERALIZACION DE LAS LEYES DE ATRICION DE LANCHESTER

por
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Dedicado al profesor Henri Yerly

En su tratado clasico [ 21, Lanchester nos da dos leyes para la atricion de dos
fuerzas opuestas homogéneas, de tamaiio m y » respectivamente. Estas son la

primera ley (ley lineal)

(1)

y la segunda ley (ley cuadratica)

dn

dt

== cmn

(2)

Cualquiera de las dos leyes (1) y (2) se puede justificar. Lanchester sugiere

que la primera vale para un combate = mano a mano , mientras que la segunda es

valida para combate a distancia, pero dice poco para explicar esta conclusion. De-
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seamos aqui mostrar que ambas de estas leyes se pueden explicar como casos es-

peciales limites de una ley mas general asi como aclarar la diferencia entre ellas.

Supongamos que un individuo, miembro de la fuerza azul, necesita un tiempo 7
para disparar. Esto lo podra hacer, sin embargo, sélo si durante este tiempo ha vis-
to un miembro de la fuerza roja. Supondremos que la probabilidad de 7o ver a un

. - . . —at ,
miembro dado de los Rojos durante un intervalo de tiempo ¢ es e °, donde «

- (L I ’y . ~
es un parametro de " visibilidad"’, muy grande en un campo abierto, y pequeiio,por
ejemplo, en la oscuridad o en una emboscada. Si la fuerza roja tiene » miembros,
entonces la probabilidad de que el individuo azul no vea a ninguno en el periodo ¢
~Unt Fi . ) Roi .

es e . Finalmente, asumiremos que, en caso de ver un Rojo, y disparar, hay
una probabilidad % de eliminarlo.

Nuestro problema, ahora, consiste en determinar la tasa de disparos de un Azul.
Clark [11 sugiere que, en el intervalo 7 (necesario) disparard una vez con proba-

g q P

Onr . §
; asi la tasa de disparos es

bilidad I-e
r= L (I-e_anr).
T

La tasa de aciertos es entonces kr, y, como hay m Azules disparando simulta -

neamente, la tasa de atricion de los Rojos es mkr, 0

. dn _ mk
(3) 2 = _T-(I_e-(xnr).

Asi mismo obtenemos, como atricion de los Azules,

(4) dm - _ ”_k'(z-e'“”’")
dt 5

donde 7 &', 0’ son el tiempo de disparo, la probabilidad de acierto, y el parame-

tro de visibilidad de los Rojos, respectivamente .
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El modelo de Clark no fue desarro!lado especificamente para este caso, y por
lo tanto parece no ser completamente valido. El problema es que él asume que el
Azul disparara seguramente durante el intervalo 7 , posiblemente a un blanco me-
nos impor[ame. En nuestro m()dcln, nosotros asumimos fuerzas h()m()g('neas, de
manera que no hay blancos de mayor o menor prioridad.

En lugar de esto, consideremos el modelo siguiente : el Azul debe, ante todo,
gastar un tiempo 7 en preparar su arma. ncspu(‘s de este periodo, debe esperar
hasta ver un Rojo, y sélo entonces disparara. Segin nuestra discusion previa, el
tiempo necesario para esto sera una variable aleatoria T, con la distribucion ex-

ponencial

-0nt

(5) F(t) = 1-e¢ t> 0
y expectacion
(6) ElTl = L |
U n

De esta manera, el tiempo promedio entre disparos sucesivos de un Azul es de

T4+ -ai- . Como hay m Azules, y tienen una probabilidad de acierto %, obtene -
n

mos la ley de atricion

(7) A8 = Ly on
dt 0 nryl
y, para la atricion Azul,
(8) Adm _ _ g Um
dt O’'mr '+ 1

De nuevo vemos una objecion posible a este modelo, y es que hemos asumido
que los dos elementos -la preparacion del arma, y la bisqueda del blanco- se de-

ben llevar a cabo sucesivamente. Tal vez se puedan hacer éstos simultancamente,
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asi que el Azul puede disparar en el segundo de dos momentos : (a) el momento
en que esté lista su arma ; (b) el momento en que vea un Rojo. Este tiempo, T,

es entonces una variable aleatoria con distribucion

(9) F(t) = s
Ing, 0.8l t> 7

Es decir que T tiene un salto en 7 , y una distribucion exponencial de ahi en
adelante. Aqui, T tiene la expectacion

-0 nr

(10) E[T =7 + £ _____
o n

Continuando asi, obtenemos, como atricion roja,

(11) dn - _p —__Om
dt Anr 4 e=0n T

y, como atricion azul ,

oA’ m
-a'mrl

7

(12) £m = _nk’
dt Wmr’ + €

Se puede, sin embargo, decir que este modelo yerra en sentido opuesto. Es pro-
bablemente imposible encargarse de toda la preparacion del arma mientras se bus-

ca un blanco. Prefeririamos, pues, un modelo intermedio, dandonos, posiblemente,

una desigualdad tal que

(13)  -mk __O‘n_aT. £BE & b et B,
OCnr+e-n dt I'y ¢nr

con una desigualdad semejante para la atricion de los Azules.

Al analizar (3), (7) u (11), consideramos dos casos limites importantes : (a)
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0 n7 muy pequeiio ; (b) @27 muy grande .
Caso (a) . En este caso, ®n7 es muy pequeio; es decir, que la visibilidad
es muy mala, el ejército rojo es muy pequeiio, las armas de los Azules son muy

rapidas, o una combinacion de dos o tres de estos factores. Tenemos entonces las

aproximaciones
-0
1= nr = Unr
[0
L = Un
OUnr + 1
o
L — = 0z
Oénr+e- wE
el modelo (3), (7), u (11), obtendremos la

Y vemos que, ya sea que aceptemos

aproximacion
dn = O kmn

(14)
t

que corresponde a la segunda ley de Lanchester (2) .
Caso (b) . En este caso ®n7 es muy grande debido a buena visibilidad, un
ejército rojo muy grande, o unas armas azules muy lentas (o alguna combinacion

de estos factores). Tenemos entonces las aproximaciones

-UnT
h=e % @il
On = L
Onrt+l T
Un =~ 1
~Opr
Ant +e " T
dn - _ k que es la primera ley de Lan-
t T
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chester (1) .

Vemos, asi, que las dos leyes de Lanchester (1)-(2) se obtienen como casos
especiales de las leyes (3), (7), u (11), y, por lo tanto, también de cualquier ley
intermedia entre (7) y (11), es decir, la ley (13). Mas importante aiin, nuestro ana-
lisis determina las circunstancias para preferir una u otra de las leyes (1) y (2) (o
alguna intermedia). Ademds es posible un analisis mas extenso. Vemos, por ejem-
plo, que los tres parametros «, k,7 aparecen en la ley general (13). Pero de es-
tos tres, solamente k aparece en los dos casos limites (14) y (15). E] parametro
® de visibilidad aparece en (14) pero no en (15), mientras que el parametro de
velocidad, 7 , aparece en (15) pero no en (14). Esto nos permite sacar varias con-

clusiones .

En cuanto a %, vemos que la atricion roja es directamente proporcional a k.
Podemos, pues, conc luir que siempre es ventajoso para Azul aumentar k. Fsto
se puede hacer mejorando su punteria, o aumentando la fuerza de cada disparo. En
cambio, Rojo siempre tiene interés en disminuir k, cosa que puede hacer fortifi -
cando sus elementos. (Naturalmente cualquiera de éstos puede dar lugar a ciertas

desventajas, pero si nada mas cambia, esto siempre es ventajoso) .

Pasando a @ , vemos que la atricion (14) es proporcional a 0, mientras que
(15) es independiente de @ . Concluimos que, cuando es dificil encontrar el ene-
migo, cualquier aumento de visibilidad es uatil. En cambio, si ® »7 es grande,pa-
ra que valga la aproximacion (15), no se gana nada con aumentar O .Es decir que
la inteligencia (en cuanto a la posicion del enemigo) puede ser muy itil en una
emboscada; no sirve de mucho en un combate mano a mano.

Finalmente consideremos el papel de 7 . La atricion (15) es inversamente pro-

porcional a 7 . Por lo tanto, en el combate abierto es siempre ventajoso aumentar
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la velocidad de las armas ; es muy util entonces una ametralladora. Fn cambio
(14) es independiente de 7 , y concluimos que en tal caso no se gana nada con
incrementar la rapidez de las armas . En una emboscada, pues, encontramos que

una ametralladora pierde gran parte de su valor.

Debe notarse que nuestras conclusiones aqui son contrarias a las de Lanches-
ter [2] en un anélisis semejante. Pues Lanchester sugiere que un grupo de hombres
con rifles, opuesto por un grupo mas pequefio con ametralladoras, deberia acercar-
se, de manera a pasar de la ley (14) a la (15), en la cual el tamaiio (de m contra
n) es muy importante. En cambio, nuesiro analisis nos dice que, aunque esto si
aumenta la ventaja relativa del tamaiio, también aurienta la ventaja de las ametra-

lladoras (fuego rapido). Por lo tanto esto no parece ventajoso para el primer grupo.

Haremos una ultima observacion. En la teoria original de Lanchester, sélo apa-
recen las dos leyes (1) y (2). No se considera la posibilidad de una ley mixta; (1)
vale de cerca y (2) de lejos. En nuestro analisis vemos que escoger (14) o (15)
(o alguna ley intermedia) depende de los parametros @ y 7 ,y de la variable ».
Pero no hay razén para que estos tengan que ser iguales de ambos lados, y pode -
mos considerar ocasiones en que On7 sea pequeiio,y 0'm 7’ sea grande. Asi,
si un grupo rojo pequeiio da una emboscada a un ejército azul, entonces o sera

pequeiio y 0’ grande, de manera que m y » sufrirdn atricién segin las dos le-

yes
am ._ _k_,
dt T’
ﬂ =-0 kmn .
dt

Podemos ahora (si lo deseamos) resolver este sistema (independiente del tiem-

po). Tenemos
dn _ dn/dt . W k7’
dm  dm/dt k'
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que tiene la solucion general

n:_a—k;im2+C.
2k

Aqui C es una constante de integracion, con valor

s Okr*® 2
C = 710— Z_k‘mo ’

siendo oy 8, los valores iniciales de m y n respectivamente. Vemos que
gana Rojosi C>0, yAzul C<0. Habra un empate si C = 0, caso que nos

dara

ﬂ=——akr m2.
2k

Debemos recordar naturalmente que el coeficiente 0k7’/2k’ es aqui muy peque-

io. Por ejemplo, podemos tener

@ = 0,002
k=Fk’"=0.5,
r=r'=1,
mo=400,
n_ =160,
lo que nos da
n = 0,001 m? .

Entonces, a medida que progresa la batalla, tendremos m =300 cuando »=90,
m =200 cuando »=40, y m=100 cuando n=10. Asi los emboscadores (Rojo)
aumentan su ventaja a medida que se pelea : pierden 70 hombres para eliminar los

primeros 100 Azules, pero 10 Rojos son suficientes para eliminar los dltimos 100

Azules.
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