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Resumen

Pierre de Fermat (1601-1665) fue uno de los mas grandes matematicos del siglo XVII.
Descubri6 de manera independiente el método de coordenadas cartesianas en
geometria, realizd contribuciones a la optica y al calculo variacional, anticipando el
meétodo de la derivada para calcular tangentes y determinar maximos y minimos.
Fermat es el fundador, junto con Pascal, de la teoria de probabilidades. Sus aportes
mas importantes fueron en el campo de la teoria de numeros donde su obra se erige
como una de las creaciones mas hermosas y profundas del intelecto humano.

Datos biograficos

Pierre de Fermat es sin duda una de las figuras mas insélitas y romanticas en toda la
historia de las matematicas, uno de los mas grandes matematicos del siglo XVII y uno
de los pensadores mas profundes de toda la historia. Su dltimo teorema ha contribuido
a que su nombre sea conocido universalmente, aun por fuera del ambito de las
matematicas.

Fermat nunca fue lo que podria llamarse un matematico de formacion. En el estricto
sentido de la palabra, Fermat fue sélo un aficionado a las matematicas, quiza el mas
famoso aficionado en toda la historia de la ciencia. Su vida transcurrié en forma
tranquila, excepto quizas por algunas disputas aisladas que sostuvo con Descartes
sobre la validez de algunos razonamientos matematicos, debidas en parte a |a falta de
claridad de este Ultimo, pero que el tacto y cortesia de Fermat permitieron que fueran
finalmente saldadas en forma amistosa.

Es muy poco lo que se conoce sobre su vida privada. Se sabe que nacid en el mes de
agosto de 1601 cerca a Montauban y vivié casi toda su vida en Toulouse, en donde se
desemperio como jurista. Recibid su educacion en casa y es muy poco lo que se sabe
de sus afos de estudio. Si se sabe que fue un hombre de una gran erudicion,
aficionado a la filologia griega y latina, conocedor de las principales lenguas de
Europa continental, asi como de su literatura. Se dice ademas que era un excelente
escritor de versos latinos, franceses y esparoles, actividad en la que mostraba un
refinado gusto. Fermat fue un hombre tranquilo y modesto en extremo. Excepto por
unos pocos articulos aislados, y por el apéndice que escribid en forma anénima para
un libro escrito por un amigo, Fermat nunca publico nada. Su obra se conoce gracias a
la correspondencia gue sostuvo con algunos matematicos famosos de la época, y a la
recopilacion de algunos de sus trabajos, hecha por su hijo Clément-Samuel, quien se
convirtid en el testamentario cientifico de su padre. Fermat se desemperio en la
conserjeria real en el parlamento local de Toulouse, cargo que desempefo con
dignidad y talento durante diecisiete anos de su vida.



Durante estos anos Fermat tuvo suficiente tiempo libre para dedicarse a las
matematicas, que fueron la gran pasion de su vida. La contribuciones de Fermat
pueden dividirse en cuatro grupos: sus contribuciones a la teoria de numeros, a la
geometria analitica, al analisis, y su creacién, junto con Pascal, de la teoria de las
probabilidades. Analizaremos a continuacién algunos de sus aportes en estas areas.

Contribuciones al analisis infinitesimal

Todo parece indicar que Fermat descubrid de manera independiente el método de
coordenadas en geometria, mucho antes de leer La Géométrie de Descartes. Los
problemas que ocuparon a Fermat tiene que ver con la manera de construir tangentes
a curvas, con sus cuadraturas (determinacion de areas) y con cuestiones relacionadas
con maximos y minimos de funciones. Sus manuscritos datan de 1663 pero sin duda
estos métodos fueron inventados por él mismo, muchisimo antes, posiblemente
alrededor de 1628-1629. Todo parece indicar que Fermat poseia el método general de
calculo de tangentes per medio de la derivacion de funciones, aunque es posible que
nunca lo hubiese aislado y reconocido como un meétodo general, aparte de los
computos de cada problema particular. En su forma definitiva, este método fue
enunciado por primera vez por Barrow y redescubierto por Newton. Como todos los
creadores del calculo, Fermat hacia uso de analogias mecanicas y cinematicas para la
solucién de sus problemas. Fermat, haciendo uso de su meétodo, pudo construir
tangentes a elipses, cicloides, cisoides, conchoides y cuadratrices.

En lo que concierne al problema de determinar areas bajo curvas, no existe ninguna
evidencia de que Fermat poseyera un método general para encontrar su solucion. La
invencion de un método general, como bien se sabe, se atribuye a Newton y Leibnitz,
y es quiza el hallazgo con mayores consecuencias en la historia del pensamiento
cientifico de occidente. De todas formas el trabajo de Fermat contribuy¢ a preparar el
terreno para el descubrimiento del calculo. En el momento en el que Newton hizo su
aparicion se conocia la manera de computar areas bajo curvas dadas por polinomios
(métodos de Fermat y Descartes) y la manera de computar el area bajo la hipérbola y
= 1/x, debida a Gregory of St. Vincent, quien la descubrié en 1647. Los métodos que
desarrollé6 Fermat hacen uso de formulas explicitas para la suma de los términos que
resultan de subdividir el area bajo la curva en la suma de areas de pequefos
rectangulos, y de aplicar un método de paso al limite o metodo exhaustivo, que
dependia del cémputo de un limite en cada problema particular.

Para ilustrar estas ideas mostraremos a continuacion la manera como Fermat
determiné el area bajo la curva y = x* , a > -1, entre los ejes x = 0 y x = B.

Se comienza por escoger un numero positivo e < 1, y cuyo valor esté muy cercano a
Después se procede a dividir el area bajo la cunva, entre x=0yx=B, en pequenos

rectangulos determinados por la progresion B,eB.e’B,....e*B...., y de alturas B° ,e°B°
e?B?....e"“B ... (Ver figura 1).
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El area pude aproximarse entonces como la suma de los rectangulos Ry \R; ,..R, ...,
de la siguiente forma

Area~B(1 - B)B* + B(e—e¢*)e"B° + B(e’ —¢’)e** B +...=
=B (1-e)(1+e +e’“™) +. .+...

Sumando esta progresién geomeétrica se obtiene

l-e

a+l

— £

Area ~B“*

Si el denominador de esta fraccion se escribe nuevamente como la suma de la
progresién geometrica 1 + e + e’ +...+e”  se obtiene
l-e N
(I-e)(l+e+el +---+e)
1
14 é+e> 448"

Area~ B

_ Ba+l

Tomando valores de e, mas y mas cercanos a 1, (es decir, si e —> 1) se obtienen
sumas que cada vez se aproximan mas y mas al area bajo la curva. En el limite se
obtiene

a+l

Area=
a+1
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Contribuciones a la teoria de numeros

La teoria de numeros fue el verdadero amor de Fermat. Como se puede inferir de su
correspondencia, Fermat consideraba el estudio de las propiedades de los nimeros
enteros como el mas grande reto al poder del razonamiento matematico. Sus aportes
fueron numerosos, muchos de ellos inspirados en La Aritmética de Diophanto, uno de
los grandes clasicos de la matematica griega, y el cual habia sido traducido al Latin
unos anos antes del nacimiento de Fermat. Muchos de sus teoremas aparecen en la
forma de notas al margen, que Fermat hizo en su copia personal de La Aritmética,
traduccion de Bachet, y que su hijo Samuel se encargd de recopilar e incorporar, a
manera de apendice, en una nueva edicion. Una de estas notas, la cual aparece cerca
al problema 8, Libro Il, dice: es imposible que un cubo sea escrito como suma de dos
cubos, que una cuarta potencia sea escrita como suma de cuartas potencias, o en
general, que cualquier numero que sea una potencia mas grande que dos, sea escrito
como sumas de potencias de la misma clase. He encontrado una maravillosa
demostracion de esta proposicion, pero el margen es muy pequefio para contenerla.
Por supuesto esta afirmacion es la proposicion que se conoce como El dltimo teorema
de Fermat, aunque parece que fue escrita treinta afios antes de su muerte, en la
decada de 1630-1640, y ciertamente no corresponde a su Ultimo teorema.
Posiblemente este nombre hace mas bien referencia a que esta proposicién, entre
todas las proposiciones de Fermat, fue la ultima pendiente de demostracion, y que
finalmente se vino a probar en 1993,

Entre sus descubrimientos mas famosos estan los siguientes:

a) Si p es un numero primo, y a es un entero que no es divisible por p, entonces
a”' —=1=0(mod p),. en otras palabras, p divide a &"'-1.

Esta proposicion, conocida como el pequefio teorema de Fermat, fue demostrada mas
tarde, y en forma mas general, por
Euler.

b) Fermat afirma que el drea de un triangulo rectangulo de lados racionales no puede
ser un racional. Esta proposicién puede reformularse asi: no existen tres enteros x,y,z,
tales que x* + y* = Z* (x,y,z denotan las longitudes de los catetos y la hipotenusa,

1
respectivamente) y que E(xy) (el area del triangulo) sea un numero entero. Esta es la

unica proposicion, en toda la obra de Fermat, de la cual éste dio una demostracion.
Como es usual con los problemas de Fermat, estos no salen de la nada, y estan
inspirados en la obra de Diophanto. Este problema esta inspirado en problemas
similares planteados por Diophanto en su Aritmetica, Libro VI. Su demostracion es
como sigue:

Si el area de un triangulo rectangulo fuese un cuadrado, entonces existirian dos
bicuadrados, la diferencia de los cuales seria un cuadrado. Por lo tanto, existirian dos
cuadrados cuya suma y diferencia serlan ambos cuadrados. En consecuencia,
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tendriamos un cuadrado igual a la suma de un cuadrado méas el doble de otro,
mientras que los cuadrados de los cuales esta suma est& hecha tendrian a su vez un
cuadrado por suma. Pero si un cuadrado esta hecho de un cuadrado y el doble de otro
cuadrado, su lado, como soy capaz de probar facilimente, también esta hecho de un
cuadrado y del doble de otro cuadrado. De aqul concluyo que dicho lado es la suma
de los lados del triangulo rectangulo, y que el cuadrado simple contenido en la suma
es la base, y el doble del otro cuadrado es la perpendicular.

Entonces, este triangulo esta hecho de dos cuadrados, la suma y diferencia de los
cuales serian a su vez cuadrados. Pero ambos cuadrados son mas pequerios que
aquellos que inicialmente se suponfan que tenian suma y diferencia igual a un
cuadrado. Por lo tanto hemos encontrado una pareja de cuadrados con suma mas
pequeiia, y con la misma propiedad. Con el mismo razonamiento hallamos una suma
mas pequefia, y podemos seguir asi ad infinitum. Esto sin embargo es imposible
porque no puede haber una secuencia infinita de enteros mas pequefios que cualquier
entero que deseemos. La margen es muy pequefia para permitirme dar una prueba
completa con todos los detalles.

Esta prueba tiene algunos puntos oscuros. En lenguaje moderno diria lo siguiente: en
primer lugar, como x° + y’p= Z, se tiene que x,y,z es una terna pitagérica. Fermat
conocia la solucion general de esta ecuacion, (de hecho este resultado era conocido
por los griegos, [Elementos de Euclides, X 29, Lema 1)) la cual esta dada por

x=2pqd, y=(p*-¢’)d, z=(p’ +q*)d

en la cual p > g denotan dos enteros, primos relativos y de paridad diferente, y d
denota un entero positivo. El problema consiste en hacer que la siguiente expresién
sea un cuadrado .

1 2
2= pa(p’ —q*)d’
Esto es verdad sélo en el caso en el que pg(p*-q” sea un cuadrado. De aqui que
p.gp’ - ¢° tengan que ser cuadrados. Esta Ultima diferencia es entonces una
diferencia de cuartas potencias, bicuadrados, en la terminologia de Fermat, y cuya
diferencia es un cuadrado.
Ahora, los dos factores de ,o2 -¢°, queson p-q y p+ g, son primos relativos, ya
que de tener un factor en comun lo tendrian su suma y su diferencia, 2p y 2q,
respectivamente, lo cual forzaria a que este factor sea 2 (p y g son primos relativos),
pero como p y q tienen paridad contraria, su suma y su diferencia son necesariamente
numeros impares. De lo anterior se deduce que, como p’ - ¢° es un cuadrado, y p’-q°
=(p—q)(p+q),conp-q y p+qprimos relativos, entonces p—q y p +q tienen que
ser ambos cuadrados. Esto es lo gque Fermat afirma cuando dice que "..son
cuadrados cuya suma y diferencia son cuadrados”. La tercera afirmacién de Fermat
hace referencia a las ecuaciones

(P-q)+29=p+q (P-q) + q=p

en las cuales p,q, p - g,p + g, son cuadrados.
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Las dos afirmaciones que hace Fermat a continuacion son obscuras. Sean
.2 _ .2
ptg=r-.p-q=s.

La primera de las afirmaciones dice que r puede ser escritoenlaformar=u+
v, en la que uno de los nimeros es un cuadrado y el otro el doble de un cuadrado. A
continuacion dice que u y v son lados de un triangulo rectangulo, es decir, que % + v/
es un cuadrado. La primera afirmacion, dice Fermat, es facil de probar, y afirma que la
seglunda se sigue de la primera. No es dificil ver como probarlas, aunque sélo podria
conjeturarse si Fermat procedid o no en esta forma. Es posible que Fermat haya
razonado de la siguiente manera: como p y g tienen paridad opuesta, se sigue que p -
qg=s’y p+q=r sonimpares. De aqui querys también lo sean. Por otro lado, ya
sabiamos que p - g y p + g son primos relativos, y por lo tanto ry s también lo son.
Definamos u y v de la siguiente manera

r—s r+s
U= . P=

2 2

Estos dos numeros son a su vez primos relativos, ya que de tener un factor comun,
también lo tendrian su suma y su diferencia, r=u+ vy s=v-u. Mas aun,

2

r’-s’ _(p+9)-(p-9) _q
4 4 2

uv =

Entonces, g/2 es un entero, luego g es par; pero por ser un cuadrado tendra que ser

1 1
divisible por 4, y por lo tanto, Euv es un entero. Ademas, como Euv =qgl4, yqes

: 1 »
un cuadrado, se tiene que Euv tambien es un cuadrado. Ahora, entre u y v, uno de

ellos debera ser par (pero no ambos, ya que son relativamente primos) de donde se
concluye, dado que uv/2 es un cuadrado, que el par es dos veces un cuadrado, y el
impar otro cuadrado. De aqui se sigue que r = u + v es la suma de un cuadrado y dos
veces un cuadrado, como corresponde a la primera de las afirmaciones antes
mencionadas, y que

2

2 )
s 5, [r—s F4s) rl+s?
u?+v:= + = =p,
2 2 2

Lo cual corresponde a la segunda afirmacion.

El resto de la prueba es facil de seguir. La tripleta pitagorica cuyos “lados” son u,v, con
suma p, es primitiva porque u y v son primos relativos, y como era ya conocido por él,
deberian tener la forma:

2PQ, F*-Q* PP+ Q%
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en la cual P> Q, son primos relativos de paridad opuesta. Como Euv (que es igual a

PQ(F? - Q%) es un cuadrado, ya que de uy v, uno de ellos es un cuadrado y el otro el
doble de un cuadrado, se sigue por un razonamiento similar al del parrafo anterior,
que P,Q, P-Q, P+ Q son todos cuadrados, y no es dificil ver que

P+QS(P+Q)PQ(P—Q)%uv<p+q.

El proceso puede repetirse, y con ello se producen cuadrados P, Q" tales que P'+ Q’,
P- Q" son también cuadrados y P+ Q" < P+ Q" Esto nos lleva a un descenso
infinito, un método de demostraciéon inventado por Fermat, del cual éste se sentia
supremamente orgulloso. En una larga carta escrita al final de su vida, Fermat hace un
resumen de todos sus resultados en teoria de numeros y afirma que la prueba de
cada proposicion hace uso de su método de descenso al infinito. Por supuesto, este
método no es otra cosa que el principio de induccion completa, reconocido por primera
vez por Fermat.

c¢) Otros resultados famosos de Fermat incluyen un estudio de la ecuacion de Pell, s
Ay’=1, los numeros de Fermat, F, = 2°" + 1, aquellas proposiciones que hacen
referencia a la posibilidad de descomponer un entero en suma de cuadrados y su
dltimo teorema, el cual afirma que la ecuacion x” + y' + z" = 0, no tiene ninguna
solucién en enteros x, y, z, con xyz#0,yn>2,

La ecuacion de Pell aparece por primera vez en 1657, como un reto que Fermat envio
en una carta a otros matematicos, en particular a los matematicos ingleses, con la
esperanza de hacer que estos se interesaran en el estudio de los nimeros enteros.

Desafortunadamente, los matematicos ingleses creyeron que Fermat proponia que se
encontraran soluciones racionales en vez de enteras, pensando asi que el problema
en cuestion admitia una solucién diofantina trivial, a lo cual Fermat respondié
sefialando la ridiculez de estos, al pensar que él hubiese planteado un problema tan
tonto.

No es clara la manera como Fermat llegd a esta ecuacion, que despues demostraria
ser de fundamental importancia en toda la teoria de numeros, pero parece ser que
ésta estaba contenida de manera implicita en algunos de los comentarios de Bachet a
la obra de Diophanto. Hay varias cosas que sugieren que Arquimedes conocla esta
ecuacion para A = 3 y conocia la solucion 13512-3.x 780° = 1. Parece haber evidencia
de que los griegos conocian bastante sobre este tipo de problemas, aunque muchos
de sus resultados se perdieron. Hay evidencia de que esta ecuacion también se
conocia en la India, varios siglo antes de Cristo. La solucion 1151? - 92 x 1207 =
1, caso A = 92, es obtenida por medio de una técnica bastante sofisticada, debida a
Brahmagupta (598 a.c.), y lo que resulta aun mas sorprendente, Bhascara Acharya
(1114 d.c.) encontrd una solucion con x = 226153980, para el caso en el que A = 61,
cinco siglos antes que Fermat.
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Este problema fue parcialmente resuelto por los matematicos ingleses, al parecer por
John Wallis o por un tal Lord Brouncker, aunque Fermat, en una carta dirigida a
Carcavi, sefiala que los ingleses solo habian resuelto este problema en algunos casos
particulares y que jamas habian proporcionado una prueba completa de que existieran
infinitas soluciones a este problema, para el caso en el que A no sea un cuadrado. Es
muy posible que Fermat no conociera tampoco su solucion, aunque éste afirma
poseer una demostracion usando su método de descenso al infinito. Es muy dudoso
que el método sea aplicable en este caso, o al menos nadie sabe como hacerlo. El
problema anterior también derroté a Euler, y su solucién se vino a conocer solo 100
anos mas tarde, la cual fue dada por Lagrange. Curiosamente, esta ecuacion
descubierta en occidente por Fermat, lleva el nombre de Pell, un matematico inglés de
la época de Wallis, a quien Euler le atribuyd en forma equivocada la solucion
presentada por Lord Brouncker, y quien al parecer no tiene nada que ver en este
asunto.

El “ultimo teorema de Fermat”

Pocos problemas de la matematica han llegado a ser tan famosos y conocidos por el
gran publico como el problema que pide demostrar que la ecuacion

xX"+y'+72"=0,
no tiene ninguna solucién en enteros x, y, z con xyz #0,yn>2,

;Poseia en verdad Fermat una demostracion? Muy pocas personas se inclinan a
creer que asi sea, y es muy dudoso que exista una prueba simple o “elemental” de
esta proposicion, si por elemental entendemos una prueba que solo involucre
propiedades y teoremas elementales de divisibillidad de nimeros enteros. Es muy
dudoso que Fermat tuviese una prueba correcta, incluso para el caso n = 3, aunque
con seguridad si la poseia para n = 4, la cual es facil de deducir como consecuencia
de su teorema sobre el area de un triangulo pitagérico, discutida mas arriba.

La primera prueba para exponente n = 3 fue dada por Euler en 1753, aunque ésta
contiene un paso erréneo en el argumento, dificil de arreglar, pero que ciertamente es
corregible usando los métodos de Euler. Habria de transcurrir noventa anos antes de
que Kummer desarrollara un método que permitiese dar una prueba que sirviera para
conjuntos amplios de exponentes. Durante este periodo se demostraron los casos n =
5, por Sophie Germain, Legendre y Dirichlet y el caso n = 7, por Dirichlet y Lamé. En
1847, Kummer dio una demostracion para todos los exponentes que fueran primos
regulares. Aun se desconoce si estos son infinitos, y se ve todavia muy lejana una
solucion a este problema mediante una extension de los métodos de Kummer.

En forma insospechada y de manera accidental, el matematico aleman G. Frey
encontré en 1985 una conexion entre |a teoria de curvas elipticas y el ultimo teorema
de Fermat. Después del descubrimiento de Frey, y como resultado de las
investigaciones de muchos matematicos, Andrew, Wiles, de la universidad de
Princeton, logré finalmente probar el teorema, en 1993, y su demostracion aparecio
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en forma definitiva en los Annals of Mathematics en mayo de 1995. Sobre este
problema existe una extensa literatura. El lector interesado en la historia del
problema y su solucion final, puede consultar [3] - [4].

La inmensa cantidad de matematicas generada alrededor del famoso problema es
prueba de la fecundidad de las ideas de Fermat y de la tremenda influencia que estas
habrian de tener para la posteridad. El legado de Fermat es inmenso, sus ideas
precursoras del caiculo, su creacion de la teoria de probabilidades y su teoria de
nimeros se erigen como una de las creaciones mas hermosas y desconcertantes del
intelecto humano.
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