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Resumen. En este articulo se ve cdmo la teoria
de reflexidn de matrices y palindromia aporta
nuevas luces gsobre la forma como converge la
sucesidn de matrices que intervienme en una ca-

dena de Markov aperiddica e irreducible.

%* Las palabras oso, reconocer, etc. y los nmeros 11,
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las mismas palabras o nfimeros.
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Introduccidn.

La transposicidn de matrices es un tema
obligado en cualquier curso de algebra lineal
y alrededor de €1 motivaremos una serie de in-
quietudes que permitan orientar la compren-
sion del presente articulo. De otra parte, con
ella estan relacionados temas tales como: matri-
ces simétricas, traza, polinomio caracteristico,
descomposicidn ortogonal, etc. sobre los cuales
giran muchisimas pruebas y criterios Gtiles en

estadistica.

Sin embargo, pese a ser un tema bastante
trabajado, en nuesta opinidn, parece haberse to
cado muy unilateralmente al reducirlo al solo
caso de la transposicidn. En el articulo se mues
tra un ejemplo de cadenas de Markov, enAel cual
aparecen matrices simétricas distintas a la tra

dicional (palindromas).

Aplicaciones de los giros de matrices.

Para apreciar la importancia concedida
por los investigadores al movimiento de matri-
ces conocido como tramsposicidn y sus temas afi
nes, enunciaremos una modesta gama de sus apli-

caciones:
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a) Matrices simétricas (A = A, donde A ¢s una
matriz cuadrada). Svn matrices simétricas de la
varianza y covarianza, la matriz de correlacion,

la matriz asociada a una forma cuadridtica, etc.

Consideremos las variables aleatorias X,
Y, Z y sus momentos con respecto al origen de
longitud k+£+m, donde kR, £, y m son naturales,
que notaremos simplemente como:
kyl kytzm)

m -
Mk,ﬂ,m - M(X Z ) = E(X

En particular los momentos de segundo orden,

expresados en su correspondiente matriz como:

2
M 00, M.1,0 M,0.1 %  Yxy®x% Yx2°x%z
2
M0 M,2,0 Mo,1,1] = Y% % Yy
2
Mio,r M.1,1 Mo,0,2 Yx2%%y Yy 2

0 sea, la matriz de correlacidn R

1y Y

xy 'xz
Y 1 Y
Xy yz
Yxz Yyz 1
n
b) En cuanto a la traza (ta(A) = Z Qoo
i=1
A = (a,.) ),se conoce un sin nimero de pruebas

ALf" mn
en analisis multivariante que utilizan dicho



conceplo, como son: los criterios de Wilks, de

Rov, de Hotelling-Lawley, eLc.
¢) lLos polimomios caracteristicos tienen lre-
cucentes aplicaciones en el manejo de ciertos

ciriterios Utiles en la reduccidn de formas cua
driticas a su forma candnica. Recordemos que
una forma cuadratica puede expresarse como:

n n

FOX WX, yeuaax, ) = )
L n =1 4=1

_ ol
a{jxixj = X AX

T

donde X, X = (xl,xz,...,xn), y A es su corres

pondiente matriz asociada.

Dichas aplicaciones parecen utilizar el
concepto de trasposicidmn de matrices y algunos
temas afines o relacionados con ella, por eso
nos parece que pudiese ampliarse si sugerimos
otros movimientos distintos a é&ste, por lo cual
en el presente trabajo lo conmsideraremos como
pionero de los otros movimientos en cuanto a no

taciones, propiedades y usos.

Grupo diedro u éctico.

Consideremos el conjunto de las ocho re-
flexiones y giros de un cuadrado. Este conjunto
dotado de la ley de composicidn interna "compo-

s1c106n entre tunciones" constituye un grupo que



se conoce como diedro u dctico en la literatu-

ra algebraica. Veamos algunas especificidades:

Yis Ya s Yur Y (cuatro simetrias del cua

0 dl d2 £ Y drado)
4 Po = in/2 (cuatro rotaciones alrede
2 dor de su centro geomé-

i=1,2,3,4 trico).

que para facilidad notaremos como

0, = {y;, =86,v,; =6,, v,=606,, v =86,,...,p=0.}
4 d - U1 Yd, T P2 Yx T V3 Yy T E o 8
Utilizando una notacidn semejante a la de 1la

transposicidn observaremos que

eit D4XM+M6’
(ei,m) > mt = el;(m),

donde M es el conjunto de las matrices cuadra-

das nxn.

En este articulo profundizaremos en el es
tudio de solamente dos movimientos distintos al
usual (transposicidn), son ellos: 63 =Y, = RV
que llamaremos simplemente "Reflejo vertical" y
que en lo sucesivo notaremos como RV.

64 = Yy = RH, es el "Reflejo horizontal"” (RH).

Movimientos que satisfacen propiedades bastante



similares a las de la trasposicidon en algunos

Cdasos .y como s

Involul iva:

Linealidad: (A+B)RH - ARH gRH —(a,gyRV _ RV, gRV

Cem R caRI eayRY - o aRY

YA,BeM, ¥¢ e R.

En tanto que en otras difieren notoriamente, ta
RV

les como, (AB) = ARV-B. lgualmente se pueden

obtener resultados andlogos con otros productos

Gitiles en estadistica como:

a) Producto de Hadamard
b) Producto de Kronecker
¢) Producto de Khatri-Rao

d) Inversa comiln e inversa generalizada, etc.

Sin embargo no ahondaremos en detalles.

Matrices palindromas.

Consideremos el conjunto de matrices

04

Pﬁ(ei) = {m, m = m}, donde eie:v meM

que no es oktro cosa que ocho conjuntos de ma-
trices simétricas desde puntos de vista diferen

tes, o sea matrices que permanecen inalteradas



segin se haga cualquiera de los movimientos o

giros 0 anteriormente considerados, especies

j'!
de "puntos fijos".

Fueron objetos del presente trabajo los

conjuntos:

RV

P6(63) = Pﬂ(RU) = {m,m = m},

RH

(6 = m},

P PoPH) = {m,m

§¢%)

que llamaremos conjunto de las matrices palin-
dromas verticales al primero, en tanto que el
segundo el de las palindromas horizontales. He
mos escogido el nombre de palindroma puesto que
describe perfectamente ciertas propiedades que
queremos caracterizar aqui. Recordemos también
que a los nimeros 11, 101 y a otros se les cono
ce como primos palindrdmicos o capiciios, que
leidos de izquierda a derecha o de derecha a iz

quierda son los mismos.

Aplicaciones.

Estas nuevas simetrias amplian también el
nimero de aplicaciones, por eso creemos conve-
niente ilustrar con un ejemplo en cadenas de

Markov de su utilizacidn.

Recordemos algunas definiciones bédsicas.



Un Proceso Eatocdstico es una familia

{xt}tiiT de variables aleatorias.

F1 conjunto T es el conjunto de indices o
conjunto de tiempo. El conjunto S es el conjun-
to de todos los posibles valores que pueden to-
mar las variables aleatorias Xt; se llama el es

pacio de estados del proceso.

Un Proceso de Markov es un Proceso Esito-
cdstico en el cual si, dado £ € T y la variable
aleatoria Xt se tiene que los valores de la va-
riable aleatoria XA con 4 > £ no dependen de los

valores de la variable aleatoria Xu con u < £.

Una Cadena de Markov es un Proceso de Mar

kov en el cual S y T son discretas.

Una Cadena de Markov inneducible es wuna
Cadena de. Markov en 1la cual todos los estados

se comunican.

Una Cadena de Markov inneducible y aperid
dica es una Cadena de Markov ITrareduciblfe en 1la
cual se pasa de un estado a otro em cualquier

-
numero de etapas.



Proceso Estocdstico

Proceso de Markov

Cadena de Markov

Cadena de Markov Irreducible)

Cadena de Markov
irreducible y
aperiodica

Teorema 1. Toda cadena de Markov irreducible y

aperibdica tiene sus estados recurrentes posi-
tivos.

Un Estado Apeniédico y Recurnente Positd
vo se llama Estado Ergddico.

Teorema 2. Sea P la matriz de transicion en una
etapa de una cadena de Markov irreducible y ape
ribdica; entonces existe un N entero positivo

tal que para todo n > N se tiene que pt . p OV

no tiene elementos nulos.

Teorema 3. Sea P una matriz de Markov aperiédi-
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ca ¢ Lrreducible econ m estados. (Estos m csla-
dos son dc hecho recurrentes positivea). Enlon

s s

r T b
m
p oo m . _
Lim P =11 - . ; donde n-—[quH,..”nm_J
1300 .
)
“mxm
m-1
Y ) m. =1y 0<w.s 1 y 1 es unica;
i=0 * e

La matriz J| se llama matriz estacionaria
o matriz limite y el vector T se llama distri-
bucidn estacionaria de la cadena de Markov con

matriz de probabilidad de transicidn P.

Nota. Obs&rvese que Il es palindroma vertical y

por consiguiente I = EII.

Teorema 4. Si P es estocdstica, entonces P" tam

bien lo es.

Palindromia y Matrices Estacionarias.

Teorema 5. 1) 57 P es una matriz de Markov ape-

riddica e irreducible con m estados y Nl es su

r
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correspondiente matris limite, entonces Nl es pa
litndroma vertical. En efecto, por el Teorema 3,
Il es de la forma:

n = [uo 1, m, B,...,7 1].

m-1

2) Si P es una matriz de Markov aperiddica e
irreducible con m estados y es ademds palindro-
ma vertical y N es su correspondiente matriz Lli
mite, entoncesa Nl es palindroma vertical. Por

(1) es immediato.

8) Si P es una matriz de Markov aperiddica e

irreducible con m estados y es ademas palindro-
ma horizontal y N es su correspondiente matriz
Li{mite, entonces N es palindroma doble. Por (1)
I es palindroma vertical; veamos que ademds T

es palindroma horizontal.

Tenemos NP = I, luego (IP)E = (N)E, o sea
N(PE) = NE. Como P es palindroma horizontal,
P = NME. Pero NP = 1, luego NE = N, luego N es
palindroma horizontal. Como 1 es palindroma ver

tical y horizontal, es palindroma doble.

4) Si P es una matriz de Markov aperiddica e
irreducible con m estados y es ademds palindro-
ma doble, y Nl es su correspondiente matriz Limi
te, entonces Il es palindroma doble.

Este resultado es inmediato en virtud de (3).
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5) Si P es una matriz de Markov aperiddica e
irreducible con m estados y es ademds doblemen
te estocastica, y Il es su correspondiente matriz
limite, entonces Il es tetrasimétrica y de la
forma: 1 = %nnT. En efecto: Como P es doble-
mente estocdstica, entonces Pl cs estocédstica y
ademas aperibdica irreducible, luego el

ﬁéﬂ (PTHn = ,, donde Ny es palfndroma vertical
de 1la fqrma m, = |a°l,all,...,am_ll|. Pero

£4m Pt = ]_'1_ y (PHr = (T y 1y M, son #énicas, lue
go 0, =10I". Pero como por (1) Il es palindroma
vertical, entonces 17 o sea I, es paltndroma ho
rizontal. Ademas, Hl es una matriz estacionaria,
de donde I, es palfndroma doble. Luego tenemos:

m= [nol,ﬂln,...,ﬂm_ll], y I, = [aoﬂ,alﬂ,--,ﬂwﬂﬂ

T [ ]
uego: 1,0,1 1 - [
Luego: [ao"al seres0 ) 1= :
- S
nmdﬂd
De donde: a_ = 0;=...=Q, , =W = M, =...=" ..

0 sea: Hl =1 =al HT.

Pero como 1, es estocastica (doblemente estocas
tica), entonces: o = %, donde m es el orden de

P. Luego: 1 T

= - 11 .
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6) Si P es una matriz de Markov ape;iédica e
irreducible con m estados y es ademas doblemen
te estocdstica y es palindroma, o palindroma
horisontal, o palindroma doble, o tetrasimétri
ca y Il es su correepondiente matriz limite, en
tonces Il es tetrasimétrica y de la forma

n = % 1 lT. Este resultado es inmediato en vir
tud de (5).

De este teorema podemos concluir:

(1) Toda matriz estacionaria (limite) o es pa-
lindroma vertical o es palindroma doble, o es

tetrasimétrica; ©

(2) 8i P es una matriz de Markov aperiddica e

irreducible con m estados, entonces la sucesidn
de matrices {Pn}n=1 2 converge a una matriz
palindroma vertical'o’palindroma doble, o tetra

» - - -
simetrica, O

(3) A toda cadena de Markov aperiddica e irredu
cible con m estados le corresponde una Unica ma
triz estacionaria palindroma vertical, o palin

droma doble, o tetrasimétrica.

Teorema 6. Si Il es una matriz lfmite correspon-
diente a una cadena de Markov aperibdica e irre
dueible con m estados, entonces 1l es idempoten-

te. En efecto:
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:
'T
, "T LI
n° = : | [m)L m ..., nnkln] ol LIS SR g
»ﬂT. ﬂo“l"'lhkl
Luego pe = Il

Teorema 7. S Il es una matriz correspondiente a
una cadena de Markov aperibdica e irreducible
con m estados, entonces el reflejo horizontal

de I, o sea HRH

es inversa generalizada de 1.
En efecto: Como Il es idempotente, entonces

2 3

I=1I° 4, M=10=1T1I1,.

Luego: 1 = 11 I EE .

Pero IIE = HRH

ma vertical. Luego

y ENl = 1, ya que Nl es palindro-

RH

I = Il .

RH

De donde 1 es una inversa generalizada de 1.

Seudo Palindromia.

Para ilustrar los conceptos de esta sec-
cidn utilizaremos las matrices de probabilida-
des de transicidn y sus correspondientes suce-
siones de potencias de umn proceso Markoviano
relacionado con el sistema de descuentos y so-
breprimas para el seguro de responsabilidad ci

vil en automdviles (Granados, 1983).
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La matriz A (Anexo 1) representa las pro-
babilidades de transicidn entre los diferentes
estados de descuentos del proceso markoviano co
rrespondiente al sistema de descuentos vigen-
te, y la matriz B (Anexo 2) representa las pro
babilidades de transicidn entre los diferentes
estados de descuentos del proceso markoviano
correspondiente a un sistema de descuentos pro-

puesto (Granadbs, 1983).

Dada una cadena de Markov aperiddica e
irreducible, es decir, dada su matriz de proba-
bilidad de transicidn en una etapa y la corres-
pondiente sucesidn de potencias de la matriz
mencionada se observa que a medida que u crece,
la sucesidn tiende a estabilizarse y tiende a
un limite (la matriz estacionaria II). Pero re-
cordemos que esta matriz es palindroma vertical
y por comnsiguiente las sucesivas potencias de
la matriz original se van tornando en forma pro
gresiva en palindromas verticales, es decir, a
partir de cierta potencia (20 y 40) (Anexos 3,
4) las matrices de la sucesidon son casi palin-
dromas. Este hecho nos motiva a definir um tipo
especial de matrices a saber; las matrices seu-
dopalindromas. Como se verd mas adelante, toda
sucesidn de matrices aperiddicas e irreducibles

converge a su matriz estacionaria o limite a



16

través de una '"nube" de matrices seudopaldndro-
mas.
En la definicidn vamos a utilizar la nor-

ma de operadores como sigue
|A] = 4inf§ {k/]Ax] < k|x] para todo x cr"}

y hacemos las siguientes consideraciones:

Como £im Pt = m, entonces £Am (Pn - 1) =0
n->oo n->co
y &im |P"-n] = o.
n—>co

Luego necesariamente existe N entero posi
tivo tal que para todo ® > N+1 se tiene que
IPPRHP—H“ > |Pn-H| y por consiguiente N es el
mayor entero para el cual se cumple que
JpPRAp-n) < JPN-nf.

Definicién. Sea P la matriz de probabilidad de

transicidn en una etapa de una cadena de Markov
aperiddica e irreducible y sea Il su matriz esta

cionaria.

Se dice que P es seudopalindroma ergddica
de grado N si N es el mayor entero para el cual

se tiene que:

jpPRH P < JPY-1).

Consecuencias de l1a definicién.

1) Si P es seudopalindroma ergddica de grado N,
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es claro entonces que IPPRHP ml > “P~+l mj|

por consiguiente, PPRHP ~ P y PPRHP estd mas
cerca de Il que PN-I de II.

2) Toda matriz estacionaria es aeudopalindroma
ergddica de grado 1, pues "HH H nj| < “H -1j .

3) Toda matriz P de probabilidad de transicidn
en una etapa correspondiente a una cadena de
Markov aperiGJica e irreducible es seudopalin-
droma ergddica de grado N para algin N entero
positivo. Esto resulta de las consideraciones
anteriores a la definicidn de seudopalindromia

y de la misma definicidn de seudopalindromia.

4) De la consecuencia (1) se desprende inmedia
tamente que la sucesidn {PmPRHPm} es mucho mis
rapida que la sucesidn {P"} y desde luego con-
verge a la misma matriz estacionaria II. En efec
to:

I =10% =10 = 1n = 1en = (&<m P Yy ecem P
Moo prree

@im P" PE)y (2om P™y = 2om (PM(PEYPTH
nrieo mree e

Lim PR L,
oo

Con base en las anteriores consecuencias
de la definicidén de seudopalindromia nos permi-

timos recomendar lo siguiente: Cada vez que se
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quiera calcular la matriz estacionaria Il corres
pondiente a una cadena de Markov aperiddica e
irreducible en lugar de calcular la sucesidn
{P"} se calculari en su lugar la sucesidn
{PmPRHPm}. Como &€sta es mds rapida se ganarid
tiempo de computador lo que redunda en un bene-

ficio econdmico.

En efecto, en los ejemplos, la sucesidn
{An} se estabiliza en 26 pasos mientras que la

sucesidon {A } se estabiliza en 21 pasos.

Asi mismo, la sucesidn {B"} se estabiliza
en 70 pasos mientras que la sucesidn {BmBRHBm}

se estabiliza en 66 pasos (Fandifio, 1984).

5) Podemos decir finalmente que si P es una ma-
triz de Markov aperiddica e irreducible y

Eﬁg Pt = II; 1a convergencia de la sucesidn
?Pn}nEN hdcia I se hace a través de una '"nube"
de matrices seudopalindromas hasta llegar (en el
limite) a la matriz NI. Teniendo en cuenta que
cuando la sucesidn {Pn}ncN penetra en la "nube"
(a partir de N) la convergencia hacia Il es rapi
disima. Lo cual a su vez implica que las matri-
ces con las cuales se trabaja em la practica son
precisamente matrices seudopalindromas engbdi-
cas (ver Figura 1).



ESTOCASTICAS APERIODICAS IRREDUCIBLES
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EAT EAT
PV
2
g SPE SPE
P: PV
#ﬂ—l
= 14
o] 5T
ppRip|.,
sPE | esT | sPE
EAT EAI
D PD Pv%nf PH PH
ED ED 0 | ED ED
PV M\ TS

EAI: Estoc@stica aperiddica irreducible

PV: Palindroma vertical
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PH: Palindroma horizontal
PD: Palindroma doble

SPE: Seudo palindroma ergddica
EST : Estacionaria

ED: Estocastica doble

TS: Tetrasimétrica.

Conclusiones.

1) El1 grupo diedro ha permitido ampliar la opi-
nidén que se tiene del concepto de trasposicidn
de matrices mediante ocho movimientos andlogos
y por ende la ampliacidn de conceptos afines o
relacionados con el de la trasposicidn y el de

sus aplicaciones.

2) El teorema de descomposicidn ortogonal que
en nuestro caso corresponde a la descomposicidn
palindroma de vectores, sugiere nuevas alterna-
tivas en la explicacidn e interpretacidn de los
modelos lineales por cuanto permite apreciar
ciertos efectos especiales en las variables ex-
plicativas de dichos modelos, no especificada

en este resumen.

3) En cuanto a la convergencia ergddica, la pa-
lindromia caracteriza cdmo se efectiia realmente
este fendmeno ademds provee la construccidn de

sucesiones que convergen rapidamente a la matriz

estacionaria.
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4) La palindromia tiene grandes posibilidades
de aplicacidn en el estudio de formas cuadra-
ticas, estudio de arreglos factoriales, cris-
talografia, etc. lo cual prevee la posibilidad

de realizar investigaciones futuras.
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ANEXOD 1

Matriz del sistema actual

Carrera de

de Col.,

A col.1 col. 2 col.3 col.4 . eol.5
ROW1 0.909774 0 0 010.0902256
ROW2 0.95057 0 0 0({0.0494297
ROW3 0| 0.774262 0 0} 0.225738
ROW4 0 0] 0.76512 0 0.23488
ROWS 0 0 0 0.837079( 0.162921




ANEXO 2

Matriz del sistema propuesto

23

B col.1| ecol.2 col.3 col. 4 col. s
ROW1 [0.83323|0.139754)0.0226393(0.00366743|0.000594101
ROW2 [0.83323 0| 0.139754| 0.0226393| 0.00366743
[ROW3 0| 0.83323 0 0.139754| 0.0226393
ROW4 0 0] 0.83323 0 0.139754
ROWS5 0 0 0 0.83323 0
ROW6 0 0 0 0 0.83323
ROW7 0 0 0 4] 0
ROW8 0 0 0 0 0
ROW9 0 0 0 0 0

B col.6 col.7 ceol.8 col.9
ROW1 | 0.000096241( 0.00001559{0.000002526 4 .8900E-07
ROWZ | 0.000594101(0.000096241| 0.00001559 | 0.000003015
ROW3 | 0.00366743{0.000594101({0.000096241 | 0.000018605
ROW4 0.0226393| 0.00366743|0.000594101 | 0.000114846
ROWS 0.139754 0.0226393| 0.00366743 | 0.000708947
ROW6 0 0.139754 0.0226393 0.00437638
ROW7 0.83323 0 0.139754 0.0270157
ROWS 0 0.83323 0 0.16677
ROW9 0 0 0.83323 0.16677




24

ANEXO 3

Exponenciacidon de la matriz dada en

el sistema de descuentos en seguros

de autombviles

A24 col.1 eol.2 col.3 col.4| col.b
ROW1 0.637291|0.0604899| 0.078126/0.10211/0.121983
ROW2 0.63729110.0604899| 0.078126({0.10211|0.121983
ROW3 | 0.637291 0.06049( 0.078126(0.10211(0.121983
ROW4 0.637291 0.06049| 0.078126|0.10211]0.121983
ROW5 0.637291|0.0604901(0.0781261(0.10211(0.121983

A25 col.1 col. 2 col.3 col.4| col.b
ROW1 | 0.637291 0.06049| 0.078126|0.10211)0.121983
ROW2 0.637291]0.0604899( 0.078126{0.10211|0.121983
ROW3 | 0.637291 0.06049| 0.07812610.10211)0.121983
ROW4 0.637291 0.06049( 0.078126|0.10211]0.121983
ROWS5 | 0.637291 0.06049| 0.078126(0.10211]|0.121983

A26 col.1 col.2 col. 3 col.4| col.5
ROW1 0.637291 0.06049| 0.078126]0.1021110.121983
ROW2 | 0.637291 0.06049| 0.078126|0.10211(0.121983
ROW3 | 0.637291 0.06049| 0.078126/0.10211/0.121983
ROW4 0.637291 0.06049} 0.078126(0.10211|0.121983
ROWS 0.637291 0.06049{ 0.078126|0.10211{0.121983




25

A27 col.1 col.2 col.3 col.4 col.5
ROW1 0.637291 0.06049 | 0.078126| 0.10211 | 0.121983
ROW2 0.637291 0.06049 { 0.078126( 0.10211 (0.121983
ROW3 0.637291 0.06049 | 0.078126| 0.10211 [0.121983
ROW4 0.637291 0.06049 { 0.078126{ 0.10211 |0.121983
lﬁOWS 0.637291 0.06049 | 0.078126| 0.10211 |0.121983

A28 eol.1 ecol.2 col.3 col.4 col.5
ROW1 0.637291 0.06049 | 0.078126( 0.10211 |0.121983
ROW2 0.637291 0.06049 | 0.078126| 0.10211 {0.121983
ROW3 0.637291 0.06049 | 0.078126| 0.10211 (0.121983
ROW&4 0.637291 0.06049 | 0.078126| 0.10211 {0.121983
ROW5 0.637291 0.06049 [ 0.078126( 0.10211 |0.121983

*
ANEXO 4

Exponenciacidn de la matriz estocdstica pro-
puesta en el sistema de descuentos en seguros
de autombviles
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B68 col.1 col.2 col. s col.d
S owl 0,7%1214 0,152156 0Ne D551 747 0.0179811
Prw2 07A1214 0+ 152154 0« N55] 747 0.,01998711
PNwy 0761214 0.152356 0. 0551 747 0.0199911
CLTTY 0761218 0 152356 0, NS51 747 0.0190811°
RNws 0.7A1218 0. 152156 0. 0551 747 0s0199311
CL TS 0,7H1214 0. 152356 0. 0551747 0.0170R1] |
ROW T N.7TH1214 0. 152354  0,N55) 747 N.D199A11 |
rwh N.7THI214 D 1523I54 0., 0551 747 De«0199811
Pw 9 0761214 0.,152156 0, 0551747 0.0199811
B69 col.1 col.2 col.s col.4 W
PawY 0.761214 _ 0.1S235A _ 0.0551747  0.0199811
PNW2  0.751218 _ 01577156 040551747 0+.0199811
PwWT 071218 _ 0.,152356 _ 0. 0551T7A7 00199811
ROIwa 0.7A1214 Ce 152354 0+ NS51747  0,0199311
Pows 0,761214  0,132356 ., 0,0551747 0,01994811
ROwa OaTh1214 _ N.1%2356 _ 0,0551747 0.,0199811_
HAW? 0761214 041523358  0,05517a7 0.-0199311
nawA 0761214  C,15723%6  0.,0551747 __ 0N,01994911
Plwg 0.761214 0152356 0« 0551 747 0.0179811
.-
B70 col.1 col.2 col. 3 col.4
RO g 0.761214 0152356 _ 00551747 0,0199811
P2 N.761214 0. 1523156 0., 0551747 0.0199811
"y 0.761214 0152154 0,0551747 0.0199811
Prva 0.751714 0.1523155K 0, NS51 787 n.0199911
nOws Ne7412148 £e152356 0. 0551747 0.0199811
el 13 07561214 0e1523%6  0.0551747 0.,0199311
w7 0, 7A1714 0.152356_  0,0551747 00199811
©Nwa 0.7617184  0.15235f 0,0851747 0.0199811
LA 0.761214 0.152356 0,0551747 NeD1020311
B8Q col.1 col. 2 col. 3 eol.d
£Aw 0.7/17214 f,a 152154 0.N551747 N.01999%31
Prw> 0.761214 Ne1%52150H 0,085 747 N.71798i1
el A 0.,7A1214 PR L EART 0.0551747 Ne0 1798”1
QNw e 0751218 N 1572184 0, N8S51747 0.Nn1099911
Ehal b O0s.7A1214 0. 1%57IR6K 0. 0571747 N.0100811
ENw A N.761714 0. 1573554 0,05517a7 N.0199411
FOWT 0e?h1214 0.15215+ 0,N%517a7 n.ota9~|||
oNwA N,781214 0152158 Ne D551 747 001998
PIw9 B.7/1218 L. 152354 N, NSS1 747 DaN199811 |
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col.b col.6 col.? col.8 col.9
0.0072 %801 0002621047 0.000948984 0,000I3364A9 00001244758
0.NO072'01 0.00262087 0,000948784 0,0003A3649 N.NNU128458
000724501 000262047 0.00094°988 0,000343649 0.00N124455
0.0072%501 000262047 00009489848 0.000343649 0,00N0124458
0.0072%01 000262047 0000948984 0,000343660 0.,0N0124058
00072 w01 0000}62047 0.000948984 0,000343649 0.0001238458
N.00723601 0.00262047 0.000945984 0.000343669 02000124458
0e«NO723601 D.00242047 0.00094A984 0.000343669 0,0001248458
0.00723601 0.00262047 0.000948985 0.000343659 0,000124458
| 59
col.5 col. B col.7 col. 8 col.9

T 0.20723A01
| 0,00721601

0.072A2047
0,00262047

0.000942504
0.000948988

0«N00343I6FT
0.0073436A9

0,007124845A8
0.000178458

_0.00723501 0200267047 0«000946984 0.0073435%9 0.00012445A
0.00723601 0.,00262047 0,000948984 0.000343649 0.0NN124458
0.0072%01 0.,00262047 0.000948984 0,000343649 0.0001246454
0.,00723601 000267047 0.000948983 00003476463 0.007124458
0.,007276501 0.00262047 0.00094R984 0.0003436A9 0.007124458
| 0,00723601  0.00262247 0,000948984 0,000343€69 0.000124458
0.00723601 0,00262247 0.000948985 0.,0003436%9 0,000124858
ceol.5 col.6 col.? col.8 col.9
0.00723601 009262147 0.000948984 N,0003436%9 0001124453
000723501 0.00D262087 0,00004A084 0,00N323669 D.000128458
 0.,00721601 0.032427%47 0.000S4A3IA4 0007343669 0.00N12445K8
0+00723501 0,00262047 0.000949984 0,000743669 0.001124458
0«N0721501 0.002A2047 00009483784 0,000343669 0.901124458
0,00721601 0.,00262047 0.000948988 H,000343669 0.0001204458
000723601 0,002672047 0.,00094R904 2,000743£03 0.,000124458
0.0072I601 0.00262047 0.00094R984 0.0003436£+49 0.00012445%8
000723601 0,00262047 N.N0094A9B4 D,000743659 0.0NN124458
col. 5 col.6 col.7 col.8 eol. 9
0.NN723601 0.002%52047 0.,000943784 0,0073436F9 0.0001244858
0.ND723601 0.002A2047 0,0009438784 7:000343869 0,007)24453
D.00721601 0D,09262N047 0.0009409A88 0,N003436H9 0.0071244%A
| 0.N7723A01 0.00262087 0.,00NS4LFE4 0.0007436469 0.00N124858
0:7072760)] 0,02252047 0.000G4RG84 0,000343649 0.070128458
0sD0P23I501 0.072262047 0.0009489A4 0.000343669 0.0001244258
DNITP2VR01  DL.O0N2H7047 0.000848984 N, 00036KRT 0,000)12485%9
B,NNT723501 0,00262047 0,0009457984 0.000343649 0.,00N128458
007723601 0000267047 0.000948984 0.,0003436/9 0.0CN124458




