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Resumen

Los conceptos de funcién formal y derivada formal a partir de gramaticas independientes
del contexto, presentados por William Chen en 1993, son los fundamentos de un célculo
gramatical, en el cual tienen sentido ciertas operaciones bésicas. Desde su concepcion, este
calculo ha sido empleado por diversos autores, principalmente Shi-Mei Ma y Dominique Du-
mont, para la representacion de series de potencias, permitiendo generar familias de niimeros
especiales y obtener identidades para ciertas familias de polinomios. Recientemente, se ha
estudiado la conexion entre gramaticas independientes del contexto y analisis combinatorio,
dando como resultado un amplio campo de investigacion en el cual se enmarca este trabajo.
En particular, se estudia la construccién de gramaticas que generen familias de polinomios
y numeros, con propiedades especiales, con el objetivo de estudiar las propiedades de di-
chos objetos combinatorios mediante técnicas gramaticales. Adicionalmente se propone una
generalizacion de este calculo gramatical al considerar graméaticas matriciales en lugar de
gramaticas independientes del contexto.

Palabras clave: Gramatica independiente del contexto, gramatica matricial, derivada
formal, polinomios de Bessel, nimeros: multifactorial, de Stirling, de Euler .

Abstract

The concepts of formal functions and formal derivative based on context-free grammars,
introduced by William Chen in 1993, are the foundations for a grammatical calculus in
which certain basic operations make sense. This calculus has been used by several authors,
including Shi-Mei Ma and Dominique Dumont, for the representation of formal power series.
Thus, allowing the generation of families of special numbers and proving identities for some
families of polynomials. Recently, the connection between context-free grammars and combi-
natorial analysis has been giving rise to a broad research field on which the present document
is framed. In particular, we approach the problem of constructing grammars that generate
families of polynomials or numbers, having special given properties, so that we can obtain
properties for those combinatorial objects by grammatical techniques. In addition, a gene-
ralization of this grammatical calculus is proposed herein by considering matrix grammars
instead of context-free grammars.

Keywords: Context-free grammars, matrix grammars, formal derivative operator, fac-
torials, Bessel polynomials, multifactorial, Stirling, Eulerian numbers
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Introducciéon

Los conceptos de funcién formal, definida sobre un alfabeto, y derivada formal, basada en
reglas de sustitucién, fueron presentados por William Chen en 1993 con el fin de estudiar
estructuras combinatorias asociadas a series de potencias [22]. Las reglas de sustitucién, o
reglas de reescritura, que denominaremos producciones, son agrupadas en gramaticas; dado
que las producciones consideradas son de la forma a — v, con a letra de un alfabeto y v
funcion formal, se reduce el estudio a graméticas independientes del contexto [63]. Por lo
tanto, se define el operador derivada formal D con respecto a la gramatica G de tal forma
que D(a) = v; si hay lugar a confusién se nota D¢ [30]. Recientemente el operador derivada
formal, definido con respecto a gramaticas independientes del contexto, ha sido empleado
para estudiar problemas combinatorios [18, 59, 61, 64], as{ como para generar familias de
ndmeros [23, 31, 30, 40, 60, 63], e incluso familias de polinomios [24, 58, 63]. En el presente
trabajo se contintia en esta direccién; para tal fin en el capitulo 1 se estudia en detalle el
operador derivada formal y sus propiedades.

En el capitulo 2 se emplea el operador derivada formal, definido respecto a gramaticas in-
dependientes del contexto, para generar familias especiales de niimeros y demostrar algunas
propiedades de dichos nimeros. En la seccién 2.1 se introduce la gramatica G = {a — a},
con la cual se presenta la estructura que se seguird en cada seccién, demostrando primero
los resultados del operador definido respecto a la gramatica considerada y posteriormente,
se emplean los resultados obtenidos para demostrar propiedades de los nimeros estudiados,
que en este caso seran los coeficientes binomiales, también denominados nimeros ombina-
torios. En la seccion 2.2 son presentadas gramaticas que generan numeros factorial y doble
factorial, en la seccién 2.3 se proponen graméticas mas generales que generan niimeros mul-
tifactorial, ademas son presentadas algunas propiedades de estos nimeros y se demuestran
algunos resultados conocidos mediante gramaticas; en la seccion 2.4 se estudian las gramati-
cas propuestas en [60], [63] para los nimeros de Stirling de primera clase, y la gramética
propuesta en [22] para los nimeros de Stirling de segunda clase.

En la seccién 2.5, del capitulo 2, se tienen en cuenta las gramaticas empleadas en [30] y [60]
para generar los nimeros de Euler de primera y segunda clase, respectivamente; no obstante,
estas gramaticas son empleadas para proponer una gramatica que las generaliza, con la cual
se obtiene una familia de niimeros que generaliza a los niimeros de Euler de primera y segunda
clase. Como resultado principal se calcula la suma de estos nimeros de Euler generalizados,
obteniendo asi como casos particulares la suma de los nimeros de Euler de primera y segunda
clase. En la seccién 2.6 se emplea una gramatica presentada en [40] para generar los niimeros
de Whitney; en la seccion 2.7 se estudia una gramética general presentada en [60], no obstante
se considera el caso particular en el cual se obtienen los niimeros de Lah; en la seccion 3.3
es presentada una gramatica con la cual se genera una sucesion de nimeros propuesta por
Srinivasa Ramanujan, esta gramatica difiere de la gramatica de Ramanujan, presentada en
[31], no obstante permite generar las mismas sucesiones numéricas.



En el capitulo 3 se emplea el operador derivada formal, definido con respecto a gramaticas
independientes del contexto, para generar familias especiales de polinomios, entre los que
destacan los polinomios de Bessel [58], y polinomios de Euler [63]; mediante el operador
son demostradas algunas propiedades de estos polinomios. En el capitulo 4, se propone una
generalizacién del método gramatical establecido por William Chen en [22], extendiendo las
producciones a gramaticas matriciales [1], de esta forma se obtiene el operador derivada
formal definido con respecto a gramaticas matriciales; se estudian algunas propiedades y se
evidencia el potencial de esta generalizacion al presentar gramaticas matriciales que permiten
generar numeros factoriales, y una gramatica matricial con la cual se generan los niimeros
de Fibonacci y de Lucas.

Por dltimo, en el apéndice A se da una breve introducciéon a las gramaticas matriciales,
mientras que en el apéndice B son estudiadas las férmulas de recurrencia que satisfacen
las familias de niimeros estudiadas; adicionalmente se explica como programar las férmulas
recurrentes, para familias de niimeros y de polinomios, usando el software Matlab.

En general, las demostraciones presentadas en este documento se realizan aplicando sucesi-
vamente el operador derivada formal, siendo necesario el principio de inducciéon matematica;
de esta forma se evita el uso de argumentos combinatorios, que es la estrategia empleada
por quienes han trabajado en este campo de investigacién. Por lo anterior, los resultados ya
conocidos en el area tienen demostraciones diferentes a las presentadas en este trabajo.



1. Operador diferencial sobre gramati-
cas independientes del contexto

En [22], son presentadas la siguientes definiciones.

Definicién 1. Sea X un alfabeto, conformado por simbolos independientes y conmutativos.
Se define una funcion formal de la siguiente manera:

1. Cada x € ¥ es una funcion formal.
2. Siu y v son funciones formales, entonces u+ v y uv son funciones formales.

3. S1 f(x) es una funcion analitica, y uw es una funcion formal, entonces f(u) es una
funcion formal.

4. Cada funcion formal es construida a partir de un numero finito de pasos.

Definicién 2. Sea D el operador derivada formal, tal que:
1. Para dos funciones formales u,v:

D(u+v)=D(u)+ D) y D(uv) = D(u)v+ uD(v).

2. Para toda funcion analitica f(x), y toda funcion formal u

Of (u)
5 D(u).

D(f(u)) =

3. Sea a € X, si existe una produccion a — u, donde u es una funcion formal, entonces
D(a) = u. En otro caso tendremos que D(a) = 0, en cuyo caso diremos que a es
constante.

El operador derivada formal estd bien definido [22] y se emplea a partir de reglas de pro-
duccién, por tal razén la derivada formal actia con respecto a una gramética [30]. Dado
que en la definiciéon 2 se consideran producciones de la forma a — u, se restringe el uso del
operador a graméticas independientes del contexto. Por ejemplo, si se considera la gramatica
G = {a — a® ;b — ab}, por la definicién 2, se tiene que D(a) = a* y D(b) = ab.
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Ejemplo 1. Sea G = {a — a® ;b — ab}, calcular D(a +b) y D(ab).

(
Como D(a) = a*® y D(b) = ab, entonces D(a +b) = D(a) + D(b) = a® + ab. Por otra parte,
teniendo en cuenta la definicion 2, se obtiene que D(ab) = D(a)b+ aD(b) = [a*]b + alab]
operando los términos se concluye que D(ab) = 2a?b.

Dada la gramética G = {a — a* ;b — ab}, se tiene que D(b) = ab y que D(ab) = 2a*b; por
lo tanto, D(D(b)) = 2a®b. De la anterior observacién, se puede apreciar que el operador D
puede aplicarse de manera sucesiva.

Definicién 3. Sea u funcion formal, se define D" (u) = D(D"(u)) con D°(u) = u.

Teniendo en cuenta la anterior definicién, se tiene que D(b) = ab, D*(b) = 2a*bh. No obs-
tante, para calcular D3(b) es necesario establecer como actia el operador D con respecto a
expresiones de la forma D(au) y D(u*), con u funcién formal, o y k constantes.

1.1. Propiedades del operador derivada formal

En la definicion 2 se aprecia que el operador D satisface propiedades andlogas a la derivada
de una suma, la derivada de un producto y la regla de la cadena. La siguiente proposi-
ciéon muestra el resultado de aplicar el operador D a funciones formales multiplicadas por
constantes.

Proposicién 1.1.1. Sean v una funcion formal y o € R, entonces D(av) = aD(v).

Demostracion. Sea f(z) = ax. Dado que f(z) es una funcién analitica y v es una funcién
formal, por la definicion 2, se obtiene

D(f(v)) = D(v)

Por lo tanto, D(av) = aD(v). O

Dado que D(u + v) = D(u) + D(v), para cada par de funciones formales u, v, por la
definicién 2, y ademds para cada a € R se tiene que D(aw) = aD(v), por la proposicién
1.1.1, se concluye que el operador D es lineal. La siguiente proposicién muestra el resultado
de aplicar el operador D a potencias de funciones formales.

Proposiciéon 1.1.2. Sea v funcién formal, entonces D(v™) = nv" 1 D(v).

Demostracion. Sea f(x) = z™. Dado que f(z) es una funcién analitica y v es una funcién
formal, por la definicion 2, se tiene que

Por lo tanto, D(v") = nv"'D(v). O
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Ejemplo 2. Sea G = {a — a* ;b — ab}, calcular D3(b).
Se observa que D(b) = ab y D*(b) = D(ab) = 2ab, por el ejemplo 1, entonces

D*(b) = D(D*(b))

D(2a°b) por la proposicion 1.1.1
2D(a’b) por la definicion 2
2[D(a*)b + a*D(b)] por la proposicion 1.1.2 D(a®) = 2aD(a), luego

2[2aD(a)b + a*D(b)]
2[2ala®)b + a*[ab]]
6a>b.
La siguiente proposicion es un resultado andlogo a la derivada de un cociente.

Proposicion 1.1.3 (Regla del cociente). Sean u,v funciones formales, entonces D(uv™!) =
[D(u)v — uD(v)]v=2.

Demostracion. Dadas u,v funciones formales, aplicando la regla del producto se calcula
D(uv™1) de la siguiente forma

D(uv™) = D(u)v™ ' +uD(v™") como D(v™") = —v"2D(v) por la proposicién 1.1.2
= D(u)v™t —uwv2D(v)
= [D(u)v — uD(v)]v 2.
Por lo tanto, D(uv™") = [D(u)v — uD(v)]v2. O

La siguiente proposiciéon permite caracterizar la derivada del producto de n funciones.

Proposicién 1.1.4 (Regla generalizada del producto). Sean uy,us, ..., u, funciones forma-
les, entonces

D(ujug ... uy,) = D(uy)ug ... up + D(ug)ugug ...ty + -+ -+ D(up)uqtg . .. Up_1q.

Demostracion. La proposicion se demuestra por induccion. Si n = 1, el resultado se cumple
trivialmente ya que D(u;) = D(uy). Si n = 2 se obtiene D(ujus) = D(uy)us + uiD(us),
coincidiendo con la regla del producto dada en la definicién 2.

Suponiendo que D(ujus ... u,) = D(ug)ug -« - up+- - ~+D(up)uy « - - uy_1; S€a Uy, 41 una funcién
formal, luego

D(Ul e 'Un+1) = D(u1 e 'Un)un+1 + up - 'UnD(Un+1)
= [D(uy)ug - up + -+ 4+ D(up)uy -+ Up_1]Ups1 + (U1 - upD(tpiq)]
[D(up)ug -« tpy1] + -+ + [D(up)ug -+ Uy 1tny1] + [D(Uni1)ug - - uy).

Se prueba asi que D(uy - uy) = D(uj)ug - - - up + D(ug)ugus - -~ up + -+ + D(up)ug - - up—1. [
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La regla del producto de Leibniz [82], que generaliza la regla de la derivada de un producto,
también es vélida para derivadas formales; pese a que este resultado fue introducido en [22],
no es presentada una demostracion ya que, como se muestra a continuacion, se prueba de
forma similar a la regla del producto de Leibniz para funciones reales.

Proposicién 1.1.5 (Regla del producto de Leibniz). Sean u,v funciones formales entonces

D uv) = 32 (%) D*(u) D" * (v).

Demostracion. Dadas u, v funciones formales, se observa que

1
1
D(uwv) = uD(v) +vD(u) = (k) D*(u)D' " (v),
k=0
resultado que coincide con lo presentado en la definicion 2 y que verifica la proposicion para
n = 1. Suponiendo que D"(uv) = Y (})D*(u)D"*(v), se calcula D™ (uv) de la siguiente

manera.

3

D" (uw) =D ( <Z> D)D" *(v )) Por linealidad del operador D,

=0

>D Dk )D"* (v )) Por las definiciones 2 y 3

x>

I
wM:
Y
> 3

(Z)Dk+1 Dn k( )—i—Dk(u)Dn_k-H(U).
k=0

Expandiendo la suma, se obtiene que D" (uv) es dado por

(ol £l e

n—1

— (g) uD"™(v) + [(Z) D* () D" R (v) + <k i 1) Dk“(u)pn—'f(v)] + (Z) D" ().

k=0
Dado que <Z> = <ng— 1), (Z) = <Zii) ( > (k:—i— 1) = (Z:::i) [21], se tiene que
D () = (”gl>upn+1(v)+:2 ( i >D’““ YD E (o )] + <ZE>D”+1(U)U
- <n31>uD”+1(v) +kzi: ( Zl)Dk )=k )} + (ZE)DW(U)U
>an+1(v) +g (”Zl)pk )DL )] + (Zii)D"H(u)v
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n

Por lo tanto, D" (uv) = Y (Z) D*(u) D" (v). O

k=0
Proposicién 1.1.6. D(a) = b *aD(b) si y sdlo si D(ab) = 2aD(b).
Demostracién. Suponiendo que D(a) = b~'aD(b), se obtiene que
D(ab) = D(a)b+ aD(b)
= [b~'aD(b)]b + aD(b)
= aD(b) + aD(b).
Luego, D(ab) = 2aD(b). Suponiendo que D(ab) = 2aD(b) se observa que
D(ab) = D(a)b+ aD(b)
2aD(b) = D(a)b+ aD(b)
aD(b) = D(a)b.
De donde se concluye que D(a) = b~ taD(b). O

Considerando el operador diferencial D, surgen bastantes interrogantes sobre las propiedades
que cumple al ser aplicado sobre gramaticas independientes del contexto; por ejemplo resulta
claro que si D(a) = D(b) entonces D"(a) = D™(b). Sin embargo, el hecho de que D(a) # D(b)
no implica que para cada n > 1 se cumpla que D"(a) # D"(b), como lo muestra el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 3. Sea G ={a —ab; b — ac; ¢ — b>+ ac — bc}.

Claramente D(a) # D(b), no obstante

D?*(a) = D(D(a)) D%*(b) = D(D(b)) Como D(a) = ab, D(b) =
= D(ab) = D(ac) Por la definicion 2
= D(a)b+ aD(b) = D(a)c+ aD(c)
= [ab]b + alac] = [ab]c + a[b® + ac — bc]
= ab® + a’c = ab® + a’c

Teniendo en cuenta el ejemplo anterior, existen gramdticas tales que D(a) # D(b) en las
cuales para algtin k se cumple que D*(a) = D¥(b); con base en estas gramdticas se presenta
la siguiente proposicion.

Proposicién 1.1.7. Si existe k talque D*(a) = D*(b), entonces D"(a) = D"(b) para todo
n>k

Demostracion. El resultado se cumple trivialmente si n = k. Si n > k entonces existe m
talque n = m + k, luego

D"(a) = D™(D"*(a)) Como D¥(a) = D*(b)
= D™ (D" (b))
= D" (b) comon =m +k
= D"(b).

Esto prueba que D"(a) = D™(b) para todo n > k. O
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El siguiente ejemplo muestra que si D(a) = D(b), no necesariamente D(a*) = D(b").

Ejemplo 4. Sea G = {a — ab;b — ab}. Calcular D(a*) y D(b?)
Claramente D(a) = D(b) = ab, entonces

D(a*) = 2aD(a) D(b*) = 2bD(b)
= 2alab] = 2b[ab]
= 2a2b = 2ab2

No obstante, vale la pena verificar si el reciproco es cierto; es decir si existe k > 1 tal que
D(a*) = D(V*), entonces D(a) = D(b). El siguiente ejemplo muestra que no necesariamente
esto ocurre.

Ejemplo 5. Sea G = {a — ab;b — a*}.

Claramente D(a) = ab # a* = D(b), entonces

D(a*) = 2aD(a) D(b*) = 2bD(b)
= 2a[ab] = 2b[a?]
= 2a’b = 2a°b

Luego D(a?) = D(b*), pero D(a) # D(b).

Por supuesto, puede pensarse que resulta mas conveniente relacionar D(a) con D(b) de
manera mas directa; una idea puede ser considerar D(a?) = D(ab). No obstante esto no
garantiza que D(a) = D(b), como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6. Sea G = {a — ab;b — 2ab — V*}

Claramente D(a) = ab # 2ab — b* = D(b), sin embargo

D(a*) = 2aD(a) D(ab) = D(a)b+ aD(b)
= 2alab] = [ablb + a[2ab — b]
= 2a%b = 2a’b

Luego D(a?) = D(ab), pero D(a) # D(b).

Dados los resultados anteriores, es posible que sea necesaria una condicion mas para concluir
que D(a) deba ser igual a D(b); considerar D(a?) = D(b?) = D(ab) parece razonable, no
obstante es bastante restrictivo, razén por la cual es necesario estudiar cuantas gramaticas
pueden cumplir con dicha condicién.
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Proposicién 1.1.8. Sean a,b € ¥ tales que a # b, entonces no existe ninguna gramdtica tal

que D(a*) = D(b*) = D(ab), con D(a), D(b) # 0.

Demostracion. Dadas las hipdtesis se observa que

D(a*) = D(ab) D(b*) = D(ab)
2aD(a) = D(a)b+ aD(b) 2bD(b) = D(a)b+ aD(b)
[2a — b]D(a) — aD(b) =0 —bD(a) + [2b—a]D(b) =0

De este modo se obtiene el sistema de ecuaciones
2a — b —a D(a)| |0
b  —a+2b| |D®)| |0
Cabe destacar que el sistema de ecuaciones es homogéneo, por lo tanto tiene solucién tnica

o tiene infinitas soluciones, razén por la cual es conveniente calcular el determinante de la
matriz asociada al sistema, luego

det(A) = (2a —b)(—a+ 2b) — (—a)(—b)
= —2a® + 4ab + ab — 2b* — ab
= —2a® + 4ab — 20?
= —2(a —b)%.

Como a # b entonces det(A) # 0, por lo tanto la tnica solucién es D(a) = D(b) = 0. O
De manera similar se procede con el siguiente resultado.
Proposicién 1.1.9. Ezxisten infinitas gramdticas tales que D(ab) = D(bc) = D(ac).
Demostracion. Suponiendo que D(ab) = D(bc) = D(ac) se obtiene que
D(a)b+ aD(b) = D(b)c+ bD(c) = D(a)c+ aD(c)
igualando las expresiones por parejas se obtienen las siguientes ecuaciones
bD(a) +aD(b) = cD(a)+ aD(c)
bD(a) +aD(b) = cD(b)+ bD(c)
cD(b) +bD(c) = cD(a)+ aD(c)
Despejando el sistema de ecuaciones tenemos que
[b—c]D(a) +aD(b) —aD(c) =0
bD(a) + [a — ¢|D(b) —bD(c) =0
—cD(a) +¢D(b) +[b—a]D(c) =0

Cuya representacion matricial es dada por

b—c a —a D(a) 0
b a—c —b D®)| =10
—c ¢ b—al| |D(c) 0

Pero el determinante de la matriz asociada al sistema es 0, luego el sistema de ecuaciones
tiene infinitas soluciones o no tiene solucion; no obstante, dado que el sistema de ecuaciones
es homogéneo, se concluye que hay infinitas soluciones. O
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A continuacion se presenta un resultado general del operador derivada formal, con respecto
a gramaticas independientes del contexto con una propiedad dada.

Teorema 1.1.10. Existen infinitas gramdticas independientes del contexto G tales que:

D(ayas - -ay,) = D(ajaz) = D(aga3) = -+ = D(ap_—2a,-1) = D(a,_1a,)
Demostracion. Como D(ay - - - a,) = D(aj)ag - - ap+D(ag)aras - - - ap+- - -+D(ay)ay -+ ap_1,
por la proposicién 1.1.4, entonces al considerar la ecuacién D(ajas---a,) = D(ajaz) se
obtiene

D(ay)as ...a, + D(az)aras . ..an, + -+ D(ay)ay . ..a,_1 = D(ay)as + a3 D(as)
Despejando, y tomando factor comin
lag -+ - ap—as]D(ay)+[aras - - - a,—a1]D(ag)+[arasay - - - an)D(ag)+- - - [ay - - - an—1]D(ay,) = 0.

Del mismo modo, tomando D(ajas---a,) = D(a;a;1+1) se obtiene una ecuacién para cada
7, como 1 < i < n — 1 entonces hace falta una ecuacién para obtener un sistema de ecua-
ciones cuadrado. Sea D(a,_1a,) = D(a,_2a,_1) la tltima ecuacién, por lo tanto el sistema
de ecuaciones homogéneo correspondiente a este problema es representado por la siguiente
matriz

a...anp —ag - aj ...0p—_30p_10p aj ...0an—20n aj...an—1
as...0an e A1 ...Apn—_3Anpn—10n, — Ap—1 A1 ...Qp_20n — Qp_—2 aj---ap-1
ag...0an tee aj ...0n—-30p—-10np aj...0n—20y — Ap aj...apn—-1 — Ap—-1

| 0 to an—1 ap—2 — Gp —0ap—1 ]

Aplicando la operacién por filas F,,_o — F},_1 se obtiene la siguiente matriz equivalente

ag...Ap — A2 -+ A1 ...Qp_-30p_10p ai...0apn—20y ai...ap—1
0 e —Qp—1 —Qp_2 + Gy ap—1
as ...0Aap crr Al .. Qp—3Qp—10n A1 ...Q0p—20p — Ap A1 ...0p—-1 — Ap—1
i 0 e Ap—1 Ap—2 — Ap —Ap—1 i

Si se aplica la operacion F,,_o+ F), se obtiene una fila de ceros, con lo cual esta matriz tendria
determinante 0. Dado que las operaciones elementales por fila no alteran el determinante [3],
se concluye que el sistema homogéneo tiene matriz asociada con determinante 0, concluyendo
asi que el sistema tiene infinitas soluciones. O



2. Niimeros especiales generados me-
diante el operador diferencial

El estudio de las reglas de produccion de gramaticas independientes del contexto es actual-
mente un tema de interés, en especial su conexién con andlisis combinatorio [60]. En este
capitulo se presentan distintas familias de ntimeros, de gran importancia en andlisis com-
binatorio, que pueden ser representadas empleando el operador derivada formal, definido
con respecto a gramaticas independientes del contexto. Empleando gramaticas se demues-
tran algunas propiedades de estos nimeros e incluso, en algunos casos, se proponen algunas
generalizaciones.

2.1. Coeficientes binomiales

En esta seccin se estudia la gramética G = {a — a}, y serda empleada para obtener propie-
dades de los coeficientes binomiales, también denominados nimeros combinatorios.

Proposicién 2.1.1. Sea G = {a — a}, entonces D™(a™) = m"a™, para cada n > 0.

Demostracién. Claramente D°(a™) = a™, mds atin D(a™) = ma™ 'D(a) = ma™. Supo-
niendo que D"(a™) = m"a™, se calcula D""!(a™) de la siguiente forma

D™i(am) D(D"(@™)
= D(m"a™)
- 0o

Por lo tanto, D"(a™) = m"a™ para cada n > 0. O

Se observa que si m = 0, se obtiene D"(a’) = 0. Las siguientes proposiciones son resultados
conocidos de los nimeros combinatorios, usualmente demostrados mediante el teorema del
binomio de Newton, para los cuales se presenta una demostracion empleando graméticas.

n

Proposicién 2.1.2 ([14], p. 132). 3 (}) =2".
k=0

Demostracién. Considerando G = {a — a}, se tiene que D"(a) = a 'y D"(a?) = 2"a?, por la
Proposicién 2.1.1 tomando m = 1 y m = 2 respectivamente, luego por la regla del producto
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de Leibniz
D™(a*) = Z (Z) D" *(a)D¥(a) como D"(a) = a yD"(a*) = 2"ad?,
k=0
vt =3 ()il
Luego, kn;o (Z) = 2", ]

Proposicién 2.1.3 ([14], p. 132). > (=1)¥(}) =0.

k=0
Demostracion. Tomando G = {a — a}, se tiene que D"(a) = ay D"(a™') = (—=1)"a*, por
la Proposicion 2.1.1 tomando m = 1 y m = —1 respectivamente, entonces por la regla del
producto de Leibniz

n

D) = Z () all-vra
0= g(—nk(;‘).
Por lo tanto, ki:o () =o. O

2.2. Numeros factoriales

Los ntmeros factoriales pueden generarse mediante la aplicaciéon sucesiva del operador de-
rivada formal, con respecto a la gramitica G = {a — a® ;b — b*}, como lo muestra la
siguiente proposicion.

Proposiciéon 2.2.1. Sea G = {a — a® ;b — b*}, entonces D"(a) = nla™™, D"(b) = nlp"*!
para cada n > 0.

Demostracién. Se observa que D%(a) = a, mas atin D(a) = a?, con lo cual el resultado se
cumple para n = 0 y n = 1. Suponiendo que D"(a) = nla™"! se calcula D"**(a).

D™Y(a) = D(D"(a))

D" Y(a) = D(nla™!)
D"(a) = (n+ 1)nla"D(a)
D" (a) = (n+1)la".

Se demuestra asi que D"(a) = nla™*!, para cada n > 0. La demostraciéon de D"(b) = n!p"+!
es completamente anéloga. O]
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Considerando la graméatica G = {a — a® ;b — b*} es posible construir un polinomio cuyos
coeficientes sean nimeros factoriales.

Proposicién 2.2.2. Sea G = {a — a® ;b — b}, entonces D"(ab) = > nla* 1"+ para

k=0
cada n > 0.

Demostracién. Por la Proposicién 2.2.1 se tiene que D"(a) = nla™™ y D" (b) = n!b" ™!, luego
por la regla del producto de Leibniz, Proposicion 1.1.5, se tiene que

n

D"(ab) = ; (Z) D*(a) D" *(b)

= n! _
= {m} k!ak+1(n — k)'bn k+1.
0 K.

Simplificando, se obtiene que D™(ab) = Y nla®T1pn—F 1, O
k=0

En la proposicién anterior, se obtuvo que D"(ab) genera una familia de polinomios. A con-
tinuacion se muestran los primeros de ellos.

(ab) = ab
(ab) = a®b+ ab?
D?(ab) = 2a*b+ 2a?b* + 2ab®
(ab) = 6a'b + 6a3b* + 6ab* + 6ab’

Se observa que la suma de coeficientes también permite generar nimeros factoriales, como
se muestra en el siguiente corolario.

Corolario 2.2.3. Sea G = {a — a® ;b — b*}, entonces la suma de los coeficientes del
polinomio D"(ab) es (n + 1)!.

n
Demostracién. Por la Proposicién 2.2.2 se tiene que D"(ab) = Y nla*+tpn=F+1

k=0
los coeficientes se toma P(a,b) = D™(ab) y se calcula P(1,1), luego:

, para sumar

P(a,b) =Y nlaktipn—r+t tomandoa =1, b=1
k=0

P(,1) = 35 i [i]te
kio

P(1,1) => n!
k=0

P(1,1) = [n+1n!

Por lo tanto, la suma de los coeficientes de D™(ab) es (n + 1)!. O
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Con base en la gramética G = {a — a® ;b — b*} se construye una gramdtica en la cual las
variables se crucen, de este modo se propone la gramética G = {a — a? ;b — ab}. Claramente
D"(a) = nla™, la demostracién es igual en ambas gramdticas ya que las variables no se
cruzan; no obstante D™(b) presenta una leve variacion.

Proposicion 2.2.4. Sea G = {a — a® ;b — ab}, entonces D"(a) = nla"™', D"(b) = nla"b
y D™(ab) = [n + 1]la"™'b para cada n > 0.

Demostracion. Como D°(a) = a 'y D(a) = a?, el resultado se cumple paran = 0y n
suponiendo que D"(a) = nla""! se obtiene que D""Y(a) = D(nla") = nl(n + 1)a™
luego D(a) = (n + 1)la"".

Dado que D°(b) = by D(b) = ab = 1la'b, se comprueba que la proposicién se cumple para
n =0y n = 1. Suponiendo que D"(b) = nla™b se calcula D""!(b) de la siguiente manera

n=1
D(a),

D"(b) = D(nla™b)

IID(a")b + a™D(b)]
[na™1D(a)b + a"[ab]|
— n|[ n+1b_|_an+1b]

= (n+ 1)la" 0.

Luego, D"(a) = nla™™ y D"(b) = nla™b para cadan > 0. Se observa que D(b) = ab, entonces
D™(ab) = D" (b) = [n + 1]la™*b. O

Corolario 2.2.5. Sea G = {a — a® ;b — ab}, entonces D"(ab) = (n + 1)!a™"'b para cada
n > 0.

=N

S

La siguiente proposicién corresponde a un resultado general, en el cual se considera D"(a™);
si bien se considera la graméatica G = {a — a® ;b — ab} es claro que el resultado también
aplica para G = {a — a* ;b — V*}.
.. ) m+n—1!
Proposicién 2.2.6. Sea G = {a — a* ;b — ab} entonces D"(a™) = Wam "
m — 1]!
[m + 1] - 1]!

[m — 1]!

a™*™ se calcula D" (a™) de la siguiente forma

Demostracién. D(a™) = ma™ ' D(a) = ma™ [a?] = ma™! = a1, Supo-

[m +n —1]!
[m — 1]!
Di(a™) = D(D"(a™))

- (M)

niendo que D"(a™) =

m+n—1llm+n .
= [ _]1[}! ]a"““” D(a)
_ $+”] a1 =1]a?|

[m + n’ m+n+1'

[m + (TL + 1) 1] am—l—[n—‘rl]

[m —1]!

Luego D" (a™) =
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— 1!
Claramente al considerar G = {a — a? ;b — b*} se tiene que D"(b™) = %bm”;
m — 1]!
no obstante si se considera G' = {a — a? ;b — ab} se tiene la siguiente proposicién.
— 1!
Proposicién 2.2.7. Sea G = {a — a® ;b — ab} entonces D"(b™) = Ma”bm.
[m — 1!
m — 1]!
1] — 1!
Demostracién. D(b™) = mb™ 1 D(b) = mb™ {ab] = mab™ = %ambm.
m — 1]!

— 1!
Suponiendo que D"(b™) = %a”bm se calcula D™"(b™) de la siguiente forma
m — 1!
Dmi(b™) = D(D"(b™))

_D ([m+n— 1]!anbm)

[m — 1]!
— 1N
— Mp(anbm)
[m — 1]!
+n—1]!
= —[m[m ﬁ T ] [na™ ™ D(a) + ma™b™ 1 D(b)]
1]
— —[m[m ﬁ i ] [na" o™ 4+ ma™ttom|
— [m + n]' [an+1bm]
m — 1]!
= m +[[n + 1]]'_ 1]!an+[1]bm.
m — 1]!
[m +n —1]!
Lo cual demuestra que D" (b™) = ~————a"b". O
[m — 1]!

Algunos ntimeros formados mediante nimeros factoriales también pueden ser generados me-
diante gramaticas, tal es el caso de los niimeros de Catalan, nombrados en honor a Eugene
Charles Catalan pese a que estos nimeros ya habian sido presentados en China por Antu
Ming [57]. Algunos de los diversos conteos que realizan estos niimeros, junto con algunas
de sus propiedades son estudiados en [83]. El siguiente corolario muestra cémo mediante la
graméatica G = {a — a® ;b — ab} se generan los nimeros de Catalan los cuales, segtin [77],

1 2
satisfacen la recurrencia C,, = ( n)
n+1

Corolario 2.2.8. Sean G = {a — a? ;b — ab} y C,, el n-ésimo nimero de Catalan, entonces

IC, DGy
D (a”) = (n+ 1 o, y D(b") = (A DGy
2 2
—1J! —1J!
Demostracion. Dado que D"(a™) = Ma”*’" y D"(b™) = Ma”bm, por
[m — 1]! [m — 1]!

las Proposiciones 2.2.6 y 2.2.7 respectivamente, al considerar m = n en las expresiones ante-

on — 1]! 2n — 1]!
2n 1]]' ay Dn(b") = [2n ) a™b™. Como en ambos casos

riores se obtiene que D"(a") = ol
n —1]!

[2n — 1]!

se tiene como coeficiente ,
[n—1]!

se procede a reescribirlo como se muestra a continuacion.
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2(n!)
_ nl(2n)!
~ n!2(n!)
n! o 1 [(2n
_E<") yaqueCn—n+1(n)
!
- % [(n+1)C,] .
on — 1]! 1 ne,
Por lo tanto, 2n 1]], = n —g ] C.,. De esta forma, se concluye que D™(a™) = —(n +2) a*
n —1]!
D!C,
y D"(b") = %a"bn. O

Los primeros numeros de Catalan C,,, variando n desde 0, son:
1,1,2,5,14,42,132,429, 1430, 4862, 16796, 58786, 208012, 742900, 2674440, 9694845, 35357670

Algunas aplicaciones de estos nimeros se aprecian en [47].

2m +n —1]!

m—+n bn .
2m—1

Proposicién 2.2.9. Sea G = {a — a* ;b — ab} entonces D™ (a™b™) =

Demostracion. Para el caso n = 1, se tiene que

D(a™™) = ma™ '™ D(a) + ma™b™ 1 D(b)
= ma™ b [a?] + ma™b™ ab]
= ma™ ™ + ma™ ™.

Por lo tanto, D(a™b™) = 2ma™"'b™; comprobando asf el resultado para n = 1. Suponiendo

2 —1]!
que D™(a™b™) = Mam”bm, se calcula D" (a™b™) de la siguiente forma:
[2m —1]!
D" (a™y™) = D(D™(a™b™))
— 1
_ 2m+n 1].D (amrm)
[2m — 1]!
2 — 1!
_ mn—1ft 7[7;7—;2 1 ] [(m +n)a™ ™ 1™ D(a) + ma™ ™6™~ D(b)]
2 ~)!
_[man—1]l T{;;ﬁ i ] [(m +n)a™ "1™ [a?] + ma™ 0™ ab]]
2 —1)!
_ [ 7[;+” N ] [(m + n)a™ " *+15m 4+ mam++1pm)
m — 1]!
2m+n—1]! ] 1
— W[@m—l—n)a Ay

[2m + n]!

——gmrpm, ]
[2m — 1]!

Por lo tanto, D" (a™b™) =
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2.2.1. Propiedades de los niimeros factoriales

Los resultados que se presentan a continuacion se basan en la seccion 2.2, por lo cual la
gramatica sigue siendo G' = {a — a* ;b — ab}. La siguiente proposicién corresponde a una
propiedad de los nimeros factoriales, cuya demostracion se lleva a cabo mediante gramaticas.

2m4+n—1! <(n\[m+k—1'm+n—k-—1]!
T 2.2.10. —— = > 1.
eorerha R T kz; k) m—1) m—1 PeT=

— 1!
Demostracién. Tomando G = {a — a* ;b — ab}, dado que D"(a™) = Ma’"*”

[m —1]! ’

2 — 1!
[2m +n — 1] a*™*n: luego, aplicando la

[2m — 1]!
regla del producto de Leibniz sobre D"(a*™) se tiene que

por la Proposicién 2.2.6, se observa que D"(a?™) =

D(a) = 3 () DHam)D"Ha™)
[27[7;;;ﬁ1]1] S " (Z) {m+k m+k} {[m+n—k'—1]lam+n_k]
[27[7;;_?1]1] omin (Z) [m+k—1 ] [[m+n—k—1]] Jmn
Por 1o tanto [27{1;—1—71—1 (Z)[erk—'l]]{[ern— —1!} -

Tomando m = 1 en el teorema 2.2.10, se obtiene el siguiente corolario.
Corolario 2.2.11. (n+ 1)l = Y (})k!(n — k).
k=0

Considerando la gramdtica G = {a — a® ;b — ab}, el Corolario 2.2.11 puede demostrarse
empleando la Proposicién 2.2.4 y la regla del producto de Leibniz. El siguiente resultado
permite reescribir [3n]!.

, 320!~ (2n —k —1\ (n+k—1
Corolario 2.2.12. [3n]! = 5 Z ( ) ( )

n—1 n—1
k=0

Demostracién. Considerando la gramdtica G = {a — a* ;b — ab}, por el Teorema 2.2.10 se
2 -1 k—1]! —k—1]!
tienequeM_z(n> [[er 1} [[ern ]],mmandom_n

k=0
' n

3[2n]! - Z”’ {nntkf'kl'] ] [[TEQZL 1—]!1[;—_1;;]!] '

[2m — 1]! c—~\k [m — 1]! [m — 1]!
Bn—1]1 < n+k—1)7[[2n -k —1]! o 2(3n)
2n —1]! Z( > [ 1! ] [ 1! } multiplicando por 3(2n) =1
23n)[3n — 1] < [n+k—17[[2n—k—1]!
3(2n )[2n—1]' Z n—k 'k' [ [n—1]! ] [ [n—1]! ]
3n)!
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1! i o
Por 1o tanto, [3n]! = 3[2n]nz(n + k 1) <2n k 1)' -

2 n—1 n—1
k=0

La demostracién anterior puede realizarse mediante el operador derivada formal si se con-
sidera G = {a — a* ;b — ab}, las Proposiciones 2.2.6, 2.2.7 y 2.2.9, junto con la regla del
producto de Leibniz.

2.2.2. Numeros doble factorial

Se definen los niimeros doble factorial mediante la siguiente recurrencia

nll=n(n—2)Il con (-1)!I=1y 0!l =1

Por ejemplo 6!! = (6)(4)(2) =48 y 7! = (7)(5)(3)(1) = 105. Los ntumeros factoriales pueden
escribirse en términos de doble factoriales, n! = n!l(n — 1)!!, y a su vez los doble factoriales
en términos de factoriales, (2n)!! = 2"n!; una demostracién de estos resultados se presenta
en el apéndice B.1.1 como Proposiciones B.1.1 y B.1.2 respectivamente.

Las siguientes proposiciones muestran como generar nimeros doble factorial impares me-
diante el operador derivada formal, considerando la gramatica G' = {a — ab?;b — b3}.

Proposicién 2.2.13. Sea G = {a — ab* b — b3}, entonces D™(a) = (2n — 1)!lab®™ para
todon > 1.

Demostracion. Dado que D(a) = ab?® = (2[1] — 1)!lab?!!], se verifica el resultado para n = 1.
Suponiendo que D™(a) = (2n — 1)!lab®" se calcula D"*!(a)

D" (a) = D((2n — 1)!lab®™)
= (2n — DN[D(a)b* + aD(y*")]
= (2n — D)N[[ab?]b** + 2nab** 1 D(b)]
= (2n — D!N[[ab?]b*" + 2nab®" 1%
[ab*"*2 + 2nab***+2|

)
)
= (2n— 1!
= )
= (2n + D)!Nab®*2].
Se comprueba asi que D"(a) = (2n — 1)!!ab®* para todo n > 1. O

Proposicién 2.2.14. Sea G = {a — ab*;b — b3}, entonces para todo n > 1
D™(b) = (2n — DN?"H 4 D™ (B?) = (2n) 102D,

Demostracién. Para probar que D"(b) = (2n — 1)!10*"*! se procede de manera similar a lo
realizado en la Proposicion 2.2.13.

Dado que D(b) = b* = (2[1] — D)!1B?H+1 vy D(1?) = 2bD(b) = 211*(1HD se verifica la férmula

para n = 1. Suponiendo que D"(b) = (2n — 1)!W?"+1 y D"(b?) = (2n)!16*("*V) se calculan
Dn—l—l(b) y Dn+1(b2)
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D" (b) = D((2n — 1)Np?>" 1) D™ (%) = D((2n)!1p>(+1)
= (2n — DID(p?>"1) D™(1?) = (2n)!!D(b*2)
= (2n — D!1(2n + 1)0*"D(b) D" () = (2n)!1(2n + 2)b** 1 D(b)
= (2n + 1)Np¥+3 D (p?) = (2[n + 1])!1p20+2]
Por lo tanto D™(b) = (2n — 1)!I6>"*! y D*(b?) = (2n)!16?" 1] para todo n > 1. O

Corolario 2.2.15. Sea G = {a — ab*; b — b*}, entonces D™(b*) = (2n+ 1)!'"0*"*3 para todo
n>1.

Demostracién. Por la Proposicién 2.2.14 se tiene que D™(b) = (2n—1)!16*"*1 pero D(b) = b,
luego
D" Y(b) = (2[n + 1] — 1)Ip2(n+D+L
D"(D(b)) = (2n+ 1)Np*"*3
DB = (2n 4+ 1)1p20+3

O

A continuacion se aplica el operador derivada formal para generar niimeros doble factorial
pares.

Proposicién 2.2.16. Sea G = {a — ab*;b — b}, entonces D"(ab) = (2n)!lab®" ™ para
todo n > 1.

Demostracion. Se calcula inicialmente D(ab) de la siguiente manera

D(ab) = D(a)b+ aD(b)
= [ab?]b + a[b?]
= 2ab?.

Luego D(ab) = 2ab*® = (2[1])!lab?1*! comprobando el resultado para n = 1. Suponiendo
que D"(ab) = (2n)!!ab®* ! se calcula D" (ab).

D" (ab) = D((2n)!lab®" 1)
= 2n)![D(a)b*"* + aD(b*" )]
(2n)N[ab?)b** ! + (2n + 1)ab®* D(b)]
(2n)Nab® 3 + (2n + 1)ab®b?
2n)N(2n + 2)ab® 3

= (2n + 2)Nlab®"+3.

Probando asi que D"*!(ab) = (2[n + 1])!!lab?" 1+, Por lo tanto D"(ab) = (2n)!lab***! para
todo n > 1. n

La siguiente proposicién es un resultado general sobre la gramdtica G = {a — ab*; b — b}.
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2(n — 1!
Proposicién 2.2.17. Sea G = {a — ab*;b — b}, entonces D™ (b™) = [m—E— (HQ]” ) pmRn,
m — 2]!!
Demostracion. Tomando m fijo, se observa que
D(b™) = mb™1D(b)
— mbmfl[b?)]
— mbm+2
2([1] — N 2(n — 1!
Con lo cual D(b™) = [m jL[m([_ ]2]” ) bm+21 Suponiendo que D™ (b™) = m j[Lm (_112]” ) pmtn,
se calcula D" (b™) como sigue
m — 2|!!
m+ 2(n — 1)|!!
2
2n — 2]!!
- %[m + 2n]bm 201D (b)
[m + 2n]!!”m .
BT
_ [m+ 20! prm2n+2
 m -2
2n]!!
Luego, DnJrl(bm) — MberQ[nJrl}' N
[m — 2]!!

2.2.3. Propiedades de los nimeros doble factorial

La siguiente proposicién muestra una propiedad que relaciona los ntimeros doble factorial
con argumento par, en términos de combinatorios y doble factorial con argumento impar.

Teorema 2.2.18 (Teorema 3 de [36]). (2n)!! =) (Z) 2(n — k) — 1)11[2k — 1]

k=0
Demostracién. Considerando la gramética G = {a — ab*;b — b}, por la Proposicién 2.2.13,
D"(a) = (2n —1)!!ab®™. Del mismo modo, por la Proposicién 2.2.14, D"(b) = (2n — 1)!1p?" 1,
ademds por la Proposicién 2.2.16 se cumple que D"(ab) = (2n)!lab®" . Por la regla del
producto de Leibniz, Proposicién 1.1.5, se tiene que

D(ab) = g% (Z) D*(a)D"*(b)

@n)llap> =3 (Z) [(2k — 1)llab™][[2(n — k) — 1]Mab?" =]

k=0

(2n)llab?™+! = i (Z) 2k — 11[2(n — k) — 1]Nab?"

k=0
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Probando asi que (2n)!! = (Z) 2k — 1]11[2(n — k) — 1)1, O
k=0

Otra demostracion del teorema 2.2.18, en la cual se emplean funciones generadoras y convo-
lucién, puede apreciarse en [36]. Una demostracién alternativa del teorema 2.2.18, mediante
la gramdtica G = {a — ab* b — b3}, se obtiene al considerar que D"(b*) = (2n)!!p*"+2
y D*(b) = (2n — 1)!IB* L por la Proposicién 2.2.14, y emplear la regla del producto de
Leibniz.

, "L /n\ [2k — 11[2(n — k) — 1)
Corolario 2.2.19. 2" = < ) para todo n.
kzzg k (n — k)k!

Demostracion. Aplicando el Teorema 2.2.18

@n)ll = z"; (7)[2k — 1N[2(n — k) — 1)1 como (2n)!l = 27
2! zi; {(—ILW} 2k — 1J1[2(n — k) — 1)1
n T2k — 1N[2(n — k) — 1)1
Por lo tanto, 2" = kz::(] {[ ](n[—< k)!k!) ] } ]

Un resultado similar al Teorema 2.2.18, para doble factoriales impares, se demuestra a con-
tinuacion.

Teorema 2.2.20. (2n + 1)!! = Z (Z) 2(n — k)] [2k — 1], para todo n > 0.
k=0

Demostracién. Considerando la graméatica G = {a — ab*;b — b*}, por la Proposicién 2.2.14
se tiene que D™(b) = (2n—1)!1p*" Ty D™(b?) = (2n)!!b2(”+1 ademds D"(b*) = (2n-+1)!1p?"+3
por el Corolario 2.2.15, luego por la regla del producto de Leibniz se tiene que:

D) = 3 (1) DHB) D E ()

k=0
2+ DIBS = 3 (M)[(2k — DIBF[[2(n — k)]IBA—F4D]
(2n+ DI = 37 (7)(2k — 1)N[2(n — K)|p2+3
k=0
Por lo tanto (2n + 1)1l = 37 (") [2k — 11[2(n — k)11 O

k=0

El siguiente resultado fue presentado en la seccién 4.5 de [16], la demostracién se hace iden-
tificando los diferentes conteos que realiza. La demostracion que se presenta a continuacién
se basa en el Teorema 2.2.20 y en la relacion existente entre factoriales y doble factoriales.
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n o (2n — 2)1(2k — 3)!!
Teorema 2.2.21. (2n — 1!l = Y (2n = 2N )

, para todo n > 1.
=1 (2k —2)!

Demostracién. Dado que (2n + 1)Il = > (})[2(n — k)]!![2k — 1]!1, por el Teorema 2.2.20,
"

k=0
tomando n — 1 en lugar de n se tiene que (2[n — 1] + 1)!! = (2n — 1)!! es dado por:

i
L

(Zn =D = (ngl) 2(n —1—k)]N[2k — 1] tomando la suma desde k = 1
k=0
=X (D2 =1 — [k = 1])N2(k — 1) — 1]
= é (=H[2(n — k)] 2k — 3)!
- kil (n _(T]:;)T(]i)'_ 1)! [Q(n — k)]”[Qk — 3]” como [Q(n _ k)]ll — 2nfk<n o k)'
- ]él (n (Z)?(;)! 1)!2”_k(n — k)![2k — 3]!!
n 2"(n — 1)!
- kzz:l 2k (n —(k)!(k>— 1) (n — k)![2k — 3]!!
n n—1 n—
=& i[i:)!(z(k—l)[lk)]— (7~ IRk =3I como [2r]t = 2]
_ i (2n —2)! )2k 3
= X s —an R
n [2n — 212k — 3]!
Por lo tanto (2n — 1)!! = kz::l 2 2 -

El siguiente corolario corresponde al teorema anterior, con algunos términos escritos como
numeros factorial.

o[ — 1]1[2k — 3|11k
Kl '
n [2n — 212k — 3]!!

Demostracién. Como (2n—1)!l = 1;::1 2k — 2!

Corolario 2.2.22. (2n— 1)!l = >
k=1

, por el Teorema 2.2.21, se tiene que

[2[n — 1|12k — 3]!!
2[k — 1!

97 =1p — 1)1[2k — 3]
k—1[f — 1]!

on K[ — 1]I[2k — 3]!!

] [k —1]!

I
M=

(2n — )N

B
Il
—

I
M=

B
Il
—_

|
M=

k

9n=kn — 1]1[2k — 3]I1k

k! -

Luego, (2n — )1 = "
k=1

El siguiente teorema es una propiedad de numeros doble factorial para dos valores m, n
dados.
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2(m+n—DN K\ [Im+ 2k — DN [[m+2(n —k—1)]!
T 2.2.23. =
corema 222 Thm—1m 2 \k i — 21 m— 2!
Demostracién. Considerando la gramética G = {a — ab*; b — b*}, por la Proposicion 2.2.17
m—+2n—-1N"
se sabe que D" (V™) = b2 luego
[m — 2]!!
b2m — <n> Dk bm D k(bm)
kio k
[2m —2]! k < \k [m —2]!!
[2m + 2(n — 1)]!! bomtan  _ n m—|—2 [m+2(n—k—1)! pEm+2n
[2m — 2)!! k —2” [m — 21! '

[2(m +n — 1) “O <n) [[m—i—?(l{:—l)]!!] {[m—l—Z(n—k—l)]!!}

Por lo tant =
R T AV [ — 2]1! [m — 2]l

Como caso particular del teorema anterior, si se toma m = 1 se obtiene el Teorema 2.2.18.

2.3. Numeros multifactorial

Los numeros multifactorial, también conocidos como (n, k)—factoriales [72], permiten ge-
neralizar los ntmeros factorial y doble factorial presentados en las secciones 2.2 y 2.2.2
respectivamente; basados en [46] se definen los nimeros multifactorial

nl,=nn-r)l, con(l1-r),=---= (-1, =0, =1.

Por ejemplo, (17)!s = (17)(12)(7)(2) = 2856 v (30)ly = (30)(21)(12)(3) = 22680. Dada la

notacién que se emplea, se observa que nly = n!! y que nly = n! [85].

Los nimeros multifactorial pueden escribirse como nimeros factoriales de la siguiente forma
(rn)!, = r™n!, una demostracién puede verse en el apéndice como Proposicién B.1.3; la
propiedad anterior puede generalizarse en términos de niimeros multifactorial obteniendo asi
(rn )l = r"nly, una demostracién puede apreciarse en el apéndice como Proposicién B.1.4.

En esta seccién se muestra como el operador derivada formal, definido con respecto a las

7“+1b7" arbr-l—l
graméaticas G = {a — ab™;b — b}, G = {a — 5 b — 5 } y las graméticas de
la foorma G = {a1y — [a1...a.]™ay ;...; a — [a1...a.]"a,}, permite generar ndmeros

multifactorial.
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2.3.1. La gramatica G = {a — ab";b — b}

La gramdtica G = {a — ab;b — b?}, equivalente a la gramética G = {a — a?;b — ab}
presentada en la seccion 2.2 salvo el intercambio de papeles entre a y b, permite generar
nimeros factoriales. Por otra parte, la gramdtica G = {a — ab®; b — b3} permite generar
nimeros doble factorial, como se observa en la seccion 2.2.2. Teniendo en cuenta lo anterior
se propone la gramdtica G = {a — ab";b — "1}, con la cual se generan nimeros multi-
factorial, para comprobarlo basta con analizar D"(b). Dado que D(b) = b"*! se tiene que
D%(b) = (r+1)b"D(b) = (r+1)b**1; se observa que al aplicar el operador D el exponente de
b se reduce en 1 y como consecuencia de la aparicién de D(b) se incrementa en r + 1, con lo
cual el incremento total del exponente es r; de este modo, en cada aplicacion del operador,
el coeficiente que multiplica se ira incrementado en r. Teniendo en cuenta lo anterior, se
propone el siguiente resultado.

[m + (n — ]!

Teorema 2.3.1. Sea G = {a — ab";b — V"'}, entonces D™(b™) = [ I Lpmnr,
m —r]l,
!
Demostracion. D(b™) = mb™ 1D (b) = mb™ 't = mb™t" = %bm”. Suponiendo
m —r]l,
—1)r]!
que D"(b™) = [m _E— (n I )r] “ymHr se calcula D™TL(B™) de la siguiente forma
m —r]l,

D) =DOiw)
(i)

D
[m+ (n—1)r]l,
- [m — r]l.
_ [m + m‘]!,«bmﬂnﬂ)r.
[m — ]!,

[m + n,,,] bm+nr—1 [br—i-l]

— 1],
[m + (n )r] bm+m" para cada n. -

Probando asi que D"(b™) = [ I
m —rll,

m+(n—1rl,
0 Ul

Teorema 2.3.2. Sea G = {a — ab";b — 0"}, entonces D™(a™) =

Demostracién. D(a™) = ma™ 'D(a) = ma™b", comprobando asf la propoisicién paran = 1.
[m + (n — L)r]l,
m—r]l,

Suponiendo que D"(a™) = ~a™b™ | se calcula D"T!(a™) de la siguiente

forma
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" [D(a™)b + am D(b™)]

|
= [ma™ " D(a) + nra™b™ 1 D(b)]

. [mam—lbnr[&br]_'_nrambnr—l[br—i-l]]

_ ! [mamb(n+1)r+nTamb(n+l)T]

Zm + nr]ampmHr

[m —r|l,

_ [m + m“]!r amb(n—&-l)r'

[m —r]l,

[m+ (n—1)r]!

T ampr

Lo que demuestra que D"(a™) = , para cada m,n. O

[m — ]!,

b —
2 2

7‘+1b7‘ rbr—i—l
2.3.2. La gramatica G = {a 5 ; ¢ }

arJrl br a’ errl
; |

Los siguientes resultados permiten relacionar la gramatica G = {a —

con numeros doble factorial, para cada r.

arJrlbr arerrl
b —
2 2

Teorema 2.3.3. Sea G la gramdtica G = {a — } entonces para cada

r > 0 entero:

1. D™a") = g—n[Qn ]

n

2. D"(b) = g_n[Qn — 1]!!anrb(n+1)r.

Demostracion. Se realiza la demostracion de 1. por induccion, la demostracién del resultado
2. es completamente analoga. Aplicando el operador D con respecto a la gramatica se tiene

r+1br
que D(a") =ra"'D(a) = ra"! [a } =

Caz’"b’".
2

2

Suponiendo que D™(a") = 2—n[2n — 1Na 7 se calcula D™ (a”) de la siguiente forma
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Dn+1 r =D "
@ =o(5

= g—n[2n — 1ID(a V)

[271 _ 1]”& n+1)rbnr)

_ ;—[271 _ 1]” [D( (n+1)r )bnr + a(n+1 rD(bnr)]

2n —[2n — 1! [(n + 1)ra™* V=" D(a) + nra™ "1 D(b)]

r+lpr Pyl
= - {27’5 - 1]” (n —+ 1)7’@(N+1)r—1bnr a + nra("“)?“bm“—l a
2n 5 ’
= Sopl2n = 11 [(n 4 DralAry T 4 gl dryinir]
- 2:+1 2n — 1)1 [(2n + 1)ra(H2rpntir]
yntl
= St [2n + 1]Nla(+2)rplntbr,
Por lo tanto D"(a") = T_[Qn — 1Ngm D, .
on

7"+1b7" rbr-‘,—l
El siguiente resultado permite relacionar la graméatica G = {a — 5 b — 5 } con

nimeros multifactorial.
ar—i—lbr arbr-i-l
Teorema 2.3.4. Sea G la gramdtica G = S a — b — } entonces para cada

2 2
r >0 entero D™(a"b") = (Tn)gra(nﬂ)rb(nﬂ)r_

Demostracion. Para verificar el resultado para n = 1, se calcula D(a"b")

D(a"b") = D(a")b" 4+ a"D(b")
=ra"'b"D(a) + ra"b" ' D(b)
— ra™ " |:a7+1b7:| +ra’h 1 [a"b27"+1]

— T’CL2T b2r

Ast, D(a"b") = r!,a* b*". Suponiendo que D" (a"b") = (rn)!.a"FUrpr+Or = prplgthrpntr
se calcula D" (a"b")

Dn—l—l(arbr) — D(r"n'a("+1 rb (n+1)r )

T"n‘[D( (n+1)r )b(”"‘l)r + a (n+1) T’D(b(n-i-l)r)]

= r"n![(n + 1)ra™ V=150 D(a) + (n + 1)ra e+ 0=1 D(b)]
= r'pl(n + 1)r [a D= 1ptDr %} 4 g HDrpntr-1 [bT+H
— n+1 (n + 1) [&(n+2)rb (n+2)r ]

= (r(n+1))la2rp+2r,

Probando asi que D™(a"b") = r"nla™+Irpm+Dr = (pn)l,qFrpn+r, =
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233. G={ai—=|a1...a)]ma1 ;...; a, = |a1...a,]"a.}

La gramética G = {ay — [a1...a,|"ay ; as — [a1...a.]"ay ;.. 5 a, — [a1...a.]™a.}, es
una gramatica general con m,r valores dados. El siguiente resultado permite relacionar la
gramatica mencionada con nimeros multifactorial.

Teorema 2.3.5. Sea la gramdtica G dada por
G=A{a; —la1---a]may ; ag = [ay---a,]"ag ;-5 ap — [ag -+ a.]"a}
entonces D™(a;) = [(n — 1)mr + 1]l [aras - - - a,|"a; para cada i.

Demostracién. Claramente D(a;) = af*---a™ ol al, - = [0mr + 1] [a - - - ar]"™a,.

Suponiendo que D"(a;) = [(n—1)mr+1]l,,.[a1az . . . a,]"™a; para cada i, se calcula D"*!(a;)
de la siguiente manera:

D" (a;) D ([(n — V)ymr + 1]pr[araz - - - ar]""a;)

[(n—1)mr 4+ 1L D([a1 - - - ar]"a;)

[(n — D)mr 4+ 1)\r-D([ag - - ar]"™)a; + a1 - - - a "™ D(a;)

[(n—1)mr+ 1]'mrnm[a1 ca, )" YD(ay - - - ap)]a; + [a1 - - - ap)"™[aq - - - ap] "y
[(n — V)mr + 1Lyenmlar - - - a, )" HD(ay - - - a)] + [a1 - - - @] "™ [araz - - - a,]™]a;.

Aplicando la Proposicion 1.1.4, que generaliza la regla del producto, se tiene que

D(ay---a,) = D(ay)ag---a,+---+ D(ay)ay---ar—1 como D(a;) = [ay - --ar]"a;
=lar---a]™ay--ar+---+ay - a)may - ay operando se obtiene

= rlajag - - - a, )™

Con lo cual, D"*!(qa;) estd dado por:

D" a;) = [(n— Dmr + 1)\pnmlar - - - a. "™ Y[D(ay - - - a.)] + a1 - - - a;]"[aq - - - ar]™]a;
= [(n — Vmr + 1)\penmlar - - - a "™ rlay - - a ™ + [a1 - - - ar]"™[aq - - - ar]™]a;
= [(n — V)ymr + e [nmerfay - - - a,]TO™ 4 [ag - - - a, ]t ay - - - a,]]a;
= [(n — V)mr + 1l [nmr + 1][ay - - - a,] D7,
= [nmr + 1]\ far - - - a,] "D ™a,.
De donde se concluye que D"(a;) = [(n — 1)mr + 1] [a; . . . a,]"™a;, para todo n. O
Teorema 2.3.6. Sea G la gramdtica dada por
G=A{a; —[a1...a.]"ay; ag — [ay...a.]"ay ;...; ap — |ay...a,|"a, }}

[nmr + 21,
2

Demostracion. Aplicando la regla generalizada del producto, Proposicién 1.1.4, se calcula
D(lay . ..a;)"asa;) que es dado por D(a")[[as...a;|"asa:] + -+ + [a1 ... a,—1]|"asa:D(al");
dada la longitud de la expresién se analiza por términos, en particular

entonces D™([ay . . . a,]™asa;) = [ay...a, ] aa,, con st <r.
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D(aM)[ay . ..a)"asa, = mal ay...a]"D(ay)asa,
=ma ay ... a " [aT M ay . .. a]™]asay

=mla; ...a*"asq.

Ast, D(a™)[ay ... aqi_1ai41 - .. a;]™asa; = mlay . . .a,]*aza; para cada | # s,t. En particular,
para s

D(a™Nay ... as 10551 -..a.]"a; = (m+1)a™ay...as 10541 --.a.]"D(as)a
= (m+ 1a;...a, )" asq.

Andlogamente se tiene para a;. Por lo tanto, D([a; .. .a,]™) es dado por:

D([ay...a;|"asa;) = D(ay)[az...a|™asa; + -+ + D(a,)[ay ... ar—1]"asa
=m+--4+m+ (m+1)+(m+1)+m+---+mla;...a_1]*"asa
—_—— N —
debido a as debido a at
=mr+ 2.

[nmr 4 2|1,

Suponiendo que D"([ay .. .a,|™aas) = [a1 ...a,]™ Y a,a,, se procede a calcu-

lar D""([ay . ..a,]™asa,), para ello cabe observar que

D(agn-ﬁ-l)m-‘rl)[agn—i-l)m N gn—ll—l) agi—&l-l)m . a(n-{—l)m]at

= ((n + 1)m + 1) (n+1)m ( )[ (n+1)m - gntl)mairjjl)m o a7(nn+1)m]&t
= ((n+1)m +1)[a} 2 ,€ 2)m ]a a
= ((n+1)m+1)[a;. ]< 2)m

Procediendo analogamente, para [ # s, t, se verifica que

D(a§”+”m+1)[a§"+1)m . a(Tfl)maET{l)m . a£n+1)m]as (n+1Dm+ Dlay . ..a]"Pmaa,

t
D(al(n+1)m)[a§n+1)m .. .al(ﬁTl)mal(ﬁl)m o a,(~"+1)m]asat = (n+Dmla, ... ar](n+2)masat~

Sumando todos estos términos se obtiene que

D([a; ...a, )"V a,a,)
=[n+Dm+---+[(n+m+ 1+ [(n+Dm+1+--- (n+1)m]a, ... a,| " a,

debi(I(;a s debi(;ga as
= [(n+ )mr +2|[a; ...a,] " "a,a,.

Por lo tanto:
D" Y[ar...a,]"asa;) = D(D"([as ... a;]"wsas))

2 !mr
_D w[‘“ 3 'ar]mmmatas)
2]
_ % D ([ar...a) " ma,a,)
nmr -+ 2|,
= %[(n +1)rm +2)[a; . . . a,) "D ™aa,
|
_ [(n+ D)mr + 2]\, la ... a,) ™2™ aq,,

2
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[nmr + 2],
2

n+1)m

Demostrando asi que D™([a; . .. a,|"asa;) = [a;...a,]¢ a5ay. O

2.3.4. Propiedades de los nimeros multifactoriales

El siguiente teorema corresponde a una propiedad de los niimeros multifactoriales.

n

Teorema 2.3.7. (rn)!, = ;—n > () (2k — 1)1(2[n — K] — 1)1,

ar—l—lbr arbr—l—l
;b —

2 2
D"(a") = ;—n[Qn — ey vy D) = ;—n[2n — e b+ por el Teorema 2.3.3,

entonces al aplicar la regla del producto de Leibniz a D"(a"b") se tiene que

Demostracion. Considerando la gramética G = {a — }, se tiene que

Il
M=

Dn(arbr) (’Z)Dk(ar)Dn—k<br)
k n—k
(Z) {r—k[% . 1]!!a(k+1)7"b’“"] {—gn_k 2(n — k) — 1]!!a<n—k>rb<n—k+l>r]

(Z) g—n[% —1N[2(n — k) — 1Nl rpeir

x>

0

hE

\)

k=0

I
3]

ol

0
Por el Teorema 2.3.4 se tiene que D™(a"b") = (rn)!.a™ b+ D7 por lo tanto

(Tn)!ra(”"‘l)rb(""’l)’" _ Z |:(Z> g_n[Qk _ 1]!![2(71 _ k?) _ 1]”a(n+1)rb(n+1)r} ‘
k=0

n

Se concluye asi que (rn)!, = ;—n > (1) @2k —DN(2[n — k] — 1)1 O
k=0

El Teorema 2.3.7 es equivalente al Teorema 2.2.18, presentado como propiedad de los nimeros
doble factorial. Dado que (rn)!. = r"n!, se tiene que

(rn)!, = ;—Zéo (") (2k — 1)11(2[n — K] — 1)1
il = g—:kfo (") (2% — D[ — K] — 1)1
nl = 2%:';0 (") 2k — 1)(2[n — k] — 1)1
@2Mnl =3 () 2k — N2 — k] — D! como (2")n! = (2n)!!
(2n)!! = kizo (1) (2k — 1)N(2[n — k] — 1)1

i
o

Esto demuestra que los Teoremas 2.2.18 y 2.3.7 son equivalentes. El siguiente teorema es
una generalizacién de los Teoremas 2.2.10 y 2.2.23, que corresponden a los casos factorial
(r = 1) y doble factorial (r = 2), respectivamente.
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[2m + (n— D)r]l, i <n) [[m+ (k=1 [m+ (n— k= 1)r]!,

[2m — ]!, k [m — ]!, [m — ]!,

Teorema 2.3.8.
k=0

Demostracién. Tomando G = {a — ab";b — b"™'}, por el Teorema 2.3.1, se obtiene que
—1)r]!,

[m —r]!,
se tiene que

b luego al aplicar la regla del producto de Leibniz a D™(b*™)

b2m . <n

)P
2m + (n — D)r]ly r y2menr ") [ 7“] Tbm+kr:| [[m +(n—k—Drl, bm+(n—k)7":|
)

i
o
o

NE

[2m — r]!, — [m —r]!,
2m+ (n =Dl e N (2 T]‘r [m+(n—k—=1rlh ] opinr
[2m — r]!, o _k ‘ <k‘ [ ]!, [m — 7], }b2 .
2m+ (n— 1]l < (k=1)r]l, [ m+ (n—k—1)r]!,
Por lo tanto Py = ZO ( ) [ = m =l } O

Teniendo en cuenta el teorema anterior, se propone el siguiente corolario que generaliza la
Proposicién 2.2.11, la cual se obtiene como el caso particular r = 1.

Corolario 2.3.9. [(n+ 1)r TZ ( ) —k)rl,.

Demostracion. Aplicando el Teorema 2.3.8, se tiene que:

2m + (n — D)r]ly _ i (n) [[m—k (k=)L [m+ (n—k—1)r]!,

} tomando r = m

2m — r|!, —\k [m — ]!, [m —r|!,
2r +(n— 1), =\ [[r+ &=L [r+(n—k—1r]),
2 — ]!, B kZ:O (k) { [ —r]l, [r— 7], }
M -y (Z) er]L, (n — )l
Por lo tanto, [(n + 1)r]!, = rzn: <Z> [kr)l.(n — k)rl,. O

El siguiente teorema corresponde a una propiedad de los niimeros mr-factoriales, para cada m
y r. La demostracién de este resultado se lleva a cabo mediante la gramatica independiente
del contexto G = {a1 — |a1...a,|"ay ; as — |ay...a;|"as ;...; ap — |ay...a|"a,},
estudiada en la seccion 2.3.3.
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n

Teorema 2.3.10. [(n — 1)mr + 2|, = Z_: (Dl(n =k = Dymr + 1 [(k — D)mr + 1)1,

Demostracion. Sea G = {a; — [a1...a,)™ay ; ag = [a1...a.]May ;.. .5 ap — [a1...a.]"a,},
por el Teorema 2.3.5 se observa que D" *(a,) = [(n — k — V)mr + 1], [a1as . . . a, ] P™a, y
D*(a;) = [(k —1)mr + 1], [a1az . . . a,]¥™a;. Por lo anterior, al emplear la regla del producto
de Leibniz se obtiene

Dn(asat) = kio (Z)Dn_k(as)Dk(at)
= kéo (Z) [((n—Fk—1Dmr+ 1]y lar... ar](”_k)mas][(k: — Dmr 4+ 1]prfar ... ar]kmat
= 52 (O)[(n— k — Vymr + 1l [(k — Dy + Ulyarfas - . . 4] asar.

il
o

Teniendo en cuenta que

D(asay) D(as)a; + asD(ay)
[ay ...a. )" asay + [ay . .. a;|"asay
2[&1

cap]™asay.

Se observa que D"(asa;) = D" *(2[ay ... a,|™asa;) = [(n — V)mr + 2)\.lay - . . a,]"™asay, por
el Teorema 2.3.6. Luego, dado que D" (asa;) es igual a dos expresiones se concluye que estas
deben ser iguales, con lo cual

[(n=D)ymr+2]lfar ... a]" " asa; = Z (Z) [(n=k—=1)mr+1]ly, [(k=1)mr+1]ln a1 . . . ar] " asay.
k=0

n

Por lo tanto, [(n — 1)mr + 2], = k;) (Z) [(n —k — D)mr + 1)L [(k — D)mr + 1] O

En términos de la propiedad de los nimeros multifactorial, el Teorema 2.3.10 puede escribirse
n

como [(n—1)r+2],. = > (Z) [(n—k—1)r+1]!.[(k—1)r+1]!,; no obstante, el mantener m
k=0
y r en la expresiéon muestra que hay multiples graméticas independientes del contexto con

las cuales se puede obtener el mismo resultado.

2.4. Numeros de Stirling

Los nimeros de Stirling, de primera y segunda clase, presentados por James Stirling en 1730,
son los coeficientes de las expansiones de nimeros factoriales en potencias y de las potencias
en numeros factoriales, respectivamente [20, pag 277]. Estos nimeros son de importancia en
combinatoria enumerativa debido a los conteos que permiten realizar, como se evidencia en
el apéndice B.2.
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En esta seccién se presenta una conexién entre nimeros de Stirling de primera clase con
las gramdticas independientes del contexto G = {a — a?b ;b — b?}, presentada en [60], y
G = {a — ab ;b — bc ;¢ — c*}, presentada en [63], con las cuales se demuestran algu-
nas propiedades de estos niimeros. Del mismo modo se procede para demostrar la conexién
existente entre la gramética G = {a — ab ;b — b} y los nimeros de Stirling de segunda
clase. Cabe destacar que la gramética G = {a — ab ;b — b}, actualmente conocida como
gramética de Stirling [64], permite generar una familia de polinomios conocidos como polino-
mios exponenciales [11], cuyos coeficientes son dados por los nimeros de Stirling de segunda
clase [66]; debido a que estos polinomios fueron estudiados por Jacques Touchard [84] y Eric
Temple Bell [6], suelen ser denominados también polinomios de Touchard o polinomios de
Bell.

Debido a que las gramaticas G = {a — ab ;b — b} y G = {a — a®b ;b — b*} han sido
estudiadas por otros autores, algunos resultados del operador derivada formal con respecto
a ellas son conocidos; por tal razén, se proponen generalizaciones de estos resultados y con
ellos se estudian algunas propiedades de los niimeros de Stirling.

2.4.1. Numeros de Stirling de primera clase

Los numeros de Stirling de primera clase, denotados s(n, k), cuentan el nimero de per-
mutaciones de n elementos diferentes que tienen k ciclos. Por lo anterior, se observa que
5(0,0) =1, s(n,0) =0 paran > 0y s(n, k) = 0 para cada k > n [21, pag 25, 26]. Los nime-
ros de Stirling de primera clase satisfacen la recurrencia s(n+ 1, k) = s(n,k — 1) + ns(n, k),
como consecuencia s(n + 1,1) = s(n,1) =0, s(n + 1,n+ 1) = s(n,n) = 1, estos resultados
pueden consultarse en el apéndice B.2.1 como proposicién B.2.1 y B.2.2, respectivamente. A
continuacion se estudian dos gramaticas que estan relacionadas con los nimeros de Stirling.

La gramatica G = {a — ab ;b — bc ;¢ — *}

En [63] son estudiadas varias graméticas con tres variables y su relacion con ciertas familias de
nimeros y polinomios, entre ellas la graméatica G = {a — ab ;b — bc ;¢ — ¢} es mencionada
como ejemplo. La siguiente proposicién fue enunciada en [63], pero no demostrada, y muestra
cémo generar numeros de stirling de primera clase mediante la gramatica mencionada.

Proposicién 2.4.1. Sea G = {a — ab ;b — bc ;¢ — ¢}, entonces D"(a) = > s(n, k)abtc"F.
k=0

Demostracion. Claramente D(a) = ab, con lo cual la proposicién se cumple para n = 1.

Suponiendo que D"(a) = a Y s(n, k)b*c"* se calcula D"*1(a) de la siguiente forma:
k=0

D""!(a) = D(D"(a))

D ( s(n, k)abkc"k>
k=0

n

s(n, k) [D(a)b"c" ™ + aD (V)" + ab”D(c"7*)] .
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Teniendo en cuenta que D(a) = ab, D(b*) = kbfc y D(c" %) = (n — k)c"1=F se tiene que

D"(a) = Z s(n, k) [ab" " + kab T F 4 (n — k)ab ]

k=0
n

=Y s(n,k) [ab"' " F 4+ nabt T F]
k=0

Expandiendo la suma se obtiene que

D" a) =a [ns(n, 0)c" ! + Z [s(n, k — 1) + ns(n, k)] b F 4 s(n, n)b"“c"k] :
k=1

Dado que s(n+1,k) = s(n,k — 1) +ns(n, k), sin+1,n+1) = s(n,n) y s(n+1,0) = s(n,0)
para n > 0, como se observa en el apéndice B.2.1, se tiene que

D"l(a) =a [s(n +1,0) "t + 3 s(n+ 1, k)b =k 4 s(n, n)b”“c”_’“]
k=1

n+1
= > s(n+1,k)ab*cn =k,
k=0

n

Probando asf que, para cada n, D"(a) = >_ s(n, k)ab*c"*. ]
k=0

La graméatica G = {a — a® ;b — ab}, presentada en la seccién 2.2, estd relacionada con la

graméatica G = {a — ab ;b — bc ;¢ — ¢} ya que si en G = {a — a® ;b — ab} se cambia a

por ¢, se obtienen las producciones {b — bc ;¢ — ¢*}; por lo anterior, se obtiene el siguiente

corolario.

Corolario 2.4.2. Sea G = {a — ab ;b — bc ;¢ — 2}, entonces D"(c) = nlc" ™ y
D"(b) = nlc"b.

Demostracién. Tomando la gramatica G = {¢ — ¢* ;b — bc}, por la proposicién 2.2.4, se
tiene que D"(c) = nlc"™ y D™(b) = nla™b. O

La gramatica G = {a — a*b ;b — V*}

Dada la gramatica G = {a — a?b ;b — b?}, se tiene que D"(a) = a >_ k!s(n, k)a*b"™, propo-
k=1

sicién enunciada en [60] pero no demostrada. El siguiente resultado permite generalizar dicho
resultado y, considerando m = 1, se obtiene una demostracion para el resultado propuesto
en [60].
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Teorema 2.4.3. Sea G = {a — a®b ;b — b}, entonces D"(a™) = >

Demostracidn. Se observa que D(a™) = ma™ 'D(a) = ma™*'b, por lo tanto el resultado

n kE—1)!
se cumple para n = 1. Suponiendo que D"(a™) = > Ms(n, k)a™t*bn, se calcula

iz (m—=1)!
D" (a™) de la siguiente forma:

I
=D <Z ws(n, k)amJ“kb")

= (m—1)!

- £ ot Dt )

— k:zz:l %8(”, k) [D(am+k>bn 4 am-i—kD(bn)]

= é %s(n, k) [(m + k)am™t=1brD(a) + naerkbnle(b)}

- k; %SW F) [(m+ k)am 1yt 4 i
(kN yams 4 tmtE = DY

Il
M=

k

Il
—

s(n, k)a"”rk] prtl

(m —1)! (m —1)!

Expandiendo la suma anterior, se obtiene

n

Mam-‘rl M sn.k — ns(n am—l—k (m+n)'8 n.m am—i—n—f—l n+1
[ (m—l)! +;_2 (m—l)! [(’k 1)+ (’k:)] +(m_1)! (7 ) ]b .

Dado que s(n+1,1) = ns(n, 1), s(n+1,n+1) = s(n,n) y s(n+1,k) = s(n,k—1)+ns(n, k),
, como se observa en el apéndice B.2.1, se obtiene:

n

mls(n+1,1) 4 (m+Fk—1)! +k, (m+n)! 1 | gl
—_—a™ —_ 1,k)a™ 1 Da™m" b
[ (m =1 a +k22 m = 1)1 s(n+1,k)a + (m — 1)!s(n+ ,n+1a

n (4 b — 1))
Reagrupando se concluye que D" (a™) = Ms(n + 1, k)a™tkpntt, O

A partir del Teorema 2.4.3 se obtienen los siguiente corolarios.

Corolario 2.4.4 (Teorema 6, resultado c8 de [64]). Sea G = {a — a*b ;b — b*}, entonces
D"(a) =a > k!'s(n, k)a*b.
k=1

Corolario 2.4.5. D(a?) = > (k + 1)!s(n, k)a*2b".
k=1

Similar a la proposicién 2.4.2, correspondiente a la gramdtica G = {a — ab ;b — bc ;¢ — *},
se obtiene el siguiente resultado.
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Proposicién 2.4.6. Sea G = {a — a?b ;b — b*}, entonces D"(b) = n!b" .

Demostracién. Se observa que D(b) = 110%; suponiendo que D"(b) = n!b"™! se calcula
D"1(b) de la siguiente forma:

Di(b) = D(D"(b))
= D(n'b”“)
= nl(n+1)0"D(b).
Probando asi que D"(b) = nlb" . O

2.4.2. Propiedades de los niimeros de Stirling de primera clase

Teniendo en cuenta las gramaticas estudiadas en la seccion 2.4.1, se demuestran algunas
propiedades de los niimeros de Stirling de primera clase; en particular, mediante la gramética
G = {a— ab ;b — bc ;c — c*}, se demuestran los siguiente resultados.

n nl

Teorema 2.4.7. s(n+1,7r)= > — n

P s(k,r —1).

Demostracién. Tomando la gramdtica G = {a — ab ;b — bc ;¢ — ¢*}, se observa que
n

D"(ab) = D*(D(a)) = D"*(a); ademas D"(a) = > s(n,k)ab’c" %, por la Proposiciéon
k=0
2.4.1, y D™(b) = nlc™b, por el Corolario 2.4.2. Por lo tanto, si se calcula D"(ab) mediante la

regla del producto de Leibniz se tiene que

Dab) = 3 (;) D)D)

P(a) =Z()[Z sk, )abict= | [(n — k)ten*y
%1 (n+1,r)ab "= = 3 {n—'} i(n—k)'s(k; Nab/ T
r=0 S0 LK (n - E)! 3=0 B

Tomando r = j 4 1, se obtiene que 7 = r — 1. Por lo tanto

n |
s(n+ 17r)abrcn+1—r — Z % (k r— 1)ab[r 1]+1 n—[r—1]
k=0
n |
s(n + 1,r)abrcn+1—r =¥ %5(/{’ r— 1)ab’r‘cn+1—r
k=0 R
n |
Concluyendo asi que s(n+1,r) = > &s(k,r —1). —
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Teorema 2.4.8. Para cada m,r > 0

n

@mtr—1 N~ (N [l e g |
1)) s(n,T)—kZ:O(k> jﬂ{ o = s(k,j)s(n—k,r — j)

Demostracién. Tomando G = {a — a®b ;b — b?}, se considera D"(a®™) el cual, por la

regla del producto de Leibniz, es dado por a = a “F(a™). Dado que
gla del d de Leibni dad D"(a*™) = (Z)D’“( m)D"*(a™). Dad

no(2 —1)!
D (a*™) = %s(n, r)a®™ 7", por el Teorema 2.4.3, se tiene que
r=1 m —
no(2m4r—1)! amat Ry ik _k
—=s(n,r)a®"H" = D¥(a™) D" " (a™
rzz:l (2m —1)! (.7) k:Z::O (k)_ (@) (@)
n k . n—k .
n (m+j—1) . +irk (m+i—1) . +izn—k
= " 5(k,7)a™b " s(n—k,i)a™""p"
2 (1) (|5 e | Mg =
n " k . _'nfk .
n (m+7—1)! N i (m+i—1)! N i
= sk, j)a™t ——s(n— k,i)a™ | | b
32 (1) (|35 "o g | |3 g e

2 -1
Tomando r = i + j, se tiene que Z (2m4r—1)

P Ws(n, r)a®*™ ™ debe ser igual a

3
> 3
N
M?r

(m—1)!

_1 . —5—-1

m-i-] k,j)amﬂ] [(m—l—r J ) ( _k T*]) m+r j:|) b
—1 =)

m+] k,])(m+r J )s(nk,rj)])a2m+rbn.

J=1

Il
3
TN
> 3
N
M»

(m—1)!

ol
I

o
'S,
Il

-

, 2m+r—1)! " u m+]—1 [m+r—j—1]! . .
Asi, ———=s(n,r) s sin—Fk.r—74)|.
st, G r ( )Z[ e ) MRV )| Bl

Se observa que al considerar m = 1 en el teorema anterior, se obtiene como corolario la

ecuacion (r + 1)!s(n,r) = i ) ilj![r — J)'s(k, j)s(n — k,r — 7).

Teorema 2.4.9. (k+1)!s(n+1, k+1) = kzi: [zi: G ¥ Zps(j p)(k —p)ls(k — 5,k —p)] )

J) i
Demostracién. Tomando G = {a — a*b ;b — b*}, por el Corolario 2.4.4 se tiene que
D"(a) = a Y rls(n,r)a"b", ademds D"(a?) = > (r + 1)!s(n,r)a""b" por el Corolario 2.4.5

r=1 r=1
y D™(b) = n!b"™! por la Proposicién 2.4.6, luego:
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D™Y(a) = D"(D(a))
B D"(a) = D"(a®b)
a 7;1 rls(n+1,7)a"b" ™! = kg() (7)D*(a?) D" *(b)
grls(n +1,7r)a" Tyt = kzn:o ) [io (];) Dj(a)Dk_j(a)] D"k (b)
n+1 n! k!

; rls(n +1,7)a™ ot = i T 3 = 'Dj(a)ij(a)] (n — k)lpr—k+l

Mg

7=0

n+1 gt n k nl ) i k1

> rls(n+ Lr)a™ 0 = 50 | ) s DY (@) D (a) | 07

= =0 |5=0 ( )5

4 J , , k—j )
Como D’(a) = > pls(j,p)a?™ b7 y D*(a) = > q's(k — j,q)a?™b*77, se observa que
p=1 q=1

n+1
S rls(n+1,7)a" "t equivale a
r=1

N POpi <ip18(j,p)ap“bj) <§q!8(/€—j,q)aq“bkﬁ)]b”’f+1

k=0 3:0( J)]- p=1

> Ekl ')j. (Z pls(d, p)) CZ:)Z q's(k — j, Q))] aP Ttz

k=0 | j=0 ( —J

Dado que ambas expresiones tienen b"*!, se obtiene

n+1 n k k—j
> rlstn+ 1) = [Z (Zp' s(j,p ) (Z q's(k — j, Q))] Pt

r=1 J

Si se toma r = k + 1 se tiene obtiene el término (k + 1)!s(n + 1,k + 1)a*™2, que debe
corresponder a la respectiva expresién con a**2 en los términos que acompanan a aPt+?;
por lo anterior, se observa que se debe tener k£ = p+ ¢, luego al considerar ¢ = k — p se tiene
que

n k J
(k4 1)ls(n + 1,k + 1)ak*? = [Z ,J,Z (pts(j,p)(k = p)!s(k — j, k — p))] e
=0 |7
Ast, (k+Dls(n+ Lk+1) = 35 [30 " é( 15Gp) (k — p)Is(k — .k — )| 0
k=0 ]:0( ) p=1
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2.4.3. Numeros de Stirling de segunda clase

Los numeros de Stirling de segunda clase, denotados S(n, k), cuentan el nimero de particio-
nes de un conjunto de n elementos en k clases. Por lo anterior, se observa que S(0,0) = 1,
S(n,0) =0 paran >0y S(n,k) =0 para k > n [21, pags 47,48]. Los numeros de Stirling
de segunda clase satisfacen la recurrencia S(n + 1,k) = S(n,k — 1) + kS(n, k), como con-
secuencia S(n,1) = S(n+1) =1y S(n,n) = S(n+ 1,n+ 1) = 1. Estos resultados pueden
consultarse en el apéndice B.2.2 como Proposicion B.2.3 y B.2.4.

Se propone el siguiente resultado, con el cual se generan los niimeros de Stirling de segunda
clase mediante la graméatica G = {a — ab ;b — b}, propuesta en [22].

n

Teorema 2.4.10. Sea G = {a — ab ;b — b}, entonces D"(a™) = > m*S(n, k)a™b".
k=1

Demostracién. Se observa que D(a™) = ma™ *D(a) = ma™ [ab] = ma™b, con lo cual la

proposicién se cumple para n = 1. Suponiendo que D"(a™) = Y m*S(n, k)a™b*, se calcula
k=1
D"(a) como sigue:

Di(a) = D(D"(a))

— mk n a™ k

D5 o

= > mkS(n,k)D (a™bF)
k=1

= > m*S(n, k) [D(a™)bF + a™D(b%)]
k=1

= S mFS(n, k) [[ma™bbk + ™ [kb]
k=1

= i [m* 1S (n, k)a™bF+ + mFES(n, k)a™b]]
k=1

[
3

S(n,)a™b+ > [mFS(n, k — 1)a™b* + m*kS(n, k)a™b*]] + m" 1S (n, n)a™b"
k=2

=mS(n,1)a™b+ > mF[S(n,k — 1)+ kS(n, k)] a™b* + m" 1S (n,n)amp" 1.
k=2

Como S(n+1,k) = S(n,k—1)+kS(n,k), S(n,1) =S(n+1)y S(n,n) =Sn+1,n+1),

entonces

D"(a) =mS(n+1,1)am™b+ >, m*S(n+1,k)a™* + m" 1 S(n+ 1,n + 1)a™b" ™!

k=2
n+1
=Y mFS(n+1,k)a™b*.
k=1

Probando asf que D"(a™) = " m*S(n, k)a™b". O
k=1
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Como casos particulares del Teorema 2.4.10, se obtienen los siguientes resultados que seran
empleados posteriormente.

Corolario 2.4.11 (Seccién 4.2 de [22]). Sea G = {a — ab ;b — b}, entonces
D"(a) = Y S(n, k)ab.
k=1

Corolario 2.4.12. Sea G = {a — ab ;b — b}, entonces D™(a®) = > 2*S(n, k)a®b*.
k=1

2.4.4. Propiedades de los niimeros de Stirling de segunda clase

Teniendo en cuenta la gramética G = {a — ab ;b — b}, y los resultados obtenidos al aplicar
el operador derivada formal respecto a ella, estudiados en la seccion 2.4.3, se demuestran
algunas propiedades de los nimeros de Stirling de segunda clase.

Teorema 2.4.13. S(n+ 1,k) = ﬁ: ( )S(j, k —1).
7=0

Demostracion. Dada la gramatica G = {a — ab ;b — b} tal que D"(a) = a Z S(n, k)b*,

como se muestra en el Corolario 2.4.11. Por la regla del producto de Lelbmz Proposmlon

1.1.5, se sabe que D"(ab) = > (j)DJ(a)D” I(b), luego

D™(a) = D"(D(a))
D"(a) *D"(ab)
(

D" (a) Z (?) Di(a)D™(b), por el Corolario 2.4.11
=0
n+1 Jn J
ad>S(n+1,kb = (?) [a > S, T)b’”} b
k=1 7=0 r=1

Igualando los términos correspondientes a b* se tiene que

aS(n+ 1Y =3 (2) [aS(,k — 0],

Por lo tanto, S(n+ 1,k) = Xn: ( )S(j, k—1). O

Si en la demostracion anterior, al emplear la regla de Leibniz sobre la expresion D™(ab) se
considerara D" (a) y D’(b) se obtendria una propiedad equivalente

S(n+1,k):i (’;)S(n—j,k—m.

J=0

Este resultado es demostrado mediante argumentos combinatorios en [9].
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n k
Teorema 2.4.14. 2°S(n,r) = 3 (7) > S(k,)S(n — k,r —1).
=1

k=0

Demostracion. Como D"(a?) = 3 2*S(n, k)a*V* y D™(a) = a Z S(n, k)b*, por el Corolario
k=1
2.4.12 y por el Corolario 2.4.11 respectivamente, entonces empleando la regla del producto

de Leibniz se tiene que
Dla?) = 3= () DHa)D"(a)
3978 (n, )b :zn:( ) [aZS (k, )b ] [anZSn—k; m) ] .

r=1 k=0 =1
Tomando r = [ + m se obtiene

2’"S(n,r)a26"—z< ) [ ZSk:l ] [aS(n —k,r — 1]

k=0

Por lo tanto, 2"S(n,r) = i ) L:z:l S(k,)S(n —k,r — Z)] : O

k=0
Cabe destacar que si se considera el Teorema 2.4.10, con m = 2r, y se emplea la regla
del producto de Leibniz de la siguiente forma D(a®") = Y (})D*(a)D"*(a), se obtiene el

mismo resultado del Teorema 2.4.14.

2.4.5. La gramatica G ={a — d'b ;b — "}
La siguiente es una familia de nimeros que se busca relacionar con los nimeros de Stirling
Definicién 4. Se definen los nimeros N,.(n, k) de la siguiente forma

= N,(1,1) = 1.

» Ny(n,k)=0parak >n yk <0.

s N.(n+1,k)=N.(n,k—1)[(k—1)r—(k—2)]+ N.(n,k)[(n — k)r + 2k — n].
Proposicién 2.4.15. Para cada n,r.

N.(n+1,n+1)= N,(n,n)[nr —n+1] y N.(n+ 1,1) = N.(n, 1)[(n — 1)r — n + 2].
Demostracion. Como N,.(n+1,k) = N,(n,k—1)[(k—1)r—(k—2)]+N,(n, k)[(n—k)r+2k—n],

por la Definicién 4, si se toma k = 1 se obtiene

Ne(n+1,1) = Np(n, 1] = D[([1] = Dr — ([1] = 2)] + No(n, 1)[(n — [1])r + 2[1] — n]

;Nr(n, Dn—1)r—n+2]
1
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Probando asi que N,.(n + 1,1) = N,(n,1)[(n — 1)r — n + 2]. Del mismo modo, si se toma
k =mn+1 se tiene que N,(n+ 1,n+ 1) es dado por:

=N.(n,[n+1] = D[([n+1] —Dr—([n+1] —2)] + Nr(n,[n+ 1)) [(n — [n + 1])r + 2[n + 1] — n]
= Ny(n,n)[nr — (n — 1)] + Np(n,n + 1)[-r +2+n+ 2].

Como N,(n,n+ 1) =0, se concluye que N,(n+1,n+ 1) = N.(n,n)[nr —n+ 1]. O
Se define la gramética G = {a — a"b ;b — b"}, con la cual se busca generalizar las gramaticas

presentadas en las secciones 2.4.1 y 2.4.3. La siguiente proposicion muestra la relacién entre
la gramética G y los nimeros N,.(n, k).

Teorema 2.4.16. Sea G = {a — a"b ;b — b"}, entonces para cada n > 1
Dn(a) — Z Nr<n7 k,)akr—(k—l)b(n—k)r-l—Qk—n'
k=1

Demostracion. Dado que D(a) = a”b, se tiene que la proposicién se cumple para n = 1.

Suponiendo que D”(&) = Z Nr(n’ k)akr—(k—l)b(n—k)r-ﬂk—n, se procede al calculo de D71 (a)
k=1
Dn-i-l(a) — D(Dn(a))
=D i ]\fr(n7 kj)akT(kl)b(nk)TJern)
k=

1
= 3> N, (n, k)D (akr=(=Dpn—hr+2k=n)

_ i N, (1, k) [D(abr=(E=D)pn—Rr+2k=n 4 ghr—(=1) p(pn—Rr+2k=ny]

B
Il
—

Al aplicar el operador D se obtiene que D""!(a) es igual a

> N.(n,k) [[kr — (k= 1)]akFr=Fkpn=Rr+2k=n D) 4 [(n — k)r 4 2k — n}akr—k“b("_k)”%_"_lD(b)] .
k=1

Calculando D(a) y D(b) se tiene que D" (a) equivale a
> Ni(n,k) [[kr — (k = 1)]alkTDr=kpn=Rrt2k=ntl 4 [(n — k)p + 2k — n}akr—k“b("—k“)wk—”—l} :
k=1

Luego, si se expanden ambas sumas y se reagrupan, se obtiene que D"*1(a) es dado por:

Ny(n,D)[(n — 1)r +2 — n]a"d™ 14

S [N,k — 1)[(k — 1)r — (k — 2)] + Np(n, k) [(n — k)r + 2k — n]] b= (k=1 p(n—k+1)r+2k—n-1
f=2
+N;(n,n) [T”“ —-n—+ 1]@("+1)T*kb2k—n+1

Dado que N,.(n+1,k) = N.(n,k—1)[(k—1)r — (k—2)]+ N,(n, k)[(n — k)r + 2k — n], por la
definicién 4, ademads por la proposicién 2.4.15 se sabe que N,.(n+1,n+1) = N,(n,n)[nr—n+1]
vy N.(n+1,1) = N,(n,1)[(n — 1)r — n + 2], se concluye que D"*!(a) equivale a
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n
NT(n + 1, 1)a(n+1)7"fnbn*1 4 Z Nr(n +1, k)a(n+27k)rf(nfk)flb(kfl)r+nf2(k—1)+1+
k=2
Ny(n+ 1,n + 1)a?~tpk-Dran=2(n-1+1

n+1

Luego D""'(a) = 3° N,(n + 1, k)a"t2-Rr—(n=k)=1pk=r+n=2(k=1)+1 Con lo cual queda pro-
k=1

bado que D"(a) = > N,(n, k)a*"—(k=Dpn=kr+2k=n hara cada n. O
k=1

El siguiente corolario muestra la relacion entre los nimeros de Stirling y los nimeros N,.(n, k).
Corolario 2.4.17. Ny(n, k) = S(n, k) y Na(n, k) = kls(n, k).

Demostracion. Considerando la gramatica G = {a — a"b ;b — b}, tomando r = 1 se
n

obtiene la gramdtica G = {a — ab ;b — b}, con la cual D"(a) = >_ Ny(n,k)ab*, por el
k=1
Teorema 2.4.16; del mismo modo si r = 2 se obtiene la gramatica G = {a — a?b ;b — b},

con la cual D™(a) = 3. No(n, k)ab®, por el Teorema 2.4.16.
k=1

No obstante, si G = {a — ab ;b — b} entonces D"(a) = > S(n, k)ab*, por el Corolario
k=1

2.4.11, mientras que si G = {a — a?b ;b — b*} entonces D"(a) = > kls(n, k)a** ", por el
k=1

Corolario 2.4.4. Por lo tanto, se concluye que

S Ni(n,k)ab® =Y S(n, k)ab®
n k=1 kﬁl
S No(n, k)akHon = S Kls(n, k)a*1om.
k=1 k=1
Obteniendo asi que Ny(n, k) = S(n, k) y Na(n, k) = kls(n, k). O

Cabe aclarar que los nimeros N, (n, k) no coinciden con los nimeros r-Stirling propuestos
en [13].

2.5. Numeros de Euler

En [34] Leonard Euler introduce una familia de polinomios, conocidos actualmente como po-
linomios de Euler, cuyos coeficientes <Z> se denominan numeros de Euler de primera clase.
En combinatoria enumerativa, estos niimeros <Z> permiten contar el niimero de permutacio-
nes de {1,2,...,n} con k ascensos [9, pag 197], o de manera equivalente con k descensos
[75, pag 6]. La siguiente definicién permite obtener los nimeros de Euler de primera clase
de manera recursiva.
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Definicién 5. Se definen los nimeros <Z>, como la familia de numeros tales que

. <g‘> =1 para cada n.

= () =0 para cada k > n.
= () = (1= + (R D).

La validez de esta recurrencia puede verificarse en la Proposicién B.3.1, en la seccion B.3 del
apéndice. De manera similar a la Definiciéon 5, se definen los niimeros de Euler de segunda
clase

Definicién 6. Se definen los niumeros <<Z>>, que denominaremos numeros de FEuler de
sequnda clase, de la siguiente forma:

. <<8>> =1 para cada n.

. <<Z>> =0 para cada k > n.

= (") =+ 1=k)((20)) + R+ 1) ()

La validez de esta recurrencia puede verificarse en la proposicién B.3.3, en la seccion B.3 del
apéndice. En combinatoria, los niimeros <<";€H>> cuentan el nimero de permutaciones del
multiconjunto {1,1,2,2,...,n,n} en las cuales los niimeros entre cada aparicién de m son
mayores que m, tales que tienen exactamente k ascensos; este tipo de permutaciones fueron

inicialmente estudiadas en [35].

La gramética G = {a — ab;b — ab}, presentada en [30], retomada en [24] y [60], conocida
como gramatica de Euler [64], permite generar los nimeros de Euler de primera clase de la

siguiente forma D"(a) = > <Z’>ak+1b"_k . Por otra parte, los niimeros de Euler de segunda

clase son generados mediante la graméatica G = {a — a®b;b — @b} de la siguiente forma
n—1

D"(a) = Y ({})) a®*b*+! [23]. Teniendo en cuenta lo anterior, en esta seccién es introdu-
k=0

cida la gramdtica G = {a — a"b;b — a"b}, que permite generalizar las gramdticas para los
numeros de Euler de clase 1 y 2; de esta forma se obtiene la siguiente generalizacion de los
niumeros de Euler.

Definicién 7. Se definen los numeros <Z>r, que denominaremos niumeros de Euler de clase
r, de la siguiente forma:

. <g>r =1 para cada n.

. <Z>T =0 para cada k > n.

« ("), = 1=k, + R+ DG,
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Cabe aclarar que estos nimeros no coinciden con los nimeros r-eulerianos definidos en [10].
El siguiente teorema es el resultado principal de esta seccién, muestra la relacion existente
entre la gramatica G = {a — a"b;b — a"b} y los ntiimeros (}) .

T

Teorema 2.5.1. Sea G = {a — a"b;b — a"b}, entonces D"(a Z T > ammRph L,

Demostracion. Se observa que D(a) = a”b, verificando asi el resultado para n = 1. Supo-

n—1
niendo que D"(a) = Y (}) a™ *bF1, se obtiene D" (a) de la siguiente manera:
k

n—1
_ n rn—k1k+1
=D ( g <k> a b )
k=0 T

n—1
_ <Z> D(arn—kbk-i—l)
k=0 r
n—1 n
= Z <k5> [(rn — k)a™ " ' D(a)b*™ + (k + 1)a™ *b*D(b)]
k=0 r
n—1
SR i 50 (e
k=0 r

donde Y~ (1) [(rn — k)a"®™THD=F=1p7+2] se puede reescribir como

T

= < " > [(n(r — 1) + D)a" D=+ + :ii <k " 1>,« [(rn — k + 1)a" DR

n—2
< n > [(T‘TL _ [n . 1])ar(n—i-l)—[n—l]—lb[n—l]—&-ﬂ + Z <Z> [(Tn . k)ar(n+1)—k—1bk+2]
" k=0

n—1/,

n—1
del mismo modo Y (}) [(k+ 1)a"™TH=*pF1] se reescribe como

<n> r(nt1)p | Z< > k’ 4 1) r(n+1)7kbk+1} _

n—1
Luego Dn+1 Z < > [ rn — r(n+1)fk71bk+2] + Z <Z>T [(k’ + l)ar(nJrl)fkkarlL corres-
k=0

ponde a

n—1
<n> a1 Z [(TTL —k+ 1)<,£1>T + (k+ 1)<Z>T] qr () —kpk+1
+<n 1> 7, _ 1 ) r(n—l—l)—nbn—i—l'
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Por la definicién 7 se sabe que para cada n, ({ > = <”+1> <"+1>T =(n(r—1)+ 1)<n7j1>r y

que <"Zl>r (rn —k+1) <k—1>7~ +(k+1 <k>r Por lo tanto

n—1
Dn—i—l(a) — <TL+ 1> ar(n+1)b+ Z |:<77,—]: 1> :| ar(n—i—l)—kzbk—‘rl + <7’L+ 1> ar(n+1)—nbn+1
n

Probando asi que D"(a i [< > ] rm—kpk+l para cada n. O

El siguiente teorema relaciona ntimeros multifactorial con la suma de los nimeros Euler de
clase 7.

Teorema 2.5.2. é ("D ] =(r(n—1) + 1)1,

Demostracion. Por la definicién 7 se tiene que <"Z1>T = (nr+1-— /{;)<kf1>r +(k+1)(7).,
luego

Se observa que la suma [k:<z>r — (k- 1)<kﬁ1> ] es telescopica. Ademds, por hipdtesis
k=0 "

:z::: <Z>r = [r(n — 1)+ 1]!,, luego
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= [rn + 1]!,
Por lo tanto, > [<"Zl>r] =(r(n—1)+1),. O
k=0
Los siguientes corolarios corresponden a los casos 1 = 1 y r = 2, respectivamente, del

Teorema 2.5.2.

Corolario 2.5.3 (Seccién 4.1 de [9]). i ("] = nl.
k=0

Corolario 2.5.4 (Seccién 5.2 de [16]). > ({";")) = [2n — 1]l
k=0

El Corolario 2.5.4 es estudiado en [16], mostrando los distintos conteos que permite realizar.

2.6. Numeros de Whitney de segunda clase

La gramética G = {a — ab™ ;b — b}, propuesta en [40], permite generar una familia
de nimeros conocidos como los nimeros de Whitney de segunda clase, una interpretacién
combinatoria de los nimeros de Whitney se aprecia en [76]. Estos nimeros satisfacen la
recurrencia

Wi(n, k) =Wy(n—1,k—1) + [km + 1]W,,,(n — 1, k)

donde W,,,(0,0) = 1y Wy,(n, k) = 0 para k > ny k < 0, una demostracién de esta recurren-
cia puede apreciarse en el apéndice B.4 como Proposicion B.4.1. La siguiente proposicion,
enunciada pero no demostrada en [40], permite relacionar los niimeros de Whitney de segun-
da clase con gramaticas.

n

Proposicién 2.6.1. Sea G = {a — ab™ ;b — b}, entonces D"(ab) = > Wy, (n, k)ab™ 1,
k=0

Demostracion. Claramente, D(ab) = D(a)b+ aD(b) = ab™"! + ab, con lo cual se cumple la
proposicién para n = 1. Suponiendo que D"(ab) = Y. W,,(n, k)ab™ ! se calcula D" (ab)
k=0

de la siguiente forma:
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I
£
=

>
—

Q

=

3
S
+
—

=3 Waln k) [D(@)b™ ! + aD(6™ )]
— zn: W (n, k) [D(a)b™ ' + [mk + 1]ab™  D(b)]

Win(n, k) [abm[kJr”Jrl + [mk + 1]ab™ ] .

Expandiendo se tiene que
D" (ab) = W,,(n,0) ab—i—Z (n,k — 1) + [mk + 1|Wp,(n, k)] ab™ 1 4 W,,, (n, n)ab™n+ 1+,

Dado que W,,,(n 4+ 1,0) = W,,(n,0), Wi, (n + 1,k) = Wy(n, k — 1) + [mk + 1JW,,,(n, k) y
Wi(n+1,n+4 1) = W,,(n,n), se obtiene

D (ab) = W,(n+1,0)ab+ Y. Wy(n + 1,k)ab™* + W, (n + 1,n + 1)abmn+1+1
k=1

zn: Wo(n + 1, k)ab™ 1,

Por lo tanto, D™(ab) = Y. W,,(n, k)ab™*! para cada n. O
k=0

En general, los nimeros m-Whitney, presentados en [70], satisfacen la recurrencia
Winr(n, k) =Wy o(n — 1,k — 1) + [km + r|Wy, . (n — 1, k),

con W,,,(0,0) =1y Wy, ,.(n,k) =0 para k > ny k < 0 [71]; en particular, W,,; = W,,.
Una interpretacién combinatoria de los nimeros r-Whitney se aprecia en [25]. La siguiente
proposicién es una generalizacion de la proposicién 2.6.1, que permite generar los niimeros
r-Whitney mediante gramaticas independientes del contexto; este resultado fue demostrado
mediante argumentos combinatorios en [68].
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n

Proposicién 2.6.2. Sea G = {a — ab™ ;b — b}, entonces D"(ab") = 3 Wy, (n, k)ab™ 7.
k=0

Demostracion. Claramente, D(ab”) = D(a)b"+aD(b") = ab™ " +rab", con lo cual se cumple
la proposicién para n = 1. Suponiendo que D"(ab") = > W,,.(n, k)ab™ " se obtiene que
k=0

D" (ab") es dado por:

D(D"(ab"))

=D (Zn: Wonr (1, k)abmk+r>
k=0
n
=3 Wis(n,k)D <abmk+7")
k=0

=" Wi (n, k) [D(@)p™ " + aD(bm’W)]
k=0 )

=3 W (n k) [D(@b™* 4 [mk + r]abmk”_lD(b)}
k=0 )

=3 Wi (n, k) [ab™ 47 4 [ 4 r]abmkﬂ
k=0 )

= er,r(n, O)Qbr + Z [Wm,r(n7 k — 1) + [mk + T]Wm,r(n, k)] abmk—l—r + Wmm(n’ n)abm[n+1]+r
k=1

= Wnr(n+1,0)ab+ Z Wi (n 4 1, k)ab™ " + W, (0 + 1,n + 1abmnt1l+r

k=1
n+1
= Z Wi (n 4 1, k)ab™* "
k=0
Por lo tanto, D™(ab") = > W,.»(n, k)ab™*" para cada n. O
k=0

El siguiente resultado es una propiedad de los ntimeros de Whitney, obtenida mediante
gramaticas.

Teorema 2.6.3. W, (n,t) = > ()r" Wy m(k —1,t —1).
k=t

Demostracion. Tomando la gramética G = {a — ab™ ;b — b}, por la Proposicién 2.6.2 se
tiene que D™(ab”) = Y Wy, (n, k)ab™ " ademés se observa que D"(b") = r"b". Por otra

parte, empleando la reéla del producto de Leibniz
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k=0
Z er(n7 t)abmt-i-r _ Z <n> Dk71<abm)Dn7k(br)
=0 o \k
n k
B T —
k=0 7=0
n k n .
- <k) W (B — 1, )ab™i T
k=0 7=0

n n k
Luego, >_ W,r(n,t)ab™ " = (n> W m (k= 1, §)ab™ ™+ con el fin de igualar
g t;) r(n,t) > f > m( 7) g

k=0 j=0
por coeficientes se toma j =t — 1, de esta forma se tiene que

Wi r(n, t)ab™*" = Z (n) W (b — 1,8 — 1)ab™i—Hmtr Por lo tanto

k
k=0

Wna(n,t) =Y (Z) W (b — 1,1 — 1)
k=0

n

Si k—1<t—1entonces W, ,,, =0, luego Wy, .(n,t) = Z(

k=t

n

k)r“—’fwm,m(k; ~1,t—1). O

El siguiente corolario corresponde al caso particular para los nimeros de Whitney de segunda

clase W,,.
Corolario 2.6.4. W,,(n,t) = Y (1) Wam(k —1,t —1).

k
k=t

Demostracion. Tomando r = 1 en el Teorema 2.6.3, se tiene que

Wia(n,t) =" (Z) 1" W (k — 1,6 — 1)

k=t

n

Por lo tanto, W,,(n,t) = Z <k

k=t

)Wm,m(k—l,t—l). 0

2.7. La gramatica G ={a —ab" ;b ="}

En esta seccién se estudia la gramética G = {a — ab” ;b — b"}, propuesta en [60], con la
cual para poder calcular D"(a) es necesario establecer la familia de nimeros A(n, k,r) que
se define a continuacion
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Definicién 8. Se definen los nimeros A(n, k;r) tales que
An+1,k;r) = A(n,k — 1L;r) + [(r — D)n + k]A(n, k; )
con A(1,1;r) =1, A(n,k;r) =0 para k<0 y k >n

Los numeros A(n, k,r) estan relacionados con el conteo de cierto tipo especifico de drboles,
como se muestra en [60]. De estos nimeros se observan las siguientes propiedades.

Proposicién 2.7.1. A(n+1,1;7) = A(n, L;7)[(r—1)n+1] y A(n+1,n+1;r) = A(n,n;r).

Demostracion. Dado que A(n + 1,k;r) = A(n,k — 1;7) + [(r — 1)n + k]A(n, k;7), se toma
k = 1 obteniendo asi

An+1,1;7r) = A(n,0;7) + [(r — D)n + 1JA(n, k; 1)
=[(r—1)n+1]A(n, k;r)

Por otra parte, si k =n +1
An+1,n+1;r) =AMn,nr)+[(r—n+n+1An,n+1;r)
= A(n,n;r)
m

La siguiente proposicién enunciada en [60], pero no demostrada, muestra la conexién entre
la gramatica G = {a — ab” ;b — 0"} y los numeros A(n, k,r).

Proposicién 2.7.2 (Teorema 6, resultado cl1 de [60]). Sea G = {a — ab” ;b — V"},

entonces D"(a) = a Z A(n, k;r)br—1ntk,
k=

Demostracion. Claramente D( ) = ab”, con lo cual la proposicién se cumple para n = 1.
Suponiendo que D™(a) = a Z A(n, k;r)bU=Dn+k ge calcula D™(a) como sigue:
D+ Ha) D(D"( ))
=D (Z A(n, k;r)ab 1)”““)

k=1
= Z A(n, k: T)D(ab r—1 n+k)
k=1
= I;IA(n, k;r) [D(a)b(’“ Untk aD(b(T 1)n+k)}
— 3 A(n, k;7) [D(@)b =D 4 [(r — 1)n + Klab"=Dn+5=1 D (p)]
k=1
= i A(n, k; 7”) [[abr]b(r—l)n+k + [(’I‘ _ 1)n + k]ab(rfl)nJrkfl[er
k=1
5 Al i) [ab DR (G = 1) 4 Kjab D]
k=1

Se observa que (r—1)n+k+r—1= (n+1)(r —1)+k; de esta forma se obtiene que D"**(a)
es dado por:
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A(n, 1;7)[(r — D)n + 1]abFr—n+ly

v
Z [A(n: k—1; 7’) + [(7’ — 1)n + /{]A(n, k; r)]ab(r—l)(n-i-l)—i-k + A(n, n; r)ab(”H)T
k=2

Como A(n+ 1,1;7) = A(n,Lir)[(r — Dn+ 1] y A(n+ 1,n + 1;7) = A(n,n;r), por la

> A+ 1, k;r)br— DD+
=1

Proposicién 2.7.1, se concluye que D"(a) = a
K
]

Se observa que si r = 1 se obtiene la gramética G = {a — ab;b — b}; esta gramética
n

fue estudiada en la seccién 2.4.3 obteniendo como resultado que D"(a) = a . S(n, k)b,
k=1

Corolario 2.4.11. Por lo anterior, se concluye que A(n, k;1) = S(n, k).

2.7.1. Numeros de Lah
Los nimeros de Lah, que serdan denotados L(n, k), son definidos de manera explicita mediante

n \(n+1)!
la férmula L Lk)=
a férmula L(n+1, k) (k—l) 1
aprecia en [53]. No obstante, estos nimeros pueden ser definidos como nimeros triangulares

que satisfacen la recurrencia

, una explicacion combinatoria de esta definicién se

Lin+1,k)=(n+k)L(n,k)+ L(n,k—1),con L(1,1) = 1.

Una demostracion de este recurrencia puede apreciarse en el apéndice B.5 como proposicion
B.5.1; por defecto, se define L(n,k) = 0 para k < 0 y k > n. La siguiente proposicién
relaciona gramaticas independientes del contexto con los niimeros de Lah; esta fue enunciada,
pero no demostrada, en [60].

Proposicién 2.7.3. Sea G = {a — ab® ;b — b*}, entonces D™(a) = a Y. L(n, k)b"*.
k=1

Demostracién. Se observa que D(a) = ab?, con lo cual la proposicién se cumple para n = 1.

Suponiendo que D"(a) = a Y L(n, k)b"** se calcula D"*1(a) como sigue:
k=1

D™*(a) = D(D"(a))

I
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S
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Q
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3
+
=
~
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>
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[
-
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=
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L(n, k) [ab" T2 4 (n 4 k)ab™ 1]

>
Il
—_
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Al expandir la expresién se obtiene que

D" (a) = (n+1)L(n, 1)ab"+2+z {L(n, k—1)ab" ™ 4 (n + k) L(n, k)} ab™ L L(n, n)ab® 2,
k=2

Cémo L(n + 1,k) = (n+ k)L(n,k) + L(n,k — 1), por la Proposicién B.5.1 del apéndice;

ademés L(n+1,1) = (n+1)L(n,n) y L(n,n) = 1 para cada n, por la Proposicién B.5.2 del

apéndice, entonces

D"(a) = L(n+1,1)ab"?+ > L(n+ 1,k)ab"™ ! + L(n,n)ab*+?
) f=2
n+
= > L(n+1,k)ab™1+*,
k=1

Probando asf que D"(a) = a > L(n, k)b"**. O
k=1

Teniendo en cuenta que la gramatica G = {a — ab® ;b — b*} corresponde al caso r = 2 en
las gramdticas G = {a — ab” ;b — b"}, presentadas en la seccién 2.7, por la Proposicién
2.7.3 y la Proposicién 2.7.2 se obtiene como resultado que A(n, k;2) = L(n, k). Andlogo a la
Proposicién 2.2.1, se prueba que al considerar la gramdtica G = {a — ab* ;b — b*}, se tiene
que D™(b) = n!lo"t y D™(b?) = D"1(b) = (n + 1)!b"2; esta observacién serd empleada en
el siguiente resultado, que es una propiedad de los ntimeros de Lah.

n pl
Teorema 2.7.4. L(n +1,j+1) =5 %(n — k+ 1)Lk, §).
k=j K’
Demostracién. Tomando G = {a — ab® ;b — b*}, Como D(a) = ab?, se observa que
n+1
D"(a) = D™(ab?) = a Y. L(n + 1,k)b" *+1 por la proposicién 2.7.3, luego por la regla del
k=1
producto de Leibniz

n

DMat?) =Y (”) D*(a) D" F(1?)

k=0

o
>

n+1

nt+r+l - n -\ pk+j n—k+2
a;L(n—i— INSIAAEEE S (k) ZL(k,j)b I(n — k4 1) +2)
k=0 j=1
S +r+1 () v +j+2
n—4r _ . _ n+j
oS Lt Lt =50 (1) oLk - k)
k=0 j=1
Tomando r = 7 + 1, se obtiene que
n n ‘
Lin+1,j+1) = Z (Z)L(k,j)(n —k+1) = n—'(n —k+1)L(k,j)
k=0 k=0
n nl
Como L(k,j) =0 para k < j, se concluye que L(n+ 1,5+ 1) = > K'(n —k+1)L(k,j)
k=j K



3. Familias de polinomios especiales

En este capitulo se muestra la conexién existente entre algunas familias de polinomios y
gramaticas independientes del contexto, con lo cual se logran obtener formulas recurrentes
para dichas familias de polinomios; en el apéndice B.6 se muestra como pueden ser generados
de manera computacional. En algunos casos se estudian las propiedades de los polinomios
generados, mientras que en otros casos se opta por estudiar las propiedades de los coeficientes
de dichos polinomios, lo cual permite conservar la misma estrategia de trabajo mostrada en el
capitulo 2. En particular, se propone una gramaética independiente del contexto que permite
establecer una conexion entre gramaticas y polinomios de Bessel, ademas se estudian algunas
gramédticas propuestas por otros autores [40, 58, 64]. Posteriormente, se estudia la gramatica
G = {a — ab® ;b — a’b;c — abc} que permite generar polinomios cuyos coeficientes
relacionan diversas familias de niimeros, entre ellos: nimeros factoriales, niimeros de Stirling
y numeros de Euler tipo B. En la tltima seccion de este capitulo, se propone una graméatica
que permite generar unas familias de niimeros propuestas por Srinivasa Ramanujan (8], estas
familias de ntiimeros ya habfan sido relacionadas con graméticas por Dominique Dumont
empleando una gramética que denominé gramética de Ramanujan [31]; sin embargo, la
gramética que se propone en este capitulo no tiene relacién con la propuesta en [31].

3.1. Polinomios de Bessel mediante gramaticas

Los polinomios de Bessel fueron propuestos en [48] como solucién a la ecuacién diferencial
2
xQ% + (2 + 2)% =n(n+1)y.
Estos polinomios, sus propiedades y generalizaciones han sido ampliamente estudiados |2,
4, 32, 52, 73]. En [58], mediante la gramatica G = {a — ab ;b — b*c ;c — bc*}, se
establecié una relacion entre gramaticas independientes del contexto y los polinomios de
Bessel, teniendo en cuenta la recurrencia y, () = [2n — 1]axy,_1(z) + yn—_2(x), con yo(x) = 1,
y1(z) = x + 1 para polinomios de Bessel, presentada en [48]. Desde entonces, han surgido
otras gramdticas que permiten generar dichos polinomios [40, 64]; no obstante, en ninguno
de estos trabajos se considera la siguiente recurrencia, introducida en [48] junto con otras

mas, para los polinomios de Bessel

Definicién 9. Se definen los polinomios y,(x) mediante la recurrencia

() o

o con yo(z) = 1.

Yna (@) = [[(n+ D+ 1yn(2) +
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bic
En esta seccién se introduce la gramatica gramatica G = {a — ab® ;b — - i€ — bch}, y

como resultado principal se establece una conexién entre la gramatica y los polinomios de
Bessel, empleando la recurrencia dada en la definicion 9.

b3
3.1.1. La gramatica G = {a — ab® ;b — 70 ic— b202}

bic
La siguiente proposicién relaciona la gramatica G = {a — ab® ;b — > ¢ — b?c? 3 con la
recurrencia presentada en la definicién 9, razon por la cual es uno de los resultados principales
de esta seccion.

b3c

Proposicién 3.1.1. Sea G la gramdtica G = {a —ab® ;b — 5 e bQCQ} entonces, para
n>1, D"(a) = ab*y,_1(c).

Demostracion. Claramente D(a) = ab? = ab®yq(c), por lo tanto la proposicién es vélida
para n = 1. Suponiendo que D"(a) = ab*"y,_1(c), se calcula D"*1(a)

D" (a) = D(D"(a))
D(ab™y-1(c))
D( 0"y (c) + aD(b*"y-1(c))
= [ab?]b*yn-1(c) + a[D(6*")yn-1(c) + b*" D(yn-1(c))]
= ab®™*2y,_1(c) + a [2nb* L D(b)yn_1(c) +b2ndy”d—cl(c)p(c)}
3
— ab2"+2yn,1(c) +a [anQn—l {%01 yn—l(c) 4 anCZynd;l(C)[[ﬁCQ]]
c
— ab2n+2yn_1(0) + nabQ"“cyn_l(C) + ab2"+202 dyncgcl (C)
= ab*" 2 {(nc + 1 yn_1(c) + ngyn_1(6)} .
dc
yn(©)
Por lo tanto D"(a) = ab® "2y, (c). O

bic
El siguiente resultado muestra que la graméatica G = {a — ab® ;b — 5 e b202} permite

generar numeros doble factorial.

bic
Proposicién 3.1.2. Sea G la gramatica G = {a — ab® ;b — = ;c— b202} entonces, para

n>1, Dn(bQ) — [2n _ 1]”b2(n+1)cn
b3

2
n = 1. Suponiendo que D"(b%) = [2n — 11>V se calcula D™ (b?) de la siguiente forma

Demostracién. Como D(b*) = 2bD(b) = 2b [ } = blc, se observa que se cumple para
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DMIE) = D(D(#)

D([ ]||b2(n+1 )

=[2n—1 ”[D(b2 (n+1)¢

m —1 ”[D(62 (n+1) )c + b2(n+1)D(Cn)]
I

]
= | ]
= [2n — 1)1[2(n + 1)p>( 1~ D(b:)))c" + nb? e D))

= [2n — 1! { n + 1)p?n+h- % ¢ + nb? U =12
[ J(

= | !

m—1 n+1 b2n+4 n+1 +nb2”+4 n—i—l]
om—1 [(2n+ )b2(n+2 n+1]

Por lo tanto D" (b?) = [2n + 1]1p2 (2t O

Caracterizacién de los coeficientes de los polinomios y,(r) generados mediante la

b3
gramatica G = {a — ab® ;b — 70 c— b202}

Para comprender los polinomios y, (), descritos en la definicién 9, es necesario estudiar sus
coeficientes para ello se tendréd en cuenta la siguiente definicion.

Definicién 10. Se define B, como los nimeros tales que y,(z) = > B, .
k=0

Por defecto, si k > n o si k < 0 se define B, ; = 0. A continuacién se establecen algunas
propiedades de dichos coeficientes.

Proposicién 3.1.3. B, 1, = (n+ k)B,, -1 + Bk, para k < n.

Demostracion. Para obtener B, se debe considerar el coeficiente asociado al término xk

dy,(x)
dx

en el polinomio y,1(x). Dado que y,41(z) = [(n + 1)x + 1y, (z) + 2* [ } , entonces el

coeficiente asociado al término z* es dado por

Bn—i—l,kxk = [(n + 1>xBn,k—1xkil + Bn,kxk] + ZE2<I{3 - 1)Bn,k—1xk72
Bn—i—l,kl‘k = [TL + k]Bn,k‘—lxk + Bn,kxk
Bn—i—l,kz = [n + k]Bn,k—l + Bn,k"

La siguiente proposicién muestra algunas propiedades de los coeficientes B,, ;.
Proposicién 3.1.4. Los niumeros B, cumplen con las siguientes propiedades:
1. B, =1 para todo n > 0.
2. Bhyii=n+1+DB,,.
3. Paran > 1, B, ,, = By, 1.
4. Bpn=12n—1]By_1 1.
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Demostracion. Las propiedades se demostraran aplicando la proposicién 3.1.3.

1. By corresponde al coeficiente asociado a yo(z) = 1, luego By = 1. Suponiendo que
B,_10 =1 se calcula B, , luego por la proposicién 3.1.3 se obtiene que

Bn’g = [n —1 + O]anl,ofl + anl,O Como anl,fl =0
Bn,O = anl,O-

Dado que B,_10 = 1, entonces B, o = 1.

2. Por la proposicién 3.1.3, considerando k£ = 1, se obtiene que

Bn+1,1 - [TL + ]-]Bn,l—l + Bn,l
= [TL + 1]Bn,0 + Bn,l
= [n + 1] + Bn,l-

Por lo tanto Bpy1p =n+1+ B, 1.

3. Como y;(x) = 1+ x, entonces By = By ;. Suponiendo que By,_1,-2 = B,_1,_1, se
calcula B, ,,_; mediante el resultado obtenido en la proposicién 3.1.3, asi

Bn,n—l = [7’L —1+n-— ]-]Bn—l,n—Q + Bn—l,n—l
- [2’/’L - 2] [Bn—l,n—l] + Bn—l,n—l
== [2” - 1]anl,n71-

Por el resultado anterior se sabe que B,,,, = [2n — 1]B,,_1,,-1, luego B, ,,—1 = Bpn.

4. Por la proposiciéon 3.1.3, tomando k£ = n, se obtiene que

Bn,n = [77, -1+ n]anl,n + anl,n
- [271 - ]-]Bn—l,n Como Bn—l,n - Bn—l,n—l
[2n — ]-]Bn—l,n—l

Probando asi que B,,,, = [2n — 1| B,—15-1-

3.1.2. Férmula recurrente para los polinomios de Bessel

Los polinomios de Bessel, definidos en [48], estan caracterizados por una férmula conocida
como la férmula de Rodrigues [73], segin la cual el n-ésimo polinomio de Bessel esta dado
n (n+k)! (x

O S S — —
PO X i \2
él se demuestra que los polinomios y,(z) satisfacen la férmula de Rodrigues y por ende

corresponden a los polinomios de Bessel.

k
) . El siguiente teorema es el resultado principal de esta seccién, en
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Teorema 3.1.5. Sea y,,(z) dado por la recurrencia

() o

I con yo(z) = 1.

Ynr () = ([0 + 1)z +1yn(2) +

entonces y, () es el n-ésimo polinomio de Bessel, para todo n > 0.

Demostracion. Se probard que y,(x) satisface la formula de Rodrigues; luego, dado que

k)!

yn(z) = z B, ,z*, por la definicién 10, se debe probar que B, = %, para todo
k <n. Procedlendo por induccién sobre n.
. _ . _ __([0] + [o])!
Sin =0, entonces Byg =1 = 20([0] = [O]) O]

: ([1] + [o])! ([1] + [1])!
De hechosin=1: Bjg=1= ,Bi1=1=

W 200([1] — op)!o)” 200([1] = AP
(n+k)!

Suponiendo que el resultado es cierto para n, es decir B, = 7 para todo k < n,

2(n — k)!

se calcula B,,41 de la forma propuesta en la proposicion 3.1.3, asi

Buts = (e Bt B .
T*kﬂ%;f£?2n$k[n@il?$+k%J
— ' +

2%-1(n+1—k))!(k—1)! 2% (n — k)Ik!
2k (n+ k)! +1 (n+ k)!
§E2sz?ykaUJ n+1(kéﬁn@%&
n—+K)! n—+ K)!
= g m T N T

LR+ R

%(n + 1 — k)lk!
 (n+1+k)
C2k(n 41— k)
: : (n+k)!
Por lo tanto si £ < n, se tiene que B, = —————, de este modo queda comprobado
’ 2F(n — k)!k!
o (n4 k) sx\k , . . .
que yp(x) = >, ——— (—) . Por lo tanto y,(x) es el n-ésimo polinomio de Bessel, para
todo n > 0. ]

La recurrencia presentada en el Teorema 3.1.5 corresponde a una de las férmulas recurrentes
para polinomios de Bessel mencionadas en [48].

3.1.3. Otras gramaticas para los polinomios de Bessel

En [58] se establecié la relacién existente entre graméticas independientes del contexto y
polinomios de Bessel, mediante la gramdtica G = {a — ab ;b — b*c ;¢ — bc?}. Posterior-
mente, en [64], se presenta la gramdtica G = {a — ab + ab® ;b — b*} con la cual también
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se pueden obtener los polinomios de Bessel, requiriendo tnicamente dos variables. Los coefi-
cientes de estos polinomios, denominados niimeros de Bessel, son estudiados en [40] mediante
gramaticas, y se establece una relacion entre ellos y los nimeros de Stirling de segunda clase
mediante la gramdtica G = {a — a® ;b — ab}. Teniendo en cuenta la recurrencia para los
polinomios de Bessel establecida en ell Teorema 3.1.5, se demuestra a continuacion que con
las gramadticas presentadas en [58], [64] y [40] se obtienen estos polinomios.

La gramdtica G = {a — ab ;b — b%c ;¢ — bc?}

En [58] se demostré que al considerar G = {a — ab ;b — b*c ;¢ — bc*}, se tiene que
D"(ab) = ab"[y,(c)], para n > 0, donde y,(z) es el n-ésimo polinomio de Bessel. La
prueba presentada en [58] emplea la recurrencia y,(z) = [2n — 1]zy,—1(z) + yn—2(z) con
yo(z) = 1y yi(z) = = + 1. La siguiente proposicién muestra otra manera de obtener los
polinomios de Bessel mediante la misma gramatica, este resultado no aparece en [58].

Proposicién 3.1.6. Sea G la gramdtica G = {a — ab ;b — b*c ;¢ — bc*}, entonces, para
n >0, D"(ac) = ab"cly,(c)].

Demostracidén. Procediendo por induccién: si n = 0, D°(ac) = ab®c[yo(c)] = ac, sin =1 se
tiene que

D(ac) = D(a)c+ aD(c)
= [ab]c + a[bc?]
= abc + abc?
= abc [l +¢].

N——
y1(c)

Suponiendo que D"(ac) = ab™c[y,(c)], entonces

D™ (ac) = D(abc[yn(c)])
= D(ab"™)clyn(c)] + ab" D(cyn(c))
= [D(a)b™ + aD(b")]cyn(c) + ab™[D(c)y,(c) + cD(yn)d(c)]
= [[ab]b" + a[nb" 1D (D)]] cyn(c) + ab™ [[602]yn(c) + C%D(C)}
= [ab"™! + nab™c]cy, (c) + ab™ | by, (c) + c%[bcz]

) o

= ab"tec [yn(C) + neyn(c) + cyn(c) +

dc
= ab"c [[(n + 1)e + 1ya(c) + w&} :
_ dYn(c)) | a7 . w1 — gptl
Dado que y,11(c) = [(n+1)c+ 1y, (c) + y [c?], se tiene que D" (ac) = ab" ey, 41(c).
Se demuestra asi que D"(ac) = ab™c[y,(c)]. O

Procediendo de manera andloga se demuestra que D"(ab) = ab™ [y, (c)].
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La gramdtica G = {a — a® ;b — ab}

La siguiente proposicién muestra que la gramdtica G = {a — a® ;b — ab}, presentada en
[40], al igual que la gramética presentada en la seccién 3.1.1 y la gramatica presentada en
[58], permite generar los polinomios de Bessel.

Proposicién 3.1.7. Sea G la gramdtica G = {a — a® ;b — ab}, entonces, para n > 0,
D™(ab) = a™*'bly,(a)]

Demostracidn. Se observa que D(ab) = D(a)b+ aD(b) = a®b+ a®b = [a + 1]a®b. Suponiendo
que D"(ab) = a"bly,(a)], se calcula

D"(ab) = D(D"(ab))
= D (a" by (a)])
= D@ D)pn(@)] + @D (nfa)
= [D(a"*1)b+ a1 D(b)] o () + a”“b—yﬁéa) bla)

= [[n + 1]a"D(a)b + a" ' D(b)] yn(a) + a"“bdyn—g‘)D(a)
— [fn+ aalb + 0"+ ab]] yu(a) + a5 g

a
d
= [[n + a"3b + a2y, (a) + an+1by5—@[a3]

=a""2b |([n + 1]a + Dy, (a) + dQS—C(f)[aZ]

N /
-~

yn+1(a)

Por lo tanto D" (ab) = a""by,,1(a), demostrando asi que D™(ab) = a" by, (a). O

La Proposicién 3.1.7 es presentada en [40] de la siguiente forma D" (ab) = Y, _, B(n, k)a" b,
donde B(n, k) es el nimero de Bessel correspondiente.

La gramatica G = {a — ab+ ab® ;b — b’}

La siguiente proposicién muestra que la gramatica G = {a — ab+ ab® ;b — b}, presentada
en [64], permite generar los polinomios de Bessel

Proposicion 3.1.8. Sea G = {a — ab+ ab* ;b — b}, entonces D™(a) = ab™y,(b).

Demostracidn. Se observa que D(a) = ab + ab® = ab(1l + b) = aby;(b). Suponiendo que
D"(a) = ab™y,(b), se calcula D"(a) como sigue:
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Dn+1(a)

D(D"(a))

D(ab™y,(b))

D(ab"™)yn(b) + ab™ D(yn (b)) .

[D(a)b" + aD(6)]yn (b) + abnyd"—b”D(b)

= [D(a)b" + nab"D(b)]ya(b) + ab” dy;b@ D(b)
dyn(b)

b

— [abn+1 + (n+ 1)ab"+2]yn(b) ab™t3 dy;éb)

dyn (b)

=ab™! |[1+ (n + 1)blyn(b) + b* -2 7

/

yat1(9)
Luego D" (a) = ab™ 'y, 1(b), demostrando asi que D"(a) = aby, (b) para cada n. O

3.1.4. Propiedades de los polinomios de Bessel

Empleando el operador derivada formal se demuestra la siguiente propiedad de los polinomios
de Bessel.

Proposicién 3.1.9 (Corolario 4 de [63] ). y,(z) = > (7)[2n — 2k — 1Nyg(2)z™F.
k=0
- ) be 5 _
Demostracion. Sea G = < a — ab” ;b — - i€ — b°c* ». Aplicando la regla del producto de

Leibiniz
D*(a) = D""}(D(a))
ab®™y,_1(c) = D" (ab?)
n—1
i a(0) =S () D@D
n—1
abZnyn_l(c) — Z (n;l) ab%yk_l(c) [2(71 —1— /{:) _ 1]”b2([n717k+1])cn7k71
k=0
n—1
ab®yn_1(c) =3 (" Dyr-1(c)[2(n — 1 — k) — 1Nlab?ncn—1=F
k=0
n—1
n-1(0) = 30 ("5 )uk-a(0)[2(n — 1= k) — 1llen 1
k=0
Por lo tanto y,(z) = Y (})[2n — 2k — 1)!yj_1 (z)2"*. O
k=0

La Proposicién 3.1.9 fue enunciada inicialmente en [58], tanto en [58] como en [63] se emplea
la gramdtica G = {a — ab ;b — b%c ;¢ — bc*}.

Mediante la férmula de recurrencia obtenida para los polinomios de Bessel, demostrada en
el Teorema 3.1.5, se demuestran algunas propiedades de los polinomios de Bessel.
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Teorema 3.1.10 (Teorema 1 de [38]). Todas las raices de los polinomios de Bessel son
simples.

Demostracion. El enunciado de este teorema puede reescribirse de la siguiente forma: si r
es una raiz del polinomio de Bessel y,(z), entonces r no es raiz de y,,(z). Razonando por
contradiccién, sea r una raiz de y,(x), talque r no es raiz simple, luego y,,(r) = 0y vy, (r) = 0,
asi al aplicar la férmula para los polinomios de Bessel obtenida en el Teorema 3.1.5 se obtiene

Y1 (T) ([)( D7+ yn(r) + 4, (r)[r*]  como y,(r) =0y y,(r) =0

Por lo tanto y,41(r) = 0. Considerando la férmula descrita en [48] se tiene que

Yn1(x) = [2(n+1) — 1|zy,(z) + yp—1(x) evaluando en z =r
Ynsr(r) = 20+ 1]ryn(r) + yn-a(7) como Y41 (r) =0y ya(r) =0
0 =0+ yn_l(r)

Por lo tanto y,_1(r) = 0. Teniendo en cuenta que y,(x) = [nx + 1y,_1(z) +y.,_(z)[z?], por
el Teorema 3.1.5, al evaluar en r se obtiene

(1) = 7+ s (1) (] como p,4(r) = 0y (1) = 0
0 =044l

Como B,y = 1, por la Proposicién 3.1.4, se tiene que y,(0) = 1 para cada n, con lo cual
r # 0, por lo tanto y),_,(r) = 0. Entonces, y,_1(z) tiene una raiz que no es simple. Como
esto ocurre para todo n, en particular ocurre para yo(x), con lo cual yo(r) = 0, llegando a
una contradiccion ya que yo(x) = 1. Probando asi que las raices de los polinomios de Bessel
son simples. O

Como consecuencia del Teorema 3.1.10 se obtiene el siguiente corolario.
Corolario 3.1.11. Los polinomios de Bessel y,11(x) y yn(x) no tienen raices comunes.

Demostracion. Sea r talque es raiz de y,(z) y de y,11(z), es decir se tiene que y,(r) = 0
Y Yns1(r) = 0. Considerando la férmula para polinomios de Bessel, descrita en el Teorema
3.1.5, se tiene que

Yn(2) + Y () [27] evaluando en x = r
Yn(r) + yp(r)[r?]

Como r # 0, ya que para todo n se tiene que y,(0) = 1, entonces y/,(r) = 0, con lo cual se
tiene que r no es una raiz simple de y, (), lo cual contradice el Teorema 3.1.10. Por lo tanto,
no existe una rafz comuin de y,(x) y yn11(2). ]



62 3 Familias de polinomios especiales

3.2. La gramdtica G = {a — ab® ;b — a’b;c — abc}

En esta seccién es presentada la gramatica G = {a — ab® ;b — a®b;c — abc}, con la
cual es posible generar familias de polinomios tales que la suma de los coeficientes da como
resultado nimeros doble factorial; esto lleva a pensar que estos polinomios, y sus coeficientes,
pueden ser de interés en el area de la combinatoria. Por tal razon se definen las siguientes
familias de nimeros que se relacionan con familias de polinomios obtenidos al aplicar el
operador derivada formal, con respecto a la gramdtica mencionada. En [63] fue presentada
una gramadatica equivalente a la propuesta en esta seccion, sin embargo no fueron estudiados
en profundidad los resultados de aplicar el operador derivada formal.

Definicién 11. Se definen los nimeros A(n, k), N(n, k), B(n,k),C(n,k) como sigue:

1. Para k> 1: A(n+ 1,k) =[n—k+2|A(n,k — 1) + kA(n, k), con A(1,1) = 1.
Sik>n osik <0 entonces A(n,k) =0. Sin <0 entonces A(n, k) = 0.

2. Parak>1: N(n+1,k) =[2(n— k) +3|N(n,k — 1)+ 2kN(n, k), con N(1,1) = 1.
Sik>nosik <0 entonces N(n,k) =0. Sin <0 entonces N(n,k) =0.

3. Para k> 0: B(n+1,k) =[2(n—k) +3]B(n,k — 1)+ [2k+ 1] B(n, k) con B(0,0) = 1.

Sik>nosik <0 entonces B(n,k) =0. Sin <0 entonces B(n,k) = 0.

4. Parak > 1:C(n+1,k) = kC(n,k)+C(n,k—1)+[2n—k+2]C(n,k—2) con C(1,1) = 1.
Sik>2n osik <0 entonces C(n,k) =0. Sin <0 entonces C(n,k) = 0.

Los ntimeros N (n, k) cuentan el nimero de particiones de [2n] en n bloques de tamano 2 en
las cuales k parejas tienen como valor mas pequeno a un numero impar, estos nimeros son
estudiados en [17], [62]. Por ejemplo N(3,1) = 4, ya que se tienen las siguientes particiones

{{13}, {45}, {26}} , {{14},{23},{56}} , {{15},{23},{46}} , {{16},{23},{45}}

Por otra parte, los nimeros B(n, k) son conocidos como nimeros de Euler tipo B, y co-
rresponden a los coeficientes de la familia de polinomios conocida como polinomios de Euler
tipo B [43], en ocasiones llamado de tipo B,, debido al tipo de conteo que realizan [55]. A
continuacion se aprecian algunas propiedades de los coeficientes definidos.

Proposicién 3.2.1. Los nimeros N(n, k), B(n,k),C(n,k) son tales que, para cada n:

1. A(n,1) =1. 2. A(n,n) =1.
3. N(n,1) =271, 4. N(n,n) = 1.
5. B(n,0) = 1. 6. B(n,n) =1.
7. C(n,1) = 1. 8. C(n+1,2n) = C(n,2n—1)42C(n, 2n—2).

9. C(n+1,2n+1)=1.
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Demostracion. Las propiedades anteriores se demuestran mediante las formulas recurrentes
para A(n, k), B(n,k), C(n, k), N(n, k), dadas en la definicién 11, tomando el respectivo valor
k para cada caso.

1.

Tomando k = 1: A(n+1,1) = [n+1]A(n,0)+ A(n,1) = A(n,1). Dado que A(1,1) =1,
se tiene que A(n, 1) = 1 para cada n.

Tomando k¥ = n+ 1: Aln+ 1,n+1) = A(n,k — 1) + ( + 1)A(n,n + 1). Como
A(n,n+ 1) = 0 se concluye que A(n+1,n+ 1) = A(n, 1), dado que A(1,1) =1
entonces se conluye que A(n,n) = 1.

Tomando k = 1: N(n+ 1,1) = [2(n + 1) + 1]N(n,0) + 2N(n,1) = 2N(n,1). Como
N(1,1) =1 se concluye que N(n,1) =2""1.

Tomando k = n+1: N(n+1,n+1) = [2(0)+1]N(n,n)+2(n+1)N(n,n+1) = N(n,n).
Como N(1,1) =1 se concluye que N(n,n) =1 para cada n.

Tomando k = 0: B(n+1,0) = B(n, —1)[2n+ 3]+ B(n,0)[2[0] + 1] = B(n,0) para cada
n. Como B(0,0) = 1, entonces B(n,n) = 1 para cada n.

Tomando k =n + 1:

B(n+1,n+1) =B(n,n+1]—-1)2(n—[n+1])+ 3]+ B(n,[n+1])2[n+ 1] + 1]
= B(n,n) + B(n,n + 1)[2n + 3] = B(n,n).

Como B(0,0) = 1, entonces B(n,n) = 1 para cada n.

Tomando k = 1: se obtiene

Cn+1,1) =[1]C(n,1)+C(n,[1] = 1) + [2n — [1] + 2]C(n, [1] — 2)
=C(n,1)+C(n,0) + [2n + 1]C(n,—1) = C(n,1).

dado que C(1,1) = 1, se tiene que C(n,1) = 1 para todo n.
Por el resultado anterior C'(n,1) = 1, por lo tanto C(n + 1,2) = 2C(n,2) + 1.

Tomando k = 2n:
C(n+1,2n) =[2n]C(n,2n)+ C(n,[2n] — 1) + [2n — [2n] + 2]C(n, 2n — 2)
=C(n,2n —1)+2C(n,2n —2).
Tomando k = 2n + 1:

Cn+1,2n+1) =[2n+1]C(n,2n+ 1)+ C(n,2n) + [2n — 2n+ 1] + 2]C(n,[2n + 1] — 2)
=C(n,2n—1).

Dado que C(1,1) =1 se tiene que C(n+ 1,2n 4 1) = 1 para todo n.

El siguiente lema sera de utilidad en esta seccion.
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Lema 1. Si G = {a — ab® ;b — a®b;c — abc}, entonces para cada n,k,r,> 0 enteros
D(anbkcr> — [nanbkz-i-Q + Tan+lbk+l + kan-ﬁ-Qbk]CT
Demostracion.
D(a™bc") = D(a™b*)c" + a™b*D(c")

= [D(a™)b* + a"D(V*)]c" + a™*D(c")

= [na" 1 D(a)b* + ka™b* 1 D(b)|c" + ra"btc 1 D(c)

= [na™ Hab?b* + ka"b " [a?b]]c" + ra™brc " abc]
entonces, D(a"b*c") = [na™b**2 + ra"HoF L 4 ka" 20k e

]

3.2.1. Los nimeros N(n,k), A(n,k) y algunas de sus propiedades

La siguiente proposiciéon muestra cémo obtener los nimeros N(n, k), presentados en la defi-
nicién 11, mediante la gramatica G = {a — ab® ;b — a*b;c — abc}.

Proposmlon 3.2.2. Sea G ={a — ab* ;b —> a’b;c — abc}, entonces:
D) = 35 Nl KO D3) = 35 N, By
k=1

Demostracion. Como D(a) = ab® = A(1,1)21=1+1p2l1 1a proposicién se cumple para n = 1.

Suponiendo que D"(a) = Y N(n, k)a>™~F+1p%  se calcula
k=1

Dn+l(a) =D (Z N(TL, ]{j)a2(nk)+152k)

k=1

= 3" N(n,k)D(a*m=R+1p2k) por Lema 1
k=1

= 35 N(n. k) [12n = £) + a2 D 4 o 15

S

3

Esta suma se puede reescribir como

2N (n,1)a* v + Z [[2n — k4 3]N(n, k — 1) + 2kN(n, k)] **PH3p%* £ N(n,n)ab™+2.
k=2

Por la Definicién 11 se tiene que N(n+1,k) = [2(n— k) + 3]A(n, k —1) 4+ 2kN(n, k), ade
por la Proposicién 3.2.1 se tiene que N(n + 1,1) = 2N(n,1) y N(n + 1,n + 1) (

n+1
por lo tanto se concluye que D" '(a) = > N(n + 1, k)a?(H1=R+1p2k,
k=1

mas
)

En la gramdtica G = {a — ab® ;b — a®b; c — abc} se observa que D(a) y D(b) representan la
misma funcion salvo el intercambio entre a y b, por lo cual de manera andloga se demuestra

que D"(b) = 3. N(n, k)a?*p>n—F+1 O
k=1
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A continuacién se listan algunos de los polinomios que se obtienen al calcular D" (a)

ab?

2a3b*+ ab?

4a°b*+ 10a3b*+ ab®

8a"b’+ 60a°b*+ 364305+ ab®

16a”b*+  296a"b*+  516a°b°+  116a*b*+ ab™®
32aM0?+  13284°b*+ 51684+  3508a°B°+ 358430+ ab'?

64a'30%+ 5664a b +  42960a°0°+  64240a"b%+ 21120a°0°+ 1086402+ ab™

Se observa que al sumar los coeficientes de cada polinomio el resultado es un ntimero doble
factorial, como se muestra en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.2.3. > N(n,k) = (2n — 1!l

k=1
Demostracion. Teniendo en cuenta la gramatica G = {a — ab® ;b — a?b;c — abc}, se tiene
que D"(a) = Z N(n, k) (n=k)+1p2%k  por la Proposiciéon 3.2.2. Dado que D(a) = ab?, se
aprecia que N(1 ( 1) =1=(2[1] — D!, cumpliendo asi el resultado para n = 1. Suponiendo

que > N(n,k)=(2n — 1)” se calcula P(a,b) = D" (a) mediante la Proposicién 3.2.2
k=1

D*'(a) =D (;1

Z N(TL, k) [[2(71 . k) + 1]a2(n7k)+1b2k+2 + 2ka2(nfk)+3b2k} '

n

N(n, k)a2(n—k)+162k>

o
—_

Tomandoa=b=1

I
M=

"il N(n+1,k) (n, k) [[2(n — k) + 1] + 24]

£
Il
—

N
N(n,k)[2n + 1] como zn: N(n,k) = (2n — 1)
_(2n— 120+ 1] =

I
NE

n+1
Por lo tanto > N(n+ 1,k) = (2n+ 1)!L. O
k=1
La siguiente proposicién muestra cémo obtener los nimeros A(n, k), presentados en la Defi-
nicién 11, mediante la gramdtica G = {a — ab® ;b — a®b;c — abc}.

Proposiciéon 3.2.4. Sea G = {a — ab® ;b — a*b;c — abc}, entonces
D”(aQ) — 9n Z A(n, /{)a%bQ(”_kH).
k=1
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Demostracién. Dada la gramatica G = {a — ab® ;b — a?b;c — abc}, se observa que
D(a?) = 2aD(a) = 2a*b*, con lo cual se verifica la expresién para n = 1. Suponiendo que

D™(a?) = 2" Y A(n, k)a®™R+1p2k se calcula D™ (a?) asi:
k=1

D"(a*) = D(D"(a”))

- D (271 ZA(n,k)achQ(n—k-l-l))

k=1

—9n Z A(n, k‘)D (a2kb2(n—k+1))
k=1

=2"> " A(n, k) (2ka®™ 0" D(a) + 2(n — k + 1) HT D(b))

k=1

= ontl Z A(n, k) (kanbQ(”_k+2) +[n—k+ 1]a2(k+1)b2(”_’“+1)) .
k=1

Esta suma se puede reescribir como

2n+1

1Mmlm%%””§:%AmJQ+Kn—k+2ﬁﬂmk—1ﬂf%%1“m+2mﬂﬂmni.

k=2
Por la Definicién 11 se tiene que A(n+1,k) = [n —k+2]A(n,k — 1) + kA(n, k), ademds por

la Proposicién 3.2.1 se tiene que A(n +1,1) = A(n,1) y A(n+1,n+ 1) = A(n,n); por lo
tanto

Dn+1 (CLZ) — 2n+1

A(n +1,1)a*p?*"+Y Z A(n + 1, k)a? p*n=F+2) L ontl g(p, n)]

k=2
n+1
_ gntl Z A(n +1, k)azkb2(n—k+2)_
k=1

De donde se concluye que D"(a?) = 2" 3" A(n, k)a?*b>™=*+1) para cada n > 1.
k=1

]

El siguiente resultado es una férmula de recurrencia de los nimeros N(n, k) que involucra
los nimeros A(n, k).

Teorema 3.2.5. N(n+1,7) = (Z) ok Z An — k,i)N(k,r —1).
i=1

k=0
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Demostracion. Tomando la gramética G =
Dn(a2) — on Z A(n, k)a2k:b2(nfk+1) y Dn(b) —
k=1

{a — ab® ;b — a®b;c — abc} se tiene que

n
3 N(n, k)a?*p*"=F)+1 por las Proposiciones
k=1

3.24y 322 rgspectivamente, entonces por la regla del producto de Leibniz se obtiene

DnJrl(b) — pDn a2b)

'n

n

e
s

k=

n
k

> ()
<Z>
()]

/\

[en]

an

on— ’“ZA
on— kZA

> N

21b2(n k— H—l]
J=1

N 2jb2k’ j)+1 ]

k
2Zb2(n ZJrl)] [Z N(k;,j)a2jb2j+1] )
j=1

n+1

Dado que D"*1(b) = > N(n + 1,7)a*b*"+1=7)+1 por la Proposicién 3.2.2, se tiene que
r=1

n+1 n n k
N n—i—l,r a27“b2(n+171”)+1 — (n) 2717]6 A n— k,l a?ibQ(n*iJrl) N k’, . a2jb72j+l )
7«21 ( ) kgo f ; ( ) j; (k,7)

Considerando 7 =i + j, es decir j = r — i se obtienen términos semejantes

N(n + 177,) 2rb2 (n+1-7) Z ( ) [2nk ZA(n _ k,Z)N(k r— i>a2rb2(n+1r)+1] )
=0 =1

Porlotanto,N(n—l—l,r):Z()2" kZAn—kz N(k,r —1). O
k=0

El siguiente resultado permite escribir los nimeros A(n, k) en términos de los nimeros

N(n, k).

Teorema 3.2.6. 2"A(n,r) =

>

k=0

( ) [ZNkl (n—kn—1—r+1)]|.

Demostracién. Tomando la gramdtica G = {a — ab® ;b — a®*b;c — abc}, se tiene que
D"(a) = > N(n,k)a?
k=1

Leibniz se tiene que

D(a?) = Z()D’% ) D" (a)

(n=k)+112k por la Proposicién 3.2.2, luego por la regla del producto de

n n—k
_ Z [ N 2(k—l)+1b2l] [Z N(n —k, m)a2(n—k—m)+162m]
k=0 =1 m=1
n k n—~k
_ 2 [ N —2l+1b2l] [Z N(TL _ k,7m)a2(n—m)+1b2m] )
k=0 =1 m=1
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Por otra parte, D"(a?) = 2" 3" A(n,7)a® b*™"+1 por la Proposicién 3.2.4, luego se tiene

r=1
que

n n k n—~k
n T n—r n - n—m m
2 g A(n,r)a® b2+ = E (k) [E N(k,l)a 2l+1b2l] [g N(n — k,m)a?m—m+1p2 ] :
k=0

r=1 =1 m=1

Para igualar por términos semejantes, se considera r = n — [ —m + 1 con lo cual se tiene
que m =n —r — [+ 1, obteniendo asi:

" A(n,r) = Z( ) [ZNkrl (n—kn—1—r+1)

k o
En [62] se presenta la férmula explicita N(n,k) = > (—1)F=27=% (%) (721)ilS(n, i), esta
i=1

expresion relaciona los nimeros N(n, k) con nimeros Stirling de segunda clase y factoriales,
reescribiendo esta férmula se relacionan los nimeros N(n, k) con doblefactoriales.

k .
Proposicién 3.2.7. N(n, k) = > (=1)F72"=[i — 1]I1(}75) S (n, ).

i=1

k o
Demostracién. Dado que N(n, k) = > (—1)F=27=2(*) ("~1)ilS(n, i), entonces

)

k [22] n—1\ .
N(n, k) :Z:ZI( 1)k—ign=2i il (79 ilS(n, 1)
= Sy s 2 o g )
Por lo tanto, N(n, k) = i(—l)’“_iQ”_i[i — 112D S(n,4). O

Proposicién 3.2.8. Dados n,r, A(n,r) se puede calcular como:

lzl:(;) i — 1]H<I;Z) Im] [_z:: W[J—l]”(nﬁ_f;fj)S(n_k’j)].

i=1

> (1)y

=1

Demostracion. Se sabe que 2"A(n,r) = , por

wM

()[ZNkl (n—k,n—I1—r+1)

la Proposicién 3.2.6, pero por la Proposml 3.2.7 se tiene que:

1 -1 l—1 . i ‘
N(k,l) = {2 (2(—,32.)[@ — 1 .)S(k:,z)}
nl—7—r+1 1)n l—r+1—j ke .
Nin—kn—l-r+1) = > S0 INI050) S0 =k J).

Jj=1
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Por lo tanto, N(k,l)N(n — k,n — 1 —r + 1) da como resultado:

Lo - i n—l—r+1 i1 e .
[Zlé 3) )[z — (b Sk, z)} Zl (21)0171@])][] 1 (n—l—f—i—{—j)s(n B k,])]
1= j=

! i i n—r+1 g1 e .
[Zl( D — (b Sk, z)} -21 - N, ) S - /w)] :
1= j=

Se observa que 2" A(n,r) equivale a:

n l i n—r—+1 1\n—l—rtl1—j ki
" — 1 k- ) £41l4444447 (]| n J B .
> (1) 33 G-} s S ST, TE stk

=1 =1

Dividiendo a ambos lados por 2" se obtiene que A(n,r) equivale a

()55 S s 'SS S n( E ook

1=1 i=1 j=1

3.2.2. El Polinomio P,.(a,b)

Procediendo de manera andloga a la Proposicién 3.2.2, se observa que D"(c¢) define una
familia de polinomios recurrentes.

Proposicién 3.2.9. Sea G = {a — ab* ;b — a’b;c — abc}, entonces para cada n > 1
2n—1

D"(c) =c > C(n,k)a*b**.
k=1

Demostracion. Como D(c) = abe, el resultado se cumple para n = 1. Suponiendo que
2n—1

D"(c) = ’;1 C(n, k)a*b**c, se calcula D"1(c)

2n—1
D"tl(c) =D < S Cln, k)aka"_kc)
k=1
2n—1

Z C(n, k)D(a*v*" ) Por el Lema 1

2n 1
c Z (n’ k‘) [kakan—k+2 + ak+1b2n—k+1 4 [2n _ k]ak”b%_k}
k=1

La suma anterior se divide en tres partes

C(n,1)ab* ™ +[2C(n,2) + C(n,1)]a®b*"+

2n—1

S [kC(n, k) + Cln, k — 1) + (2n — (k — 2))C(n, k — 2)]aFp2rt1=F4
k=3

[C(n,2n — 1) +2C(n,2n — 2)] a®*v* + C(n,2n — 1)a®>" b

Como C(n+ 1,k) = kC(n, k) + C(n,k — 1) + [2n — k + 2]C(n, k — 2), por la Definicién 11,
ademads por la Proposicién 3.2.1 se tiene que C(n,1) =1y C(n+1,2n+ 1) = 1, para todo
n, obteniendo asi que las expresiones anteriores son equivalentes a:
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C(n+ 1, 1)ab?™ =1 4 C(n + 1,2)a2p?m =24
2n—1

> Cln+1,k)akpAnti=Fq
k=3

C(n+1,2n)a2"? + C(n+ 1,2n + 1)a2*+1b
Por lo tanto D" (c) = 02:251 C(n+ 1, k)akp2ti-k, O
=1
La siguiente Proposicién muestra que los nimeros C(n, k) estan relacionados con nimeros
doble factorial.
Proposicién 3.2.10. %il C(n, k) = [2n — 1]IL.
k=1

Demostracién. Tomando G = {a — ab*® ;b — a*b;c — abc}, por la Proposicién 3.2.9, se

2n—1

tiene que D"(c) = ¢ > C(n,k)a*y® ", por lo tanto basta calcular el valor de la suma con
k=1

a =1y b= 1. Dado que D(c) = abe, se tiene que C(1,1) = 1 por lo cual la proposicién se

2n—1

cumple para n = 1. Suponiendo que > C(n, k) = [2n — 1]!!, se calcula Dn-l—l(c)
k=1

D(¢) =D (Qfl C(n, k)akb%—’fc)

k=1
2n+1 2n—1
S C(n+1,k)akp?rti=kc = S C(n, k)D(a*b*"*c)
k=1 k=1
2n+1 2n—1
ST C(n+ 1, k)akp? ke = S O(n, k)[kab>—F+2 4 gk +1p2n=h+1 4 [2n — E]a"+2b¥]c.
k=1 k=1

tomando a = b = ¢ = 1 se obtiene

2n+1 2n—1
Y. Cn+1,k) = > Cnk)[k+1+[2n— k]
= o on—1
= Y. C(n,k)[2n+1] como Y. C(n,k)=[2n— 1],
k=1 k=1
= (2n — DH!'[2n +1].
2n+1
De donde se concluye que > C(n+1,k) = [2n+ 1]!. O
=1
2n—1
Sea Pp.(a,b) tal que D"(c) = cPp.(a,b), es decir se define P,.(a,b) = . C(n,k)a*b>*.
k=1
Las funciones P,. para los primeros valores de n son:
Pi(a,b) =ab
Psc(a,b) = ab® + a?b? + a3b
Ps.(a,b) = ab® + 3a*b? + 7a®b® + 3a*b? + ab
Piela,b) = ab” + 7a2b8 + 29635 + 31ab* + 29a°b + 7aSb? + a7b
Ps.(a,b) = ab? + 15a2b® 4 101a3b” 4 195a*b° + 321a°b + 195a°b* + 101a7b? + 15a8b% + a”b
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Los coeficientes crecen rapidamente, para dar una idea de ello, el polinomio Pg.(a,b) es:
ab™ 4316214327637 +1001a* 63 +2507a°b" +-2661a°6°4+-2507a"b°+1001ab*+327a°03 +-31a'°b? +a 0.

La Proposicién 3.2.10 muestra que la suma de los coeficientes de P,. da como resultado
nimeros doble factorial, no obstante si en los polinomios P,.(a,b) se intercalan los signos,

2n—1
es decir si se toma —P,.(—a,b) = Y. (=1)¥1C(n, k)a*b*~* se obtiene:
k=1
_Plc —a, = ab
—Py.(—a, = ab® — a?b® + &b

(—a,b)
(—a,b)
—Ps3.(—a,b) = ab® — 3a*t? + 7a3b3 — 3a*b? + a®b
(—a,b) = ab” — 7a®b% + 29a3b° — 31a*b* + 29a°b3 — 7a5b? + a"b
(—a,b) = ab® —15a2b% + 101a3b” — 195a*65 + 321a°0° — 195ab* + 101a7b® — 15a8b% + ab.

en donde se aprecia que —F,.(1,1) = (2n — 1)l

3.2.3. Numeros de Euler tipo B

Los coeficientes de los polinomios de Euler tipo B, denominados niimeros de Euler de tipo
B, son generados por la gramética G = {a — ab® ; b — a®b}, resultado propuesto en
[60]; estos coeficientes corresponden a los nimeros B(n, k) presentados en la Definicién 11.
Al considerar la gramitica G = {a — ab® ;b — a®b;c — abc}, se extiende la gramdtica
{a — ab® ; b — @b}, al incluir la variable ¢ y una produccién para ella, permitiendo asf
relacionar los niimeros de Euler tipo B con otras familias de ntimeros.

Proposicién 3.2.11. Sea G = {a — ab* ;b — a*b;c — abc}, entonces para todo n > 0
Dn((lb) — Z B(n, k‘)a2(”_k)+lb2k+1.
k=0

Demostracién. Dado que D(a) = ab® y D(b) = a?b, se obtiene que

D(ab) = D(a)b+ aD(b)
= [ab?]b + ala®?]
= ab’® + a’b

1
— B(]_, k)a2(n—k)+lb2k’+1.
k=0

n

Suponiendo que D"(ab) = Y. B(n, k)a*™~F+1p2+1 "entonces
k=0

Dn+1(ab) - D (i B(n, k)a2(nk)+1b2k+1)

k=0
= > B(n,k)D (a2(n_k)+1b2k+1) por Lema 1
k=0
=5 B(n,k)[[2(n — k) + 1]a2(n—k)+1b2k+3 + 2k + 1]a2(n—k)+3b2k+1]'

=
Il
o
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Esta suma se puede expresar como
n—1
B(n,0)a™ b+ [[2(n — k) + 3]B(n, k — 1) + [2k + 1] B(n, k)] " P50 B(n, n)ab®
k=1
Por la Definicién 11 se tiene B(n+1,k) = [2(n — k) + 3| B(n, k — 1) + [2k + 1] B(n, k), por la
Proposicién 3.2.1 se tiene que B(n,0) = B(n+1,0) y B(n+1,n+1) = B(n,n), concluyendo

n+1
asi que D" (ab) = 3" B(n + 1, k)a2(+1=R)+1p2k+1 o
k=0

Los primeros polinomios D"*1(ab) son dados por:

ab
ab®+ a®b
ab’+ 6a3b>+ a’b
ab’™+ 23a°b°+ 23a°b°+ a’b
ab®+ 76a°b"+ 230a°b°+ 76a"b3+ a’b
ab"+  237a°V’+  1682a°b'+  1682a70°+ 237a°b°+ a''b

ab+  722a°0M+  10543a°b°+ 23548407+  10543a°b°+ 722402+ a'lb.

Se observa que al sumar los coeficientes de cada polinomio el resultado es un nimero doble
factorial, como se muestra en la siguiente proposicién.

Proposicién 3.2.12. Y~ B(n,k) = (2n)!!
k=1

Demostracién. Tomando la gramatica G = {a — ab® ;b — a?b;c — abc}, se observa que
D(ab) = D(a)b + aD(b) = [ab?]b + ala*b] = ab® + a®b, cuya suma de coeficientes es 2!!.

Suponiendo que Y. B(n, k) = (2n)!!, se compara el resultado de D"™!(ab) obtenido por la
k=1

n+1

Proposicién 3.2.11, D" (ab) = > B(n + 1,k)a®""2*3p?*+1 con el obtenido mediante el
k=0

Lema 1.

DnJrl(ab) —D (i B(TL, k)a2(nk)+1b2k+1>

k=0
n

— Z B(Tl, k')D (a2(n—k)+1b2k+1)

k=0
— Z B(n, k)[[Q(n _ k;) + 1]a2(n7k)+1b2k+3 + [2k + 1]a2(nfk)+3b2k+1]‘
k=0

Luego, las dos expresiones obtenidas para D"*!(ab) deben ser igualres. Tomando a = b = 1
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se tiene que

Tg Bn+1,k) = i B(n, k)[[2(n — k) + 1] + [2k + 1]]
= Zi: B(n, k)[2n + 2] como Zi: B(n, k) = [2n)!!
= 'fz_ﬁ]u[zm 2]. o
Por lo tanto nilB(nJrl,k) = (2n 4+ 2)!L. O

3.2.4. Propiedades de los niimeros de Euler tipo B

La siguiente proposicién muestra que los nimeros de Euler tipo B se pueden escribir en
términos de los nimeros N(n, k).

n

k
Proposicién 3.2.13. B(n,r) =Y (Z) N IN(kN(n — kn— 7 41— k).

k=0 =1
Demostracién. Tomando G = {a — ab® ;b — a’b;c — abc}, por la Proposicién 3.2.2,
n

se tiene que D"(a) = > N(n, k)a®™=P+1p2k v D) = S N(n, k)a®*b*"#+1 ademés
k=1 k=1

D"™(ab) = Y B(n, k)a®™=P+1p2k+1 hor la Proposicién 3.2.11, luego al emplear la regla del
k=0
producto de Leibniz se obtiene

n

DMab) =Y (Z) D*(a)D"*(b)

k=0
n n k n—k
B n,r a2(n—r)+1b2r+1 — (n) N k,l a2(kfl)+1b2l N(n — k,m a2mb2(nfkfm)+l

Tomando en particular 2(n —r) = 2(k — I +m) se tiene que m =n —r + [ — k luego:

n k
B(n,r)a Iy =y (Z) >INk DN (n —kyn —r+1— k)] a2t
k=0

I=1
n n k

Por lo tanto, B(n,r) = Z (k) Z [N(E,)N(n —k,n—r+1—k)]. O
k=0 =1

Similar a la proposicién anterior, se demuestra que los nimeros N (n, k) pueden escribirse en
términos de si mismos y los nimeros de Euler tipo B.
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n k
Proposicién 3.2.14. N(n,r) = <Z> [Z N(k,)B(n—k,n—1—r)].
k=0

=1

Demostracion. Tomando G = {a — ab® ;b = a’b;c — abc} por la Proposicién 3.2.2,

se tiene que D"(a) = Z N(n, k)a?m=R+1p2k v D () = E N(n, k)a?p?=R+1 " ademas
k=1

D"™(ab) = Z B(n, k)a?®=RH+1p2k+1 por 1a Proposicion 3.2.11, por lo tanto al aplicar la regla

del producto de Leibniz se obtiene

n

DMa) =Y (Z) D*(a) D" (ab)

k=0

Drtl(p) — (”) N(k,Da 2(k—1)+1p2 B(n — k,m)a (n—k—m)+1p2m+1
o =3 (1) mzl .
= N(n,r)a2p2r=n+l — (n> N(k, )a~2+1p2 B(n — k,m)a (n—m)+1p2m+1|
> Nn,r) kZ:O . Z Z

Tomando r =n — [ —m + 1 se tiene que m =n — [ —r + 1, con lo cual

N(n,r)a?p?n—+1 = Z ( ) [ZN k,)Bn—k,n—1— r)a2r+1b2[”_r]+1]

k=0

n

Por lo tanto N(n,r) = <)[ZNI€Z n—k,n—l—r)]. O

=0

El siguiente resultado relaciona los nimeros C'(n, k) con los nimeros de Euler tipo B.

k
> Bk, )C(n—k,r—2k+20 - 1)

Proposicién 3.2.15. C(n+1,r) = Z (Z)
1=0

k=0

Demostracion. Tomando G = {a — ab® ;b — a®b;c — abc}, dado que por la Proposicién
2n—1

3.2.11 se tiene que D"(ab) = Z B(n, k)a?n—R+1p2k+1l v Dr(e) = ¢ Z C(n, k)a®v*" =" por

la Proposiciéon 3.2.9, al emplear la regla del producto de Leibniz se obtlene

k 2[n—k]—1
Z B(k, l)a2(kl)+1b2l+1] |: Z C’(n —k, m)ame[nk]mc] )

=0 m=1

2n+1

Por otra parte D""'(c) = Y C(n+ 1,7)a"b?™*)="¢, por lo tanto las dos expresiones para
r=1

D"(c) deben ser iguales. Tomando m = r—2k+2[—1, se puede igualar términos semejantes,

|
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obteniedo asi

k
> B(k,)C(n — k,r — 2k + 21 — 1)] SR

Cln+1,7)a"?"H)=re = (Z)
1=0

k=0

n k
Por lo tanto, C(n+1,7) = (Z)
0

k=

B(k,l)C(n—k,r—Qk—i—Zl—l)]. O
0

=

Propiedades similares a las presentadas en esta seccidén se encuentran en [65], junto con una
interpretacion combinatoria de los polinomios que tienen a estos niimeros como coeficientes.

3.3. La gramadtica G = {a — da’b ; b — ab’c ; ¢ — abc?}

En esta seccién mediante la gramatica G = {a — a*b ; b — ab*c ; ¢ — abc®} son gene-
radas unas familias de polinomios, tales que la suma de sus coeficientes generan potencias
de la forma n", (n 4+ 1)". Debido a que se emplea el operador D, definido respecto a la
graméatica G mencionada, se obtiene una recurrencia que permite generar dichos polinomios;
adicionalmente se obtiene una recurrencia para generar las sucesiones correspondientes a los
coeficientes de dichos polinomios. De este modo es posible establecer algunas propiedades
que relacionan a estos coeficientes entre si.

El estudio de los polinomios mencionados y su aplicacién en el conteo de ciertos tipos de
arboles y grafos de mapeos de [n] a [n] se encuentra en [31], para lo cual presentan la
graméatica G = {a — a3b; b — ab*}; dado que uno de estos polinomios tiene por coeficientes
a una sucesiéon de nimeros presentados por Srinivasa Ramanujan [8], esta gramética ha sido
denominada gramédtica de Ramanujan [31].

3.3.1. Los numeros a,

La siguiente proposicién muestra el resultado de calcular D"(a) cuando el operador D se
define con respecto a la gramdtica G = {a — a*b ; b — ab’c ; ¢ — abc?}.

Proposicién 3.3.1. Si G = {a — a*b ; b — ab’c ; ¢ — abc®}, entonces para cada n > 0
D"(a) = a0y, _1(c), donde los polinomios y,(c) son tales que:

2%n-1(c)

() = [0+ 1) + nclya(¢) + 2

con yo(c) = 1.

Demostraciéon. Claramente D°(a) y D(a) = a®b = a+1by4(c), lo que verifica el resultado
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paran =0y n = 1. Suponiendo que D"(a) = a" ™"y, _1(c), se calcula D""!(a) asi

Dn+1(a) — D(@n+1bnyn,1(6))
= D(a™ ") yn—1(c) + a"1b" D(yy_1(c))
dy,,—
= [(n + 1)a™"D(a) + na™ 0" 1 D(b)|y,_1(c) + a™ 6" D(c dyn-1(c)
d
c
= [(n + 1)a™"[a®b] + na™ 6" ab*c||yn_1(c) + a™ 10" [abc? dyn-1(c)
d
c
= [(n + D)a2b" ! + na™ 20" ey, _1(c) + a™ 2ot 2 dyn—1(c)
[( ) Jym—1(c) —
c
dy,,—
= a2+ ([(n 4 1) + nelyn 1 (c) + A2 dl(c)
c
= Qdynfl(c) n+1 _ ,nt2pntl
Como y,,(c) = [(n+1)+ncly,—1(c)+c g entonces D" (a) = a"*2b"*1y,,(c). Probando
c
asi el resultado propuesto. u

En el apéndice B.6 se presenta una lista de los primeros polinomios y,(x), junto con un c6digo
que permite generarlos. La siguiente definicién caracteriza los coeficientes de los polinomios
obtenidos en la proposiciéon anterior.

Definicién 12. Se definen los nimeros a,. como los coeficientes de los polinomios y,(x)

tales que

2 dyn—1(2)
dx

Las siguientes proposiciones corresponden a observaciones que se pueden realizar sobre los

nUmeros @, j.

Yn(x) = [(n + 1) + naly,—1(z) +2 con yo(x) = 1.

Proposicién 3.3.2. a, o = (n + 1)! para todo n > 0.

Demostracion. Como yo(x) = 1, se cumple que ago = 1!. Suponiendo que a,_19 = n!, y
dado que
72 dyn—1()

() = (0 + 1) + naly 1 (2) + 222

dyn—l (37)
d

término constante (n + 1)a,—_1 0, luego

Se tiene que x? no tiene término constante, y que [(n + 1) + nz]y,_1(x) tiene como

Qpo = (n + 1)(1,1_1,0 Como p—1,0 = n!
= (n+1)[n!]
=(n+ 1)L
Por lo tanto a, o = (n + 1)! para todo n > 0. O

Otra demostracién de la proposicién anterior se obtiene al observar que y,(0) = a0, ya que

3(0) = [0+ 1)+ n[0lgr(0) + 022 0)
= (n + 1)&71_170.
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De este modo se obtiene que vy, o = (n + 1)!. El resultado descrito en la Proposicion 3.3.2
0

permite caracterizar los términos de la forma a, o; de manera similar es posible caracterizar

an,, al considerarlo como el coeficiente que acompana a =™ en y,(z).

Proposicién 3.3.3. a,,, = (2n — 1)ap—1.,—1 para todo n > 1.

Ayp—1(x
Demostracion. Dado que y,(z) = [(n+ 1) + nz|y,—1(z) + a:2y"d—1(), el término correspon-
x
diente a x™ es:
U™ = NGp_1 12"+ (N — 1)ay_1,-12"  tomando factor comin z"
Qpn = NAp—1n—1 + (n - 1)an71,n71-
Por lo tanto a,, = (2n — 1)a,—1,—1 para todo n > 1. O

El siguiente teorema muestra como construir de manera recurrente los nimeros a,, .
Teorema 3.3.4. a,, = (n+1)ap_1p+ (n+k—1)an_14-1 con agpg = 1.

S dy,—
Demostracion. Sea y,(z) = > apxz®. Como y,(z) = [(n + 1) + nxly, 1 (z) + 22 Y dl(x)’
k=0 T

por la Definicién 12, entonces el coeficiente correspondiente a z* es dado por:

k k

ankz® = (n+ Dap_1 2% + nap_1 12" + (k — Vay,_1 517 tomando factor comun z
ang = N+ 1)ap_1% +n0p_1p-1+ (k= 1)an_14-1 luego
Qpk = (TL —+ 1>an_17k + (n + k — 1)(Ln_1,k_1

En la ecuacion a,, = (n+ 1)ay—1 % + (n+k — 1)a,_1 ,—1, se observa que si k = 0 se requiere
el término a,_; 1, el cual puede definirse por defecto como 0, asi a,o = (n + 1)a,_1p0,
verificando el resultado obtenido en la Proposicion 3.3.2. Si £ = n se requiere el término
An—1n, €l cual puede definirse por defecto como 0, por lo cual an, = (2n — 1)a,—1n-1.
Comprobando asi que a, = (n+ 1)a,—1x + (n +k — 1)a,—1 -1, para todo k < n. O

La siguiente lista muestra los primeros nimeros a,, .

n/k| 0 1 2 3 4 5 6 7
0 1

1 2 1

2 6 7 3

3 24 46 40 15

4 | 120 326 430 315 105

5 | 720 2556 4536 4900 3150 945

6 | 5040 22212 49644 70588 66150 38115 10395

7 140320 212976 574848 1011500 1235080 1032570 540540 135135

n
En la tabla anterior se aprecia que ) anr = (n + 2)" para todo n. En [44] se estudia una
k=0
familia de nimeros que satisfacen una recurrencia similar a la de a, j, tales que la suma da
como resultado (n + 1)
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3.3.2. Los nimeros de Ramanujan, b, ;

La siguiente proposicién muestra el resultado obtenido calcular D™(b) cuando el operador D

se define con respecto a la gramdtica G = {a — a?b ; b — ab’c ; ¢ — abc?}.

Proposicién 3.3.5. Sea G = {a — a®b ; b — ab’c ; ¢ — abc*}, entonces para n > 0

D"(b) = a1 " 2ey,(c) , donde los polinomios y,,(c) cumplen la recurrencia

2 dyn-1(c)
dc

Demostracion. Dado que D(b) = ab’c = a'bM+'c yo(c)], la proposicién se cumple para
n = 0. Suponiendo que D"(b) = a"b" ey, _1(c) se calcula D"(b) de la siguiente forma

Yn(c) = [(n +2)c + nlyn—1(c) +¢ , con yo(c) = 1.

Dn+1<b) — D(a”bnﬂcyn_l(c))
= D(a"b" V) eyn_1(c)) + a"b" 1 D(cy,_1(c))

— a5 D(a) + (n 4+ 1)ab" D(b)]eyn1(c) + ab D (c)yn_1(¢) + eD(e) Hr=119)]

dyn—
= [na™ "2 + (n + 1)a™ 0" 2cey,1(c) + a™b L [achyn_1(c) + abc? yl(c)j

dc
=a" 2 |[n+ (n+ 1)clyn_1(c) + cyn_1(c) + c2d'yndl(c)}
C
= a"" ¢ | [n + (n + 2)cyn—1(c) + CQdy”dl(C)] .
C
_ 2 dyn—1(c) ntl(p) — ontlpnt2
Como y,(c) = [n+ (n+2)c]y,—1(c)+c¢ g e concluye que D" (b) = a6 ey, (c).
c
O

La siguiente definicién caracteriza los coeficientes de los polinomios obtenidos en la proposi-
cién anterior, los cuales denominaremos b, .

Definicién 13. Se definen los nimeros by, como los coeficientes de los polinomios y,(x)
tales que
22 dyn—1(x)

() = [(n+ 2 + g (0) + 22

, con yo(x) = 1.

n

Sobre los coeficientes de los polinomios 4, (z) = > b, 2" se pueden realizar algunas obser-
k=0

vaciones, lo cual nos conduce a la siguientes proposiciones.

Proposicién 3.3.6. El término b, o = n! para todo n > 0.

Demostracion. Dado que yo(z) = 1, se tiene que by = 1. Suponiendo que b,_19 = (n — 1)/,

dyn— . L
entonces dado que y,(z) = [(n 4+ 2)z + n]y,_1(z) + nyd—l(x), se obtiene que el término
x
constante de y,(x) es dado por:
bno =nb,_10 como b,_19 = (n—1)!
n[(n —1)!]
=nl.

Por lo tanto b, o = n!. O
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Otra forma de probar la proposicién anterior se tiene al considerar y,(0), como se muestra
a continuacion.

yn(z) =1[n+2)z+ n]y,_1(z) g Evaluando en 0
T
dyy,—
5al0) = [(n+2)0 + nly,1(0) + (0)* 2L (0)
bn,O = nbn_l’o Ccomo bn_l’g = (TL — ].)'
bno =n(n—1)!

Probando que b,y = n!. También se observa un patrén en el coeficiente de 2™ de cada y,,.
Proposicién 3.3.7. b,,, = (2n + 1)b,—1 1 para n > 1.

72 dyn—1()

7 ; se tiene que el término
x

Demostracion. Dado que y,(x) = [(n+2)z+n]y,—1(z) +

correspondiente a z" es dado por:

bpnx™ = (n+2)bp—1 12"+ (n — 1)by_1n—12"  Cancelando z”
bn,n = (n + 2)bn—1,n—1 + (n - 1)bn—1,n—1$n-

Por lo tanto, by, , = (2n + 1)b,_1 1. O

El siguiente teorema corresponde a una férmula recurrente para la construccion de los nime-
10s by, .

Teorema 3.3.8. b, = (n+k + 1)by—1 -1 + nby_1x, para todo k < n, con byy = 1.

bnk, entonces y,(r) = [(n + 2)x + ny,_1(z) + 22 dynd1(x)7
k=0 X

por la Definicién 13, con lo cual se tiene que el término correspondiente a z* es dado por:

Demostracion. Sea y,(x) =

n

bokr® = (n+2)bp_1 412" +nb,_1 42" + (k — 1)b,_1 412"  Cancelando x*
bn,k = (n + 2)bn—1,k—1 + nbn—l,k + (k - 1)bn—l,k—l luego
bn,k = (TL +k+ 1)bn71,k71 + nbnfl,k-

Si k = 0, se requiere el término b, _; el cual se define como 0, luego b, o = (n — 1)b;—1 1,
coincidiendo con lo probado en la Proposicién 3.3.6; si & = n se requiere el término b,,_,
el cual se define como 0, luego b, = (2n — 1)b,_1 ,—1, coincidiendo con lo probado en la
Proposicién 3.3.7. Por lo tanto b, = (n+ k + 1)b,—1 k-1 + nb,_1 para todo k < n. O

Los nimeros b(n, k), que satisfacen la recurrencia b, = (n + k + 1)by,—1 g1 + nby_1 4 con
boo = 1, se denominan nimeros de Ramanujan [31]; estos niimeros pueden generarse en orden
inverso empleando la recurrencia R, 41 5 = (n — 1) Ry -1 + (2n — k — 1) R, , presentada en
[42]. Mediante la recurrencia presentada en el Teorema 3.3.8, se obtiene que los primeros
ntimeros de Ramanujan b, ; son:
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n/k| 0 1 2 3 4 5 6 7
0 1

1 1 3

2 2 10 15

3 6 40 105 105

4 | 24 196 700 1260 945

5 | 120 1148 5068 12600 17325 10395

6 | 720 7848 40740 126280 242550 270270 135135

7 | 5040 61416 363660 1332100 3213210 5045040 4729725 2027025

n
Se observa que Y by = (n+1)""! para todo n; en [31] se obtiene que la suma es n™ debido
k=0
a un corrimiento en los indices de la recurrencia. Continuando con la aplicacién del operador

derivada formal, con respecto a la gramética G = {a — a?b ; b — ab’c ; ¢ — abc®}, se
obtiene la siguiente proposicion.

Proposicién 3.3.9. Sea G = {a — da?b ; b — ab’c ; ¢ — abc*}, entonces para n > 0
D" (e) = a" "t Py, (¢) donde

d(yn-1(c))

=1.
de bo(c)

Yn(c) = n(1 + c)yn-1(c) +

Demostracién. Claramente D(c) = abc?, con lo cual se cumple el resultado para n = 1.
Suponiendo que D™(c) = a™b"*y,_1(c), se calcula D™ (c)

D" (c) = D(abc*yn-1(c))
= D(a"b")Pyn_1(c) + a"0"D(c*y,_1(c))

= [na" " D(a) + nab" D (b)| 2y, (c) + a"b" [d(“’;—:(c))p@]

d(c*yn-1(c))
dc

d(c?y,,—
— [nan+1bn+1 + na”“b"Jrlc]c?yn,l(c + a”“b”“cQ |: (C Y 1(0)):|

e dc
unse)]

= [na""'b"[a*b] + na™b"ab?c]|c*y,_1(c) + a"b" labc?]

d(Pyn-1(c))

Como y,(¢) = n[l+c]y,_1(c)+ T

, se concluye que D" (c) = a" ™" Py, (c). O

Los primeros polinomios y,(z), obtenidos en la proposicién anterior, estan dados por:
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yo(x) =1

yi(z) =1 +3z

yo(x) =2  +10z  +1527

ys(z) =6  +40z  +1052°  +1052°

ys(z) =24  +196x  +7002%  +12602°  +9452"

ys(r) = 120 +1148z +50682>  +126002° +17325x*  +103952°

ys(z) = 720 +7848z +407402° +1262802° +242550x" +2702702° +1351352°.

Se confirma que los coeficientes de estos polinomios son nimeros de Ramanujan, e incluso
mantienen el mismo orden; esto se debe a que los polinomios obtenidos en la Proposicion
3.3.9 cumplen la recursién

Yn(c) = n(l 4 c)yn-1(c) + a0 con yo(c) =1
luego, y,(c) puede reordenarse de la siguiente manera
d(c*y,,—1(c
e =nll + g (e) + A1)
d(Yn—
= [n+ ncy,—1(c) + {203/”1(0) + 62%
d(Yn—
= [+ (n + 2)clya1(c) + CZ%.

Asi se comprueba que los polinomios obtenidos en la Proposicién 3.3.5 son los mismos poli-

nomios obtenidos en la Proposicién 3.3.9. La siguiente proposicién describe la relacion entre
Dn+1 (b) y Dn+1 (C) .

Proposicién 3.3.10. Sea G = {a — a?b ; b — ab’c ; ¢ — abc®}, entonces para n > 0
D) = —< D" (¢).

Demostracién. Dado que D"™(b) = a" 0" 2cy,(c) y D" (c) = a" 0" Py, (c), por las
proposiciones 3.3.5 y 3.3.9, respectivamente, se tiene que

D) = l—)D"“(c) Como b _ blabd
c ¢ clabd]
ab“c
— _Dn+1 )
abc? (€)
2 2 1 D(b) i1
Como D(b) = ab’c 'y D(c) = abc?, se concluye que D" (b) = ——=D""1(c). O
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3.3.3. Los nimeros ¢,

La siguiente proposicién muestra el resultado de calcular D™(ac) cuando el operador D se
define con respecto a la gramética G = {a — a?b ; b — ab’c ; ¢ — abc?}.

Proposicién 3.3.11. Sea G = {a — a*b ; b — ab’c ; ¢ — abc®}, entonces para n > 0
D" (ac) = a" 20" ey, 11(c) donde los polinomios y,41(c) cumplen la recurrencia:

2 dyn<c)

=1+ec

yni1(c) = [(1+c)(n+ Dyn(c) + ¢
Demostracion. Se observa que

D(ac) = D(a)c+ aD(c)
= [a?b]c + alabc?]
= a®bc + a*bc?
= a%bc[l + .

Luego D(ac) = a*beyy(c). Suponiendo que D"(ac) = a™b"cy,(c), se calcula D" (ac) asi

D" (ac) = D(a" ey, (c))
= D(a" ™" cy,(c) + a™ " D(cyn(c))
= [D(a"H)b" + a" T D(b")]eyn(c) + a"T10" [D(c)yn(c) + cD(ya(c))]

= [(n+ Da" D(@)b" + na™ 5~ D(B)]eya(c) + a1 [D () eDle) dyg(icq

dyn
[(n+1>an+2bn+1+nan+2bn+102yn<0)+an+2bn+lc2 yn(c)—i—c Y (C)}

dc
dyn
=a" 20" e |(n+ 1) + (n+ Veyn(c) + c——= ydc( )

dyn(C)} |

=a" 2" e [(n+ 1)1+ ¢)ynlc) + ¢ y
c

dyn (C)
de

Algunos polinomios y, (z) generados mediante la recurrencia dada en la proposicién anterior
son:

Como yp11(c) = (n+ 1)(1 + c)yn(c) + ¢ , entonces D" (ac) = a" 20" ey, 11(c). O

(x)=1 +x
(r) =2 +4x +32?
(x)=6  +18z 42522 +152°
yi(z) =24 496z  +19022 2102  4+105z"
() =120 +600x +1526x%  +23802°  +22052%  +9452°
(z) =720 +4320z +1335622 +264882% +34650z% +277202° +1039525.

La siguiente definiciéon permite caracterizar los coeficientes de los polinomios presentados,
los cuales denominaremos c,, j.
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Definicién 14. Se definen los nimeros c,, como los coeficientes de los polinomios y,(x)
tales que
2 dYn ()

=1 .
T con y1(c) +x

Ynia () = [(L+2)(n + Dyn(2) + 2

n n

Considerando y,(z) = > c,x2¥, se observa que Y ¢, = (n + 1)" para todo n, en [81]
k=0 k=0

se estudia el conteo realizado por una familia de niimeros que coinciden con los niimeros

Cn i, Salvo un corrimiento en los indices, y se estudia una generalizacién de la propiedad
observada. Las siguientes proposiciones muestran algunas propiedades de los nimeros c,, .

Proposicién 3.3.12. ¢,y = n! para todo n > 1.

Demostracion. Como y,(x) = 1 + z, se cumple que ¢y = 1l. Suponiendo que ¢, o = nl, y
dado que

dy, (x
(@) = (14 2)(n + () + 2220
odyn(@) ) . s
como *—=7 — 1o tiene término constante, y ademas [(14z)(n+1)]y, (z) tiene como término
x

constante (n + 1)c, 0, se obtiene que

Cn+10 = Jen—10  Como ¢, = nl!

Por lo tanto ¢, o = n! para todo n > 1. O]

Otra demostracién de la proposicién anterior se obtiene al verificar que y,(0) = ¢, 0. De
manera similar a la Proposicién 3.3.12, es posible caracterizar ¢, al considerarlo como el
coeficiente que acompana a z" en y,(z).

Proposicién 3.3.13. ¢,11,41 = (2n + 1)c,, para todo n > 1.

dyn
Demostracion. Dado que ynyi1(z) = [(n 4+ 1)(1 + 2)]y,(z) + 22 yd(x), se observa que el
x
término correspondiente a z" es:
Coi1ni1®" = (n+ 1)cp ™™ + (n)cp ™™ tomando factor comtin z™
Cn—l—l,n—i—l = [(TL + 1) + (n)]Cnm
= (2n+ 1)cyp.
Por lo tanto ¢,+1041 = (2n + 1)c,,, para todo n > 1. O

El siguiente teorema caracteriza los polinomios obtenidos en la proposicion 3.3.11.

Teorema 3.3.14. Sea y,(x) = Y c,x2”, tal que satisface la siguiente férmula recursiva
k=0

dy, ()
dx

entonces, cpi1p = (N + 1)car + (0 + k)cpr—1 para todo k <n+ 1.

Ynt1(2) = [(1+2)(n + 1]y (x) + 2° ,conyi(z) =1+w
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dyn : .
Demostracidn. Dado que y,11(x) = [(1+2)(n+1)|y,(z) + 2* yd(:v); se tiene que el término
x
correspondiente a z* es dado por:
Cn1 k™ =+ Deppr® + (n+ 1)epp12® + (k= 1)cpp12®  Cancelando z*
Cnp1k =M+ Depr+ (n+1D)cup—1+ (E—1)chr luego

Cop1k = N+ 1Denr + (n+Ek)epp.

Si k = 0, se requiere el término ¢, 1 el cual se define como 0, asi ¢, 110 = (n+ 1)¢, 0. Por
lo tanto, ¢,414 = (n+ 1)cp + (n 4+ k)cyx—1 para todo k < n + 1. O

En el apéndice B.6 se explica como se emplea la formula de recurrencia obtenida en el teorema
anterior para generar los numeros c, ;. El siguiente resultado muestra que los polinomios
generados en la proposiciéon 3.3.11 se pueden obtener al considerar D"(ab), en lugar de
D"(ac).

Proposicién 3.3.15. Sea G = {a — a?b ; b — ab’c ; ¢ — abc®}, entonces para n > 0

dyn
D" (ab) = a" 20" | (n+ 1)(1 + ¢)yn(c) + CQdi , donde
C

2 dyn (C)
dc

Ynt1(c) = [(1+ ) (n+ D]yn(c) + ¢ cconyi(c) =14+c.

Demostracion. Se observa que

D(ab) = D(a)b+ aD(b)
= [a?b]b + alab*]
= a?b* + a*b*c
= a?V*[1 + ].

Luego D(ab) = a*b?yo(c). Suponiendo que D™(ab) = a™ v 1y, (c), se calcula D" (ab) asi

Dn-i—l(ab) :D(an+1bn+1yn(c))
— D(an+1bn+1)yn(0) +an+1bn+1D(yn(c))

= [D(a™ ™) + @ DB Dy (c) + o [dy;—ic)z)(c)

— [(n + Da[a2B+ + (0 + 1)am 15 [ab?dlya(c) + a1+ dygc(c) labe?]
= a2+ ([(n 4+ 1) + (n+ 1)cJyn(c) + dyggc) (2]

=a""20""? | (n+ 1)(1 + ¢)yn(c) + dygc(c) [cﬂ :

Por lo tanto D™*(ab) = a""2b™** | (n + 1)(1 + ¢)ya(c) + 02—dy; (C)} : O
C
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3.3.4. Propiedades de los nameros a, , b, 1 Yy Cuk

En resumen, en la seccién 3.3 se han presentado los nimeros a, i, by, i, ¢n x que satisfacen las
recurrencias

anr =M+ Dap_1p+n+k—1)ap_14-1, con agp = 1.
bn,k = (n + k 4+ 1)bn71,k71 + nbn,l,k , con b070 =1.
Cnp1k =M+ Depr +(n+Ek)cpg—1, con c19=c1 = 1.

Para todo £ < 0, en cada uno de estos ntmeros se toma por defecto el valor 0. En los
teoremas 3.3.4, 3.3.8 y 3.3.14, respectivamente, se observa una recurrencia para las familias
de polinomios que tienen a estos ntimeros como coeficientes.

Los siguientes teoremas permiten relacionar a los nimeros a, i, by ¥ ¢n i entre si; sus de-
mostraciones se realizan empleando la gramdtica G = {a — a%b ; b — ab’c ; ¢ — abc?}.

n n—k
Teorema 3.3.16. a,,, = Z (Z) [Z Qp—,iChyr—i | -

k=0 =0

Demostracidn. Tomando la gramética G = {a — a®b ; b — ab’c ; ¢ — abc®}, se tiene que

D"(a) = a1 Z an iy D™(ab) = a™ 1ot Z cn.1C", por las Proposiciones 3.3.5 y 3.3.15
k=0
respectlvarnente. Dado que D" (a) = D"(D(a)) = D™(a?b), por la regla de Leibniz se tiene

que

D"(a (Z) D" *(a)D*(ab)
k=0 .
n n .
Dn+1 — Z <k> vk tlpn—k Za” sz] [ak+1bk+1 ch,jcj
k=0 L j=0
n B n— k k
Qg Z R (Z) a2 pntl Z an_k,ic"] [Z CrC
r=0 k=0 L i=0 j=0
n n n n—k k
Por lo tanto, Y ap41,¢" = Z (k) [Z an—k,ici] [Z cryc |-
r=0 k=0 i=0 7=0

Con el fin de igualar términos semejantes se considera r =7 + j, luego

n n n—k
) r—i
Unp1,C =) (k) > " i | [cro—ic ]

k=0 i=0

n n—;
T — n T
Ap+1,,C — k Qp—k,iClkr—iC -
k=0 i=0
n n—=k
, n
Concluyendo asi que @11, = E ) Qp—ke i Chor—i- O
k=0 i=0
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El Teorema 3.3.16 permite relacionar los nimeros a,x y cux, €l siguiente resultado permite
relacionar los nimeros a,g, bur vV Cuk, ¥y muestra una forma alternativa de construir los
nimeros ¢, en términos de a,r y byr. La demostracién se lleva a cabo considerando la
gramatica G = {a — a?b ; b — ab*c ; ¢ — abc*} y la regla del producto de Leibniz a
D™(ab); no obstante, se puede obtener el mismo resultado si se aplica la regla del producto
de Leibniz a D™ (ac).

n n—=k
Teorema 3.3.17. ¢, , = Z (Z) [Z an_k7,~bk7r_i_1] )

k=0 i=0
Demostracién. Tomando la gramética G = {a — a*b ; b — ab*c ; ¢ — abc®} se tiene que

n—1 n—1
D™(a) = a"™b" Y apipct y D"(b) = a™b"e 3 by, cF, por las proposiciones 3.3.5 y 3.3.1
k=0 k=0

n
respectivamente, ademds D"(ab) = a"*1b"+ 3 ¢, wck por la proposicién 3.3.15, luego por la
k=0
regla de Leibniz se obtiene

D( Y (”)D" K(a)DF(b)

o

k=0
n k—1
n .
n+1bn+1 Z Cn, kc — E <k> a®~ k+1bn k E U zC [akbk+1c § kaCj
k=0 k=0 i=0 =0
n n [n—k k—1
n+1bn+1 Z Cn kc — (k) E [ zc b C]—i—l n+1bn+1
k=0 k=0 | i=0 =0

. En particular, si se

n k—1
Concluyendo asi que Z Cn kC (Z) [Z QAp— ;“c] [Z ka.CJH

k=0 k=0 i=0 j=0

toma r =i + j + 1, se obtiene

n n n—k
E r
Cn,rcr = (k) an—k‘,ibk’,r—i—l c.
0

k =0

De este modo ¢, = Z ( ) [Z At Dk i 1] O

k=0



4. Operador diferencial sobre gramati-
cas matriciales

El operador diferencial, definido sobre graméticas independientes del contexto, puede ex-
tenderse a gramaticas matriciales en las cuales los bloques de producciones estan dados por
funciones formales mediante reglas independientes de contexto.

Definicién 15. Sea G = {¢1,92, ... ,9n}, donde cada g; se denomina bloque, tales que
gi ={a1 = wi ; a2 = Wi ... A = Win}, con cada w;; funcion formal. Entonces
DZ‘(CL]‘> = wij.

Ejemplo 7. La gramadtica

G = {[a — ab;b — ab?],[a — a®b;b — a’b?]

. S\ /

Vv vV
bloque 1 bloque 2

corresponde a una gramdtica matricial, en la cual cada bloque tiene producciones indepen-
dientes del contexto, en ella

» Di(a) =ab » Di(b) = ab?

= Dy(a) = a?b » Dy(b) = a®b?

Definicién 16. Sean g y h gramdticas tales que Dy(Dp(a)) = a, entonces
= g es inversa a izquierda de h, para a.
= h es inversa a derecha de g, para a.
A continuacién se escribe la definicién anterior en el contexto de una gramética matricial.

Definicién 17. Sea G = {g1,92, ... ,gn} una gramatica matricial. Si D;(D;(a)) = a se
dice que:

= g; es imversa a izquierda de g;, para a.

» g; es inversa a derecha de g;, para a.
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Cabe destacar que si g; es inversa a izquierda de g;, para a, no necesariamente g; es inversa
a izquierda de g;.

Ejemplo 8. Sea G = {[a = a;b— 1—=1b], [a — ab;b — b]}.

g1 es inversa de gs, para a, Ya que

Luego gy es inversa a izquierda de go, para a. Sin embargo

Dy(Dy(a)) = Dbz(a)

por lo tanto, go no es inversa a izquierda de g1, para a.

Ademas, la inversa a izquierda de una funcién no es tnica.
Ejemplo 9. Sean h = {a — a*;b — 1 —ab} y g = {a — ab;b — b}.
h es inversa a izquierda de g, para a, ya que

Dn(Dy(a)) = Dy(ab)

= Dp(a)b+ aDy(b)
= [a*]b + a[l — ab)

Perol ={a — a;b — 1 — b} también es inversa a izquierda de g, para a.

Definicién 18. Considerando los blogques de producciones

gi ={a1 = wi; ax = Wig; ... A = Wi}, g5 ={a1 = wj1 ;a2 = wios .. Ay = Wi}
se definen:

w g+ g ={a1 = wi +wjr; ag = wip+Wia; .. Ay — Wiy + Wi )

v gi- g ={a1 = wa +wi; ag = Wis FWja; ... A = Wi + Wi -

L /\gi:{al—>)\wi1 ; CLQ—))\U}Z‘Q; ;am—>)\wim}.

Ejemplo 10. Sean g1 = {a — ab;b — b} y go = {a — ab;b — a — b} entonces:

g1+ g2 ={a— 2ab;b — a}.
g1+ 92 ={a— 2ab;b — a}.
51 = {a — bab;b — 5b}.

Mds ain, 591 + 3g2 = {a — 8ab; b — 3a + 2b}.
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La siguiente proposicion muestra el comportamiento de las inversas a izquierda respecto a
la operacién +.

9i + 9
= ¢

Proposicién 4.0.1. Si g;, g; son inversas a izquierda de gy, para a, entonces g = 5

S

moversa a 1zquierda de g.

Demostracion. Sesabe que D;(Dy(a)) = D;j(Dg(a)) = a, yaque g;, g; son inversas a izquierda
de g, para a, luego

-

i(Di(a)) + Dj(Di(a)) =2a
i(Dy(a)) + D;j(Dg(a))
2

-

= a.

g, Di(z) + D,
Sea g = J ;gj, luego sobre g se tiene que D(z) = (z) —g J(m), por lo tanto
D;(Dy(a)) + D;(Dy(a
= a.
Como D(Dy(a)) = a, entonces g es inversa a izquierda de g para a. O

Ejemplo 11. Sea g = {a — ab ; b — b}.

Se observa que g1 = {a — a ; b— 1 -0}, go = {a — a®>; b — 1 — ab} son inversas a
1zquierda de g; se define g3 de la siguiente forma:

g1+ g2
mo= S
2 _ _
:{a—> la] + [a®] b [1—0]+[1 ab}}.
2 2
luego
D3(D(a)) = Dj(ab)
= Dg(a)b + (ng(b)
_[a+a® - —b—ab+2 .
N 2 2
B ab+a2()+ —ba — a*b + 2a
_2_a 2 2
2
=q.

Por lo tanto, g3 es inversa a izquierda de g.

Siguiendo la proposicion 4.0.1, se puede considerar un resultado andlogo con producto en
lugar de suma; se observa que si g;,g; son inversas a izquierda de ara a, entonces
) i Yj ks )

D;(D -D:(D

(Di(a) - D;(Di(a)) = a, lo cual es inmediato debido a que D;(Dy(a)) = D;(Dg(a)) = a.
a

Sin embargo, pese a que la afirmacion anterior es cierta, no se puede concluir que la gramatica

g obtenida al tomar el cociente entre los productos de las producciones de g; y g; con a,
generen una inversa a izquierda para a.
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Ejemplo 12. Sea g = {a — ab ; b — b}.

Se observa que g1 = {a — a; b —1—=>b}, go = {a — a®>; b — 1 — ab} son inversas a

izquierda de g. Se define g3 = 92 e 1 siguiente manera:
a

" :{a%a[cﬁ] . [1—0][1 — ab]

a
—{a—)aQ' b_)l—ab—b—i—abz}
b a/ M

Por lo tanto,

Dg(D(a)) = D3(6Lb>
= Dg(a)b + CLDg(b)

1—ab—0» b?
:[aQ]bjLa{ a ta }

a
=a’b+1—ab— b+ ab?
=a’b+ab?—ab—b+1.

Luego g3 no es inversa a izquierda de g.

4.1. Numeros factorial mediante gramaticas matricia-
les

En esta seccion se procede de manera similar a lo presentado en los capitulos 2 y 3, con
el fin de mostrar que las gramaticas matriciales pueden ser empleadas para generar objetos
combinatorios, en este caso nimeros factorial y doble factorial.

Definicién 19. Dadas G, , ... G;, gramdaticas. Se define
1. D;y i (x) = Diy (D, (... (D, (x))...)).
2. Df ;,(x) = Dy (Dy (... (D, (D7, (2))) - .)).

El siguiente resultado muestra una conexion entre gramaticas matriciales y niimeros factorial.

Teorema 4.1.1. Sea G = {[a — a;b — b], [a — ab;b — b*], entonces D, (a) = n'%ab™.

Demostracion. Como Ds(D1(a)) = Dy(a) = ab, el resultado es cierto paran = 1. Suponiendo
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que DY (a) = n!%ab”, se calcula D™ (a) de la siguiente manera

D3 (a) = Dai(D5(a))
= Dy(D;(n'?ab™))
= n!2Dy(D;(a)b™ + aDy(b")))
= nl?Dy(ab™ + nab™ ' Dy (b)))
= nl?Dy(ab”™ + nab™)
= n!?[n + 1]Dy(ab™)
= nl*[n + 1][Da(a)b” + aDy(b")]
= n!%[n + 1][[ab]b™ + nab™* [V?]]
= nl?[n + 1][ab™"! + nab™]
[+ 1]

= n?[n + 1]%ab™ !,
Asf D3, (a) = n!?ab™. O

Procediendo de manera similar, con la gramdtica G = {[a — a;b — b], [a — ab;b — V?], se
demuestra que Dy (b) = n!?p" 1.

Teorema 4.1.2. Sea G = {[a — a;b — b], [a — ab;b — b?], entonces D}, (b) = [n+1]Inlb"+.

Demostracién. Como Diy(b) = Dy(Dy(b)) = D1(b?) = 2bDy(b) = 2b?, el resultado es cierto
paran = 1. Suponiendo que D7, (b) = [n+1]In!b"*! se calcula D75 (b) de la siguiente manera

D(b) = Dia([n + 1]!nlb™ )

Dy([n + 1]!n1p" 1))
1n!(n + 1)b" Dy (b))
11+ 1)157+2)

[n+1)!(n 4+ 2)b" " Dy (b)
[n+ 1]

D
D
= Dy(n+
= Dy([n+
I
I

Por lo tanto, D7, (b) = [n + 1]!nlb™+. O

1
(1
(1

n
n
1
2

=[n+
=[n+

Del mismo modo se demuestra que Di,(a) = [n + 1]nlab”. El siguiente resultado permite,
mediante la gramatica G = {{a — a?b ; b — ab*} ; {a = a ; b — b}}, relacionar nimeros
doble factorial y gramaticas matriciales.

Teorema 4.1.3. Sea G la gramdtica matricial G = {{a — a®b ; b — ab®} ; {a — a ; b— b}},
entonces Dy (a) = (2n 4+ 1)!!(2n — 1)Nla™ b7,

Demostracion. La gramética G' se compone de dos gramaticas independientes del contexto
g1 ={a— a*; b— ab®},go = {a — a ; b — b}. Por lo tanto D;(a) = a*b, mientras que
Dy(D;(a)) es dada por
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Dy (D1(a)) = Do(a®b)
= Dy(a?)b + a*Dy(D)
= 2aDs(a)b + a®Dy(b)
= 2ala)b + a*[b]
= 3a?b.

Luego, Dy (a) = (DyDy)(a) = 3!11!11a?b. Suponiendo que D, (a) = (2n+1)!1(2n—1)!la" 1o,
para n > 1, se calcula D} (a) de la siguiente forma

D3 (a) = Do(Dy([Dan]"(a))
— Do(Dy((20 + 1)!1(2n — D)llan+15m)),

Se observa que

Di((2n + D20 — DNa™" o) = (2n + D)N(2n — DN[D1(a™H)o™ + aDy ("))

= ( M2 — DN(n + 1)a"D;(a)b™ + na™ 6" Dy (b)]
= ( M2 — DN[(n + 1)a™[a?b]b"™ + na™ 16" ab?]]

= (2n+ D!'(2n — D(n + 1)a" 26" + na" 2"+

= (2n+ D!'(2n — DN[(2n + 1)a™ 20" 4 na™ 20"+

= ( M(2n — DN[(2n + L)a™ 20" H]

= ( M !

| 27’L—|— 1 n n+2bn+1

2n + 1
2n + 1

De este modo, Ds(D;(a)) es dada por:

Dy(Dy(a)) = Do((2n + 1) (2n + 1)Nla™ 2o 4 namt2pntt)

= (2n + DIN(2n + 1)1 D(a"25m+1)

(2n + DN(2n + DN [D(a™ )bt + a2 D (b))

(2n + D20 + D! [(n + 2)a™ 6" D(a) + (n + 1)a" 20" D(b)]

= (2n+ D20 + H(n + 2)a™ o™ a] + (n + 1)a" 20" 0]

= (2n+ D)N2n + DN(n + 2)a" 2" + (n + 1)a™ 20"+

= ( )M M

= ( ) M
(

2n + D20 + 1)N[(2n + 3)an+2p"H]
2n + 3)11(2n 4 1)lan+2pn+1,

Por lo tanto Dy, (a) = (2[n + 1] + D!(2[n + 1] — 1)!gln+i+1pn+1], 0

Con el fin de mostrar el potencial que tiene el aplicar el operador derivada formal, definido con
respecto a gramaticas matriciales, es necesario generar una gramatica matricial que permita
obtener familias de nimeros conocidas, pero que atin no hayan sido obtenidas mediante
gramaticas independientes del contexto. Para tal fin se consideran la sucesién de Fibonacci
y la sucesién de Lucas.

4.2. G={la—a+b;b—=0b;la—a; b—a—0b}

En esta seccién se considera la gramatica G = [{a - a+0b; b—b}; {a = a; b — a— b}
con la cual, como se muestra a continuacion, se obtienen los niimeros de Fibonacci y de
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Lucas; estas familias de niimeros han sido objeto de estudio debido a las diversas maneras
en las cuales pueden ser generados, recientemente ha tomado interés la generacion de dichos
nimeros mediante matrices [29], determinantes de sucesiones de matrices [15], permanentes
de matrices [67], coeficientes binomiales [39], entre otros.

4.2.1. Numeros de Fibonacci

Leonardo de Pisa, conocido como Fibonacci debido a la expresion en latin filius Bonacci
que significa hijo de Bonacci, dio a conocer la sucesiéon que actualmente lleva su nombre
mediante un problema de cria de conejos, el cual fue propuesto en su libro liber abaci [51].
Esta sucesion se define de manera recurrente de la siguiente forma:

Definicién 20. Se definen los nimeros de Fibonacci, como los nimeros tales que:
L] f() == O, f1 =1.
. fn:fn—1+fn—2-

Las siguientes proposiciones muestran una conexién entre los numeros de Fibonacci y la
gramatica matricial G = {jla > a+b; b—=b]; [a—a; b— a—bl}.

Proposicién 4.2.1. Sea G = {[a > a+b; b—=0b]; [a—a; b—a—Db|}, entonces para
todon > 1 D}, (b) = fna+ fu_1b .

Demostracion. Claramente Dy(b) = a — b, asi D1(D3(b)) es dada por

D1(Dy(b))) = Di(a —b)

Por lo tanto, D1(D2(b)) = a = fia + fob, comprobando asi la proposiciéon para n = 1.
Suponiendo que D, (b) = fna + fn_1b, se calcula D5 (b) de la siguiente manera

D5H(b) = Di(Dy(fna + fr-1D))
1(faD2(a) + fa-1D2(D))
1(fula] + fa-ila — b))
1((fn+fn 1)[ ]_fnfl[bb
n+ fa1)Di(a) = fu—1D1(b)
nt fae1)la+ 0] — foa[0]

+fn 1)[ ]+fn[b]

1la] + f,[b].

Con lo cual, D}, (b) = fna + f,_1b para todo n > 1. O

D
D
D
= (
=
= (fa
= fu+
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Proposiciéon 4.2.2. Sea G = {[a »a+b; b—0b]; [a—a; b— a—Db|}, entonces para
todon >0 D% (a) = faorea — fub.

Demostracién. Como DY, (a) = a = foa — fob, la proposicién es vélida para n = 0. Supo-
niendo que DY (a) = fni2a — f,b, se calcula Dy (a) de la siguiente forma

D3 (a) = Da(Di(foraa — fub))
o(far2D1(a) — fuD1(D))
2(frs2la + 0] — fulb])
2(frr2a + [frr2 — f]b)
= Dy(fni2a + fni1b)

= foy2Da(a) + frny1D2(D)
= furola] + fotila — 0]

= [fara + farila — faab

= fn+3a - fn+1b-

i1l
S T O

Concluyendo asi que D%, (a) = fni2a — fub, para todo n > 0. O

Corolario 4.2.3. Sea G={ja >a+b; b—b]; [a—a; b— a—Db|}, entonces para todo
0> 1 DIb) = furoa — fub

Demostracion. Como Day(b) = Do(D1(b)) = Dy(b) = a — b, entonces

Por lo tanto D2, (b) = a, luego D%,"%(b) = D%, (D3,(b)) = D% (a). Como D% (a) = fni2a— fub,
por la proposicién 4.2.2, entonces D3;2(b) = foi2a — fb. O

Proposicién 4.2.4. Sea G = {[a > a+b; b—0b]; [a—a; b— a—Db|}, entonces para
todon >0 D%y(a+b) = fuioa + fri1b.

Demostracién. Como D% (a +b) = a +b = fya + f1b, la proposicién es valida para n = 0.
Suponiendo que Dy(a + b) = fni2a + fuy1b, se calcula D™ (a 4 b) de la siguiente forma
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D (a + b) = Dy(Dy(D™(a + b))
1(D2(fri2a + fni1D))
1(far2D2(a) + fri1D2(D))
(
(

1(fryzla] + fasila — b))

([ frs2 + faralla] = fasa[b])
= Dl(fnJrS[a] - fn+1[b])

= foraDi(a) — fas1D1(D)

= fn+3[a + b] - fn+1[b]

= Lyysla] + [foirs — faya][b]

= fn+3a + fn-l—Qb'

O OO

Concluyendo asi que D7, (a 4+ b) = fri2a + fui1b, para todo n > 0. O

Corolario 4.2.5. Sea G ={ja »a+b; b—b]; [a—a; b— a— b}, entonces para todo
0> 0 Diy(a) = fusra+ fub.

Demostracién. Como D%(a) = fia + fob, la proposicién es vélida para n = 0. Si n > 1,
entonces

Dis(a) = Di(Dz(a))
= Di(a)
=a+b.

Luego, D7, (a) = D75 (a+b). Dado que D}y ' (a+b) = f,11a+ f.b, por la proposicién 4.2.4,
se tiene que D}, (a) = far1a + fnb. O

Dado que la gramética matricial G = {[a - a+b; b— 0] ; [a = a; b — a — b]} genera a
los nimeros de Fibonacci, y teniendo en cuenta que los niimeros de Fibonacci y de Lucas
satisfacen la misma recurrencia, con una modificacién en los valores iniciales, es de esperar
que la gramética mencionada permita generar los niimeros de Lucas.

4.2.2. Numeros de Lucas

Similar a los nimeros de Fibonacci se definen los niimeros de Lucas, cuyo nombre se da en
honor a Edouard Lucas [45].

Definicién 21. Se definen los nimeros de Lucas, como los nimeros tales que:
u LO = 2, L1 =1.
" Ly=1Ly 1+ Lyo.

Las siguientes proposiciones muestran la relacion existente entre los nimeros de Lucas y
gramaticas matriciales.



96 4 Operador diferencial sobre graméticas matriciales

Proposiciéon 4.2.6. Sea G = {[a > a+b; b—0b]; [a—a; b— a—Db|}, entonces para
todon >0 D},y(a + 2b) = Lyi1a + Lyb.

Demostracién. Como D% (a+2b) = a+2b = Lia+ Lgb, la proposicién es valida para n = 0.
Suponiendo que DY, (a +2b) = L, 1a+ L,b, entonces se calcula D5 (a + 2b) de la siguiente
forma

D a + 2b) = Dy (Dy(D™(a + 2b)))
= D1(Dz(Lnt1a + Lyb))
= D1(Ln+1Dz(a )+L Dy (b))
= D1(Lnta[a] + Lyla — b))
= Di([Lnt1 + Ly][a] — La[b])

= Dy (Lps2a] — L, [b])

= Ly+2D1(a) — LnD1(b)
= Ln+2 [a + b] - Ln [b]

= Lyiola] + [Lnta — Ly][b]
= Ln+2(1, + Ln+1b-

Concluyendo asi que D7, (a + 2b) = L, +1a + Lyb, para todo n > 0. O

Proposicién 4.2.7. Sea G = {[a—a+b; b—b]; [a—a; b— a—Db|}, entonces para
todon > 1 D% (a+b) = Lyyi1a — L, _10.

Demostracion. Claramente , g1 = {a = a+b; b - b}y go ={a — a; b — a—0b}, entonces

D1<(l —+ b) = D1<(I> + D1<b)
= [a + 0] + [b].

Por lo tanto, Dy(a + b) = a + 2b. A continuacién se calcula Dyi(a + b) = Do(D;1(a + b)) de
la siguiente forma.

Dy(Di(a+b))) = Do(a + 2b)
= Dy(a) +2D,(b)
= [a] + 2[a — 0]
= 3a — 2b.

Como Dy (Ds(a+b))) = 3a—2b = Lya— Lob, la proposicion es vilida para n = 1. Suponiendo
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que D% (a+b) = L, 11a — L,_1b, se procede a calcular D™ (a + b) de la siguiente forma
Dy (a+b) = Dy(D1(D"(a + b))

Do(D:(Lni1a — Ly—1b))

Dy(Lyni1D1(a) — L1 D (D))

Dy (Lntala +b] = Ln-1[0])

DL

D

n+1[Q
o(Lnyala] + [Lny1 — Ln1][0])
o(Lpi1a + Lyb)
= Lps1Ds(a) + L Ds(b)
= Lp1lal + Lyja — 0]
= [Lp+1+ Lpla — Lyb
= Lyi0a — Lyb.

Por lo tanto, D%, (a+b) = Ly41a — L,,_1b. O

4.2.3. Relacién entre niimeros de Lucas y de Fibonacci

Las siguientes proposiciones corresponden a algunos resultados conocidos de los niimeros de
Fibonacci y de Lucas, no obstante se proponen las siguientes demostraciones alternativas
usando gramaticas matriciales.

Proposicién 4.2.8. L, 11 = foio+ fa-

Demostracién. Como D es un operador lineal, D%,"*(a + b) = Dy (a) + Dy;2(b). Ademss,
dado que D5;"2(a) = fniaa — fay2b, por la proposicién 4.2.2, D2(b) = f,0a — f,b, por el
corolario 4.2.3, y D3;*(a + b) = Ly, 3a — L, 41b, por la proposicién 4.2.7, se tiene que

Dy (a+b) = Dy(a) + D3 (D)
[Lni3a — Lyg1b] = [frraa — fri2b] + [fay2a — fub]
Lypy3a — Ly1b = [fura + fasola — [for2 + fu]b.
Por lo tanto, L, 1 = foio + fn- O
Una demostracion anédloga de la proposicién anterior se obtiene al considerar las proposicio-
nes 4.2.1, 4.2.4 y 4.2.6.
Proposicién 4.2.9. L, 1 = foo1 +2f,.
Demostracion. Como D es un operador lineal, D7, (a+2b) = D}, (a)+2D7,(b). Ademés, dado
que D}y(a) = foyia + fub, por el corolario 4.2.5, D7, (b) = fh,a + fn,_1b, por la proposicién
421,y D% (a+ 2b) = Lyi1a + Lyb, por la proposicién 4.2.6.
Diy(a+2b) = Diy(a) + 2D7,(b)
[Ln—i-la + Lnb] = [fn+1a + fnb] + 2[fna + fn—lb]
Ln+1a + Lnb = [fnJrl + 2fn}a + [fn + 2fnfl]b'

Concluyendo asi que L, 11 = frni1 + 2fn. O



A. Gramaticas

Definicién 22. Una gramdtica G, segin [19], es una cuddrupla (V,%,S, P), formada por:
1. Un alfabeto V', cuyos elementos se denominan variables o simbolos no terminales.
2. Un alfabeto ¥ cuyos elementos se denominan simbolos terminales, tal que VNYX = &.
3. Una variable S € V', denominada simbolo inicial de la gramdtica.
4. Un conjunto finito P C (VUX)*x (VUY), cuyos elementos se denominan producciones.

Las producciones de las gramdticas pueden ser de distintos tipos, lo cual permite clasificarlas
en:

Gramaticas tipo 0 No tienen restricciones, razon por la cual se suelen denominar gramati-
cas no restringidas

Gramaticas tipo 1 Las producciones son de la forma u; Aus — viwve, donde A es una
variable y w # \. Estas gramdticas suelen denominarse sensibles al contexto.

Gramaticas tipo 2 Las producciones son de la forma A — w, con A wvariable. Fstas
gramdaticas suelen denominarse independientes del contexto.

Gramaticas tipo 3 Las producciones son de la forma A — a o0 A — aB, con A y B
variables, y a un simbolo terminal. Fstas gramdticas suelen denominarse requlares.

Un lenguaje se dice de tipo i si es generado por una gramadtica del tipo i [19].

A.1. Gramaticas independientes del contexto

Sea G gramdtica tipo 2, o independiente del contexto, entonces sus producciones son de
la forma A — w, con A variable. El nombre dado a estas gramaticas se debe a que del
lado izquierdo de la produccién siempre hay una tnica variable (simbolo no terminal), las
variables pueden sustituirse cada vez que la variable aparezca en una expresion independiente
del resto de la expresion, conocido como contexto.
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Ejemplo 13. El lenguaje {a"b™ | n > 1} es independiente del contexto.

Sea G la gramdtica con producciones

S — ASB| AB
A —a
B —b

Se observa que L(G) = {a™b" | n > 1}

Dado el ejemplo anterior, es normal pensar que el lenguaje L = {a™b"c" | n > 1} debe gene-
rarse de manera similar; sin embargo, el lenguaje L = {a"b"¢" | n > 1} no es generado por
ninguna gramatica independiente del contexto, como consecuencia del lema de bombeo para
graméticas independientes del contexto, sin embargo su complemento L si puede generarse
con este tipo de gramaticas [79].

A.2. Gramaticas matriciales

Las graméticas matriciales, presentadas en [1], permiten generalizar las gramadticas presen-
tadas en la jerarquia de Chomsky, al considerar bloques de producciones en lugar de produ-
cciones simples. Formalmente se definen de la siguiente forma:

Definicién 23 (Gramadtica matricial [49]). Una gramdtica matricial G es una cuadrupla
G = (Vn,Vp,M,S), tal que:

= Vy es un conjunto de variables no terminales
s Vp es un conjunto de variables terminales

S € Vi es la variable inicial

= M es un conjunto de bloques de producciones de la forma [Ay — x1,... A, — x| que
actian sobre Vy U Vp

Los bloques de producciones que componen a M suelen denominarse matrices.

Dado que las gramdticas matriciales fueron introducidas en [1] como una generalizacién de
las gramaticas independientes del contexto, estudiando el lenguaje {a™0"c" | n > 1}, es usual
que estas sean definidas de tal forma que coinciden con las graméaticas matriciales tipo 2,
o graméticas matriciales independientes del contexto [74, pdg 30]. No obstante, el tipo de
producciones empleadas caracterizan a la gramatica, como lo muestra la siguiente definicién

Definicién 24. Sea G = (Vy,Vr, M, S) una gramdtica matricial, donde M se compone de
bloques de la forma m = (ry,79,...,7,). Se dice que la gramdtica matricial G es de tipo i si
las producciones ry, para cada k, son producciones que generan gramdticas del tipo i, segun
la jerarquia de Chomsky.
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Esta definicion puede ser reescrita considerando el tipo de produccion que se aplica en los
bloques de producciones que componen a M, como se observa en [56]. Cabe destacar que en
una derivacion todas las reglas que componen un bloque de producciones deben ser realizadas,
en el orden en que son descritas.

Ejemplo 14. Dada la gramdtica matricial

Vv ={S,A4,B,C}
VF :{a,b,c}
M ={[S— ABC|,[A —aA,B—bB,C — ¢|,|[A—a,B—bC — (]}

Se verifica que S =* aabbce, ya que:

S = ABC Produccion inicial
= aAbBcC  Producciones de la sequnda matriz
= aabbcc Producciones de la tercera matriz

Se observa que la gramdtica matricial dada no genera la cadena aabbc ya que implicaria
que en el sequndo paso de la produccion anterior se combinaran, en el mismo paso, las
producciones de la matriz 2 y la matriz 3.

Si se aplicara sucesivamente k veces las producciones de la sequnda matriz se obtendria
S =* a* Ab*BcFC; si se aplica la tercera matriz las variables se convierten en terminales,
obteniendo asi que S =* aFTWFIFH donde k > 0 ya que pudiera no aplicarse la sequnda
matriz. Por lo anterior, se concluye que L(G) = {a™b"c" | n > 1}.

La gramatica anterior no es la tnica que genera dicho lenguaje, por ejemplo la siguiente
gramatica matricial

S, A, B,C}

{
{a,b,c}
{[S — abc],[A — aAbBcC],[A — aA,B — bB,C — cC],[A = a,B — b,C — |}

Vi
Vr
M

también genera el lenguaje {a"b"c" | n > 1}, como se muestra en [1]. En [54, pag 351] se
propone una gramatica matricial para el lenguaje {a"b"c” | n > 0}, en la cual es necesaria
el uso de A

VN :{SaAaB}
VF :{&7676}
M ={[S— AB|,[A = aA,Y = bBc|,[A — \,B — A}
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En esta parte del apéndice se da una breve presentacién de algunas de las familias de niimeros
generados mediante gramaticas, y se estudia en detalle la recurrencia que permite generarlas.
Adicionalmente, se muestra como escribir un cédigo en Matlab con el cual se puedan generar
las familias de niimeros y polinomios que se estudian en este trabajo.

B.1. Numeros factoriales

Para n entero positivo se define el factorial de n de manera recursiva como:

(n+1)! =(n+1)n!

Se observa que n!, cuya notacién fue introducida por Christian Kramp en 1808 como senal
de asombro por el rédpido crecimiento de estos nimeros [41, pag 13], corresponde al producto
desde 1 hasta n. Los nimeros factoriales han sido de gran importancia en diversas areas de
la matemadtica, destacando principalmente por su utilidad para el conteo [14].

Los ntimeros factoriales pueden ser generalizados para n no entero, esta generalizacién es
conocida como la funcién gamma, en la cual n! =T'(n + 1).

B.1.1. Numeros doble factorial

Los numeros doble factorial, definidos en la seccién 2.2.2, surgen en diversos problemas
en combinatoria [16], [28], [36]; no obstante fueron empleados inicialmente para simplificar
expresiones conocidas [69], como por ejemplo el producto de Wallis

ﬁl K%ﬁ 1) (2n2i 1” = e —([12]!7%!22: - g

k=

La notacién de doble factorial también permite reescribir de manera cémoda las integrales
de Wallis. De esta forma, si n es par:

3 cos (e = 3 gin® (L)E)E) - ()
Jy? cos™(@)dz = [if sin”(z)dw = {(2 <4><>---<n>}
|

(n—Dln
ol 2



B.1 Numeros factoriales Y4

Si n es impar:

Jof cos™(x)dx = [F sin"(z)dx = {

No obstante, una mayor contribucién de esta notacién se aprecia en las siguientes férmulas:

Fd — DH!(m — 1!
JZ sin” cos™(z)dxr = (n = Dii{m = L)1) = si n es impar
0 (m + n)!! 2
3 — H(m — )N
Ji? sin” cos™(z)dx = (n = Ditm — 1) si m,n son pares
(m +n)!!

En general, se aprecia cémo los niimeros doble factorial permiten expresar féormulas de una
manera simplificada, y més facil de recordar [69]. Los nimeros doble factorial estédn estre-
chamente ligados a los ntimeros factorial; la siguiente proposicién muestra cémo expresar
numeros factorial en términos de doble factorial.

Proposicién B.1.1. n! =n!l(n — 1)!L.

Demostracion. Dado que n! = (n)(n — 1)---1, se desea separar dicho producto en dos
términos de tal forma que uno involucre el producto de niimeros pares y el otro el de niimeros
impares. Suponiendo n par

Por lo tanto n! = n!l(n — 1)!. O

La siguiente proposicion muestra cémo expresar ntumeros doble factorial en términos de
factorial.

Proposicién B.1.2. (2n)!! = 2"n!.

Demostracion.
2n)!! =(2n)2n—2)---(2)

= [2(n)][2(n = 1)] - -~ (2[1])
= 27(n)(n —1)---(1).

Por lo tanto, (2n)!! = 2"nl. O
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B.1.2. Numeros multifactorial

Los numeros factorial permiten realizar el producto de los niimeros hasta n, avanzando en
pasos de 1; los numeros doble factorial permiten realizar el producto de los niimeros hasta
n, avanzando en pasos de 2. Siguiendo [72], se define el niimero multifactorial n!, como el
producto hasta n avanzando en pasos de 7, de la siguiente forma:

n si O<n<r
nl, =< n(n—r)l, s n>k
1 si n=1—7r,...,—1,0

En la seccién 2.3, por simplicidad, los nimeros multifactorial fueron presentados mediante
la recurrencia

nl,=n(n—-r)l, con(1-7r),=---= (=1L =0, =1

El siguiente resultado muestra la relacion existente entre nimeros multifactorial y niimeros
factorial.

Proposicién B.1.3. (rn)!, = r"nl.

Demostracion. Por definicién (rn)!, es el producto de los primeros n ntimeros no nulos de
la forma kr, luego

(rn)t. = (rn)(rln —1]) - - (r[2])(r[1])
= r"(n[n —1]--- [2][1]).

Por lo tanto, (rn)!,. = r"n! O
El siguiente resultado es una generalizacion de la Proposicion B.1.3.
Proposicién B.1.4. (rn)!y,. = r"nly.

Demostracion. Por definiciéon (rn)!,. es el producto de los primeros n nimeros no nulos de
la forma kr, luego

(rn)lg = (rn)(r[n — E])(r[n — 2k]) - - - (r[1]'s,)  tomando factor comun r
=r"(n)([n — k])([n — 2k]) - - - ([1]'%) como nly = n[n — k][n — 2k] - - - [1].
Por lo tanto, (rn)l,. = r"nl O
Sir =2y k=1 se obtiene la ecuacién (2n)!! = 2"n!, presentada como Proposicién B.1.2.

La Proposicién B.1.1 puede generalizarse como n! = nl.(n — 1), -+ (n — (r — 1))!,..
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B.2. Numeros de Stirling

Los numeros de Stirling de primera clase s(n, k) y de segunda clase S(n, k), presentados
por James Stirling en 1730, son los coeficientes de las expansiones de niimeros factoriales en
potencias y de las potencias en nimeros factoriales, respectivamente [20, pag 277]. Es decir,
dado (z), =z(x — 1) - (x —n+1), con (x)y = 1, se tiene que

n

(1), = s(n, k)z*.

k=0

=3 S(n, k) (@)

k=0

A continuacion se estudia la interpretacion dada en combinatoria enumerativa a los niimeros
de Stirling de primera y segunda clase.

B.2.1. Stirling de primera clase

Los numeros de Stirling de primera clase, denotados s(n, k), son de gran importancia en el
area de la combinatoria enumerativa, ya que representan el nimero de permutaciones de n
elementos diferentes que tienen k ciclos.

Proposicién B.2.1. s(n+ 1,k) = s(n,k — 1) + ns(n, k).

Demostracion. Sea A = {ay, as,...,a,}. Se considera el conjunto A U {a,41}, y se contard
el nimero de permutaciones de n + 1 elementos diferentes con k ciclos, los cuales se pueden
construir a partir de los ciclos formados con permutaciones de A; esto nos lleva a dos casos:

1. an41 se considera por separado como un ciclo.

2. anp41 se mezcla con los demds términos para formar ciclos.

Para el caso 1, dado que (a,41) por si solo forma un ciclo, se tiene que el nimero de arreglos
con k ciclos es s(n,k — 1). Para el caso 2, se tiene que el nimero de permutaciones de n
elementos diferentes que tienen exactamente k ciclos es s(n, k), entonces a, 1 puede ubicarse
en n posibles espacios en cada uno de ellos, luego hay ns(n, k) opciones.

Por lo tanto, se concluye que s(n+ 1,k) = s(n,k — 1) + ns(n, k). O
Ejemplo 15. Calcular s(4,3).

Tomando A = {a,b,c,d}, se observa que las siguientes permutaciones de 4 elementos son
todas la que se pueden descomponer en 3 ciclos

(a)(b)(cd) , (a)(c)(bd) , (a)(d)(bec) , (b)(c)(ad) , (b)(d)(ac) , (c)(d)(ab)
Por lo tanto s(4,3) = 6.
Trivialmente se acepta que s(0,0) = 1y s(0,n) = 0 paran > 0, ademds que s(n, k) = 0 para
cada k > n. Se observa ademds que s(n,n) = 1, ya que la tinica opcién seria (a)(az) . .. (an).

La siguiente tabla muestra los primeros valores s(n, k), obtenidos mediante la recurrencia
presentada en la proposicion B.2.1.
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n/k|0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 1

1 0 1

2 0 1 1

3 0 2 3 1

4 0 6 11 6 1

> 0 24 20 35 10 1

6 0 120 274 225 85 15 1

7 0 720 1764 1624 735 175 21 1
8 0 5040 13068 13132 6769 1960 322 28 1

Tabla B.1: Lista de nimeros de Stirling de primera clase

Proposicién B.2.2. Para cada n: s(n+1,1) =ns(n,1) y s(n,n) = 1.

Demostracién. Por la proposicion B.2.1 se tiene que s(n + 1,k) = s(n,k — 1) 4+ ns(n, k).
Dado que s(1,1) = 1, se supone que s(n,1) = (n — 1)!; luego

s(n+1,1) =s(n,0)+ns(n—1,1)  como s(n,0) =0y s(n—1,1)
s(n+1,1) =n(n-—1)!
s(n+1,1) =nl!

Por lo tanto, s(n + 1,1) = nl. Dado que s(1,1) = 1 se supone que s(n,n) = 1, luego

sim+1,n+1) =s(n,n)+ns(n—1,n+1) comosn—1,n+1)=0ys(n,n)=1
sin+1,n+1) =1

Por lo tanto, s(n,n) =1 para cada n. O

B.2.2. Stirling de segunda clase

Los ntmeros de Stirling de segunda clase, denotados S(n, k), son de gran importancia en
el drea de la combinatoria enumerativa, ya que el nimero S(n, k) corresponde al niimero
de particiones de un conjunto de n elementos en k clases. La relacién existente entre los
nimeros de Stirling de segunda clase y otras familias de nimeros se estudia en detalle en
[12].

Ejemplo 16. Calcular S(3,2).

Tomando A = {a,b,c,d}, se tiene que las particiones en dos clases disyuntas son:
({a,0},{c}) , ({a,c},{b}) . ({a},{b,c})

Por lo tanto S(3,2) = 3.

Trivialmente se acepta que S(0,0) = 1y S(0,n) = 0 paran > 0, ademds que S(n, k) = 0 para
cada k > n. Se observa que: S(3,3) = 1, ya que la unica opcién posible serd ({a}, {b}, {c}),



B.2 Numeros de Stirling X

ademds S(3,1) = 1 ya que la tnica opcién posible serd ({a,b,c}); por lo anterior se tiene
que, en general, S(n,1) = 1y S(n,n) = 1. La siguiente proposicién muestra una férmula
recurrente para los nimeros de Stirling de segunda clase.

Proposicién B.2.3. S(n+1,k) = S(n,k — 1) + kS(n, k).
Demostracion. Sea A = {ay, as,...,a,}. Se considera el conjunto AU {a,,1} y se contaran
las particiones de dicho conjunto, las cuales se pueden construir a partir de las particiones
de A; esto nos lleva a dos casos:

1. a,y1 se ubica en una nueva parte, sin mezclarse con los demas elementos.

2. a,y1 se ubica en una parte existente, mezclandose con los demas. elementos

Teniendo en cuenta lo anterior, se procede al célculo de S(n + 1,k). Para el caso 1, se
supone que existen k — 1 particiones diferentes, en las que ya estan dispuestos los elementos

{ai, as,...,a,}, estas son exactamente S(n, k — 1) opciones; dado que a,; se ubica aislado
se tiene que hay S(n, k—1) opciones para hacerlo. Para el caso 2, se supone que los elementos
{ai1, ag,...,a,} estan dispuestos en k partes, estos son S(n, k) opciones, por lo tanto hay k

formas para ubicar a,,1; concluyendo asi que para el caso 2 hay kS(n, k) opciones.

Por lo tanto, se concluye que S(n+ 1,k) = S(n,k — 1) + kS(n, k). O
El siguiente resultado muestra los valores S(n, k), para k =1y k = n.
Proposicién B.2.4. Para cadan > 0: S(n,1) =1y S(n,n) = 1.

— 1)+ kS(n, k).

Demostracion. Por la proposicién B.2.3 se tiene que S(n + 1,k) = S(n, k
,1) = 1. Suponiendo

Dado que S(0,0) = 1, se tiene que S(1,1) = S(1,0) + 15(1,1) asi S(1
que S(n,1) =1, para n > 0, entonces

S(n+1,1) =S5(n,0)+15(n,1)  Como S(n,0) =0y S(n,1)=1
Sn+1,1) =1

Por lo tanto, S(n,1) = 1 para cada n. Dado que S(0,0) = 1, se supone que S(n,n) = 1,
luego:

Sn+1,n+1) =Sn,n)+n+1Smn,n+1) como Sn,n+1)=0y Sn,n)=1
Sn+1,n+1) =1

Por lo tanto, S(n,n) = 1 para cada n. ]

Siguiendo la recurrencia para nimeros de Stirling de segunda clase, demostrada en la pro-
posicién B.2.3; se construye la siguiente tabla con los primeros valores S(n, k).
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n/k|0 1 2 3 4 b} 6 7 8
0 1

1 0 1

2 0 1 1

3 0 1 3 1

4 0o 1 7 6 1

) 0 1 15 25 10 1

6 0 1 31 90 65 15 1

7 0 1 63 301 350 140 21 1
8 0 1 127 966 1701 1050 266 28 1

Tabla B.2: Lista de nimeros de Stirling de segunda clase

B.3. Numeros de Euler

Los nimeros de Euler de primera clase pueden ser definidos de diversas formas, una de
ellas es como lo coeficientes obtenidos al expresar la n-ésima potencia mediante suma de
coeficientes binomiales [20, pag 514], es decir mediante la expresién

e (0

Los nimeros de Euler de segunda clase estan estrechamente relacionados con los niimeros
de Stirling [37]; no obstante pueden apreciarse en el estudio de los momentos centrales de
la distribucién geométrica [80], como también en el conteo de ciertos tipo de permutaciones
del multiconjunto {1,1,2,2,...,n,n}.

B.3.1. Numeros de Euler de primera clase

En combinatoria, el nimero de Euler <Z> permite realizar el conteo del niimero de permuta-
ciones de {1,2,...,n} con k ascensos [9, pag 197].

Ejemplo 17. Calcular <;1>
Dado que las permutaciones de 4 elementos, con 2 ascensos, son:
(1,2,3,4), (1,3,2,4), (1,3,4,2), (1,4,2,3), (2,1,3,4), (2,3,1,4),

(2,3,4,1), (2,4,1,3), (3,1,2,4), (3,4,1,2), (4,1,2,3)

se concluye que <3> = 11. Se observa que la reversa de cada una de ellas es una permutacion
de 4 elementos con 2 descensos.

La siguiente proposicién corresponde a la recurrencia <"Zl> =(n+1-k){")+E&+1{),
presentada en la definicion 5.
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Proposicién B.3.1. (") = (n+1—k)(," ) + (k+ 1)(}).

., . e, 1 , . 1
Demostracion. Por definicion <"Z > cuenta el nimero de permutaciones de <”: > con k as-

censos; por lo tanto, se debe probar que el lado derecho corresponde a dicho conteo. Sea
(a1as . . .a,) permutacién de n elementos con exactamente k ascensos, se agrega a dicha per-
mutacion un elemento adicional a,; mayor que los elementos considerados, por lo tanto
tenemos dos casos:

1. a,y1 se ubica en una posicién en la cual no aporta ningin ascenso.

2. ap4q se ubica en una posicién en la cual aporta un ascenso.

En el caso 1, se sabe que hay <Z> permutaciones de n elementos con k ascensos, por lo tanto

si an41 se ubica en medio de un ascenso entonces no aportara un ascenso, ya que si a; < a; se

tiene que (aga;) y ara,i1a; tienen un ascenso, lo cual nos da k opciones para ubicar el nuevo

elemento; no obstante, dado que si a,,; se ubica al final se obtiene un ascenso, entonces en
n .

total hay (k + 1)(}) opciones.

En el caso 2, se sabe que hay < kf1> permutaciones de n elementos con k — 1 ascensos, por
lo tanto si a,y1 se ubica en medio de un descenso se tienen n — k opciones; no obstante,
dado que si a,1 se ubica al inicio no aporta ascensos, entonces se concluye que en total hay
(n — k + 1) opciones.

Considerando los dos casos, se concluye que <"+1> (n+1—=k){")+ Fk+1){. O

Siguiendo la recurrencia para numeros de Euler de primera clase, demostrada en la propo-
sicion anterior, se pueden generar los nimeros de Euler. El siguiente resultado muestra los

valores <8> y <n’11>

Proposiciéon B.3.2. <8> =1, para cadan >0, y <n’11> =1, para cada n > 1.

Demostracion. Dado que <8> = 1, se cumple la proposicion para n = 0. Suponiendo que

<g‘> =1, se calcula <";’1 = 1 mediante la recurrencia demostrada en la proposicién B.3.1.

<n+1> (n+1-0)(")+(k+1){{) como(")=0y () =1

Se demuestra asi que <g> =1, para cada n > 0.

Procediendo de manera similar se procede a demostrar que < " > = 1; dado que <1> =1

se tiene el resultado para n > 1, suponiendo que < > = 1 se calcula <"+1> de la siguiente
forma.

("N =m+1-n){( ")+ n+D(") como (" )=1y ") =0

Demostrando asi que <nﬁ1> = 1, para cada n > 1. O
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La siguiente tabla, construida mediante la recurrencia demostrada en la proposicion B.3.1,
muestra los primeros nimeros <Z>

n/k[0 1 2 3 4 5 6 7
1 |1

2 |1 1

3 11 4 1

4 |1 11 1 1

5 |1 2 66 26 1

6 [1 57 302 302 57 1

7 |1 120 1191 2416 1191 120 1
8 |1 247 4293 15619 15619 4293 247 1

Tabla B.3: Lista de nimeros de Euler de primera clase

n
En la tabla anterior se observa que > [(”:1” = n!, resultado presentado en este trabajo

como corolario 2.5.3. Los numeros de Euler de primera clase estan relacionados con los
numeros de Stirling mediante la siguiente expresién

ki <Z>xk s kzn; KIS (n, k)@ — 1),

este resultado se conoce como el teorema de Frobenius [26, pag 244].

B.3.2. Numeros de Euler de segunda clase

. . , 1 , . . .
En combinatoria, los nimeros <<";r >> cuentan el nimero de permutaciones del multiconjunto
{1,1,2,2,...,n,n}, tales que los niimeros entre cada aparicién de m son mayores que m, y
ademds tiene exactamente k ascensos, propiedad observada en [35].

Ejemplo 18. Calcular <<g>>

FEstas permutaciones son
(112233), (122133), (112332), (123321), (133122), (122331)

Con lo cual <<3>> = 6. Se observa por ejemplo que (312132) no se cuenta ya que entre las dos
apariciones de 2 se encuentra 1, que es menor que 2; también se aprecia que, por ejemplo,
(113322) no se tienen en cuenta ya que incumple con la condicion de tener 2 ascensos.

La siguiente proposicion muestra una recurrencia que satisfacen los ntimeros de Euler de
segunda clase, presentada en la definicion 6.
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Proposicién B.3.3. ({"I")) = 2n+1—k) (")) + (k+ 1) {({(}}).

Demostracion. Por definicion <<"+1>> cuenta el nimero de permutaciones del multiconjunto
{1,1,2,2,...,n,n}, en las cuales los niimeros entre cada aparicién de m son mayores que m,
para cada m, tales que tienen k ascensos; por lo tanto, se debe probar que el lado derecho
corresponde a dicho conteo. Dada una permutacién del multiconjunto {1,1,2,2,...,n,n} con
la condicién enunciada, se agrega a dicha permutacion un elemento adicional a,,.; mayor que
los elementos considerados, por lo tanto tenemos dos casos:

1. a,41 no aporta ascensos.

2. anp4+1 aporta ascensos.

Se debe tener presente que los dos nimeros a, 1 deben aparecer consecutivos, ya que de no
hacerlo los nimeros entre ellos no serian mayores.

En el caso 1, se sabe que hay k ascensos, por lo tanto si (a,41an+1) se ubica en medio

de un ascenso entonces no aportard un ascenso, ya que si a; < a; se tiene que (axa;) y

(@kGn41an+10;) tienen un ascenso, lo cual nos da k opciones para ubicar la pareja (a,11a,41);

no obstante, dado que si (a,41a,+1) se ubica al inicio no aporta ningun ascenso, entonces en
n :

total hay (k+ 1) ((})) opciones.

En el caso 2, se sabe que hay < kf1> permutaciones de n elementos con k—1 ascensos; la pareja
(@ps1an41) puede ubicarse inicialmente en cualquiera de las 2n + 1 ubicaciones posibles. No
obstante, no puede ubicarse en medio de ninguno de los k£ ascensos, ya que no aportaria un
nuevo ascenso. Entonces en total hay (2n + 1 — k) << 1:1>> opciones.

Considerando los dos casos, se concluye que <<"+1>> (2n+1—k) <<kﬁ1>>+(k+ 1) <<Z>> O

La siguiente proposicién muestra algunos valores <<Z>> que se pueden conocer de manera
inmediata.

Proposicién B.3.4. (("™")) =[n+1]1 y {(})) =1 para cada n > 0.

Demostracion. Claramente (11) es una permutacién de {1,1} con 0 ascensos, que cumple
por defecto con la condicion de que los niimeros entre cada aparicién de 1 son mayores que
1, por lo tanto <<(1)>> =1

Supondiendo que <<nﬁl>> = n! se calcula <<”Zl>> mediante la recurrencia demostrada en la
proposicién B.3.3 obteniendo asi

(") =Cnt1-n)((" >> DG
=+ 1) (")) + << ) como ((,"})) =nly ((1)) =

= (n+ 1)[n]

Por lo tanto, (("*")) = [n + 1]1.
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Supondiendo que <<g>> = 1 se calcula <<":1>> mediante la recurrencia demostrada en la
proposiciéon B.3.3, con lo cual se obtiene

(T = <12n +1-0) (")) + 0+ 1)((E))  como ((")) =0y (()) =1
De esta forma queda demostrado que <<":1>> =h+1]y <<3>> =1 paracadan>0. [O

Teniendo en cuenta la recurrencia presentada en la proposicién B.3.3, y la proposicién ante-
rior, se construye la siguiente tabla que muestra los primeros valores <<Z>>

n/k|0 1 2 3 4 5 6 7
1 1
2 1 2
3 1 8 6
4 1 22 58 24
D 1 52 328 444 120
6 1 114 1452 4400 3708 720
7 |1 240 5610 32120 58140 33984 5040
8 1 494 19950 195800 644020 785304 341136 40320
Tabla B.4: Lista de nimeros de Euler de segunda clase
En la tabla anterior se observa que > (("/1)) = [2n — 1]l5, resultado presentado en este

trabajo como corolario 2.5.4. Los numeros de Stirling de primera y segunda clase pueden
expresarse en términos de ntimeros de Euler de segunda clase.

S(r,w=n) =3 () (")
swa—n) =¥ () ()

k=0
En [37], puede apreciarse mas expresiones que relacionan nimeros de Euler y nidmeros de
Stirling.

B.4. Numeros de Whitney de segunda clase

Los nimeros de Whitney de segunda clase, nombrados en honor a Hassler Whitney, son
de utilidad en la teoria de conjuntos ordenados [77]. Segun [7], estos nimeros satisfacen

1 & ok . n :
Ty g;o(_l)] (j)[m(k — j) + 1]", de donde se aprecia que
Win(n,0) = 1. La siguiente proposicién muestra una férmula de recurrencia para los niimeros
de Whitney de segunda clase.

la férmula explicita W, (n, k) =
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Proposicién B.4.1. W,,(n, k) = W,,(n — 1,k — 1) + [km + 1]W,,,(n — 1, k).

Demostracion. Antes de iniciar la demostracion, se deben tener en cuenta las expresiones

Waln—1k—=1) = ] ];(—1)j (k;l) m(k—1—7)+1"!
1 & .
Win(n —1,k) :Eﬁ;;}1V@M(k j)+1]
| =
Luego, dado que W, (n, k) = mik' Zk:(—l)j (f) [m(k — )+ 1]™ se tiene que W, (n, k) es dado
por e
LS I ()l — ) + 1k — ) + 1
m~rk! Fok
:maﬂ;ﬁ&ﬁ@ﬁﬂk—ﬁ+ﬂ”ﬂmk+l—mﬂ
1 & (K N 1k . ,
- () omth =30+ 0k = S5 0 ()t )+ 1 )
Wi (n—1,k)

Se observa que el lado izquierdo de la expresién es W, (n — 1, k)[mk + 1], por lo tanto basta
1 &k .

verificar que W,(n—1,k—1) = g do(—1) (l;) [m(k — 7) + 1]"~![my] para completar la

mw KR! =0

demostracion; se observa que si 7 = 0 el término se reduce a 0. Reescribiendo esta expresion

se tiene que

iy S (k= )+ 1o

RCORRY R o

- S | ((k )>+11 ]

1 ; k(k -
TR Lk(ngw!][ k=g

1 i k—1)! R
R @) -+
= e S D k) 1
- T S (== ) 1
= Win(n — 1,k — 1)

Concluyendo asi que Wy, (n, k) = W,,,(n — 1,k — 1) + [km + 1]W,,(n — 1, k). O
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A continuacién se presentan los primeros valores de los niimeros de Whitney Wi (n, k).

n/k[0 I 2 3 4 5 6 7
0 |1

1 |1 1

2 [1 3 1

3 /1 7 6 1

4 |1 15 25 10 1

5 |1 31 90 65 15 1

6 |1 63 301 350 140 21 1
7 |1 127 966 1701 1050 266 28 1

Tabla B.5: Lista de nimeros de Whitney Wy (n, k)

Teniendo en cuenta la tabla B.2, se observa que Wi(n,k) = S(n + 1,k + 1). Considerando
(), = z(x — 1) - (x — n + 1), siguiendo [25] se definen los nimeros r-Whitney como los
numeros tales que:

n
(mx+7r)= Z W (1, k)ym* (),
k=0
En general, los nimeros r-Whitney satisfacen la recurrencia

Wir(n k) =Wy o(n — 1,k — 1) + [km + r|Wy, . (n — 1, k),

con W,,.(0,0) = 1y Wy,(n,k) = 0parak >nyk < 0 [71]. Del mismo modo que en
la tabla B.5, teniendo en cuenta la recurrencia anterior, se procede al calculo de W, .(n, k)
obteniendo asi la siguiente tabla

n/k|0 1 2 3 4
0 1
1 r 1
2 r? 2r+m 1
3 3 3r2 + 3rm + m? 3r +3m 1
4 |t Ard+emr? +4mPr +md 6r2 + 12mr +™m? 4r4+6m 1

Tabla B.6: Lista de nimeros de Whitney W, .(n, k)

Con el fin de ilustrar el crecimiento de los términos W, .(n, k), la siguiente fila de la tabla
anterior estaria formada por las expresiones

5 5rt+10mr +10m2r2+5mPr+m? |, 10r34+-30mr24+-35m2r+15m3 |, 10r2+30mr+25m? | 5r+10m , 1

Se observa que los valores en la tabla B.5, equivalen a tomar »r = m = 1 en la tabla B.6.
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B.5. Numeros de Lah

Los nimeros de Lah, propuestos por Ivo Lah en 1954 [50] denotados |7| [33] o L(n, k) [77],
son utiles en combinatoria para realizar el conteo del nimero de formas en las cuales un con-
junto de n elementos [n] = {1,2,...,n}, puede ser particionado en k conjuntos linealmente
ordenados no vacios. En teoria de grafos, estos niimeros se interpretan como el nimero de
maneras de particionar un grafo completo con n vértices en una union disjunta de k£ bosques

decrecientes [33]. Estos nimeros satisfacen la férmula explicita L(n, k) = (7)(}2;)(n — k)!

n!
[27], que puede ser reescrita como L(n, k) = (Zj)y, de donde se aprecia que L(1,1) =1y
por defecto se define L(n,k) = 0 para k < 0 y k > n. La siguiente proposicién muestra una
férmula de recurrencia para los ntimeros de Lah.

Proposicién B.5.1. L(n+ 1,k) = (n+ k)L(n, k) + L(n,k —1).
n ) (n+1)!

Demostracion. Se observa que L(n + 1,k) = (k , por lo tanto basta con de-

—1) &
mostrar que (n + k)L(n, k) + L(n,k — 1) = (k ﬁ 1) (n ;;1)!.
(n+k)L(n, k) + L(n,k — 1) (n+mglﬂ;+wlhkfm,
k) [n — n' . [n—1]! n!
(n+ [ W[ M =2 — k41 (k=1
K) 1‘(n—/<:—|—1 ynl n—11k =1k n!
= (4 k) 1 TR R Bkl (k1)
= 1? 1Jin o [+ R =+ 1)+ [ = 10K
n- '”' n2 2 2
T 19'[71—/6-1— 'k?"[ —kn+n+kn—k +k+k — k|
= 13'[n—k+ 'k;i[”””]
= Ul - k+H%J(n+D]
n+ 1)!

Tk Hn—k+] Kl

n!

Lo cual prueba que (n + k)L(n, k) + L(n,k — 1) = <k . ) k!

= L(n+1,k). O

La siguiente proposiciéon muestra los valores de L(n, k) en los extremos, es decir si k =1y
k=n.
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Proposicién B.5.2. L(n,1) =n! y L(n,n) = 1 para cada n.

Demostracion. Dado que L(1,1) = 1, la proposicién se cumple para n = 1. Suponiendo que
L(n,n) = 1 se procede al calculo de L(n + 1,n + 1) siguiendo la proposicién B.5.1

Lin+1,n+1) =n+[n+1)Ln,n+1)+ L(n,[n+1] —1)
= L(n,n)

Por otra parte, dado que L(1,1) = 1!, se supone que L(n,1) = n!y se calcula L(n+1,1) de
la siguiente forma:
Ln+1,1) =(n+1)L(n,1)+ L(n,0)
= (n+1)n!
Por lo tanto, L(n + 1,1) = (n + 1)!. Concluyendo asi que L(n,1) = n!y L(n,n) = 1 para

cada n. O

Siguiendo la recurrencia presentada en la proposicion B.5.1, y los resultados de la proposicion
anterior, se construye la siguiente tabla con los primeros valores L(n, k).

n/k| 1 2 3 4 5 6 7 8
1 1

2 2 1

3 6 6 1

4 24 36 12 1

5 | 120 240 120 20 1

6 | 720 1800 1200 300 30 1

7 | 5040 15120 12600 4200 630 42 1

8 |40320 141120 141120 58800 11760 1176 56 1

Tabla B.7: Lista de nimeros de Lah

Cabe destacar que los niimeros de Lah son conocidos por algunos autores como los niimeros
de Stirling de tercera clase. [78, pag 464].

B.6. Generar nimeros y polinomios computacionalmen-
te

En esta seccién se muestra, empleando el software Matlab, cémo crear programas que permi-
tan construir familias de polinomios y nimeros definidos recurrentemente. Dada la cantidad
de objetos combinatorios presentados en este trabajo se consideran tinicamente algunos casos
particulares; en general todos pueden obtenerse de manera similar.

Dada la gramdtica G = {a — a®b;b — abc;c — abc?}, estudiada en la seccién 3.3, por la
proposicién 3.3.1 se sabe que D"(a) = a" 0"y, _1(c), donde los polinomios y,(z) son tales
que:
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2 AYn—1(7)

C —_—
dx

Dado que se conoce el primer polinomio g, v se tiene una recurrencia para los demas polino-
mios, se realiza el cédigo con el cual se puede obtener el polinomio ¥, deseado. Teniendo en
cuenta que la recurrencia incluye una derivada, es necesario crear las funciones de manera
simbdlica, ya que el manejo simbdlico facilita los procesos de derivacién y simplificacién de
los resultados. Algunos comandos especificos de Matlab deben ser tenidos en cuenta:

yn(2) = [(n + 1) + naly,—1(z) + con yo(z) = 1.

s %. Permite agregar comentarios en el programa, de este modo todo lo que se encuentre
a la derecha del simbolo % no serd tenido en cuenta al ejecutar el programa.

= %d. muestra el valor entero almacenado en una variable.

= syms. Presenta un letrero y permite al usuario digitar un valor.
= syms. Permite crear variables simbdlicas.

= diff. Deriva funciones creadas mediante variables simbdlicas.

= subs. Evalua una funcion simbdlica en un valor dado.

= ezpand. Expande las expresiones simbdlicas, empleando la ley distributiva.

Para una introduccién mas profunda al software Matlab, y sus instrucciones, se sugiere
remitirse a [5]. El cddigo con el cual se genera la recurrencia presentada es el siguiente:

n=input(’Digite el orden del polinomio hasta el cual desea conocer ’);

Syms X;

yO0=1+0%*x; % Crea el primer polinomio

for i=1:n
y=[i*x+i+1]*y0 +(x"2)*diff(y0);%Recurrencia para la familia de polinomios
fprintf (’\nPolinomio y%d’,i)
yO=expand (y)

end

Si se desea sumar los coeficientes de cada polinomio, con el fin de buscar algin patrén, la
forma mas simple de hacerlo es evaluando cada polinomio en & = 1, por esta razdn se sugiere
agregar las siguientes lineas antes de la instruccion end.

val=subs(y,1)
fprintf(’la suma de los coeficientes es %d\n’,val)

Empleando el codigo presentado se obtiene la informacion que se presenta a continuacion
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n |y, suma de coeficientes
011 1

1|z+2 3

2| 322+ 7o +6 16

3 | 1523 + 4022 + 462 + 24 125

4 | 105z* + 3152 + 43022 + 3262 + 120 1296

5 | 94525 + 31502* + 490023 + 453622 + 25562 4+ 720 | 16807

En la tabla anterior, se observa que la suma de los coeficientes de y,(x) da como resultado
[n + 2]™. Suponiendo que se desea construir el polinomio cuyos coeficientes son los nimeros
de Ramanujan, presentado en la subseccion 3.3.2, se debe tener presente la recurrencia que lo
genera y un polinomio inicial; en particular, por el teorema 3.3.8, se sabe que dicho polinomio
satisface la siguiente formula recursiva

72 dyr—1()

() = [(n+ 2 + s (o) + 22

con yo(x) = 1.

Por lo tanto, se emplea el codigo presentado anteriormente y se modifica la recurrencia que
genera la familia de polinomios, dado que en ambos casos yy = 1 el valor inicial se mantiene
igual

n=input(’Digite el orden del polinomio hasta el cual desea conocer ’);
syms X;
y0=1+0*x; % Crea el primer polinomio
for i=1:n
y=[(i+2)*x+i]*y0 +(x~2)*diff (y0);
y=[i*x+i+1]*y0 +(x~2)*diff(y0); 7% Recurrencia para los polinomios
fprintf (’\nPolinomio y%d’,i)
yO=expand (y)
end

De esta forma, se obtienen los siguientes resultados.

n |y, suma de coeficientes
01 1

113z+1 4

2 | 1522 + 10z + 2 27

3 | 10523 + 10522 + 40x + 6 256

4 | 945z* + 12602° + 7002% + 196z + 24 3125

5 | 103952° + 17325z% + 1260023 + 506822 + 1148z + 120 | 46656

Se observa que la suma de los coeficientes es [n + 1]".

Del mismo modo que se construyen familias de polinomios es posible construir familias de
nimeros, basta conocer la recurrencia que satisfacen y los valores iniciales de dichos niimeros.
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A manera de ejemplo se consideran los nimeros de Lah, estudiados en la seccién 2.7 del
apéndice, que satisfacen la recurrencia L(n + 1,k) = (n+ k)L(n, k) + L(n, k — 1), resultado
presentado como proposicién B.5.1; ademds se sabe que L(n,1) = n!, por la proposicién
B.5.2. Con el objetivo de hacer el programa eficiente no se incluiran estructuras de control
if, lo que significa que no se debe llegar a los casos por defecto L(n,k) con k >n o k < n.
El siguiente cédigo muestra como construir una funcién, en Matlab, que permita calcular los
numeros de Lah.

m=input (’Digite cuantas filas de los numeros de Lah desea calcular ’);
L=zeros(m,m) ;
for n=1:m

L(n,1)=factorial(n);

for k=2:n

L(n,k)=(n-1+k)*L(n-1,k)+L(n-1,k-1);

end

end

El comando factorial, incluido en Matlab, permite calcular n!, razén por la cual L(n,1) = n!
es escrito en el cddigo de la siguiente manera

L(n,1)=factorial(n)

Con lo cual ya se tienen los valores iniciales. La recurrencia que satisfacen los niimeros de
Lah, dada en la proposicién B.5.1, L(n + 1,k) = (n + k)L(n, k) + L(n,k — 1) se reescribe
para calcular L(n, k) de la siguiente forma

Lin+1,k) =(n+k)L(n,k)+ L(n,k—1) Sustituyendo n por n — 1
Ln,k) =(n—14+k)L(n—1,k)+ L(n—1,k—1)

razén por la cual la linea de codigo para la recurrencia es
L(n,k)=(n-1+k)*L(n-1,k)+L(n-1,k-1)

el resultado obtenido se puede apreciar en la tabla B.7. De manera analoga son construidas
las demas familias de nimeros presentadas en este trabajo.

En caso de que la lista de ntimeros a construir inicie con & = 0, se procede de manera
similar; por ejemplo los nimeros ¢, ; presentados en la seccién 3.3 satisfacen la recurrencia
Cnt1p = (M4 1D)epp + (n+ Ek)epp—1 y ademds ¢, o = n!, por las proposiciones 3.3.14 y 3.3.12
respectivamente. No obstante, dado que en Matlab los vectores y matrices se deben iniciar
desde la posicién 1, se debe tener cuidado a la hora de implementar la recurrencia, de esta
forma c,11 5 = (n+1)cpx+(n+k)cp -1 se reescribe sustituyendo n por n—1, dado que k estd
desplazado una posicion se debe tener presente que si se habla del valor k& se debe sustituir
por k — 1, no obstante si se habla de la posicion k esta se debe mantener igual. Teniendo en
cuenta lo anterior, el cédigo que permite construir los nimeros ¢, es el siguiente:
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m=input (’Digite cuantas filas de los numeros c desea calcular ’);
C=zeros(m,m+1) ;

c(1,1)=1;

c(1,2)=1;

for n=2:m
C(n,1)=factorial(n);
for k=2:n+1

C(n,k)=n*C(n-1,k)+(n-1+k-1)*C(n-1,k-1);

end

end

Por supuesto n— 1+ k—1 puede escribirse como n+ k — 2 sin afectar el resultado, no obstante
no se apreciaria adecuadamente la aclaracion realizada. La siguiente lista corresponde a los
primeros nuimeros ¢, j.

n/k| 0 1 2 3 1 5 6 7
1 1 1

2 2 4 3

3 6 18 25 15

4 | 24 96 190 210 105

5 | 120 600 1526 2380 2205 945

6 | 720 4320 13356 26488 34650 27720 10395

7 15040 35280 128052 305620 507430 575190 405405 135135

Si se quieren sumar los valores en cada fila, entonces se debe agregar al final del programa
la instruccion

sum(C(r,:))

donde r corresponde a la fila cuyos valores se desean sumar, de esta forma se observa que

> Cnr = (n+1)", para cada n > 1.
k=0



Bibliografia

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

ABRAHAM, S.: Some questions of phrase structure grammars. En: Computational
linguistic 4 (1965), p. 61-70.

AL-SALAM, Waleed ; LEONARD CARLITZ: Bernoulli numbers and Bessel polynomials.
En: Archiv der Mathematik 9 (1958), Nr. 6, p. 412-415.

ANTON, Howard: Elementary lineal algebra. John Wiley & Sons, 2010.

ATIA, Mohamed ; CHNEGUIR, Said: The exceptional Bessel polynomials. En: Integral
transforms and special functions 25 (2014), Nr. 6, p. 470-480.

ATTAWAY, Stormy: Matlab: A practical introduction to programming and problem sol-
ving. Vol. 3. United States : Elsevier, 2013.

BELL, Eric T.: Exponential polynomials. En: Annals of mathematics 35 (1934), Nr. 2,
D. 258 277.

BENOUMHANI, Moussa: On Whitney numbers of Dowling lattices. En: Discrete Mat-
hematics 159 (1996), p. 13-33.

BERNDT, Bruce: Ramanujan’s notebooks Part I. Singapur : Springer Verlag, 1985.

BonNa, Miklos: Introduction to enumerative combinatorics. United States : Mc Graw
Hill, 2007.

Bona, Miklos: Combinatorics of permutations. United States : CRC Press, 2012.

BovyapzuiEv, Khristo: Exponential polynomials, Stirling numbers, and evaluation of
some gamma integrals. En: Abstract and applied analysis (2009), p. 18.

BovyapzuiEv, Khristo: Close encounters with the Stirling numbers of the second kind.
En: Mathematics Magazine 85 (2012), p. 252-266.

BRODER, Andrei: The r-Stirling numbers. En: Discrete Mathematics 49 (1984), p.
241-259.

BrRUALDI, Richard: Introductory Combinatorics. China : Chapman and Hall/ CRC,
2009.



XXIV BIBLIOGRAFIA

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[28]

[29]

[30]

CAHILL, Nathan ; NARAYAN, Darren: Fibonacci and Lucas numbers as tridiagonal
matrix determinants. En: Fibonacci Quarterly 42 (2004), Nr. 3, p. 216-221.

CALLAN, David: A combinatorial survey of identities for the double factorial. En:
arXiw:0906.1317v1 (2009), p. 1-29.

CALLAN, David: Klazar trees and perfect matching. En: European Journal of combi-
natorics 31 (2010), Nr. 5, p. 1265-1282.

CALLAN, David ; MA, Shi ; MANSOUR, Toufik: Some combinatorial arrays related to
the Lotka-Volterra system. En: Electronic Journal of Combinatorics 22 (2015), Nr. 2
p. P.22.

CASTRO, Rodrigo D.: Teoria de la computacion: lenguajes, automatas, gramdticas.
Bogota : Universidad Nacional de Colombia, 2004.

CHARALAMBIDES, Charalambos: Enumerative combinatorics. United States : Chapman
and Hall/ CRC, 2002.

CHEN, Chuan ; KHO, Khee: Principles and techniques in combinatorics. Singapur :
World Scientific, 1992.

CHEN, William: Context-free grammars, differential operators and formal power series.
En: Theoretical Computer Science 117 (1993), p. 113-129.

CHEN, William ; Fu, Amy: Context-free grammars for permutations and increasing
trees. En: Advances in Applied Mathematics 82 (2017), p. 58-82.

CHEN, William ; HAO, Robert ; YANG, Harold: Context-free grammars and multivariate
stable polynomials over Stirling permutations. En: arXiw:1208.1420 (2012), p. 1-22.

CHEON, Gi-Sang ; JUNG, Ji-Hwan: r-Whitney numbers of Dowling lattices. En: Discrete
Mathematics 312 (2012), p. 2337-2348.

CoMTET, Louis: Advanced Combinatorics. Dordrecht : D. Reidel Publishing Company,
1974.

DaBouL, Siad ; MANGALDAN, Jan ; SPIVEY, Michael ; TAYLOR, Peter: The Lah

numbers and the nth derivative of ex. En: Electronic journal of combinatorics 86
(2013), Nr. 1, p. 39-47.

DALE, M ; MoON, J: The permuted analogues of three Catalan sets. En: Journal of
statistical planning and inference 34 (1993), Nr. 1, p. 75-87.

DEMIRTURK, Bahar: Fibonacci and Lucas sums by matrix methods. En: International
mathematical forum 5 (2010), Nr. 3, p. 99-107.

DumMoNT, Dominique: Grammaires de William Chen et dérivations dans les arbres et
arborescences. En: Séminaire Lotharingien de Combinatoire 37 (1996), p. B37a, 21
p.—B37a, 21 p.



BIBLIOGRAFIA XXV

[31]

[32]

[33]

[34]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

DuMONT, Dominique ; RAMAMONJISOA, Armand: Grammaire de Ramanujan et arbres
de Cayley. En: The Electronic Journal of Combinatorics 3 (1996), Nr. 2, p. R17.

EGEcIoGLU, Omer: Bessel polynomials and the partial sums of the exponential series.
En: Theoretical Computer Science 24 (2010), Nr. 4, p. 1753-1762.

Eu, Sen-Peng ; Fu, Tung-Shan ; LIANG, Yu-Chang ; WONG, Tsai-Lien: On xD-
Generalizations of Stirling Numbers and Lah numbers via Graphs and Rooks. FEn:
FElectronic journal of combinatorics 24 (2017), Nr. 2, p. P2.9.

EULER, Leonard (Ed.): Institutiones calculi differentialis cum eius usu in analysi fini-
torum ac doctrina serierum [Foundations of differential calculus, with applications to
finite analysis and series|. Academia imperialis scientiarum Petropolitana, 1755.

GESSEL, Ira ; STANLEY, Richard: Stirling polynomials. En: Journal of combinatorial
theory 24 (1978), p. 24-33.

GouLD, Henry ; QUAINTANCE, Jocelyn: Double fun with double factorials. En: Mat-
hematics Magazine 85 (2012), Nr. 3, p. 177-192.

GRAHAM, Ronald ; DoNALD KNUTH, D ; PATASHNIK, Oren: Concrete Mathematics:
a foundation for computer science. United States : Adisson Wesley, 1994.

GROSSWALD, Emil: Bessel polynomials. Springer-Verlag, 1978.

GULEC, Hasan ; TASKARA, Necati ; UsLU, Kemal: A new approach to generalized
Fibonacci and Lucas numbers with binomial coefficients. En: Applied mathematics and
computation 220 (2013), p. 482-486.

HAo, Robert ; WANG, Larry ; YANG, Harold: Context-free grammars for triangular
arrays. En: Acta mathematica sinica 31 (2015), Nr. 3, p. 445-455.

HiGcGIns, Peter: Number history: From counting to cryptography. London : Springer-
Verlag, 2008.

HowaARrD, F T.: Explicit formulas for numbers of Ramanujan. En: Fibonacci Quarterly
24 (1986), Nr. 2, p. 168-175.

HyATT, Matthew: Recurrences for Eulerian polynomials of type B and type D. En:
Annals of combinatorics 20 (2016), Nr. 4, p. 869-881.

JIN, Yinglie: The enumeration of labelled spanning trees of K,,,. En: Australasian
journal of combinatorics 28 (2003), p. 73-79.

Kosny, Thomas: Fibonacci and Lucas numbers with applications. John Wiley & sons,
2001.

KosHy, Thomas: FElementary number theory and applications, 2 ed. United States :
Academic Press publications, 2007.



XXVI BIBLIOGRAFIA

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]
[52]

[53]

[54]

Kosuy, Thomas: Catalan numbers with applications. Oxford University Press, 2009.

KRrRALL, HL ; FRINK, Orrin: A new class of orthogonal polynomials: The Bessel poly-
nomials. En: Transactions of the American Mathematical Society 65 (1949), Nr. 1, p.
100-115.

KRITHIVASAN, Kamala ; RAMA, R: Introduction to Formal Languages, Automata
Theory and Computation. India : Pearson, 2009.

LAH, Ivo: A new kind of numbers and its application in the actuarial mathematics. En:
Boletin do Instituto dos Actuarios Portugueses 9 (1954), p. 7-15.

LEHMANN, Ingmar: The fabulous Fibonacci numbers. Prometheus books, 2007.

LEVEQUE, Olivier ; VIGNAT, Christophe: About some identities for Bessel polynomials.
En: arXiv:1210.2081 (2009), p. 1-8.

LINDSAY, Jim ; MANSOUR, Toufik ; SHATTUCK, Mark: A new combinatorial interpre-

tation of a g-analogue of the Lah numbers. En: Journal of combinatorics 2 (2011), Nr.
2, p. 245-264.

LiNz, Peter: An introduction to formal languages, 6a Ed. United States : Jones &
Bartlett Learning, 2017.

Liu, Lily ; Zuu, Bao-Xuan: Strong g-log-convexity of Eulerian polynomials of coxeter
groups. En: Annals of combinatorics 338 (2015), p. 2332-2340.

LUKAS, Roman ; MEDUNA, Alexander: Multigenerative grammar systems and matrix
grammars. En: Kybernetika 46 (2010), p. 68-82.

Luo, Jianjin: Antu Ming, the first inventor of Catalan numbers in the world. En:
Neimengu Dazue Xuebao 19 (1988), p. 239-245.

Ma, Shi: Bessel Polynomials, double factorials and context free grammars. En: ar-
Xiv:1208.5409v3 (2012), p. 1-8.

MaA, Shi: Derivate polynomials and enumeration of permutations by number of interior
and left peaks. En: Discrete Math 312 (2012), p. 405-412.

Ma, Shi: Some combinatorial sequences associated with context-free grammars. FEn:
arXiw:1208.3104v2 (2012), p. 1-7.

MA, Shi: Enumeration of permutations by number of alternating runs. En: Discrete
Mathematics 313 (2013), p. 1816-1822.

MaA, Shi: A family of two-variable derivative polynomials for tangent and secant. En:
European Journal of combinatorics 20 (2013), Nr. 1, p. P11.

MaA, Shi: Some combinatorial arrays generated by context-free grammars. En: European
Journal of combinatorics 34 (2013), Nr. 7, p. 1081-1091.



BIBLIOGRAFIA XXVII

[64]

[74]
[75]
[76]

[77]

Ma, Shi ; MANSOUR, Toufik ; SCHORK, Matthias: Normal ordering problem and the

extensions of the Stirling grammar. En: Russian Journal of mathematical physics 21
(2014), Nr. 2, p. 242-255.

Ma, Shi-Mei ; YEH, Yeong-Nan: FEulerian polynomials, Stirling permutations of the
second kind and perfect matchings. En: The electronic journal of combinatorics 24
(2017), Nr. 4, p. P.27.

MANSOUR, Toufik ; SCHORK, Matthias: The generalized Touchard polynomials revisi-
ted. En: Applied mathematics and computation 219 (2013), p. 9978-9991.

MATOUSOVA, Ivana ; TROJOVSKI, Pavel: On a sequence of tridiagonal matrices whose

permanents are related to Fibonacci and Lucas numbers. En: International Journal of
Pure and Applied Mathematics 105 (2015), Nr. 4, p. 715-721.

MENDEZ, Miguel ; RAMIREZ, José: A new approach to the r-Whitney numbers by using
combinatorial differential calculus. En: arXiv:1702.06519v1 (2017), p. 1-22.

MESERVE, Bruce: Classroom notes: Double factorials. En: American Mathematical
Monthly 55 (1948), p. 425-426.

MEZzO, Istvan: A new formula for the Bernoulli polynomials. En: Results in Mathematics
58 (2010), Nr. 3, p. 329-335.

MEZO, Istvan ; RAMIREZ, Jose: Some Identities of the r-Whitney numbers. En: Aequa-
tiones Mathematicae 90 (2016), p. 393-406.

MUBEEN, Shahen ; REHMAN, Abdur: (n-k) factorials. En: Journal of Inequalities and
Special Functions 5(3) (2014), p. 14-20.

MumTAZ, A. ; KHURSHEED, A.: A study of Bessel polynomials suggested by the poly-
nomials L># if Prabhakar and Rekha. En: Soochow Journal of Mathematics 26 (2000),
p. 19-27.

PAUN, Gheorghe: Membrane computing an introduction. Berlin : Springer-Verlag, 2002.
PETERSEN, Kyle: Fulerian numbers. United States : Birkhauser, 2015.

RAHMANI, Mourad: Some results on Whitney numbers of Dowling lattices. En: Arab
Journal of Mathematical Sciences 20 (2014), Nr. 1, p. 11-27.

ROSEN, Kenneth: Handbook of discrete and combinatorial mathematics. CRC Press,
2000.

SANDOR, Jozef ; CRSTICI, Borislav: Handbook of number theory. Vol. 2. Kluwer Aca-
demic Publishers, 2004.

SHALLIT, Jeffrey: A second course in formal languages and automata theory. United
States : Cambridge University Press, 2009.



XXVIII BIBLIOGRAFIA

[80] SHENTON, L ; BowMAN, K: The geometric distribution’s central moments and Eulerian
numbers of the second kind. En: Far East Journal of Theoretical Statistics 7 (2002),
Nr. 1, p. 1-17.

[81] SHOR, Peter: A new proof of Cayley’s formula for counting labeled trees. En: Journal
of combinatorial theory, series A 71 (1995), p. 154-158.

[82] Spivak, Michael: Cdlculo 3a edicion. Barcelona : Reverté, 2012.

[83] STANLEY, Richard: Enumerative combinatorics. Vol. 2. Cambridge University Press,
1999.

[84] TOUCHARD, Jacques: Sur les cycles des substitutions. En: Acta Mathematica 70 (1939),
Nr. 1, p. 243 297.

[85] WEISSTEIN, Eric: CRC' concise encylopedia of mathematics. United States : Chapman
& Hall/CRC, 2002.



