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Resumen v

Resumen

La estimacion de pardametros a través de intervalos de confianza es una de las
herramientas béasicas del analisis estadistico. Esta tematica se aborda en los curso de
fundamentacion estadistica de los programas de pregrado e incluso en los programas de
fundamentacion media de algunos paises. En este trabajo se presenta una propuesta
pedagdgica para su ensefianza basada en el uso de la simulacién en R (http://www.r-
project.org/). Por simplicidad se trabaja el caso de estimacion por intervalo para la media

() asumiendo muestras de distribuciones binomial y normal.
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\Y Abstract

Abstract

The estimation of parameters across confidence intervals is one of the basic tools of the
statistical analysis. This subject matter approaches in the course of statistical foundation
of university and even in the programs of basic education of some countries. In this work
one presents a pedagogic offer for his education based on the use of the simulation in R
(http: // www.r-project.org/). For simplicity one works the case of estimation for interval for

the average (n) assuming samples of binomial and normal distributions.
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Introduccidén

La estadistica como disciplina es relativamente joven (Yafiez, 2000) en comparacién con
la matematica, que en el siglo Ill a.c inici6 la formalizacibn mediante un sistema
axiomatico que fue recopilado en el tratado Los Elementos (Euclides, trad. 1991), escrito
por Euclides de Alejandria, considerado el matematico mas prominente de la antigliedad.
Aunque los origenes de la estadistica son también antiguos y se remontan a actividades
principalmente relacionadas con el conteo de bienes, productos y al manejo de las cifras
del estado, de donde se acufio su nombre, es reciente su reconocimiento como disciplina
relevante y de importancia practica; gran razon tiene el eminente estadistico hindu
Radhakrishna Rao al afirmar que “la estadistica tiene gran antigiedad pero escasa
historia” (Rao, 1997).

Dentro de la lista de autores que mas han contribuido a la estadistica se destacan
algunos que han sido los precursores, cuyos aportes proporcionaron impulso a esta
ciencia, entre ellos tenemos a Adolphe Quetelet (1796-1874), Francis Galton (1822-
1911), Karl Pearson (1857-1936), Charles Spearman (1863-1945), William Gossett
(1876-1937), Ronald Fisher (1890-1962), Jerzy Neyman (1894-1981), y Andréi
Kolmogorov (1903-1987). Estos y muchos otros intelectuales ademas de su trabajo como
investigadores, se ocuparon también de difundir su conocimiento en eventos cientificos y
en instituciones de educacién; pero la problematica en torno a la ensefianza y el
aprendizaje de la estadistica tiene los primeros referentes significativos tan solo al final
del siglo pasado: (Kempthorne, 1980; Garfield & Ahlgren, 1988).

Uno de los contenidos tematicos fundamentales en la ensefanza de la estadistica es el
andlisis inferencial, que en términos muy generales consiste en estimar las

caracteristicas generales de las poblaciones mediante muestras. Su aplicacion es
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compleja e involucra una gran cantidad de conceptos entre los que se destacan: la
distribuciéon de muestreo, las nociones de intervalos de confianza (IC) y las pruebas de
hipétesis (PH), los cuales son fundamentales al momento de entender y aplicar con éxito
los métodos estadisticos. Particularmente el aprendizaje del concepto de IC ha generado
diversas tensiones entre estudiantes y profesores, debido a la complejidad e intrincadas
relaciones entre los elementos constitutivos de esta nocion. En el desarrollo histérico de
la inferencia estadistica y especificamente en la nocién de IC se evidenciaron dificultades
y controversias que se dieron lugar entre investigadores consumados que trabajaron en

este campo, para finalmente proponer su actual estado.

Entender y reflexionar sobre el proceso de inferencia estadistica favorece el aprendizaje
de los futuros profesionales, particularmente de aquellos que seran usuarios frecuentes
de los métodos estadisticos y por lo tanto requieren de conocimientos bien fundados que
le permitan utilizar la estadistica con criterio y responsabilidad. Aunque subsisten las
dificultades, los docentes han hecho uso de diversas estrategias para abordar la
ensefianza de la inferencia; particularmente la comprension de la nocién de intervalo de
confianza ha sido objeto de estudio por parte de investigadores logrando aportes tedricos
y filosoficos, como por docentes que han usado experiencias de aula como elemento
constitutivo de sus indagaciones. Lo anterior invita a profundizar en el complejo estudio
de los problemas de la ensefianza y aprendizaje de la estadistica y a desarrollar

estrategias para buscar soluciones en las mencionadas areas.

Este trabajo tiene como aristas mas visibles la revisién de la teoria relacionada con el
concepto estadistico de intervalo de confianza, la exploracion del estado del arte sobre
las dificultades en su comprension, el examen de documentacion sobre el uso de
herramientas computacionales para apoyar la ensefianza de este concepto; esto con el
fin de estructurar una propuesta para ensefiar IC usando simulacion, recurso que ha
ganado impetu, con el cual se espera apoyar el proceso de ensefianza y potenciar la
comprension en los estudiantes. El software usado para desarrollar las simulaciones es R

( http://www.r-project.org/ ) el cual es libre y debido a que requiere elementos de

programacion, invita a los estudiantes a tomar parte activa en su proceso de aprendizaje.

En este documento se consigna en el primer capitulo una revisién sobre la evolucién del
concepto de IC, que se relaciona con los aspectos disciplinares y en particular con la

inferencia estadistica. Luego en el segundo capitulo se incluye la presentacién de los


http://www.r-project.org/

Introduccién 3

problemas que se suscitan en la interpretacién de los IC apoyandose en referencias e
investigaciones al respecto asi como en la experiencia docente; al final de este capitulo
se hace una breve presentacion sobre el uso de programas computacionales como
herramienta en la ensefianza de la estadistica. El tercer capitulo trata sobre algunos
aspectos epistemoldgicos que rigen la inferencia estadistica asi como su ensefianza. El
capitulo cuatro contiene la propuesta para la ensefianza de IC y en el Ultimo capitulo se

proveen algunas conclusiones y recomendaciones.






1.Evolucion del concepto de intervalo de
confianza

En los cursos regulares de estadistica se ensefla que para inferir respecto a una
caracteristica de la poblacion, denominada pardmetro, se hace uso de su estimacion a
partir de los datos encontrados en la muestra. Ante la imposibilidad de asegurar que este
calculo sea efectivamente lo acontecido en la poblacién, se prefiere proponer un rango
de valores que tengan la posibilidad de contener al pardmetro. Esto se logra
generalmente mediante un IC que es entendido como un conjunto de valores (calculado
a partir de los datos de una muestra) en el cual puede encontrarse el verdadero valor del
parametro con un determinado nivel de confianza. El coeficiente de confianza indica el
porcentaje de las muestras, tomadas en las mismas condiciones, en las cuales el
intervalo cubriria el verdadero valor del parametro.

El IC como procedimiento, describe una regla general de construccién de dicho rango de
valores, a partir de una estadistica calculada con los datos de la muestra, para el
pardmetro correspondiente. La estadistica tiene una distribucion de muestreo conocida
gue indica la manera en la cual se comporta en el muestreo repetido e involucra
conceptos de probabilidad. La idea general de IC se particulariza dependiendo del
pardmetro a estimar (media, proporcion, varianza, etc.) y segun el tipo de distribucion de
donde se obtiene la muestra (discreta o continua) asi como condiciones de simetria y
otros aspectos que se conoce de la misma.

El IC es uno de los procedimientos que en union a la prueba de hipétesis, conforman los
mecanismos clasicos de la inferencia estadistica, entendida esta como el conjunto de
aspectos tedricos y de técnicas y métodos que permite emitir conclusiones a nivel de la
poblacién usando la informaciébn de una muestra. El proceso de estimacion de
pardmetros considera que un determinado fenémeno aleatorio esta caracterizado por una
distribucion de probabilidad, la cual depende de uno o varios parametros que se
consideran constantes y desconocidos; al no ser posible recolectar los datos de toda la

poblacién, se utiliza una muestra aleatoria, de esta misma poblaciébn para hacer la
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estimacion. El problema consiste en proveer un valor aproximado del parametro (o
pardmetros) a partir de los datos observados del estadistico (o estadisticos) en la
muestra. Es decir, considerando que X;, X5, -+, X,, €S un conjunto de n variables aleatorias
cuyos valores particulares pueden ser obtenidos a través de muestras aleatorias y que
tienen una funcion de probabilidad que depende de k parametros,

f(x1,x,+, %, /01,05, , 0) (1.1)
el objetivo es estimar estos parametros teniendo en cuenta los valores observados para
una realizacion particular de las n variables aleatorias x, x,, -+, x;,.
La estimacion de un pardmetro 6 mediante un IC usando el llamado método pivotal
(Canavos, 1988, pag. 273), consiste en encontrar una estadistica T que utilice y resuma
toda la informacion proveniente de la muestra aleatoria con respecto a 6 y disponer de
una relacion con otra variable X = f(T;60), llamada variable aleatoria pivotal, que
involucra a 6 pero cuya distribucién de probabilidad no depende de 6 ni de otro
parametro desconocido. De la distribucion de X se pueden seleccionar dos valores x; y
X, que cumplan la siguiente condicion,

Px;<X<x,)=1-a, (1.2

donde 1 — a es el coeficiente de confianza. Sustituyendo la variable aleatoria pivotal y
con el manejo algebraico adecuado se puede expresar el evento como,

Plh(T) <8 < h,(T)]=1-a, (2.3)
con hy(T) y h,(T) funciones de la estadistica T y por consiguiente variables aleatorias. El
intervalo de confianza para 6 se obtiene sustituyendo en h{(T) y h,(T) los estimadores
calculados con los datos de la muestra, dando origen al llamado intervalo de confianza

bilatetral.

La presentacién anterior es la forma como actualmente se trabaja la nocion de IC, pero
esta recorrié por una serie de transformaciones. A continuacion se presenta la manera en
la cual evoluciond el concepto de IC iniciado con la vision Bayesiana, luego con la

incorporacion de la probabilidad fiducial y finalmente con el enfoque frecuentista.

1.1 Lavision de Bayes

Uno de los primeros métodos para la solucion del problema de la estimacion se debe a
Thomas Bayes (1702-1761) quien en su teorema (Devore, 2008, p4g. 72) especifica la

manera en la cual es posible calcular las probabilidades a posteriori de un efecto ya



ocurrido, condicionado a una determinada causa. Se toma en cuenta para la solucion dos
fuentes de informacion, las probabilidades a priori de los eventos que se consideran

causales y las probabilidades que los eventos causales produzcan el efecto de interés.

La contribucion de Bayes reside en considerar los parametros a estimar como variables
aleatorias. Este autor plantea una serie de experimentos donde aparece p veces el
evento, g veces su complementario y se considera que el pardmetro es X, la probabilidad
del evento. El objetivo radica en determinar la probabilidad de que X se encuentre entre
X, Y x,. Para Bayes, la probabilidad en cuestion viene dada por la expresién siguiente:

f;lz xP(1-x)9dx

folxp(l—x)qu
Al considerar que el parametro es desconocido y estar interesado en determinar la
probabilidad de que este se encuentre dentro de un conjunto dado de valores, Bayes
propone la construccién del llamado intervalo de credibilidad; este es el punto de partida
hacia la construccion de los intervalos de confianza (Olivo, Ortiz, & Batanero, Notas
historicas sobre los intervalos de confianza e implicaciones didacticas, 2007).

Simon Laplace (1749-1827) trabaja sobre problemas relacionados con la inferencia y
estudia en particular problemas relacionados con la estimacién del valor de p en una
distribuciéon Binomial, para lo cual considera una urna en donde hay bolas blancas y
negras en una relacion desconocida. Cuando se extrae una bola y se encuentra que es
blanca, se desea establecer la probabilidad de que la relaciébn sea p a g. En esta
situacion el evento es conocido pero las causas desconocidas.

Refinando el problema se considera que F es un evento ocurrido y que hay n causas
desconocidas 4, &,..., 6,. Al considerar que el evento puede ser producido por n causas
diferentes, entonces el cociente de las probabilidades de esas causas dado el evento, es
igual que el cociente de las probabilidades del evento dadas las causas, esto puede se
escrito asi:

P(6i/F) _ P(F/6)
P(8;/F)  P(F/8)) "

(1.5)

Esto lleva a pensar que la probabilidad para cada una de las causas es igual a la
probabilidad del evento dada esa causa, dividida entre la suma de todas las
probabilidades de los eventos dadas cada una de las causas (Diaz, 2007) y de acuerdo a

la notacion establecida es:
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P(F/0))

P(6i/F) = ey (1.6)

el cual es reconocido como equivalente al Teorema de Bayes y puede ser orientado para
calcular P(6,,0,,...,0,/x1,Xx5,...,x ), €S decir la probabilidad a posteriori para
04,0,, ...,0,, dado un conjunto de eventos o valores indicados x'1,x"5, ..., X', €n aquellas
situaciones donde se conocen las probabilidades a priori P(6,,0,, ..., 6,,). Este teorema se
puede ajustar para calcular la probabilidad que un determinado parametro 6; se
encuentre dentro de un par de valores, considerando que 8; es un estimador de 6; por
ser el méas probable y yun valor fijo positivo. La probabilidad asi descrita,
P(Bi—y<60,<8,+y/x1,x 3 ....xn) (1.7)
corresponde a la exactitud en la estimacion, es decir evalla cuan buena es. El talon de
Aquiles de esta propuesta radica fundamentalmente en que la probabilidad a priori es
generalmente desconocida pero para salvar este escollo se ha sugerido usar la
distribucién uniforme (Diaz, 2007).
Tanto Laplace como Gauss contemplan un valor desconocido para el parametro 6 y un
cierto nUmero de mediciones x; todas sujetas a error aleatorio. Fue comun en estos

autores considerar la funcién de perdida L(é,e), gue representa la diferencia que se

admite por adoptar a & como estimador de 6. La funcién de pérdida que uso Laplace fue

el valor absoluto de la diferencia, L,(9,0) = |§ — 6|, mientras que la utilizada por Gauss

fue la perdida cuadratica Lg;(6,6) = (6 —6)°, de donde se gener6 la teoria de los

minimos cuadrados muy reconocida particularmente en la estimacién del modelo lineal.

1.2 Probabilidad fiducial de Fisher

El uso del teorema de Bayes requiere el conocimiento de probabilidades a priori, esto
conlleva el problema de que esta informacién no est4 usualmente disponible para el
parametro, por lo cual se acude a definiciones subjetivas de la misma. Fisher en su
articulo Inverse Probability que data de 1930, introdujo la nocién de intervalos fiduciarios.
La llamada probabilidad fiducial cuantifica el chance que tiene el parametro de tomar un

determinado valor, enfatizando que el parametro es una variable. A manera de ejemplo

considerar una poblacién normal con ¢ conocida y el valor u; = X — 1.64% ; lo que la



probabilidad fiducial afirma es que P(u < u,) = 0.95 y cuyo significado es que en el 5%
de las posibles muestras, u no supera el valor p; obtenido en los datos.

Entonces si se considera una probabilidad P, se puede establecer una relacion entre el
estadistico y el parametro, tal que 8 es el valor en el P% percentil correspondiente a un 6
dado. Tomando una probabilidad de 0.95, implica que en el 5% de las muestras
excederd al percentil 95% asociado al valor de 6 de la poblacion de donde se extrajo la
muestra. Esta relacion es denominada por Fisher como el “5% fiducial del valor de 6”.
Esta teoria de Fisher permite calcular valores de verosimilitud sobre los parametros, pero

no proporciona una distribucién de probabilidad respecto a los parametros desconocidos.

1.3 Lareplicacion de experimentos de Neyman

La teoria moderna sobre los intervalos de confianza comienza con el trabajo de Jerzy
Neyman quien en su articulo “On the two different aspects of the representative methods”
hace referencia por primera vez a este término (Olivo, Ortiz, & Batanero, Notas historicas
sobre los intervalos de confianza e implicaciones didacticas, 2007). La tesis plantea que
el problema de estimacion puede ser resuelto con base en la teoria frecuentista de
probabilidades, sin requerir el uso de probabilidades a priori y la solucién consiste en
determinar un intervalo dentro de cuyos limites se supone que esta contenido el valor del
pardmetro. La valides de esta teoria esta sustentada en la ley de los grandes nameros, al
suponer gue siempre que se repita un experimento con una probabilidad constante P de
cierto resultado A, a la larga la frecuencia relativa de la aparicién de A se aproximara a P.
Para este procedimiento se asume que la estimacion  no sera4 exactamente igual al
pardmetro 6, siendo necesaria una medida de la exactitud de la estimacion, usando para
este fin a S, la desviacion con respecto a 9; luego se calculan dos estimaciones de la

forma:
LI=0+kS; y LS=08+k,S; , (1.8)

donde LI es la estimacion inferior, LS es la estimacion superior, k; y k, constantes

asociadas a los limites dentro de los cuales se presume que cae el verdadero valor del
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parametro. Se necesita elegir por anticipado un valor ¢ para el coeficiente de confianza
(0<e<1), que en los procedimientos actuales de estimacion se acostumbra a designar
como l-a. Neyman se esfuerza por distinguir que el coeficiente de confianza esta
referido a los valores de la estimacion superior e inferior pero de ninguna manera a la
probabilidad de que el valor del parametro se encuentre dentro de tales limites (Mayo,
1981). En otras palabras, la nocién de intervalo de confianza asi presentada considera al
pardmetro constante, mientras que los limites del intervalo son variables que cambian de

una muestra a otra.

1.4 Consideraciones generales

En resumen, es Util para los procesos de ensefianza y aprendizaje examinar las posturas
de los autores y el contexto histérico que rodean la consolidacion del concepto de
intervalo de confianza dentro de una teoria de la estimacion. En este caso la estimacion
de parametros que inicialmente se dio con la construccion de intervalos de credibilidad
con una vision bayesiana, posteriormente Fisher promulgd los intervalos fiduciales, y
finalmente Neyman plante6 el concepto de intervalos de confianza. Entre las posturas
acerca de esta nocion, se considerd en primera instancia el pardmetro como una variable
aleatoria, los limites del intervalo de credibilidad fijos y la probabilidad referida al chance
de que el parametro estuviese contenido en el intervalo en un Gnico experimento. Esto se
fue transformando hasta considerar el pardmetro es fijo, los limites aleatorios y la
probabilidad interpretada en términos frecuenciales, indicando la proporcién de intervalos
gue contienen el pardmetro en la supuesta repeticion indefinida del experimento,

mediante la obtencion de muestras de la misma poblacion.



2.La comprension del concepto de intervalo
de confianza

En este aparte se presentan algunos resultados publicados respecto a las dificultades
gue presentan investigadores y estudiantes de nivel universitario al enfrentar el concepto
de IC. Algunos de estos resultados son compartidos por las pruebas de hipétesis
estadisticas, toda vez que estos son dos procedimientos que estan relacionados y tienen
un tronco comun: las distribuciones de muestreo y la probabilidad. Por otra parte, algunos
de los problemas referidos han sido también evidenciados en la préactica docente, lo que
resulta ser util pues se dispone de experiencias que apoyan el estudio de la situacién

objeto de investigacion.

2.1 Dificultades en la comprension

Las indagaciones sobre la comprensién de IC se han justificado en gran medida, porque
esta nocion se utiliza ampliamente en los métodos estadisticos que son demandados por
investigadores en sus publicaciones, siendo indispensable que la interpretacion del IC
sea la apropiada; esta nocién también esta presente en el curriculo de estudiantes a nivel
de pregrado y posgrado. Tanto para investigadores como para estudiantes hay
evidencias de dificultades en la comprension del IC.

En un publicacién que estudié los errores en la interpretacion de IC por parte de
investigadores (Cumming, Williams, & Fidler, 2004), se empleé una aplicacion
computacional donde se mostraba a los participantes un diagrama de una media
muestral con el correspondiente IC del 95% y se solicitaba ubicar donde se considera
mas probable que se presentara la media de la muestra si el experimento se replicara 10
veces. Los resultados indicaron que los investigadores tienen una mala concepcion del
nivel de confianza, manifestada en la creencia errénea de que un IC del (1-a)100%

captura en esta misma proporciéon los promedios de una serie de muestras aleatorias.
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Los investigadores creen que un intervalo de confianza del 95% incluir4 alrededor del
95% de las medias muestrales en las futuras replicaciones, el verdadero valor es 83.4%
(Estes, 1997). Segun lo anterior, no el 5% como lo creen los investigadores, es en
realidad el 16.6% de las medias de las replicaciones las que quedan por fuera de un
intervalo de confianza del 95%. En resumen los investigadores esperan (errbneamente)
una alta probabilidad de replicacién, suponiendo que, al tomar una nueva muestra, el

nuevo intervalo de confianza sera muy parecido al original.

En otra investigacion (Cumming & Fidler, 2005) esta vez con estudiantes universitarios,
se solicité a 55 alumnos del programa de ciencias del ambiente interpretar resultados
publicados en revistas cientificas referidos a IC y PH. Concerniente a las pruebas de
hipétesis se analizaba especificamente el valor p entendido asi: “Si W es un estadistico
de prueba, el valor p o nivel de significancia alcanzado, es el nivel minimo de
significancia o para el cual los datos observados indican que se debe rechazar la
hipétesis nula” (Wackerly, Mendenhall, & Scheaffer, 2002)

Entre los resultados que obtienen los autores se destaca que 44% de los estudiantes
interpreta incorrectamente un valor p pequefio en un contraste, al favorecer en la
conclusion lo consignado en la hipétesis nula. Cuando se presentaron los resultados que
los estudiantes deberian analizar pero esta vez usando IC, s6lo 18% interpreta
incorrectamente los resultados. Esto puede sugerir que la comprension de los intervalos
de confianza podria ser mas accesible que interpretar un contraste de hipétesis. En el
mismo estudio, se encontré que aquellos estudiantes que se enfrentaron al analisis de
los IC y posteriormente a los del valor p, tienden a responder acertadamente con una

mayor frecuencia que aquellos que observaron en primera instancia el valor p.

Otro objetivo en esta investigacion trataba sobre la manera en la cual se concibe la
naturaleza de los intervalos de confianza, para lo cual se encuesté a 180 estudiantes de
psicologia quienes habian tomado por un afio un curso de introduccion a la estadistica
enfocado en intervalos de confianza. Una proporcion importante consideran los
intervalos solo como estadisticos descriptivos, ignorando su naturaleza inferencial.
Prueba de ello fue que 38% de ellos creian que los IC proveen valores posibles para la
media de la muestra; por otra parte el 19% asociaban el intervalo con rango o un rango

truncado para los valores de la variable. Se presentan también dificultades en la manera
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en la que se relacionan entre si los distintos conceptos que intervienen en los intervalos
de confianza. El 29% de los estudiantes considerados creen que el ancho del intervalo de
confianza se incrementa al aumentar el tamafio de muestra, un 20% manifiesta que no se
altera, el 36% desconoce la relacion entre ancho del IC y el tamafio de muestra, lo que
finalmente deja solamente un 15% que refiere acertadamente la relacion entre el ancho

del IC y el tamafio de muestra.

Estos resultados, ademas brindan la posibilidad de aportar a la comprension de este
concepto en los estudiantes. Las observaciones subjetivas propias y las reportadas en
los estudios refuerzan la idea que el aprendizaje de IC amerita ser estudiado a
profundidad. El concepto y su apropiacién por parte de los estudiantes han generado
dificultad. Es un tema que incluye gran diversidad de conceptos estadisticos previos

finamente entrelazados asi como otros propios de la inferencia.

2.2 Uso de software y simulacion como alternativa

Si bien la simulacién es un recurso didactico usado para ayudar a comprender la nocién
de IC, de ninguna manera puede proveer justificaciones o demostraciones. Uno de los
proyectos pioneros al respecto fue “Exploring the role of computer simulations in
developing understanding of sampling distributions (delMas, Garfield, & Chance, 1999) en
el cual se analiza el uso de la simulacibn mediante el software Sampling SIM

(http://www.tc.umn.edu/~delma001/stat tools/software.htm) para inferencia y muestreo.

Primero el estudiante debia responder un cuestionario de entrada para determinar su
nivel de conocimiento previo. Posteriormente se plane6é una serie de actividades en
donde mediante simulaciéon se conducia al estudiante por diversas escenarios con el
objetivo de comprender los intervalos de confianza, en Ultima etapa se aplicé una prueba
final que involucra confrontacién con algunas de las preguntas de la prueba de entrada,
temas relacionados con las actividades de simulacién y sobre problemas de aplicacion.
Se usO la experiencia anterior para hacer mejoras al software (delMas, Garfield, &
Chance, 2004), se redisefio la prueba de entrada y se mejoraron las actividades
buscando que los estudiantes que hicieran sus propias predicciones y comparaciones,

las cuales se evaluaron mediante este mismo software.


http://www.tc.umn.edu/~delma001/stat_tools/software.htm
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Otro software para el aprendizaje de estadistica inferencial es HyperStat

(http://davidmlane/hyperstat/), en cuyo vinculo el profesor David Lane, adscrito a la

Universidad de Rice en Houston Texas, proporciona un conjunto de aplicaciones para el
aprendizaje de conceptos estadisticos basicos, entre los que se encuentra un simulador
para generar intervalos de confianza provenientes de una distribucion normal tomando
muestras de tamafio 10, 15y 20.

La Universidad Complutense de Madrid en la facultad de biologia, tiene una aplicacién en
linea (http://e-stadistica.bio.ucm.es/) que apoya la comprension de la estadistica, y

particularmente en lo referente a los intervalos de confianza disefio un aplicativo que
genera muestras aleatorias de una distribucién normal estandar. En Cumming (2012) se
anexa un software llamado ESCI, que trabaja sobre Microsoft Excel y que esta disefiado
para realizar simulaciones y apoyar la comprension de de intervalos de confianza,

pruebas de hipotesis, muestreo y metanalisis.

Desde la década de los 80 y con mas fuerza desde los 90°s se ha intensificado el uso de
software como apoyo para la docencia. La ensefianza moderna de estadistica y analisis
de datos supone el manejo de algun tipo de software estadistico, existiendo actualmente
una amplia variedad de opciones para este fin. Para un analisis introductorio acerca de
las posibilidades de empleo de las herramientas informaticas en el contexto de la
ensefianza, se comienza por sefalar algunas distinciones basicas relacionadas con las
caracteristicas del software. Una primera cuestion tiene que ver con el alcance del
software en cuanto al rango o variedad de métodos estadisticos que manejan. En una
categoria esta los programas de mdltiple propésito como:

e SPSS® (http://www-01.ibm.com/software/analytics/spss/),

e SAS® (http://www.sas.com/),
e STATA® (http://www.stata.com/).

Otro grupo lo conforman los programas especializados en la aplicaciéon de una técnica

estadistica, como por ejemplo:

e Lisrel (http://www.ssicentral.com/lisrel/index.html) para modelado de ecuaciones

estructurales y manejo de datos de encuestas con muestras complejas.

e AMOS ( http://www-142.ibm.com/software/products/es/es/spss-amos/) para
modelos de ecuaciones estructurales

e HLM (http://www.ssicentral.com/him/ ) para modelos lineales jerarquicos,



http://davidmlane/hyperstat/
http://e-stadistica.bio.ucm.es/
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También es conveniente distinguir entre el software estadistico orientado principalmente
a realizar aplicaciones a nivel de usuario y los lenguajes de programacion estadistica,
mas apropiados para la innovacion y el desarrollo de métodos en estadistica
computacional, dos exponentes de este tipo son:

o R (http://www.r-project.org/ )

e LispStat (http://www.divms.uiowa.edu/~luke/xIs/xIsinfo/)

Estos dos ultimos son poderosos lenguajes de programacion estadistica, que requieren
un cierto grado de experticia, mas propio de un usuario avanzado que de un estudiante,
sin embargo R se encuentra en plena expansion y se espera que en el futuro proximo

avancen sensiblemente los desarrollos en materia de su interfaz grafica de usuario.

Otro elemento clave y determinante para la eleccién de un software es su accesibilidad,
es decir, las posibilidades de ser adquirido y las condiciones bajo las cuales se puede
distribuir. Cabe mencionar que algunos paquetes estadisticos profesionales son
practicamente inaccesibles para docentes y estudiantes en nuestro ambito, por lo anterior

los softwares libre como R, son ahora muy apreciados.

Si bien las restricciones acerca del uso de programas licenciados puede ser una
limitante, es también importante examinar otras caracteristicas que son relevantes al
momento de elegir un software estadistico. Salas (2008) hace un estudio comparativo

entre SPSS(http://www-01.ibm.com/software/analytics/spss/),, SAS(http://www.sas.com/),

y Rhttp://www.r-project.org/ ) sobre los siguientes ocho aspectos: amigabilidad con el

usuario, manipulacién de datos, calidad de graficos, control de procesos, costo, variedad
de analisis estadisticos, documentacion y soporte de ayuda, y sistemas operativos. El

estudio deja muy bien librado a R (http://www.r-project.org/ ) y entre las conclusiones se

resalta que “la gran versatilidad de los procedimientos estadisticos disponibles (asi como
los tarea-especificos), la capacidad de producir graficos de calidad y la amplia
documentacion gratuita, entre otros aspectos, hacen de R un excelente programa

estadistico para ser usado en docencia e investigacion” (Salas, 2008, pag. 230).

En este estudio se decidié usar R como herramienta para la ensefianza del concepto de
IC en particular se usa simulacion como método para estudiar el impacto que sobre los
intervalos de confianza tienen el tamafio de muestra y distribucion de donde provienen

los datos. En publicaciones sobre didactica de la estadistica, la simulacién ha ganado un


http://www.r-project.org/
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espacio importante, esto motiva la realizaciéon del trabajo. Aunque se reconoce que el
libro de texto es aun el principal recurso usado en el aula de clase, se puede abordar el
estudio de los IC mediante la simulacién, cuyo uso es intuitivamente deseable e incluso
aparece como una opcién a explorar en los contenidos programaticos de las asignaturas

de estadistica.

La aparicion en las aulas de las herramientas computacionales ha permitido, por un lado,
gue tiempo de clase sea aprovechado mejor y por el otro, que el estudiante tome parte
activa en el proceso de ensefianza-aprendizaje, Al respecto se considera que “la
informatica puede jugar un papel importante, no para reemplazar al profesor, pero si para
brindarle apoyo en su tarea y darle una opcién mas al estudiante para la consolidacién de
su aprendizaje” (Behar & Grima, 2001). Este mismo autor menciona que el desarrollo de
los contenidos debe ir acompafnado de estrategias que fortalezcan el entendimiento de
los conceptos y reforzados en la simulacion como apoyo para “ilustrar de una manera

mas vivencial el significado de la teoria”.
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3.Aspectos epistemologicos

En este aparte se puntualizan algunos aspectos medulares que rigen la l6gica de la
inferencia estadistica, para esto se esbozan brevemente los principios que sirven de

base para el proceso de inferencia (Gutiérrez Cabria, 1994).

El Principio de Aleatoriedad admite dos versiones: (i) todo individuo de la poblacién tiene
igual probabilidad de pertenecer a la muestra, (i) muestras de igual tamafio tienen la
misma probabilidad de aparecer en el muestreo de una poblacion. De las nociones
basicas de probabilidad se puede deducir que cuando hay independencia (muestreo con
reemplazamiento), las versiones coinciden. Puesto que en muchas investigaciones el
espacio de muestreo puede constar de diversas variables aleatorias, entonces al tomar
una muestra aleatoria, esta resulta distinta de lo que ocurre cuando la muestra se toma
del espacio de valores que esta formado por todas las variables, por lo cual es de interés
reducir el espacio de muestreo, asi los principios que se mencionan a continuacion
permiten llevar a cabo esta reduccién, esto son: el principio de suficiencia, el principio de

condicionalidad y el principio de verosimilitud.

La logica de la inferencia estadistica esta interesada el estudio de los principios que
gobiernan el problema consistente en realizar una apropiada conclusion a partir de los
datos disponibles. Su principal interés es determinar procedimientos y reglas para llevar a
cabo la inferencia; una de tales reglas formula un enunciado de cierta naturaleza (por
ejemplo, una estimacién puntual, o que el parametro 6 pertenece a un cierto conjunto, o
la decisién de tomar cierta accion) sobre cada valor concebible de la variable observada
X; este enunciado es la inferencia nominal. Luego cuando se aplica la regla especificada

a unos datos, a la inferencia nominal se le adjunta informacion sobre el comportamiento
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de la regla, el cual viene medido en términos de probabilidad. Esta informacién

complementaria se denomina inferencia estocastica.

En la estimacion por intervalo la inferencia nominal es una aseveracion que dice que 8
pertenece a cierto conjunto dependiente de los datos, por ejemplo, al conjunto
6(Xy,-,X,) =[x—a,x+a]. A esta inferencia nominal es preciso afadir que la
probabilidad de que el intervalo comprenda a 6 adquiere cierto valor llamado coeficiente
de confianza; esta segunda aseveracion constituye la inferencia estocéastica. La practica
actual de la inferencia estadistica implica apelar a alguna regla de inferencia, establecer
las propiedades de las distribuciones probabilisticas y generar las inferencias nominal y
estocastica, implicadas por los datos disponibles.

Desde el punto de vista teérico y practico, los estadisticos desarrollan métodos y
técnicas, desde posiciones ideoldgicas distintas, pero los principios pueden aportan para
tener una base filoséfica comuln. Se tienen objetivos e instrumentos comunes, pero las
preguntas de los estadisticos pasan por establecer las calidades de la muestra, e incluso
indagarse ¢Qué es una muestra aleatoria? ¢Apoyan los datos al modelo propuesto?
¢ Qué parametros son explicables condicionados a los datos disponibles?, pero las
posiciones al respecto provienen de escuelas distintas.

Segun Gutiérrez (1994) los estadisticos plantean el problema de la induccién en forma
distinta a la expuesta por los filésofos. Un problema clasico de induccion en la estadistica
plantea que si se han extraido balotas de una urna, previa aleatorizacién; ¢Cudl es la
probabilidad de que salga blanca en la n-ésima extraccion, dado que ha salido blanca en
las (n-1) extracciones anteriores?. Para la induccion, los estadisticos deben disponer de
una poblacién especificada y finita, condicion necesaria para la aleatorizacion. Aunque
esta restricciébn es muy rigurosa, se han propuesto esquemas de muestreo donde cada
unidad elegida tenga asociada una probabilidad, que no necesariamente sea la misma

para todas.

Por otra parte, se requiere también establecer ¢ cudl es la tendencia que ha servido de
guia a la propuesta de ensefianza?. Para comenzar, se sabe que en la investigacion en
didactica de las ciencias se ha identificado una serie de dificultades ya clasicas en el
proceso de ensefianza: la estructura légica de los contenidos conceptuales y su

exigencia formal, la influencia de los conocimientos previos y las preconcepciones del
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alumno. Esta vision ha cambiado para centrarse en las concepciones epistemoldgicas de

los alumnos, sus estrategias de razonamiento y la metacognicion.

Las concepciones epistemoldgicas tienen que ver como se estructura, evoluciona y
produce el conocimiento; en el mundo de los estudiantes gira para concebir las
concepciones sobre cdmo se aprende el conocimiento cientifico (Campanario & Moya,
1999). De acuerdo con lo anterior se evidencian concepciones en los alumnos que los
llevan a pensar la ciencia articulada en términos de ecuaciones, definiciones y teoremas

gue deben ser memorizados mas que comprendidos.

También hay evidencia que las estrategias de andlisis de los problemas son
superficiales, con una actitud poco critica lo cual se hace latente cuando los profesores
ya no se sorprenden de errores de observacién en sus alumnos o ante preguntas que
requieren respuestas bien elaboradas y que demanda tiempo, se contestan en intervalos
sorprendentemente cortos (Campanario & Moya, 1999). Este mismo autor, hace ver que
ante las diversas posibilidades que se disponen, cabe la pregunta de ¢cémo ensefiar?.
Este resulta ser un problema abierto y complejo. En este documento se opta por el
disefio de unidad didactica, en la cual confluye tanto los aspectos teéricos como los que
llevan a las acciones. El disefio involucra una serie de componentes, analisis cientifico,

andlisis didactico, objetivos, estrategias didacticas y estrategias de evaluacion.

En el andlisis cientifico se hace la seleccidon de los contenidos, procedimientos cientificos
y las actitudes. Para el analisis didactico se recurre a la indagacién de las concepciones
previas de los alumnos, examen de las exigencias cognitivas de los contenidos, la
delimitacion de las aplicaciones para la ensefianza. Sobre las estrategias didacticas se
prefiere disefiar una secuencia general de ensefianza, protocolizar las actividades de

ensefianza y la elaboracion de material de aprendizaje.






4.Propuesta de Ensefianza

La propuesta que se describe a continuacion esta compuesta por actividades que apoyan
la construccién del concepto de intervalo de confianza. Se tiene como caracteristica
principal el uso de la simulacién, que aqui se utiliz6 para extraer un conjunto de muestras
aleatorias provenientes de una distribucion conocida y a partir de cada muestra construir
un intervalo de confianza.

La primera actividad considera que la distribucion de la cual se extraeran las muestras
aleatorias es Binomial. La segunda actividad esta referida a la generacién de intervalos
para una distribucion normal. La principal razén para elegir estas dos distribuciones es

estimar el promedio tanto para una distribucién discreta como para una continua.

4.1 Intervalos de confianza para una distribucién

Binomial

Si un experimento aleatorio consiste de r ensayos repetidos tales que: (1) los ensayos
son independientes, (2) cada ensayo tiene solo dos resultados posibles, denominados
“éxito” y “fracaso”, (3) la probabilidad de “éxito” es p y la de “fracaso” es 1 —p, (4) la
probabilidad de “éxito” permanece constante a lo largo de los r ensayos y (5) se
considera la variable X como el nimero de éxitos en los r ensayos: Entonces X tiene

distribucion Binomial con funcién de probabilidad,

flx) = (;) p*A—-p) ™, x=012,-,7 , (4.1)

donde (;) = (r+')'x' y los valores de r y p son los parametros de la distribucion. La

notacion para esta distribucion es X~Bin(r,p) y su promedio y varianza son,

respectivamente:
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p=r=p o?=rxpx(1-p). (4.2)
Para generar las simulaciones se consider6 X como el nUmero de éxitos que se observan
en r=8' ensayos, cada realizacion de la variable aleatoria genera un valor de cero hasta
ocho. Se tomaron tres valores para p, a saber: 0,1, 0,5 y 0.9. Se quiere estimar el
promedio de la distribucién Binomial (ver ecuacion 4.2) usando intervalos de confianza,
cuando se replica el experimento en 8 ocasiones. Para estimar el promedio de la
distribuciéon binomial mediante un IC, se usa la expresion siguiente (Wackerly,

Mendenhall, & Scheaffer, 2002, pag. 386):

X+Zy g % , (4.3)

donde, x es el promedio de éxitos en n replicaciones del experimento, ¢ es la desviacién
estandar obtenida a partir de (4.2) y z;_,/, es el cuantil de una distribucion normal

estandar, que satisface:
P(Z<zy_qp)=1—a/2 (4.4)

Los IC se obtienen mediante simulacion de muestras aleatorias de tamafo diferente

(n=10, 50 y 90) y proveniente de una distribuciéon Binomial (8, p ).

POBLACION OBJETIVO

Estudiantes universitarios inscritos en el curso de bioestadistica donde se cobijan temas
basicos de estadistica y probabilidad asi como elementos de inferencia. En este curso se
matriculan estudiantes de las carreras de Biologia Marina y Biologia Ambiental. Al
momento de tomar el curso los estudiantes tiene alrededor de cuatro semestres de
permanencia, y con los elementos basicos de la matematica dado por los cursos de

precalculo y céalculo.
PRACTICA DE AULA

Definicion del experimento Binomial: Si un investigador se interesa en el siguiente
experimento: siembra 8 semillas y desea considerar la siguiente variable aleatoria
X:namero de semillas que germinan cuando se siembran 8 de ellas. Entonces los

resultados posibles pueden variar desde la situacion menos favorable para el

! El valor usado para r se tomé a discrecién y solo para efecto de calculo.
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investigador, cuando ninguna germina (x=0), hasta la mas deseable, en donde todas

germinaron (x=8).

Modo de trabajo: Se solicita a los educandos conformen grupos de maximo tres
estudiantes; grupos de mayor numero dificulta una participacion activa en la préactica.
Después de cada actividad, el profesor efectia una breve revision de los célculos

solicitados para minimizar los errores de procedimiento.

Actividad 1. (Tiempo disponible 10 minutos)

Describir en términos practicos cual es el impacto sobre la cantidad de semillas que
germinan, si la probabilidad de que cada una de ellas brote toma uno de los siguientes
valores: 0,1, 0,5, y 0,9. Particularmente responda la pregunta siguiente: ¢ Cual es nimero
promedio de semillas que germinan y la desviacion estandar para cada uno de los tres
casos? Consigne los resultados y el andlisis respectivo en la tabla siguiente:

p=0,1 p=0,5 p=0.9

Objetivos de aprendizaje: esta actividad busca explorar los conceptos previos de los
estudiantes y a partir del calculo del promedio de semillas que germinan segun sea la
probabilidad que tenga cada una de brotar. Examinar si lograr intuir que hay una relacion
directa entre la cantidad de semillas que germinan y la probabilidad de que cada una

brote.

Actividad 2. (Tiempo disponible 10 minutos).

Suponer que el experimento se ha repetido 10 veces, es decir se tomé 10 grupos cada
uno de 8 semillas y se tienen los resultados mostrados en la primera fila. Los datos se
logran mediante la funcion rbinom(10,8,p) de R con p=0.1, 0.5 6 0.9. Escriba para cada
caso en la fila 2, ¢cual es el valor de p que mas se ajusta a los resultados mostrados?

Explique su respuesta en la fila 3.

52,56,4453,2,3 2,1,01,2,1,1,3,1,2 6,8,7,88,8,8,8,7,8
p= p= p=
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Objetivos de aprendizaje: Esta actividad tiene particular interés en determinar si a partir
de un conjunto de 10 replicas del experimento, los estudiantes logran deducir

apropiadamente la probabilidad con la cual se han obtenido los resultados.

Actividad 3. (Tiempo disponible 10 minutos)
Usando la informacién anterior y para cada caso, estime el promedio de semillas que
germinaron mediante un intervalo de confianza del 95%; use z=1.96 y la desviacion
estandar de cada distribucion (detalle los pasos en la fila 2 de la tabla). Adjunte ademas
la interpretacion respectiva en la tercera fila.

p=0,1 p=0,5 p=0,9

Objetivos de aprendizaje: Se pretende que los estudiantes sean capaces de usar la
expresion para calcular el IC y que proporcionen una adecuada interpretacién dentro el

contexto del problema.

Actividad 4. (Tiempo disponible 10 minutos)

Use la funcion rbinom de R para obtener una segunda muestra de tamafio 10 para cada
uno de los valores de p considerados (consigne los valores obtenidos para la muestra en
la fila 2) y vuelva a calcular el intervalo solicitado en el paso anterior, usando para ello la
fila 3 de la tabla.

p=0,1 p=0.5 p=0.9

Objetivos de aprendizaje: Esta actividad tiene como finalidad familiarizarse con el manejo
de R para generar muestras aleatorias y experimentar la gran agilidad de este software.

Por otro lado se pretende concebir un escenario para la aparicion de inquietudes
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teniendo como base las diferencias que puedan observar los estudiantes en los
intervalos logrados, comparados con los calculados en la actividad anterior.

Actividad 5. (Tiempo disponible 10 minutos)

Discuta las siguientes preguntas referidas a las dos muestras que se lograron
anteriormente:

¢ Se encuentra el verdadero promedio contenido dentro de cada uno de los dos intervalos
de confianza calculados? ¢En caso contrario a que puede atribuirse? ¢Con que

confianza deberia capturar el IC el real valor del promedio?

Compare el promedio de la muestra proporcionada y la que se propuso hallar en el paso
47? ¢ Deben dar iguales? ¢ En el caso de no serlo, es indicativo de que algo anda mal con

la muestra y deberia desecharse?

Objetivos de aprendizaje: en este momento los estudiantes deben ser capaces de
reconocer que no necesariamente el IC tiene que cobijar al parametro y en el caso de
suceder este hecho puede proporcionarse una explicacion sobre una base probabilistica.
Ademas se invita a la reflexion sobre la creencia, por demas errénea, que al replicar la

muestra el IC deberia ser similar al obtenido previamente.

Actividad 6. (Tiempo disponible 60 minutos)

A continuacion se presenta una grafica con los resultados obtenidos mediante simulacion
de la distribucién Binomial X, nimero de semillas que germinan al sembrar 8 de ellas. Alli
se presentan 100 intervalos de confianza variando el tamafio de muestra segun tres
posibilidades (10, 50 y 90) y la probabilidad de germinar segun 3 opciones (0,1, 0,5y
0,9). Se tienen 9 combinaciones posibles segun varia el tamafio de muestra y la
probabilidad de germinar; asi los escenarios posibles inician con tamafio de muestra de
10 y p=0,1 hasta tamafio de muestra de 90 y p=0.9. Cuando un intervalo de confianza no
contiene el verdadero promedio se ilustra con color rojo.

Alrededor de la simulacién de estas nueve situaciones se propone resolver por escrito las

siguientes preguntas:

o Note que cada una de las nueve graficas que aparecen no tienen estipulado el
valor de p ni el tamafio de muestra con el que se obtuvieron los intervalos. Si se

requiere asignar estos dos valores a cada una de las graficas que se muestran,



26 Construccion del concepto de IC mediante simulacion en R

¢mediante que argumento puede saber cual combinacion de tamafio de muestra
y probabilidad de germinar es la apropiada para cada una de las nueve graficas?

¢ Determine mediante observacién, cuantos intervalos no contienen el verdadero
valor para cada una de las nueve combinaciones posibles de tamafio de muestra
y valor de probabilidad. Recuerde que los intervalos que no contiene el real valor
del pardmetro se encuentran ilustrados con color rojo.

e (Esperaria usted que la cantidad de IC que no contienen al verdadero valor del
promedio de la distribucion sea el mismo para cada uno de los nueve casos?

e De la teoria se sabe que si el tamafio de muestra se incrementa, tiende a ser mas

angosto el intervalo de confianza. ¢,como se ve esto reflejado en las graficas?

Objetivos de aprendizaje: en esta actividad se pretende que los estudiantes estén en
capacidad de reconocer el impacto que tiene la probabilidad que se presente el evento
y el tamafio de muestra, sobre los IC para estimar el promedio de la distribuciéon
Binomial.

En la teoria se establece que cuando se construye un IC del 95% se espera que al
replicar la muestra, un 5% de los IC no cobijen el parametro; con el animo de
confrontar las apreciaciones tedricas con las evidencias proporcionadas por la
simulacion, se indaga a los estudiantes acerca de la cantidad de intervalos que no
contiene el parametro y los argumento que pueden exponerse cuando los resultados

no sean idénticos para cada los nueve escenarios que se proponen.
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Figura 4.1. Simulacion de IC del 95% para X~Bin (8; p), tamafios de muestra 10, 50 y 90 y p=0,1, 0,5y 0,9.
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ESTRATEGIA DIDACTICA

Esta practica requiere que el docente se apoye en una presentacion donde se exponga
en detalle cada actividad y presenten para cada una las implicaciones, las soluciones
analiticas y las conclusiones. Esta propuesta complementa las discusiones, que debe

ocurrir con anterioridad, sobre el tema de intervalos de confianza para el promedio.

PRESENTACION ESCRITA

Para apoyar el trabajo de los estudiantes se proveera una guia de trabajo en donde se
consignen los resultados de cada grupo. Esta guia debe incorporar la plantilla en donde
cada grupo de estudiantes entregue sus respuestas.

EVALUACION

Una de las caracteristicas al trabajar con simulacion para obtener valores de variables
aleatorias, es la diferencia de resultados entre los estudiantes. Entonces el proceso de
evaluacion se lleva a cabo en dos instantes: discusion global de los procedimientos
comunes involucrados y examen de las situaciones que pueden dar origen a variaciones
en la respuesta. Por otra parte, es usual que cuando se desea asighar nota a una
actividad como la que se propone aqui, se requiere valorar dos aspectos. El primero de
ellos, es el examen de los procedimientos y calculos que se necesitan, y por otra parte
las interpretaciones a lugar. En este caso, donde se requieren calculos previos a las
interpretaciones se siguiere examinar los resultados obtenidos; por lo tanto es necesario
revisar junto con los estudiantes, que los IC calculados sean los correctos para que las

interpretaciones y conclusiones no se vean afectadas por resultados desafortunados.

Segun lo anterior, las diferencias entre los estudiantes se veran reflejadas en la calidad
de los argumentos y explicaciones solicitadas y en esa medida se asignara la nota

respectiva al trabajo de los estudiantes.
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4.2 Intervalos de confianza para una distribucion Normal

Para este caso se parte de una distribucion normal con funcién de densidad,

x—p

1 2
f(x):g—\/lﬁe_i(ﬂ),—00<x<00,—00<ll<°0, >0 (4.5)

Esta funcion tiene dos parametros u y o. En esta situacion, el objetivo es estimar el
promedio de la distribucion normal mediante un IC, segun la expresion siguiente
(Wackerly, Mendenhall, & Scheaffer, 2002, pag. 400):

X+ tm% (4.6)

Donde t;_4/, €s el cuantil de la distribucion t-student, con n-1 grados de libertad, que

satisface:
P(T<ty_q)=1—a/2 4.7)

Los IC se obtendran mediante simulacion de muestras aleatorias de tamafo diferente y
proveniente de distribucion normal con un promedio fijo, y distintos valores para la

desviacion estandar.
PRACTICA DE AULA

Definicion del contexto: Se sabe que la envergadura de alas de un ave adulta sigue una
distribuciéon normal, con lo cual se espera que una gran proporcién de ellas tengan
envergaduras de alas cercanas al promedio general y menor proporcién de aves con
envergaduras alejadas del mencionado valor. Para efecto de describir las caracteristicas

de las estimaciones mediante IC, consideremos que la envergadura promedio es 100 cm.

Modo de trabajo: Se solicita a los estudiantes conformen grupos de maximo tres
estudiantes; grupos de mayor numero impide una participacion activa en la practica.
Después de cada actividad, el profesor efectia una breve revision de los célculos

solicitados para minimizar los errores de procedimiento.

Actividad 1. (Tiempo disponible 10 minutos)
Describir en términos practicos cuél es el impacto sobre las mediciones de la
envergadura si la desviacibn estandar cambia, en particular si toma los siguientes

valores: 5cm, 10cm y 15cm. (Ayuda: si una variable tiene distribucion normal recuerde
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gue se puede saber rapidamente la proporcién de las mediciones de las envergaduras

gue estan alejadas una, dos y tres desviaciones estandar del promedio)

o=5 =10 o=15

Objetivos de aprendizaje: esta actividad busca determinar si los estudiantes tiene
presente el impacto de la desviacion estandar sobre las observaciones de una muestra
aleatoria proveniente de una distribucién normal. En este sentido se propone la ayuda

gue muy apropiadamente se suele llamar regla empirica.

Actividad 2. (Tiempo disponible 10 minutos)

Suponga que se ha tomado una muestra aleatoria de 10 aves adultas cuyos resultados
aparece en la primera fila de la tabla mostrada a continuacion (estas tres muestras fueron
simuladas mediante la funcion rnorm de R con promedio 100 y desviacion estandar 5, 10
0 15).

Escriba para cada caso en la segunda fila, ¢qué valor de la desviacién estandar (entre
tres posibles valores: 5, 10 0 15) se ajusta mas a los resultados mostrados? En la tercera
fila explique la razon para la asignacion de la desviacién estandar que usted propone

para cada conjunto de observaciones.

89,3 91,2 112,6 95,8 1155
138,6 66,8 115,6 128,3 98,2

102,1 105,8 110,3 96,9 100,7
91,4 88,8 95,4 115,9 100,5

102,6 98,7 108,2 95,3 102.7
98,5 101,9 101,3 95,5 104,3

6_

0'_

c_

Objetivos de aprendizaje: como continuacion de la primera actividad, se solicita
determinar cual valor de desviacion es el apropiado para cada conjunto de datos. Los
estudiantes pueden optar por examinar las diferencias entre los datos de cada conjunto,

0 asignar ¢ segun sea el valor de la desviacion estandar muestral.

Actividad 3. (Tiempo disponible 10 minutos)
Usando la informacién anterior y para cada uno de los tres conjunto de observaciones,

estime la envergadura promedio de alas mediante un intervalo de confianza del 95%; use
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el valor del cuantil de la distribucién t-student vy la desviacion estdndar de cada
distribucion de donde se obtuvo la muestra. Detalle los célculos requeridos y el IC en la
segunda fila y la interpretacion respectiva en la fila 3 de la tabla siguiente.

o=5 o= 10 =15

Objetivos de aprendizaje: Se pretende que los estudiantes sean capaces de usar la
expresion para calcular el IC y que proporcionen una adecuada interpretacion dentro el
contexto del problema.

Actividad 4. (Tiempo disponible 10 minutos)

Use la funcion rnorm de R para simular una segunda muestra de tamafio 10, con
promedio 100 y para cada uno de los valores de o considerados (escriba la muestra
simulada en la segunda fila) y vuelva a calcular el intervalo solicitado en el paso anterior,

consignando los resultados en la fila 3 de la tabla.

o=5 o=10 o=15

Objetivos de aprendizaje: Esta actividad tiene como finalidad familiarizarse con el manejo
de R para generar muestras aleatorias y experimentar la gran agilidad de este software.
Por otro lado se pretende concebir un escenario para la aparicibn de inquietudes
teniendo como base las diferencias que puedan observarse en los intervalos logrados,

comparados con los calculados en la actividad anterior.

Actividad 5. (Tiempo disponible 10 minutos)
Discuta las siguientes preguntas referidas a las dos muestras que se lograron

anteriormente:
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¢ Se encuentra el verdadero promedio contenido dentro de cada uno de los dos intervalos
de confianza calculados?. ¢(En caso contrario a qué puede atribuirse? ¢Con que

confianza deberia capturar el IC el real valor del promedio?

Compare el promedio de la muestra proporcionada y la que se propuso hallar en el paso
47? ¢ Deben dar iguales? ¢ En el caso de no serlo, es indicativo de que algo anda mal con

la muestra y deberia desecharse?

Si se fija el tamafio de muestra, ¢ Para qué valor de la desviacion estandar considera que
deberia ser menor la diferencia entre la media de la muestra y la verdadera media de la

poblacion?

Si se fija el valor de la desviacién estandar, ¢Para qué valor del tamafio de muestra
considera que deberia ser menor la diferencia entre la media muestral y la verdadera

media de la poblacion?

Objetivos de aprendizaje: con esta actividad se pretende que los estudiantes reconozcan
de que no necesariamente el IC tiene que cobijar al parAmetro y cuando esto ocurre
puede proporcionarse una explicacion sobre una base probabilistica. Ademas se invita a
la reflexion sobre la creencia, por demas errénea, que al replicar la muestra el IC deberia

ser similar al obtenido previamente.

Por otro lado se invita a dar explicacion sobre el impacto de la desviacion estandar y el

tamafio de muestra sobre el ancho de los IC.

Actividad 6. (Tiempo disponible 60 minutos)

A continuaciéon se presenta una grafica con los resultados de una simulaciéon para una
distribucion normal. Alli se presentan 100 intervalos de confianza variando el tamafio de
muestra segun tres posibilidades (10, 30 y 50) y la desviacion estandar segun 3 opciones
(5, 10 y 15). Asi finalmente se tienen 9 combinaciones segun varia el tamafio de muestra
y la desviacion, asi los escenarios posibles son: n=10 y ¢=5 hasta n=50 y 6=15. Cuando

un intervalo de confianza no contiene el verdadero promedio se ilustra con color rojo.

Alrededor de esta simulacion se desea resolver por escrito a las siguientes preguntas:
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e Determine mediante observacion, cuantos intervalos aproximadamente no
contienen el verdadero valor del promedio en cada una de las simulaciones?
Coincide con lo que se espera si la confiabilidad es del 95%?

e ¢ Se espera que la cantidad de IC que no contienen al verdadero valor poblacional
sea el mismo para cada uno de los nueve casos?

e Si observa Unicamente la primera fila de las simulaciones, explique ¢Cual es el
impacto de la desviacién estandar sobre los intervalos mostrados en la grafica?
Se aplica también para la segunda fila y tercera fila de simulaciones?

e Siobserva tnicamente la primera columna de las simulaciones, explique ¢ Cual es
el impacto del tamafio de muestra sobre los intervalos hallados? Se aplica

también para la segunda columna y tercera columna de simulaciones?

Objetivos de aprendizaje:

En la teoria se establece que cuando se construye un IC del 95% se espera que al
replicar la muestra, un 5% de los IC no cobijen al parametro; con el animo de
confrontar las apreciaciones tedricas con las evidencias proporcionadas por la
simulacion, se indaga a los estudiantes acerca de la cantidad de intervalos que no
contiene el pardmetro y los argumento que pueden exponerse cuando los resultados
no son idénticos para cada los nueve escenarios que se proponen.

En las demas preguntas se desea poner de manifiesto, pero en este caso mediante el
uso de las graficas, el impacto que tiene la desviacion estandar y el tamafio de

muestra, sobre los IC para estimar el promedio de la distribucion normal
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Figura 4.2. Simulacion de IC del 95% para X~N (100; o), tamafios de muestra 10, 30 y 50 y ¢=5, 10 y 15.

(o=d.e.)
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ESTRATEGIA DIDACTICA

Esta préactica requiere que el docente se apoye en una presentacion en donde se
exponga en detalle cada actividad y presenten para cada uno de los pasos propuestos en
esta actividad las implicaciones, las soluciones analiticas y las conclusiones que se
esperan. Esta propuesta complementa las discusiones que deben ocurrir con anterioridad
sobre el los conceptos que rodean la distribucién normal, intervalos de confianza para el
promedio, el manejo de la distribucion t-student y demdas nociones requeridas para

adelantar esta actividad.

PRESENTACION ESCRITA

Para apoyar el trabajo de los estudiantes se proveerd una guia de trabajo en donde se
consignen los resultados de cada grupo. Esta guia debe incorporar la plantilla en donde

cada grupo entregue sus respuestas

EVALUACION

Una de las caracteristicas cuando se trabaja con simulacion para obtener valores de
variables aleatorias, es la diferencia de resultados entre los estudiantes que presentan la
evaluacion. Entonces las actividades contemplan dos instantes: discusion global de los
procedimientos comunes involucrados y examen de las situaciones que pueden dar
origen a variaciones en la respuesta. Por otra parte, es usual que cuando se desea
asignar nota a una actividad como la que se propone aqui, se requiere valorar dos
aspectos: el primero de ellos, es el examen de los procedimientos y célculos que se
necesitan y por otra parte las interpretaciones a lugar. En las situaciones en las que se
requieren calculos previos a las interpretaciones, se propone examinar previamente los
resultados obtenidos, para lo cual es necesario revisar junto con los estudiantes que los
IC que se calculan sean los correctos, buscando que las interpretaciones y conclusiones

no se vean afectadas por resultados desafortunados.

Segun lo anterior, las diferencias entre los estudiantes se veran reflejadas en la calidad
de los argumentos y explicaciones solicitadas, en esa medida se asignara la nota

respectiva al trabajo de los estudiantes.
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5.Conclusiones y recomendaciones

5.1 Conclusiones

Con respecto a la revision sobre los tépicos disciplinares se encontr6 que un concepto
como el de IC tal y como se conoce actualmente, pasé por una serie de etapas. Cuando
se ensefia esta tematica a los estudiantes no se comenta sobre su evolucién a lo largo
del tiempo y errbneamente se considera que la teoria surgi6 tal y como se anuncia. Se
ignoran de plano las tensiones, e incluso rivalidades que se dieron entre los postulantes y

sus tesis.

Los estudios que se han realizado sobre las dificultades en la comprension de IC entre
los investigadores y los estudiantes han permitido ser aun mas consientes de la
complejidad de este concepto. Estudiantes e investigadores usan IC pero pasan por alto
las incidencias del tamafio de muestra o la variabilidad de la caracteristica que se esta
estudiando. Se encontré un fendémeno interesante: se ensefia en los libros de texto asi
como en la practica docente, que en la eventualidad de poder repetir la muestra en varias
ocasiones, la proporcion de intervalos que contiene el verdadero valor del parametro esta
asociado con la confiabilidad del intervalo, pero no se advierte que esto no implica que
entonces las medias de muestras sucesivas deban guardar similitud. Si se tiene la
posibilidad de replicar varias veces la muestra, y con la primera se calcula un IC de 95%,
no se debe esperar que en esta misma proporcion las demés medias de las muestras

estén contenidas dentro del primer intervalo hallado.

Ahora puedo concebir que el estudio de las dificultades sea en si mismo un campo de
investigacion. En la labor docente se evidencian problemas de comprension pero no se
estudia la situacion a profundidad y se argumenta de manera facilista que esto se debe

enteramente a limitaciones de los educandos. Ademéas de brindar la oportunidad de



Construccion del concepto de IC mediante simulacion en R 37

cuestionar y cuestionarse sobre las acciones propias de la docencia y del proceso de
aprendizaje, conocer las dificultades en la comprension del tema objeto de investigacion,
permiti6 apoyar las actividades de esta propuesta, incorporando situaciones vy
cuestionamientos para evitarlas o por lo menos hacer consientes a los estudiantes de

ellas.

La propuesta esta encaminada a la ensefianza de IC para la media cuando se hace
simulacion de muestras de una distribucion Binomial y una distribucion Normal, pero el
enfoque puede ser usado para otros parametros, siempre reconociendo que solo una vez
se estudien a profundidad las dificultades pueda incorporarse este saber en las acciones

a desarrollar en la practica del aula.

5.2 Recomendaciones

La propuesta, aunque solo considera el estudio del promedio, puede ser extendida al
estudio de otros parametros. Por otra parte, esta propuesta solo consider6 tomar
muestras aleatorias de una distribucion Binomial y de una distribucién normal pero

también pueden tomarse muestras de otras distribuciones.

Esta propuesta incorporé el estudio sobre las dificultades en relacién al proceso de
ensefianza-aprendizaje de loa intervalos de confianza. Esto puede ser incluso objeto de
estudio, las dificultades que mas fueron detalladas eran para la estimacion del promedio;
sobre los problemas de comprension relativos a otros parametros es escasa la

documentacion disponible.

En vista que el codigo en R es abierto, se puede solicitar que los estudiantes que
modifiquen las rutinas ya existentes y disefien otras aplicaciones. Por ejemplo: usar otros
tamafios de muestra, cambiar las desviaciones estandar y la confiabilidad, o incluso

tomar muestras aleatorias de otras distribuciones.
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A. Anexo: codigos R usados

# Intervalo de Confianza para la media de una Distribucion Binomial
# pardmetros: numero de ensayos o replicas (r) y probabilidad de éxito (pe)

Simbin<-list() #### Un archivo lista donde se almacenara para cada muestra, el promedio, limite inferior y
superior del intervalo

miu<-c() ##t# Promedio de la distribucion original

sigma2<-c() #### Varianza de la variable original

sigma<-c() #### Desviacion estandar de la variable original
media<-list()

a<-0.05 ## Nivel de significancia

gnorm(1-a/2) ### cuantil asociado a la confianza estipulada
Pe<-¢(0.1,0.5,0.9,0.1,0.5,0.9,0.1,0.5,0.9) ## Probabilidades de éxito
r<-rep(8,9) ### Numero de réplicas

ni<-rep(100,9) ### Numero de intervalos
n<-c(10,10,10,50,50,50,90,90,90) ## Tamafio de la muestra

for(y in 1:length(ni)){
miuly]<-r[y]*Pely] ### calcula miu para cada distribucion
sigma2[yl<-r[y]*Pe[y]*(1-Pe[y]) ## calcula sigma2 para cada distribucion
sigmaly]l<-sqrt(sigma2[y])  ### calcula sigma para cada distribucion
Simbin[[y]]<-matrix(0,nrow=ni[y],ncol=3)
for (d in 1:nrow(Simbin[[y]])){
Simbin[[y]][d,1]1<-mean(rbinom(n[y],r[y],Pel[y])) ### El promedio para el intervalo
Simbin[[y]][d,2]<-Simbin[[y]][d,1]+(gnorm(1-a/2)*(sigmaly]/(sqrt(n[y])))) #### Limite superior del
intervalo
Simbin[[y]][d,3]<-Simbin[[y]1[d,1]-(gnorm(1-a/2)*(sigmaly]/(n[y]*0.5))) #### Limite inferior del intervalo
}
}
#iHtH# Creacion de las graficas
par(mfrow=c(3,3))
for(i in 1:length(Simbin)){
dta<- Simbin[[i]]
plot(seq(min(c(dta[,3])),max(c(dta[,2])),I=100), seq(1:100), type="n", xlab=c(""), ylab=c(""))
segments(miu[i],1,miuli],100)
for (fin 1:nrow(dta)){
if (miu[i]>dtal[f,3] & miu[i]<dtalf,2]){
segments(dtalf,3],f,dta[f,2],f, col="blue")
lelse (
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segments(dta[f,3],f,dtal[f,2],f, col="red")
)

}

}

## Intervalo de confianza para muestras de una distribucion normal
## Promedio = 100 y variando el tamafio de muestra y la desviacién estandar.

ni<-rep(100,9)  #numero de nuestras a elegir
n<-c(10,10,10,30,30,30,50,50,50) #tamafo de cada una de las muestras
sigma<-c(5,10,15,5,10,15,5,10,15)

MED<-100

Simnorm<-list()

for (o in 1:length(n)){
Simnorm{[[o]]<-matrix(0,nrow=ni[o],ncol=3)
colnames(Simnorm[[o]])<-rep(paste("n=",n[o],"Sig=",sigmalo]),3)
for (d in 1:nrow(Simnorm{[o]])){
Simnorm[[o]][d,1]<-mean(rnorm(n[o],MED,sigma[o]))
Simnorm{([o]][d,2]<-Simnorm([[o]][d,1]-((qt(0.975,n[0]-1))*(sigma[o]/(sqrt(n[0]))))
Simnorm([o]][d,3]<-Simnorm([[o]][d,1]+((qt(0.975,n[0]-1))*(sigma[o]/(n[0]*0.5)))
}

}

par(mfrow=c(3,3))
for(i in 1:length(Simnorm)){3
dta<- Simnorm[[i]]
plot(seq(min(unlist(Simnorm)),max(unlist(Simnorm)),|=100), seq(1:100), type="n"
main=names(Simnorm[[i]][d,3]))
segments(MED,1,MED,100)
for (fin 1:nrow(dta)){
if (MED>dta[f,2] & MED<dtal[f,3]){
segments(dtalf,3],f,dta[f,2],f, col="blue")
lelse (
segments(dta[f,3],f,dta[f,2],f, col="red")
)
points(dta[f,1], f, pch=17, col="black", cex=0.5)
}
}

, Xlab=c(""), ylab=c(""),
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