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Resumen

En este trabajo estudiamos los nudos virtuales via el concepto de nudos combinatorios. Hacemos
un estudio detallado de la equivalencia de estos conceptos y algunas construcciones de nuevos
nudos a partir de nudos virtuales conocidos. Nos concentramos en el problema de identificar
cuéndo un nudo virtual es cldsico. Para ello definimos un nuevo invariante, que denominamos A,
que no sélo detecta en muchos casos si un nudo virtual es cldsico o no, sino que también resulta
muy fuerte para clasificar nudos virtuales no cldsicos. Hacemos también un breve estudio de
algunos de los invariantes de nudos virtuales més conocidos, entre ellos el grupo de un nudo, el
polinomio Z de Sawollek y el polinomio de Jones. Todos ellos los estudiamos a la luz de nudos
combinatorios. Por tltimo, definimos el concepto de forma normal de un nudo combinatorio
como herramienta para una clasificaciéon de nudos virtuales. Mostramos los primeros pasos de
esta clasificacién, donde comparamos el poder de los distintos invariantes que estudiamos en
este trabajo, mostrando las ventajas del invariante A.

Palabra Clave: Nudos Virtuales, Nudos Combinatorios, Invariante A, tripletas.

Abstract:

In this paper we study the virtual knots via the concept of combinatorial knot. We do a detailed
study of the equivalence of these concepts and some constructions of new knots from virtual
knots known. We focus on the problem of identifying when a virtual knot is classical. We
first define a new invariant, we call A, which not only detects in many cases whether a virtual
knot is classical or not, but it is very hard to classify non-classical virtual knots. We also do
a brief survey of some of the virtual knot invariants known, including the group of a knot, the
polynomial Z of Sawollek and the Jones polynomial. We study them in light of combinatorial
knot. Finally, we define normal form of a combinatorial knot as a tool for classification of
virtual knots. We show the first steps in this classification, where we compare the power of the
various invariants studied in this work, showing the advantages of the invariant A.

Keywords: Virtual Knot, Combinatorial Knot, A invariant, Triplets.
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Introduccion

La teoria matemética de nudos se originé con los trabajos de Gauss sobre el estudio de curvas
normales en el plano R?. En ese momento un nudo era concebido como un objeto unidimensional
cerrado y compacto en el espacio tridimensional, pero rdpidamente esta idea se extendié al
considerar otras 3-variedades. Asi que en la préictica usamos la palabra nudo para referirnos al
caso cuando la variedad es S% o R3, ya que este ha sido el objeto central de la Teorfa de Nudos.
En este trabajo estudiaremos nudos en una 3-variedad de la forma ¥, x [0, 1], donde ¥, es una
superficie orientable y compacta de género g. En 1996 Kauffman, [25] y [26], acufi6 el término de
"nudo virtual”, para referirse a esta familia de nudos. Nosotros usaremos el término nudo clésico
para referirnos a nudos en S3 y nudos generalizados para referirnos a otros casos. Los nudos
generalizados ya habian sido considerados en muchos contextos, por ejemplo Cotta-Ramusino y
Rinaldi [7] encontraron invariantes para enlaces en X4 x [0, 1], que producen polinomios andlogos
al polinomio de Jones y el polinomio HOMFLY. Jaeger, Kauffman y Saleur [21] encontraron una
extensién del polinomio de Alexander-Conway en R? para nudos generalizados en g x [0,1].
Los nudos también se han extendido al estudio de embebimientos de curvas en n-variedades.
Muchos autores se han dedicado al estudio de este tipo de generalizaciones, por ejemplo, en
1990, Drobotukhina introdujo el estudio de enlaces en el plano proyectivo real y los denominé
enlaces proyectivos. Probd, entre otras cosas, que es posible definir el polinomio de Jones sobre
la categoria de los nudos proyectivos.

Pero el trabajo de Kauffman, [25], atrajo mucha atencién al tema y se generé un gran entu-
siasmo por la posibilidad de extender, de manera natural, muchos conceptos conocidos en el
caso clasico. Kauffman introdujo el concepto de diagrama de un nudo virtual, generalizando
el concepto de diagrama de un nudo clédsico, al permitir un nuevo tipo de cruces, estos cruces
son decorados con un circulo, que denominé cruce virtual. En la siguiente figura mostramos un
ejemplo de un diagrama de un nudo cldsico y uno de un nudo virtual.

(2

=5
a b

Ejemplo de un diagrama de un nudo cldsico y un diagrama de un nudo virtual

Entre los diagramas de nudos virtuales, Kauffman definié los movimientos generalizados de
Reidemeister, extendiendo los movimientos cldsicos de Reidemeister a los cruces virtuales, dando
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lugar a una relacién de equivalencia sobre el conjunto de los diagramas de nudos virtuales, y por
tanto una nueva relacién de equivalencia sobre el conjunto de los diagramas de nudos clésicos.
Con la definicién de nudo virtual surgieron inmediatamente los siguientes interrogantes:

(1) sEs realmente la teoria de los nudos virtuales una extension no trivial de la teoria cldsica
de nudos?

La respuesta es SI. Goussarov, Polyak y Viro [14] probaron que si las proyecciones regulares
de dos nudos clédsicos son equivalentes bajo los movimientos generalizados de Reidemeister,
entonces estos son equivalentes bajo los movimientos de Reidemeister. Ademds, Kauffman
probd, [25], que la categoria de los nudos estd estrictamente contenida en la categoria de los
nudos virtuales.

(2) ¢Cudndo un diagrama de un nudo virtual es equivalente a un diagrama de un nudo cldsico?

Esta pregunta se conoce como el problema de distinguir nudos virtuales. La teoria de
invariantes nos da condiciones necesarias para determinar cudando un nudo virtual no es clésico,
por tanto muchos investigadores en el drea se han dedicado a la tarea de buscar un invariante
que sea capaz de distinguir nudos virtuales de nudos cldsicos. Ejemplos de tales invariantes
pueden ser consultados en [1], [6], [12], [15], [16] y [30]. En este trabajo encontramos un nuevo
invariante de nudos virtuales que es capaz, en muchos casos, de determinar cudndo un nudo
virtual no es cldsico. Este nuevo invariante, que denominaremos invariante A, serd el tema
del Capitulo 3. Tanto la definicién del invariante A como el estudio de sus propiedades y
aplicaciones constituyen el resultado central de este trabajo.

Al igual que en el caso cldsico, los movimientos generalizados de Reidemeister nos dan una
condicién necesaria y suficiente para determinar cudando una funcién es un invariante de nudos
virtuales.

(3) ¢Dado un diagrama de un enlace virtual K existird una superficie ¥4, de género g, tal que
K pueda ser representado por un enlace en ¥4 x [0,1]7

La respuesta al interrogante anterior es SI. En efecto, Kupemberg [32] probé que todo enlace
virtual estd representado por un enlace L C ¥4 x [0, 1], donde ¥, es un superficie compacta de
género g.

Antes de que Kauffman introdujera la nocién de nudo virtual algunos autores estaban traba-
jando con cierta clase de nudos que, a la luz de esta "nueva teoria", son equivalentes a la clase
de los nudos virtuales. Kamada y Kamada [23] definieron el concepto de enlace abstracto y
probaron que existe una correspondencia biunivoca entre la clase de los nudos virtuales y la
clase de los enlaces abstractos.

Toro, [44], introdujo los nudos combinatorios, con la idea de disenar algoritmos para calcular,
usando el software Mathematica, invariantes de nudos cldsicos. Los nudos combinatorios, que
se definirdn en detalle en el Capitulo 1, son clases de equivalencia de sucesiones de la forma
(31,42, -+ ,ion), (€1, sem)), con i € Z* y ej € {1,—1} y permiten describir un diagrama de
un nudo a partir de una enumeracién de los cruces, de tal forma que se obtiene independencia
del diagrama. Esta es la razon de su nombre. Al definir los movimientos de Reidemeister para el
caso de los nudos combinatorios, rapidamente se encontré que el movimiento de tipo II cambiaba
la naturaleza del nudo combinatorio, es decir, que en la clase habia nudos combinatorios que no
representaban nudos clasicos, por tanto surgié la necesidad de encontrar condiciones necesarias
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y suficientes para determinar cuando un nudo combinatorio correspondia a un nudo en el espacio
tridimensional.

Con la definicién de nudo virtual, dada por Kauffman [25], probamos que las clases de equi-
valencia de nudos combinatorios, producidas por los movimientos de Reidemeister y otros tres
movimientos, estdn en correspondencia biunivoca con la categoria de los nudos virtuales, y asf,
el problema de determinar si un nudo combinatorio representa o no un nudo clésico equivale a
determinar si un nudo virtual es cldsico o no.

Por otro lado, Carter, Kamada y Saito [6] encontraron una relacién entre los nudos virtuales
y la equivalencia estable de nudos sobre superficies y con esta relaciéon desarrollaron métodos
para distinguir nudos virtuales de nudos clésicos.

En este trabajo tenemos dos objetivos principales, el primero es estudiar nudos virtuales a través
del concepto de nudo combinatorio. El segundo objetivo es estudiar algunos invariantes de nudos
virtuales, teniendo como objetivo central el problema de la distincién de nudos virtuales y, como
objetivo secundario, el problema de la clasificacién de nudos virtuales. Nos concentraremos en
estudiar el invariante A, que es un invariante definido por nosotros y que se basa en la solucién
del problema de la palabra signada de Gauss dada por Cairns y Elton [5]. Otro de los objetivos
de este trabajo es sacar a relucir el trabajo de estos autores, que a pesar de tener gran relacién
con los nudos virtuales, no se acostumbra citar en la literatura especializada de nudos virtuales.
Este invariante es muy eficaz a la hora de distinguir nudos virtuales comparado con otros de los
invariantes que se conocen como: el polinomio P de Henrich, [16], el polinomio Z de Sawollek,
[36] y el polinomio de Jones, [26], y el grupo de un nudo virtual, [30] y [46].

En el Capitulo 1 daremos una serie de definiciones bésicas referentes a la teoria cldsica de
nudos, nudos combinatorios y nudos virtuales. Probaremos que existe una correspondencia
biunfvoca entre la categorfa de los nudos virtuales y la de los nudos combinatorios. Esta
demostracién la hacemos con todo el detalle posible ya que en la literatura no hay un prueba
rigurosa de la equivalencia entra las distintas formas que existen de abordar los nudos virtuales.
Utilizaremos el trabajo de Carter [4] para probar que todo nudo combinatorio es realizable
sobre una superficie orientable, conexa, compacta y sin frontera. Motivados por este resultado,
decidimos estudiar formalmente nudos en 3 x [0, 1], donde X es una superficie orientable, conexa
y compacta. Para ello consideramos la relacién de equivalencia estable definida sobre tales
diagramas [25], [6]. Enunciaremos, sin probar, el teorema de Carter, Kamada y Saito [6]
que relaciona los nudos virtuales y nudos en 3 x [0,1]. Aunque definimos enlace virtual y
lo utilizamos en algunas secciones, en general el trabajo se concentra en nudos virtuales. En
todo el resto del trabajo, a partir del Capitulo 2, utilizaremos los nudos combinatorios y sélo
recurriremos a diagramas de nudos virtuales para alguna aclaracién.

En el Capitulo 2 estudiaremos conceptos de transformacion de nudos virtuales y produccién
de nuevos nudos virtuales a partir de otros, como: imagen espejo, inverso, suma conexa. Todo
el trabajo lo hacemos a nivel de nudos combinatorios. Para imagen espejo presentaremos dos
forma diferentes de imagen espejo, que denotaremos espejo * y espejo #, que son equivalentes
cuando el nudo es cldsico. Sobre la suma conexa haremos una presentaciéon més detallada,
puesto que no estd bien definida para el caso de nudos virtuales, es decir, no hay independencia
del diagrama ni de las posiciones relativas donde se efectia la suma. A pesar de esto, es una
valiosa construccién sobre la que daremos algunas propiedades. En este capitulo abordaremos
el tema de las suavizaciones, que es una extensiéon del andlogo en el caso de nudos clésicos y el
tema de las virtualizaciones, que es una construccion especifica de nudos virtuales. Trataremos



tres tipos de virtualizacién, dos de ellas estudiadas en [12] y la otra introducida por nosotros.
Trataremos brevemente el tema de presentacién en puentes y nimero de puentes a nivel de
nudos combinatorios.

En el Capitulo 3 definiremos un nuevo invariante de nudos combinatorios, el cual llamamos
invariante A, que tiene la propiedad de ser trivial sobre la categoria de los nudos clédsicos. El
invariante A es una clase de equivalencia de tripletas de la forma (E, A, B), donde E es un vector
de n componentes con elementos en el conjunto {1, —1}, A € Z" y B es una matriz antisimétrica
de orden n con elementos enteros. Este invariante es de una categoria diferente a muchos de los
invariantes que se definieron inmediatamente se introdujo el concepto de nudo virtual, y que
fueron extensiones naturales de invariantes existentes. Nuestro invariante es totalmente nuevo,
y aunque una de sus partes estd relacionada con las matrices basadas definidas por Turaev [47],
nuestra definicién tiene mas conexién con la solucién del problema de la palabra signada de
Gauss, dada por Cairns y Elton [5], que con las matrices basadas. Este capitulo es la parte
central de la tesis, y es el aporte original a la teorfa de los nudos virtuales. Daremos condiciones
para determinar cuédndo una tripleta es la tripleta de un cédigo nudal. También estudiaremos
el comportamiento de A con respecto a la imagen espejo * y #, y al inverso. Encontraremos
condiciones para determinar cudndo una virtualizaciéon de un cédigo nudal geométrico no da
lugar a un nudo combinatorio cldsico, respondiendo asi una pregunta planteada por Kauffman
en [27].

En el Capitulo 4 estudiaremos algunos invariantes de nudos virtuales: el grupo de un nudo
virtual, los A-polinomios, el polinomio P de Henrich, [16], el polinomio Z de Sawollek, [36] y el
polinomio Jones [25]. Presentaremos los resultados de Kim [30], quien da condiciones para de-
terminar cudndo un grupo G es el grupo de un nudo virtual. En el caso de que G corresponda al
grupo de un nudo virtual, nosotros mostraremos un algoritmo para construir un nudo combina-
torio a partir de la presentacion del grupo. También estudiamos el sistema periferal de un nudo
virtual. Con el grupo de un nudo virtual y sus sistema periferal encontramos condiciones para
determinar cuando un nudo virtual no es cldsico. Los A-polinomios son polinomios definidos
por nosotros y son sensibles a los dos tipos de imagen espejo y al inverso. Daremos una defini-
cién alternativa del polinomio P de Henrich usando el invariante A de un nudo combinatorio,
y demostraremos algunas propiedades de P. Definiremos, en una forma mads algoritmica, el
polinomio Z de Sawollek para nudos virtuales. Mostraremos un ejemplo de un nudo virtual no
cldsico con polinomio Z igual a cero. Por tltimo estudiaremos el polinomio de Jones via nudos
combinatorios, para ello definiremos el polinomio bracket para nudos combinatorios. También
estudiaremos el comportamiento del polinomio de Jones con respecto a las virtualizaciones.
En el Capitulo 5 hacemos una breve introduccién al problema de clasificacién de nudos virtuales.
Para ello necesitamos definir una forma normal de un nudo combinatorio, y establecer un orden
entre formas normales, de tal manera que podamos ir construyendo una lista de nudos virtuales,
que no tenga repeticiones ni omisiones. Para definir este orden se tiene en cuenta minimizar
el nimero de cruces y el nimero de puentes. Para la clasificacién se utilizan los invariantes
estudiados en el trabajo. Presentamos las tablas obtenidas por este método para nudos virtuales
de 2 y 3 cruces, y continuar la clasificaciéon y compararla con otras clasificaciones es uno de los
trabajo futuros que deseamos desarrollar.
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Capitulo 1

Conceptos basicos

En este capitulo estudiaremos el concepto de nudo virtual desde dos perspectivas diferentes,
una, utilizando el concepto de nudo combinatorio, propuesto por Toro [44], y la otra es a través
de diagramas sobre superficies orientables y compactas.

Este capitulo tiene la doble funcién de introducir tanto los nudos virtuales como los nudos
combinatorios y a la vez mostrar que los nudos combinatorios constituyen una buena opcién
para estudiar nudos virtuales.

En la primera parte daremos una serie de definiciones béasicas referente a la teoria cldsica de
nudos, nudos combinatorios y nudos virtuales. Probaremos que existe una correspondencia
biunfvoca entre la categoria de los nudos virtuales y la de los nudos combinatorios. Este es uno
de los resultados centrales de este capitulo, por lo que su prueba se hace con mucho detalle y
se da un ejemplo particular del método de prueba.

Utilizaremos el trabajo de Carter [4] para probar que todo nudo combinatorio es realizable
sobre una superficie orientable, conexa, compacta y sin frontera. El método es constructivo y
permite encontrar una superficie con las propiedades anteriores y que, ademds, es de género
minimo entre todas las superficies sobre las cuales éste se puede realizar. Con este trabajo y la
solucién del problema de la palabra signada de Gauss dada por Cairns y Elton [5], definiremos,
en el Capitulo 3, un nuevo invariante de nudos virtuales. Motivados por lo anterior, en la
Seccién 1.5, estudiaremos, con mas detalle, el concepto de diagrama de un nudo sobre una
superficie orientable y compacta y el de equivalencia estable definido sobre tales diagramas [25],
[6]. Enunciaremos, sin probar, el teorema de Carter, Kamada y Saito [6] que relaciona los nudos
virtuales y los diagramas sobre superficies.

Debido a que los nudos virtuales fueron definidos como una extensién del concepto de diagrama
de un nudo clédsico, iniciaremos esta seccién haciendo un repaso sobre la definicién de nudo

clasico. Después definiremos nudo combinatorio y luego nudo virtual.

1.1 Nudos clasicos

En esta seccién recopilaremos, sin demostraciones, los conceptos bésicos y algunos teoremas de
la teoria cldsica de nudos que nos ayudardn a entender ciertas definiciones que daremos mas
adelante, ver [3], [28] y [41].



Definicién 1.1.1 Sea M una 3-variedad y sea L C M. Diremos que (M,L) es un enlace en
P

M de p componentes si existe un embebimiento [ : H Sp — M cuya imagen es L, donde []
n=1
significa union disjunta y S, es homeomorfo a un circulo, para todon = 1,2,....,p. Sip =1

diremos que (M,L) es un nudo en M. Si M = R3 6 S diremos que (M,L) o L es un
enlace clasico y si p = 1 diremos que (M, L) o L es un nudo cldasico. Por otro lado, si
M =X x[0,1], donde ¥ es una superficie orientable y compacta, diremos que (M, L) es un
enlace en una superficie engrosada y si p = 1 diremos que (M, L) es un nudo en una
superficie engrosada. En este caso, por abuso de lenguaje, hablamos de nudo o enlace en la

superficie 3.

En esta primera instancia nos concentraremos en el caso M = R3. En la Seccién 1.5 estudiare-
mos el caso M = X x [0,1]. Si el lector estd interesado en el estudio de nudos en otro tipo de
3—variedades puede consultar el articulo de Drobotukhina [9], que hace un estudio de nudos
en RP3. Si consideramos algunas de las dos posibles orientaciones que se le pueden dar a S?,
entonces [ debe ser una funcién que preserva orientacién, de esta forma cada componente de L
tiene dos posibles orientaciones y, en ese caso, diremos que L es un enlace orientado.

En este trabajo nos concentraremos sélo en nudos, y muchos de los resultados expuestos se
extienden, de manera natural, a enlaces. Exceptuando el invariante A definido en el Capitulo
3, que soélo se define para nudos.

Sea K C R3 un nudo clédsico. Un diagrama para K es una proyeccién de K sobre el plano z = 0
de tal forma que: més de dos puntos no se pueden proyectar sobre uno mismo y dos segmentos

no pueden tener la misma proyeccién. Un ejemplo de un diagrama de un nudo orientado se

@ xl:- Positivo

C\_) xf Negativo
a b

muestra en la Figura 1-1-a.

Figura 1-1: Ejemplo de un diagrama de una nudo cldsico y clasificacién de cruces.

Con base en el diagrama de un nudo definimos el signo de un cruce de acuerdo a la Figura
1-1-b.

Dos nudos cldsicos orientados Ky y Ko son equivalentes si existe un homeomorfismo f de
R3 en R3, que preserva orientacion, tal que f(Ky) = Ky. Se denota K1 ~ Ks. Puesto que
en gran parte del trabajo se hace uso fundamental de los diagramas y no de los nudos mismos,
surge la necesidad de dar una definicién de equivalencia sobre el conjunto de los diagramas



que corresponda a la equivalencia de nudos cldsicos. Para definir la equivalencia de diagramas

introduciremos los movimientos de Reidemeister que se ilustran en la Figura 1-2.
Tipo I K <« C
Tipo I &3 < O
NN PN
Tipo IIT: /\ \\// /\ /\\_/\

/7N

Figura 1-2: Movimientos de Reidemeister.

Los movimientos de Reidemeister son pensados en una vecindad que sélo contiene esa parte del
diagrama, lo que estd por fuera de dicha vecindad, queda igual. Dos diagramas son equivalentes
si se pueden deformar uno en el otro mediante un nimero finito de los movimientos de Reide-
meister y homeomorfismos del plano. El resultado de Reidemeister, [3], que dice que dos nudos
clasicos son equivalentes si y sdlo si sus respectivos diagramas son equivalentes, nos permite
estudiar nudos cldsicos via diagramas. Esta es la aproximaciéon que se toma para la definicién

de nudos combinatorios y nudos virtuales.

1.2 Nudos combinatorios

En esta seccién estudiaremos el concepto de nudo combinatorio. Los nudos combinatorios,
definidos por Toro [45] y [46], fueron introducidos como cédigos que nos facilitan la forma de
manipular nudos en el computador. Mas adelante mostraremos que no sélo son una herramienta
computacional sino también una herramienta tedrica. El nombre de nudo combinatorio nace
del hecho de que siempre es posible asignarle, a cada uno de estos cédigos, un nudo en una 3-
variedad. Los nudos combinatorios estdn estrechamente relacionados con las palabras signadas
de Gauss y los coédigos de Gauss, ver [5], [40] y [25]. Puesto que le damos un tratamiento

diferente, optamos por darles un nombre diferente.

1.2.1 Definicién de nudo combinatorio

Lo que haremos primero es mostrar un método para asignarle a un diagrama de un nudo clésico
de una componente, un cédigo que lo describa.

Construccién de cédigos: Sea K un diagrama de un nudo clédsico y etiquetemos los cruces

de K con los nimeros ai, as,...,a, € ZT, donde n es el nimero de cruces de K. Tomemos un
punto sobre K, que no sea un cruce. Recorramos el diagrama a partir de dicho punto en el
sentido de la orientacién, y formemos una lista con los nimeros de los cruces que nos vayamos

encontrando en el recorrido, con la convencién de que si pasamos por debajo del cruce a;,



ponemos —a; y si pasamos por encima del cruce a;, ponemos a;. Denotaremos la lista construida

anteriormente por C(K). Construyamos la lista (e, €, ..., ex), donde m = max {a;} y para

1=1,2,...,

todo j € {1,...,m}, ej = 1si j = a; y el cruce a; es positivo, e; = —1 si j = a; y el cruce qg;
es negativo, y e; = 1 6 e; = —1, en los otros casos. Esta lista la denotaremos por S(K). A la
pareja ordenada (C'(K), S(K)) la llamaremos cddigo nudal de K. Note que con esta convencién
pueden existir enteros, entre 1 y m, que no correspondan a cruces del diagrama.

Si el diagrama tiene p componentes, entonces aplicamos el procedimiento anterior a cada
una de las componentes del diagrama, obteniéndose asi una pareja ordenada de la forma
{Ci1(K),...,Cn(K)},S(K)), donde C;(K) es la correspondiente lista que se construye al reco-
rrer la componente i—ésima de K, i = 1,2,...,p . A la pareja ({Ci(K),...,Cp(K)},S(K)) la

llamaremos cddigo enlace de K.

Ejemplo 1.2.1 Consideremos los diagramas mostrados en la Figura 1-3.

a b c

Figura 1-3: Nudo y enlace cldsico enumerados.

Si recorremos el diagrama del nudo cldsico a a partir del punto x obtenemos el siguiente cédigo
nudal: ((9, =7, 3, =2, 5, =9, 7, =5, 2, =3), (1, =1, —1, 1, —1, 1, —1, 1, —1)). Por otro lado, si
hacemos lo mismo con el enlace cldsico b, a partir del punto z en la componente L1 y a partir
del punto y en la componente Lo, obtenemos el cddigo enlace ({(—2, 3, =5, 4, —1, 2, =3, 1),
(—4,5)}, (1,1, 1, 1, 1)). Para el nudo cldsico ¢ tenemos el cddigo nudal ((—1, 2, —4, 5, =3, 1,
-2, 3, =5, 4), (-1,-1,-1,—-1,-1).

La construccién anterior motiva la siguiente definicion.

Definicién 1.2.1 Un cddigo nudal o codigo de n cruces lo definimos como la pareja orde-

nada,

((ilv /i27 t ,Ii2n)7 (617 T ,em)),
tal que, como conjuntos, {iy,i9, - ,ion} = {a1, - ,an} U{—ay, -+ ,—an}, a,...,.a, € N, y
ej € {1,-1}, j =1,2,...,m, donde m > max{ai, az, - ,an}. A las sucesiones (i1,i2," - ,i2,)
y (e1, -+ ,em) las llamaremos listas de cruces y de signos, respectivamente.

Definimos el codigo nudal trivial como (( ),()).



Un cddigo nudal estd en forma estandar si {aq,...,a,} = {1, 2,...n} ym =n.

Un cédigo enlace o codigo de p componentes es una pareja ordenada de la forma

p—sucesiones

{(z’l,...,z't),.t,(jl,...,js)},(el,...,em) ,

tal que, como conjuntos {i1,...,it }U...U{j1, ..., s} = {a1, ..., an }U{—au, ..., —an}, a1,...,an, € N,
yej €{l,—-1}, j =1,2,...,m, donde m > max{a,as,--- ,a,}.

Definimos el codigo enlace trivial de p componentes como

p—sucesiones

{0-20}0

Con la idea de no dar una notacién recargada, pues el tratamiento con los cédigos de enlaces
requieren de ciertos tecnicismos, las definiciones y teoremas que trataremos en el resto de este
trabajo se hardn en el dmbito de los cédigos nudales. Todos los resultados se extienden de
manera natural a cédigos enlaces, exceptuando lo hecho en el Capitulo 3.

Dado el c6digo K = ((1, ooy lp—1y By pg1eeey Tp—1, Jy 041 -y 92n), (€1, ...y €m)), si C denota la sub-
sucesion iy, ..., ir—1, D la subsucesién iy41...,7:—1 vy G la subsucesion iy41 ..., 42, entonces K lo
escribimos también como K = ((C,h, D, j,G), (e1,...,em)).

Los cédigos de Gauss se construyen de una manera similar que los c6digos nudales. Hay varios
autores que utilizan cédigos de Gauss, pero nuestra referencia central es el trabajo de Kauffman
[25]. El realiza una enumeracion esténdar, de 1 hasta n, donde n es el mimero de cruces clésicos,
para diagrama y utiliza los simbolos Ui+ y Oi£ para indicar que el diagrama se recorre por
debajo o por encima, respectivamente, cuando se atraviesa el cruce i, y & representa el signo
de dicho cruce. Por ejemplo si recorremos el diagrama del nudo dado en la Figura 1-3 ¢ a partir
del punto z obtenemos el cédigo de Gauss O1 —U2—-03-U5—04—-U1-02—-U4—-07-U3—.
Como podemos ver tenemos ventaja al trabajar con cédigos nudales, pues la enumeracién no
necesariamente tiene que ser estdndar, y ademds admitimos signos de cruces que no existen.
Denotemos el conjunto de los cédigos nudales por NC.

La definicién de c6digo nudal nos da la posibilidad de hacer un tratamiento que no dependa
de diagramas, como se verd en el Capitulo 5, donde trataremos brevemente el problema de
clasificaciéon de nudos virtuales. Sin embargo, para tener un mejor entendimiento geométrico
de c¢émo nacieron las relaciones de equivalencia que definimos sobre el conjunto de los cédigos
nudales, debemos tener como referencia a los diagramas de nudos cldsicos.

Ahora bien, a un diagrama de un nudo clédsico le hemos asignado un cédigo que guarda cierta

informacién de éste, entonces surge el siguiente interrogante ;Cudndo dos cddigos representan



el mismo diagrama? Buscando darle solucién al interrogante anterior definimos las siguientes
transformaciones sobre el conjunto de los cédigos nudales.

Transformaciones de Tipo A o rotaciones:

((il7 2.27 ceey iZn)a (617 ceey €m)) ~ ((ita it+17 ceey i2n7 ila ceey it—1)7 (617 ceey em))a

para todo t = 2, ..., 2n.
Lo que nos dice esta transformacion es que los cédigos nudales no dependan del punto inicial.
Cabe aclarar que la lista de signos no se altera.

Transformaciones de Tipo B o reenumeraciones:

((117127"' 7i2n)7(617'” 7em)) ~ ((j17j27"' 7j2n)7(517"' 751))

si existe una funcién biyectiva ¢ : {i1, - ,i2,} — {j1, " ,J2n}, tal que, para todo k =
L2, n, o(—ik) = —0(ik) Y E1pin)| = €linl-

Lo que nos dice esta transformacién es que los cédigos nudales no dependen de la enumeracién
de los cruces escogida.

Transformaciones de Tipo C o simplificaciones de la lista de signos:

((i1’i27"' 7i2n)’(617"' a€m7€m+1)) ~ ((ilﬂi%"' ai2n)7(€1a' o 7€m))7

sim > max {|ij|} v ems1 € {1, -1}

.7:17”’ ,Qn
Si permitimos las transformaciones anteriores sobre el conjunto de los cédigos nudales, entonces
hemos resuelto el problema de la dependencia del punto inicial y de la seleccién de los mimeros
de la enumeracién de los cruces. Ahora pensaremos en la independencia del diagrama, es decir,
si dos diagramas son equivalentes entonces sus respectivos cédigos deben ser equivalentes y
viceversa.
Sin pérdida de generalidad podemos enumerar los cruces con los enteros {1,2,...,n}.

Movimientos de Reidemeister de Tipo I: Este movimiento consiste en eliminar el cruce

j€{1,2,...,n} siempre y cuando j y —j o —j y j ocurran consecutivamente. Asf

((Fv D)v (61, ---aem))a (')’
((F, D), (e1,...,em)),

Q

((ijv *jv D)v (61, ) em))
((F,=J,4, D), (€1, ... em))

Q

Donde A y B son subsucesiones de la lista de cruces.
Observemos que no modificamos la lista de signos, aunque nuestro cédigo tenga menos cruces.
Recordemos que en nuestra definiciéon de cédigo nudal permitimos tener signos para cruces no

existentes, esto lo hicimos con el fin de que no haya la necesidad de reenumerar cada vez que



se eliminen cruces usando estos movimientos.

Movimientos de Reidemeister de Tipo II: Este movimiento consiste en eliminar dos cruces,

digamos h y j, siempre que se dé la siguiente situacion:

((F, h,j,D,—h, —j,G),(el,...,em)) ~ ((F7D7G>7(el7 76771))? 0O,
((F7 h7j7D7 _ja_h7G)7(el7’"7em)) ~ ((F7D7G>7(el7 7em)>
siy sélo si j y h son nimeros del mismo signo y e;| = —ejy-

Al igual que para los movimientos de Reidemeister de Tipo I, aqui no modificamos la lista de
signos.
Movimientos de Reidemeister de Tipo III: En este movimiento estdn involucrados tres

cruces, %, j y w y se requieren condiciones que dan lugar a 16 casos en los cuales se puede

efectuar el movimiento. En todos los casos el movimiento de tipo III es de la forma
((Fa 7Z‘a 7].’ Dvpa q, Ga ta S)a (ela ceey em)) ~ ((Fa 7].7 72" Da q,Dp, Ga S, t)a (ela ] em))

si y sélo si se cumple una de las siguientes condiciones sobre los enteros p, q,t,s y los signos de

los cruces i, j, w que se presentan en la tabla

R3-1 | R3—-2 | R3—3 | R3—4 | R3—5 | R3—6 | R3—-7 | R3-8
P Fw Fw +w +w J 1 ] j
q J J ) 1 Fw Fw Fw Fw
t Fw 1 Fw 7 Fw J Fw 1
S ) +w J Fw ) +w Fw
€; -1 1 -1 -1 -1 1 1 1
€;j -1 -1 -1 1 1 1 -1 1
Ew F1 +1 F1 +1 +1 F1 +1 F1

Tabla 1.1

Definicién 1.2.2 Dos cddigos nudales K1 y Ko son equivalentes, denotado K1 ~ Ko, si K;
puede ser transformado en Ko por medio de un nimero finito de transformaciones de Tipo A,

By C y de movimientos de Reidemeister.
La relaciéon = define una relacién de equivalencia sobre el conjunto de los cédigos nudales.

Definicién 1.2.3 A las clases de equivalencia de cédigos nudales las llamaremos nudos com-

binatorios.

Si omitimos la transformacién de tipo A, entonces a las clases de equivalencia las llamaremos

nudos combinatorios largos, esto da lugar a los long virtual knots, [38] y [14]. En



este trabajo no trataremos este tema. En muchas ocasiones utilizaremos la notacién [K] (o
por comodidad K), para referirnos a la clase de equivalencia del cédigo nudal K. Un nudo

combinatorio [K] se dice trivial si K es equivalente a ((), ()).

Definicién 1.2.4 Diremos que un cdédigo nudal es geométrico si es el cédigo nudal de un
diagrama de un nudo cldsico. Diremos que un nudo combinatorio es cldsico si tiene un repre-

sentante que es geométrico.

Es posible que un nudo combinatorio cldsico tenga algun representante que no es geométrico.

1.2.2 Sobre realizaciones de nudos combinatorios

Usando teorfa de invariantes probaremos que existen nudos combinatorios que no son clésicos.
Por tanto surge el siguiente interrogante ;qué tipo de diagramas podemos asignarles a cédigos
nudales que no son geométricos? En otras palabras jcémo podemos realizar un cédigo nudal?
En esta seccién motivaremos, mediante un ejemplo concreto, el significado de realizacion de
un c6digo nudal. Después utilizaremos el algoritmo de Carter [4] para probar que todo cédigo
nudal es el cédigo de un "diagrama' sobre una superficie. Otro tipo de realizacién se estudiard

en la Seccién 1.3.

1.2.2.1 Curvas normales

Hablar sobre realizaciones de cédigo nudales obliga a hablar de curvas normales sobre superficies,
por tanto, antes de abordar el problema de la realizacién de un cédigo nudal haremos una breve

introduccién a la clasificacién de las curvas normales. Consideremos la siguiente definicién.

Definicién 1.2.5 Una curva cerrada de m componentes en una superficie 3 es una pareja

ordenada (%,7), donde -y : HS — X es una funcion continua de la union disjunta HS

Jj=1 Jj=1
en una superficie orientable y compacta ¥, donde S; es homeomorfo a un circulo, para todo

j=1,...,m. Una curva cerrada (3,7) se dice normal si vy tiene sélo un nimero finito de
intersecciones consigo misma, las cuales son transversales en los puntos de interseccion. A los
puntos de interseccion los llamaremos cruces de . Una curva normal (3,7) se dice curva

normal plana si ¥ = S2.

Definicién 1.2.6 Dos curvas normales (3,7) y (3,7) se dicen geotdpicas si existe un ho-
meomorfismo ¢ : ¥ — S tal que @(y) = 7. Se dice que (X,7) y (iﬁ) son geotdpicamente
estables si podemos remover o agregar un nimero finito de 1-asas de \{v} o de S\{F}, re-

spectivamente, y obtener curvas normales (T',~) y (T, 7) tales que (U',~) y (T, 7) son geotdpicas.



Para estudiar el problema de la equivalencia de curvas normales Carter [4] utiliz6 el concepto
de palabra signada de Gauss, que es una variante de las palabras estudiadas, anteriormente, por
Gauss, [13]. Con la clasificacién de curvas normales, Cairns y Elton [5] encuentran condiciones
necesarias y suficientes para determinar cudndo una curva normal de una componente es plana.
Nosotros utilizaremos los resultados de Carter para encontrar una realizacién de un cédigo
nudal, y las condiciones de Cairns y Elton para determinar si tal realizacién corresponde a un
nudo clasico o no.

Sea S = {a1,...,an}U{a; ', ay', ..., a; '} un alfabeto. Una frase en el alfabeto S es un conjunto
de la forma w = {wy, ...,wx}, donde cada elemento de w es una palabra en el alfabeto S. Una
frase es una frase signada de Gauss si la suma de las longitudes de todas sus palabras es 2n
y no tiene letras repetidas, es decir, se usan todas las letras del alfabeto. Si la frase tiene una

sola componente, diremos que es una palabra signada de Gauss.

Definicién 1.2.7 Dos frases signadas de Gauss, sobre alfabetos de la misma cardinalidad, son
isomorfas si una de ellas se puede transformar en la otra por medio de un nimero finito de
las sigutentes operactones:

P1: Cambiar el nombre de las letras a, ..., Gn,

P2: Permutar el orden de las palabras de la frase.

P3: Permutar ciclicamente cualquier palabra de la frase,

PJ: Reversar cualquier palabra de la frase, y

P5: Cambiar el signo de los superindices de todas las letras que conforman las palabras de la

frase.

Hemos definido frase signada de Gauss, lo que haremos ahora es mostrar un método para
asignarle una frase signada de Gauss a una curva normal (3,7). Como el lector podra notar,
este proceso de asignacion es semejante al de los c6digos nudales. En efecto, sea (X, v) una curva
normal de m componentes, y sean 7y, ..., 7,, Sus respectivas componentes. Nombremos los cruces
de ~y con las letras a;, i = 1,...k, donde k es el nimero de cruces de . Ahora proporcionemos
una orientacién a cada ~;, ¢ = 1,2,...,m. Escojamos una componente de v, digamos ~v;, y

recorramosla iniciando en un punto cualquiera sobre ella, que no sea cruce. Ahora bien, dado
a

un cruce k diremos que el cruce se recorre en forma positiva si es recorrido a partir

del punto bgr se recorre en forma negativa si es recorrido a partir del punto a. Construyamos
una palabra de la siguiente manera: cuando pasamos por el cruce k escribimos ay si el cruce
es recorrido de forma positiva, o alzl si el cruce es recorrido de forma negativa. Terminamos
el proceso cuando hayamos regresado al punto inicial. La sucesién que construimos se llama la

palabra signada de v; y la denotaremos por w;. Si realizamos la construccién anterior para cada



i=1,2,...,m, entonces {wr, ...,w,, } es una frase signada de Gauss asociada a ~y. Si ~y tiene una
sola componente lo que construimos es una palabra signada de Gauss asociada a +.
Observemos que la asignacién de una frase signada de Gauss a una curva normal es muy similar
a la de c6digo enlace de un nudo cldsico. Solo que las curvas normales viven en superficies, que
no necesariamente son S?, y los diagramas de nudos cldsicos en el plano.

Es muy natural obtener una palabra signada de Gauss a partir de un cédigo nudal.

Lema 1.2.1 Sea K = ((i1,...,921), (€1, ..., €m)) un cédigo nudal. Supongamos que {i1, ...,lo,} =

{a1,...;an} U{—a1,...,—a,}, donde a; €N, j =1,2,...,n., entonces
s | . €1 . £;
("-)K — |/I‘1| 71 ‘12| 2 ... |/l'2n| 2n s
donde €;; = —e;; siij >0 o0&y =ey; siij <0,7 =12 ..,2n, es una palabra signada de

Gauss en el alfabeto {a1, ...,an} U{a;?, ..., a; '}

El reciproco es un tanto diferente ya que, dada una palabra signada de Gauss w, existen varios
codigos nudales K tales que wxg = w. Por ejemplo, para la palabra signada de Gauss w =
1712371471271423 los cédigos nudales K1 = ((1, =2, 3, 4, 2, —4, =2, =3), (1, 1, 1, 1)) y
Ky = ((-1, 2, =3, =4, =2, 4, 2, 3), (-1, —1, —1, —1)) son tales que wg, = wg, = w.
Veamos como construir un cédigo nudal a partir de una palabra signada de Gauss, en efecto,

Ji ,J2

sea w = altal? - - al*

. -1 _
L /o una palabra signada de Gauss en el alfabeto {a1,...,an} U{a; ", ..., a; '}

talquea; € N, j =1,2,...,n, y sea K, el cédigo nudal ((j1ai,, ..., jonGi,, ), (—1,....,—1)). Puesto
que €j,q;,, = Jt, para todo ¢t = 1,2, ...,n, entonces wk, = w. De lo anterior podemos afirmar
que a toda palabra signada de Gauss le corresponde un cédigo nudal. Este cédigo nudal no
es unico. Sea K = ((i1,...,92n), (€1, ..., €m)) un cédigo nudal tal que wxg = w. Fijemos un
cruce a; cualquiera de K y sea K, el cédigo nudal ((k1, ..., k2n), (€1, ..., €r)) obtenido de K al
intercambiar el signo de las dos ocurrencias de a; y —a; en su lista de cruces, e, = e, k # a;
Y €a; = —€q;. No es dificil ver que w Ko, =W Por tanto, si w es una palabra signada de Gauss
de longitud 2n, entonces hay 2" cédigos nudales K tales que wx = w.

Asi, si K es un cédigo nudal y wg su respectiva palabra signada de Gauss, entonces al encontrar
una realizacién para wy obtendremos una realizaciéon para K. A la realizacién de wg la
llamaremos la sombra de la realizacién de K. Hay una estrecha relacién entre la sombra de
nudos virtuales y los flat virtual knot [25].

En [4], Carter asigna a una frase signada de Gauss w una superficie, compacta, orientable y
sin frontera M,,, que llamaremos superficie de Carter, la cual tiene inmersa una curva normal
v, cuya frase signada de Gauss es w. Ademds, esta superficie tiene la particularidad de ser
la de género minimo entre todas las superficies orientables y compactas, que tienen una curva
normal inmersa con frase signada de Gauss w. Con esta construccion, ver [4], Carter hace una

clasificacién de curvas normales que se resume en el siguiente teorema.
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Teorema 1.2.2 Eziste una correspondencia biunivoca entre las clases de isomorfismo de frases

signadas de Gauss y las clases de geotopia estable de curvas normales sobre superficies.

Si la superficie de Carter de una frase signada de Gauss w es S2, entonces diremos que w es una
frase signada de Gauss plana. A partir de este hecho, Cairns y Elton [5], dieron condiciones
necesarias y suficientes para determinar cudando una palabra signada de Gauss es plana. En el
Capitulo 3 retomaremos este trabajo para definir un invariante de nudos virtuales que resulta

ser muy poderoso.

1.2.2.2 Realizacion de Carter

Dado un diagrama de un nudo cldsico D siempre existe un c6digo nudal asociado a D. Ahora
consideremos el reciproco, es decir, dado un cédigo nudal K jezistird un diagrama de un nudo
cldsico cuyo cddigo nudal sea K ? Mas general, ;Eristira K', cédigo nudal geométrico, tal que
K ~ K'? En general la respuesta es NO, por ejemplo, el cédigo K = ((1,2,—1,3, -4, —3,4,—2),
(1,—1,1,—1)) no es un cédigo nudal geométrico. En la Figura 1-4 se muestra un intento por

construir un diagrama para K.

_& —<4 oh
— 9 o< [
z '1‘1 |2 z '1‘1 |2 I+’L1 l2 $+’L1 l2
”—
| *y- Y- Ty Y-
a b c d

Figura 1-4: Construccién de diagrama.

Observemos que es imposible conectar los extremos g y h sin crear un nuevo cruce. Es claro que
el proceso anterior no es una prueba rigurosa de que K no es un cédigo nudal geométrico, mas
adelante, en el Capitulo 3, daremos al lector herramientas para probar que K no es equivalente
a un codigo geométrico.

Ahora pensemos en qué tipo de diagrama podemos asociarle a K. Una forma es considerar la
posibilidad de "dibujar" sobre el doble toro T#7T, es decir, pensar en un concepto de diagrama,
similar al hecho en R?, pero esta vez sobre el doble toro. Un ejemplo de este tipo de diagramas

se muestra en la Figura 1-5.
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Figura 1-5: Diagrama de un nudo en el toro.

Notemos que si recorremos la curva a partir del punto x obtenemos el cédigo K. En este caso
diremos que K es realizable sobre la superficie T#1. Mas adelante probaremos que para todo
c6digo nudal existe una superficie sobre la cual éste pueda ser realizado.

A grosso modo, la idea de la prueba del siguiente teorema es: si K es un cédigo nudal y wg su
respectiva palabra signada de Gauss, entonces a partir de la curva normal (M, , 7, K) podemos
encontrar una realizacién de K sobre M, .

Para no tener que convertir los cédigos nudales en palabras signadas de Gauss, construiremos la
superficie de Carter a partir del c6digo nudal dado, y de este modo obtendremos un algoritmo
que construye una superficie de género minimo sobre la cual podamos realizar dicho cédigo

nudal.

Teorema 1.2.3 Sea K un cddigo nudal, entonces existe g € NU {0} tal que K es realizable
sobre la superficie M = THTH# - #T (g—wveces). Ademds, Mg tiene la propiedad de ser la
superficie de género minimo entre todas las superficies orientables, compactas y conezxas sobre

las cuales K es realizable.

Prueba. La prueba se basa en el algoritmo de Carter, ver [4]. No perdemos generalidad si
los cédigos estan en forma estdandar.
Existencia: Sea K = ((i1, 92, ..., i2n), (€1, ..., €)) un cédigo tal que {i1, ia,...,i2n } = {£1, £2,...,
+n}. Consideremos el 2—complejo simplicial Mg, cuyos vértices estdn nombrados con los
ndmeros 1,2,...,n. Los lados l1,...,l2,, estdn etiquetados por las parejas ordenadas [i1, i2],
[ia, 3], [i3,%4], -y [t2n—1,%2n), [i2n,71]. Diremos que los lados asi definidos estdn orientados posi-
tivamente, y si se recorre el lado [it, i;41] de 4,11 hasta i; se dice que el lado se estd recorriendo
en la direccién negativa y se denotard por —[it, i;41]. Cabe aclarar que podemos tener aristas
etiquetadas con alguna de las cuatro formas [i¢, —j], [it, 7], [J,%s] ¥ [—7,%s], con j > 0.
Primero daremos un algoritmo para construir una cara de M.
Algoritmo:
El algoritmo que presentamos a continuacién nos dard un método para construir la frontera
de una cara de Mp. Estd cara quedard univocamente determinada por la forma en como
recorramos la arista con la cual iniciamos el algoritmo.

Paso 1: Seleccionamos una arista, digamos [;.
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Paso 2: Este paso dependerd de cémo recorramos la arista [;.
Si recorremos I; en la direccién positiva, entonces, al terminar de recorrer dicha arista sumamos
o restamos [; de acuerdo a la siguiente regla:

R1 :si l; = [it, —e;j] entonces restamos s, donde I = [is, €;7], 0,

R2 : si l; = [it, ejj] entonces sumamos [s, donde Iy = [—e;7, is].
Si recorremos [; en la direccién negativa, entonces, al terminar de recorrer dicha arista sumamos
o restamos [; de acuerdo a la siguiente regla:

R3 :sily = [—e;j, 4] entonces sumamos s, donde I = [e;], 5], 0,

R4 : sily = [ej7, i) entonces restamos s, donde [5 = [ig, —€;j].
Paso 3: Aplicamos, sucesivamente, el Paso 2 hasta volver a recorrer la arista [; en la misma
direccion en que iniciamos el Paso 2. Como estamos trabajando con un nimero finito de aristas,
eventualmente volvemos a recorrer la arista [; en la misma direccidn.
Por el hecho de que tenemos un nimero finito de aristas, el algoritmo anterior termina y la
curva que se construye es, en efecto, cerrada. Denotemos por df; a la curva construida. Es
posible que 1 recorra una misma arista en ambas direcciones o varias veces un mismo vértice,
por tanto df; se dibujard sin realizar tales identificaciones. Su interior, que denotaremos por
f1, serd un poligono cuya orientacién es la inducida por el orden en que se han ido sumando o
restando sus respectivos lados, segin el algoritmo anterior.
Para construir otra cara de Mg tomamos una arista que no haya sido recorrida, en ambas
direcciones, por Jf;. Supongamos que la arista es [;. Luego aplicamos los Pasos 1, 2 y 3
tomando en el Paso 1 a l;. Cabe aclarar que, en este caso, el Paso 2 lo aplicamos recorriendo a
l4 en la direccién que no fue recorrida por df;. Ahora bien, si df; no recorre, de ninguna forma,
a ly, entonces escogemos cualquier orientacién de [, para aplicar el Paso 2. Esta nueva cara la
denotaremos por fa. El conjunto de las caras de Mk serd { fi,..., fm} siempre y cuando todas
las aristas 1, ..., l2,, hayan sido recorridas en sus respectivas dos direcciones por 9f1, ..., 0 fm.
Dos caras f;, f; se identificardn a lo largo de la arista l;, conservando la orientacién de ésta, si'y
solosily € 0f; y —l; € 0fj 6 =l € Of; y It € Of;. Es posible que i; € f;. Por la construccién
anterior, las caras del complejo simplicial My se identifican tinicamente en los lados definidos,
por tanto, Mg es, en realidad, una superficie. Ademads, puesto que Mg es un complejo que
usa un numero finito de poligonos y tiene una sola componente, entonces My es una superficie
compacta y conexa.
Debido a que cada lado lo recorremos dos veces, en sentido contrario, obtenemos una superficie
que no tiene frontera.
Sean f1, ..., fm todas las caras de M. Debido a que cada lado lo recorremos en los dos sentidos,
entonces O(f1 + ... + fn) = 0, con lo que Mk es orientable.
Sea v = [i1, lo|+]ia, i3] +]is, ta]+ ... 4 [f2n—1, t2n]+[i2n, 71]. Es claro que v es una curva normal

cerrada sobre Mp.
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Figura 1-6: Transformacién de vértices en cruces.

Las transformaciones mostradas en la Figura 1-6 se pueden aplicar a cada cruce de vy obte-
niendo asi un nudo en Mg x [0, 1], que denotaremos por Dg. Ademds, si tomamos un punto
x sobre la arista [i1, 2] y recorremos Dk a partir del punto 2 obtenemos el cédigo K. Lo que
significa que Dy es una realizacién de K sobre M.

Minimalidad: Sea K un c6digo en forma estdndar, entonces wr = |i1]|" |ig]|*2 - - - |ign|72n,
donde ¢;; = —¢;; sii; >0y g; = ey, sii; <0, es una palabra signada de Gauss en el alfabeto
{1,..,n}U{-1,-2,...,—n}. La construccién de My sigue el mismo algoritmo para construir

la superficie M, , por tanto, My = My, y, ademds v, = v, . En [4] Carter prueba la
minimalidad de M, con respecto a 7,,,, usando ese hecho tenemos que Mf es la superficie
de género minimo sobre la cual se puede realizar K. ®

Sea K un cédigo nudal, a la superficie Mg la llamaremos la superficie de Carter de K, a Dg
la realizacion de Carter de K sobre Mg y a la pareja (Mg, D) la representacion de Carter
para K.

El siguiente ejemplo ilustra el procedimiento para construir la superficie de Carter de un cédigo
nudal K. En este mismo ejemplo se muestra la dificultad de dibujar la realizacién de Carter de

dicho cédigo.

Ejemplo 1.2.2 Tomemos el nudo combinatorio K = ((—1, =2, 3, 1, —4, =3, 5, 4, 2, —5), (-1,
—1, =1, =1, =1)). Los vértices de Mk estan nombrados por 1, 2, 3, 4, 5; los lados por [—1,—2],
(2,3, 3,1], [1, —4], [-4,=3], [=3,5], [5,4], [4,2], [2,-5], [-5,—1] y las caras por f1, fo y fs,
donde
0fi =[-2,3]—[-4,-3] = [5,4]+[-5, = 1]+ [1, —4]+[4,2] —[-1,—2] — [3, 1] +[-3,5] — [2, —5],
Ofr =[—1,-2] +[2,-5] +[5,4] — [1,-4] y
0fs =1[3,1 — [-5,—1] — [-3,5] — [-2,3] — [4,2] + [-4, —-3].
En este caso, X(Mg)=5—1043 = —2, con lo que el género de Mg es 2. Lo que significa que

podemos realizar a K en TH#T x [0,1]. Debido a que es dificil hacer una identificacion adecuada
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de las caras f1, fa y f3 para encontrar la respectiva realizacion de K, entonces hacemos un dibujo

de una posible realizacion de K sobre T#T x [0,1], ver Figura 1-7.

Figura 1-7: Diagrama para ((—1,-2,3,1,—4,-3,5,4,2,-5),(—1,—1,—1,—1,—1)) sobre el
doble toro.

Otro tipo de diagrama que podemos asociarle a un nudo combinatorio es permitir un nuevo
tipo de cruce y trabajar con el diagrama haciendo de cuenta que tal cruce no esta realmente
alli. Por ejemplo, de la Figura 1-4—d obtenemos el "diagrama" mostrado en la Figura 1-8. Este

truco da lugar al concepto de nudo virtual.

Fan)
A "4

Figura 1-8: Diagrama de un nudo virtual.

1.3 Nudos virtuales

En la seccién anterior asociamos a un cédigo nudal un diagrama, ver Figura 1-8 que tenia
algunos cruces decorados con un circulo. A estos cruces los llamaremos cruces virtuales. En
esta seccién estudiaremos brevemente el concepto de nudo virtual, introducido por Kauffman
[25], y probaremos que existe una correspondencia biunivoca entre la categoria de los nudos

combinatorios y la de los nudos virtuales, ver [25] y [14].

Definicién 1.3.1 Un diagrama de un enlace virtual orientado de m componentes es
un diagrama de m componentes contenido en el plano y tiene cruces clasificados como positivos,
negativos y virtuales. Si el enlace tiene una sola componente diremos que es un diagrama de
un nudo virtual orientado. Al diagrama que mo tiene cruces lo llamaremos diagrama

trivial.
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Los movimientos generalizados de Reidemeister son todos los los movimientos de Reidemeister

ilustrados en la Figura 1-2 y sus versiones virtuales, que se muestran en la Figura 1-9.

TipoI': = <« C
Tipo IT: & < >

Tipo IIT: % <> %
Tipo 11T ?i <> %

Figura 1-9: Movimientos de Reidemeister virtuales.

El conjunto de los diagramas de nudos virtuales lo denotaremos por VD. Dos diagramas K y
K’ € VD se dicen virtualmente equivalentes, denotado K ~ K', si K puede ser transformado

en K’ por medio de un mimero finito de movimientos generalizados de Reidemeister.

Definicién 1.3.2 Un nudo virtual es una clase de equivalencia de diagramas de nudos vir-
tuales. Un nudo virtual se dice cldsico si uno de sus representantes es un diagrama de un nudo

clasico.

Note que los diagramas de nudos cldsicos son también diagramas de nudos virtuales, por tanto
la relacién descrita anteriormente define una nueva relacién de equivalencia sobre el conjunto
de los diagramas de nudos cldsicos. El siguiente teorema garantiza que la teorfa de los nudos
virtuales es, en efecto, una extensién no trivial de la teorfa cldsica de nudos. Para la prueba
ver [14] y [25].

Teorema 1.3.1 (1) Sean Dy y Dy diagramas de nudos cldsicos. Si D1 puede ser transformado
en Do mediante un nimero finito de movimientos generalizados de Reidemeister, entonces ellos
también pueden ser transformados, uno en el otro, mediante un niumero finito de movimientos
de Reidemeister.

(2) Existen ejemplos de nudos virtuales que no son equivalentes a nudos cldsicos.

Otra prueba interesante, de la parte (1), se puede consultar en [35]. Mas adelante daremos
muchos ejemplos que muestran la parte (2).
Una definicién alternativa para la relacién de equivalencia definida sobre el conjunto de todos

los diagramas de nudos virtuales es cambiar el conjunto de los movimientos de Reidemeister
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virtuales por un movimiento mucho més general, este movimiento es llamado "movimiento atajo

o detour".

Definicién 1.3.3 (Movimiento atajo) Consideremos un diagrama de un nudo virtual K. Se-
leccionemos dos puntos, a y b, sobre K. Si el segmento, A(qp), que une los puntos a y b pasa sdlo
a través de un nimero consecutivo de cruces virtuales o no pasa por ningin cruce, entonces re-
movemos A(,p) del diagrama e insertamos un nuevo segmento, A(qyp), con los mismos extremos,

tal que si A(qyp) crea cruces, estos deben ser todos virtuales. Ilustraremos este movimiento en

la Figura 1-10.
,;1 b = ak ?”

Figura 1-10: Movimiento atajo 6 detour

Para mas detalles sobre el movimiento atajo se puede consular [25], [11] y [1].

Teorema 1.3.2 [11, Proposition 1.2.1] El movimiento atajo es equivalente a una sucesion de

movimientos de Reidemeister virtuales.

Cuando se trabaja a nivel de diagramas y se hace la extensién de los movimientos de Reide-
meister a los movimientos de Reidemeister generalizados, es posible que se tenga la pregunta
de si habrd otros movimientos que se puedan permitir, por ejemplo, el mostrado en la Figura
1-11.

Si agregamos dicho movimiento a los movimientos generalizados de Reidemeister, entonces
la categorfa se vuelve trivial, en el sentido de que todo diagrama de un nudo virtual seria

virtualmente equivalente al diagrama trivial, para la prueba ver [34].

\ /
I\ PN

>

Figura 1-11: Movimiento prohibido.
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1.4 Equivalencia entre los nudos virtuales y los nudos combi-

natorios

De la misma forma cémo construimos el c6digo nudal de un diagrama de un nudo clésico,
podemos hacerlo para el diagrama de un nudo virtual.

Sea D un diagrama de un nudo virtual. Si etiquetamos los cruces cldsicos de D con enteros
positivos, tomamos un punto x sobre D que no sea ni cruce cldsico ni virtual y recorremos
D a partir de z, construiremos un cédigo nudal. Este cédigo nudal lo denotaremos por K =
(C(D),S(D)). Para los diagramas de los nudos virtuales, mostrados en la Figura 1-12, sus
c6digos nudales son, respectivamente, ((—1,5,—3,1,—5,3),(—1,1,1,1,1)) y ({(1), (=1)}, (=1)).
Observemos que hacemos de cuenta que los cruces virtuales no estdn "realmente" alli. Esta
técnica, de omitir los cruces virtuales, ha servido para extender invariantes de nudos clésicos a

invariantes de nudos virtuales.

Figura 1-12: Diagramas de un nudo y un enlace virtual con cruces cldsicos enumerados.

El siguiente ejemplo motivard la prueba de que a todo cédigo nudal le podemos asignar un

tnico diagrama de un nudo virtual, salvo movimientos atajo.

Ejemplo 1.4.1 Sea K el cédigo nudal ((1,-2,3,4,2,—1,—4,-3),(1,1,—1, —1)). Construyamos
un cuadrado con vértices etiquetados con los nimeros 1,2,3,4, en el sentido de las manecillas
del reloj, que denotaremos por Ag, ver Figura 1-13-a. Ahora consideremos el grafo dirigido
Gk cuyos vértices son V(Gg) = {1,2,3,4} y conjunto de aristas E(Gg) = {(1,—-2), (-2,3),
(3,4), (4,2), (2,-1), (—1,-4), (—4,-3), (-3,1)}. La arista con etiqueta (a,b) denota una
arista dirigida de |a| hasta |b|. Solo consideraremos aquellas realizaciones de Gg en las que sus
vértices conserven la forma de un cuadrado y estén organizados en el sentido de las manecillas
del reloj. Un ejemplo de una realizacion de Gg, con dichas caracteristicas, se muestra en la
Figura 1-15-b.

Enla Figura 1-14 (a-e) mostramos, esquemdticamente, un proceso de organizacion de las aristas
de G para obtener una realizacion de éste con las caracteristicas de la Figura 1-18 c. Observe-
mos que la realizacion dada en la Figura 1-14-e presenta intersecciones, estas intersecciones las

tomaremos como cruces virtuales, ver Figura 1-14-f.
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