SOLUCION DE PROBLEMAS

50. ¢ Cudles son los nimeros naturales que no se pueden escribir .
como suma de varios niimeros naturales consecutivos?

Solucién. Todo ntimero natural N que es la suma de £ nGmeros
naturales consecutivos, siendo el menor de ellos a, es de la forma

N:a+(a+1)+...+(ﬂ+/{—1)::

_ k 1y —p [2a+k—1
= & @rr—n =k [ )

de donde se ve que N debe contener por lo menos un factor impar
> 1, puesto que si g es par, 22 + k — 1 es impar.

Inversamente supongamos que N contiene un factor impar > 1.
Entonces 2N = p. g, donde p > 1 es impar y ¢ > 1 es par.
Poniendo

4=+l y=mt k-

k=p o= 1221,
o bien
p—gq+
k=g, a= '["’"*g*”— sy p=2a+ k—1,

seglin que ¢ > p o p > g, obtenemos

L peq _ Kt ik=1)
Nicis 5 : ,

es decir N es la suma de & nimeros naturales consecutivos, siendo
el menor de ellos a.
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Son entonces los nlimeros naturales que contienen por lo menos
un factor impar > 1, los que se pueden escribir como la suma de
varios nimeros naturales consecutivos, y las potencias de 2, las que
no se pueden.

Soluciones de: Alberto Ardila P., Juan Gémez Mora, Alvaro
Rodriguez, Evaristo Sanchez Ruiz.

Solucién parcial de: Armando Chaves Agudelo.

51. ¢Cuales son los nimeros naturales que se pueden escribir
como suma de por lo menos tres nimeros naturales consecutivos?

Solucion. Si N es la suma de & —= 3 nimeros naturales conse-
cutivos, de la desigualdad 2a¢ + 4 — 1 = 4 sigue que N debe con-
tener un factor impar > 1 y un factor par > 1.

Inversamente se ve de la solucion precedente que si N contiene
un factor impar p ~> 1 y un factor par g¢/2 >> 1, entonces N es la
suma de £ nGimeros naturales consecutivos, donde

k=p=3 si p<gq
k=qg=4 si p>aq.

Son entonces los ntimeros naturales que contienen un factor
impar > 1 y un factor par > 1 los que se pueden escribir como
suma de por lo menos tres nameros naturales consecutivos.

Soluciones de: Alberto Ardila P., Armando Chaves Agudelo,

Juan Gémez Mora, Alvaro Rodriguez, Evaristo Sinchez Ruiz.
52. Resolver la ecuacién

166" 4 168" — 4" — 4x -1 — 0.
12 solucion.

16x" + 16a° — 42 — 4 -+ 1 =

- 162 + 42 4+ 1 + 16x® — 82 — 4x = (42 + 2x — 1)°

se cumple para



La ecuacion tiene, pues, el par de raices dobles:
Vi—1l, N5
7 -
Armando Chaves Agudelo.
22 solucién. Siguiendo el método general hacemos x — y — 1/4

para eliminar el término clbico. En este caso particular se obtienc
una ecuacion en la que faltan los términos cabico y lineal:

‘ ., B _
16y" — 10y~ + e =

es dectr

De aqui y — = \/5/4 y la ccuacién propuesta tiene las dos rafces
dobles
+ \/5 —
X =9y — —1— = ;_\/_5____1 .
4 4

Alfonso Cuevas Bustos.

Otras soluciones de: Alberto Ardila P., Juan Gémez Mora, Al-
varo Rodriguez, Evaristo Sinchez Ruiz.
*#53. Sean @, y @, dos niimeros reales y para n —= 3 sea a, definida
por la féormula recursiva
an— + (IL—!—),

n: 2

Demostrar que la sucesion @y, @s, ..., @, , ... €s convergente.

a

Solucién. Supongamos por ejemplo que @, << a.. Entonces
a, < ay < a,, ay < a, < a,, y en general

LI] < sy < da; < cee < g < ”4 < (lz.

Luego cada una de las sucesiones ay, @, @, ...y da, a4y dg, ... €5 CON-
vergente, puesto que es mondtona y acotada. Para demostrar que
los dos limites son iguales, sea 7 par. Entonces

Gn —@Qn41 _ Qn —4n_1 _ as — d,
) A 4 — e Y '-'_’)“—

Anypo— ly41 —



luego a,,»— a,,;— 0 cuando » — = ; la sucesién a,, as, ...,
a,,...es convergente.

Alvaro Rodriguez.

Otras soluciones de: Armando Chaves Agudelo, Juan Gémez
Mora.

54. Demostremos que si a es un angulo entre 0° y 180°, enton-
ces la expresion

sen 2o sen 3a

sen o -+ i
2 3
es siempre positiva.
1% solucién. Puesto que
sen 2a = 2 sen a cos a,
sen 3a — sen (2o + o) — 3 sen a cos’a — sen’a,
tenemos
1 " 1
sen o + — sen 2a + — sen 30 =
2 3
sen’a
— sen a + sen a cos a -+ sen a cosSa — — =
sen a g "
= 3 (3 + 3cos a + 3cosa — sen”a) =
__ Ssen o . Y
-3 (2 + 3 cos a + 4cos"a) =
sen a > i
= =22 (14 2cos a+ cos’a + 1+ cos a + 3 cos’a) =
3
sen a

= Z22 {1+ cos @)’ + (1 + cos @) + 3cosa]

y esta Gltima expresion es cbviamente positiva, puesto que

sena >0ycosa>—1 s 07 < a<180°.
Alberto Ardila P.
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22 solucién. Sea la funcién

o 2y o gen 3k
y = sen x — ) 3 5

su derivada es

' 3

y" = cos x + cos 2x + cos 3x =

= cos 2x (1 + 2 cos x),
en donde

cos 2x > 0 para x entre 0 y Z 3
cos 2x < 0 para x entre Z y —,

3
cos 2x > 0 para x entre — y m,

4

2
1 4+ 2 cos x > 0 para x entre 0 y %r ,

2
I + 2 cos x < 0 para x entre 5~ ¥ ™

Ahora y es funcién decreciente para los valores de x comprendidos
2 3

en los intervalos en que y* < 0, o sea de g— a =y de 2

a

. Es claro que la funcién y toma sus valores menores en los extre-
mos superiores de los intervalos en que decrece:

2 ‘
parax:—é——:y_—-——_:__,
patix=x : y=0.

Luego y en el intervalo de 0 a 7 no alcanza a decrecer hasta ser ne-
gativa.

Armando Chaves Agudelo.
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Otras soluciones de: Juan Gémez Mora, Alvaro Rodriguez,
Evaristo Sanchez Ruiz.

55. Sea ABC un triangulo rectaingulo y AB = ¢ su hipotenusa.
Dividamos AB en tres partes iguales con los puntos C, y C,. De-
mostrar que

1% solucion. Tracemos las perpendiculares de C, y C. a los ca-
tetos AC resp. BC. Sean los pies de estas perpendiculares B, y B,
resp. A,y As. By y B, (resp. A, y A.) dividen al cateto AC (resp.
BC) en tres partes iguales. Del tridngulo rectangulo B,C,C te-

nemos:
C —2 7b 2 // a 9 4b_’
CC = ik e = —
ﬁ 4 = (5 ) T3 =%+
/\ 2
2 a1 % :
/// N \\ )\ 2\ . ’
£ ,,hg/ . Del triangulo rectingulo 4.CC,
B g 8
4 B tenemos:
(‘F_, (?‘i)_'—l— [ h > _ »47[1_ ) b"
3) 3 9 9
Como ademas —2 &
By = —= i
9
tenemos
—_2 ‘_' 5 5 s ('2 % 2 C‘_)
((,1 ~}~('(,. + C.C — T)‘ (a —[—b)—}-— —9— = ~3* .

Alvaro Rodriguez.

2% solucion. Sean a y b los catetos y CD la altura que va de C
a la hipotenusa. Del triangulo

C
/‘ICIC:

A O D [ 8 Del triangulo BCC, :
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Sumando

Pero @” + 6° = %, luego

=~ 2 = -2 5 5
CC; + CC, = 9 .

Pero CiCy = ¢2/9, luego

9

PRSI br SR, - ')
CCi + CiCa + C.C — 2 2
; & Gk s 3 ¢ Q. E. D.

9

Armando Chaves Agudelo.

Otras soluciones de: Alberto Ardila P., Alfonso Cuevas Bustos,
Juan Gomez Mora, Evaristo Sanchez Ruiz.

56. Entre todos los tridngulos rectingulos que tienen el mismo
perimetro, ¢cudl tiene la hipotenusa mas pequefa?

Solucién. Siendo p el perimetro constante, a uno de los angulos
agudos del triangulo y ¢ la hipotenusa, se tiene:

p=c+ csena+ csen (90° —a) =
= [1 4 2 sen 45° cos (45° — a) ]

Luego

Py S S
1 4 V2 cos (45° — a)

es minimo si cos (45° — a) — 1, o sea para a — 45°. El tridngulo
buscado es ¢l rectangulo isdsceles.

Armando Chaves Agudelo.

Otras soluciones de: Alberto Ardila P., Alfonso Cuevas Bustos,
Juan Gémez Mora, Alvaro Rodriguez, Evaristo Sinchez Ruiz.
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57. Consideremos en el plano cuatro lineas rectas, de las cuales
dos siempre se cortan, pero tres no tienen jamds un punto comun.
Estas cuatro rectas determinan cuatro tridngulos. Demostrar que los
cuatro circulos circunscritos a estos triangulos tienen un punto en
comun.

Gy. Sz. -Nagy.

Solucién. Entre las cuatro rectas dos tienen la propiedad de que
los tres puntos de interseccién de
las otras tres rectas quedan al mis-
mo lado. Llamemos estas dos rec-
tas @ y d. Sea ¢ la recta cuya inter-
seccion con a esta entre los otros
dos puntos de interseccion que
existen sobre a; sea & la cuarta rec-
ta. Sea P el punto de interseccién
deayd, Qeldebdyc Sean B,
C,, resp. B,, C: los puntos de in-
terseccion de a resp. de d con &y
¢. Tracemos los circulos circunscri-
tos a los triangulos PB,B. y PC,C..
Cada uno de estos dos circulos
tiene un punto en el interior del
otro: el primero B., el segundo C,. Luego los dos circulos tienen
fuera de P un segundo punto en comin, llamemos este punto F.
Demostraremos que

(1) LB, FCy = £ B,0C;y,

es decir que el circulo circunscrito al triangulo B,QC, pasa también
por el punto F. Reemplazando B, y C, por B, y Cz, se ve de la mis-
ma manera que el circulo circunscrito al tridangulo B,C.Q pasa
también por el punto F.

Tenemos

LGC,FP,

(2) /L BFCiw = /ZB\FP

ABIFI" p— f B]B:P f—
= L CiCP + LB:QCs = (4ngulo exterior)
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= LICiCyP 4 £ B10C,

é C]FI) = l C1C:P.

Reemplazando estas dos Gltimas relaciones en (2) obtenemos (1),
que termina la demostracion.

Solucién de: Armando Chaves Agudelo.

58. Sea ABCD una piramide regular, cuyas cuatro caras son
triangulos equilateros con lado a.

a) Calcular la superficie S y el volumen V de la piramide en
funcién de a.

b) El punto medio M de AD y la arista BC determinan un plano.
Demostrar que este plano divide la pirdmide en dos piramides
iguales.

¢) Calcular el 4rea del tridngulo MBC en funcién de a.

(Bachillerato, 1# parte, Lille, France, 1948).

Solucién. a) Siendo la superficie de un tridngulo equilatero

@* \/3/4, tenemos D
S = a \/§

Sea H el pie de la perpendicular
que va del vértice B a la arista AC.
La altura 4 de la pirAmide es igual
a la altura del tridngulo BDH per-
pendicular al lado BH. Luego el
area del triangulo isosceles BDH es
igual a

!’,”\/_3 _a \/Z
4 4

de donde p \/6
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b) AD es perpendicular a BM y a CM, luego al plano BCM.
Como AM — MD, sigue que las dos piramides ABCM y DBCM
son iguales.

¢) Si 8 es el drea del triangulo MBC, tenemos

a3

D

B

[/' = e 4 S, = i:: ,\(,2
|4

de donde

Soluciones de: Alberto Ardila P.,
Alfonso Cuevas Bustos, Armando
Chaves Agudelo, Juan Gomez Mo-
ra, Alvaro Rodriguez, Evaristo
Sdnchez Ruiz.



