
SOLUCION DE PROBLEMAS

50. 2Cuales son los nurneros naturales que no se pueden escribir .
como suma de varios numeros naturales consecutivos?

Solucion, Todo nurnero natural N que es la suma de k numeros
naturales consecutivos, siendo el menor de ellos a, es de la forma

N = a + (a + 1) + .0. + (a + k - 1) =

= -} (2a + k - 1) = k (2a +21L- 1 ),

de donde se ve que N debe contener por 10 menos un factor impar> 1, puesto que si k es par, 2a + k - 1 es irnpar.

Inversamente supongamos que N contiene un factor impar > 1.
Entonces 2N = p. q, donde p > 1 es impar y q > 1 es par.
Poniendo

k = p, a- q-p+l
2

q = 2a + k - 1,

o bien

k = q, a p = 2a + k -1,

segun que q > pop> q, obtenemos

N = p. q
2

k(2a + k _01)
2

es decir N es la suma de k numeros naturales consecutivos, siendo
el menor de elIos a.



Son entonces los nurnero naturales que contienen por 10 menos
un factor impar > 1, los que se pueden escribir como la suma de
varios numeros naturales consecutivos, y las potencias de 2, las que
no se pueden.

Soluciones de: Alberto Ardila P., Juan Gomez Mora, Alvaro
Rodriguez, Euaristo Sanchez Rulz.

Soluci6n parcial de: Armando Chaves Agudelo.
51. 2 Cuales son los n urneros naturales que se pueden escribir

como suma de por 10 rnenos tres nurneros naturales consecutivos?

, Solucion. Si N es la suma de k ~ 3 numeros naturales conse-
cutivos, de la desigualdad 2a + II. - 1 ~ 4 sigue que N debe con-
tener un factor impar > 1 y uri factor par> 1.

Inversamente se ve de la soluci6n precedente que si N contiene
lin factor impar p > 1 y un £actor par q /2 > 1, entonces N es la
surna de k numerus naturales consecutivos, donde

y
1\ = P ~ 3 SI P < q,

1\ = q ~ 4 S1 P > q.

Son entonces los nurneros naturales que contienen un factor
impar > 1 y un factor par> 1 los que se pueden escribir como
suma de por 10 menos tres numeros naturales consecutivos.

Soluciones de: Alberto Ardila P.) Armando Chaves Agudelo,
Juan Gomez Mora, Alvaro Rodriguez, Euansto Sanchez Ruiz.,

52. Resolver la ecuaci6n

16x'l + ]6x~ - 4x2
- 4x + 1 = O.

. 1~solucion,

16x" + 16x3
- 4x2

- 4x + 1=

y
4x~ + 2x - ] = 0

se cumple para

x= - 2 ± V4 + 16
R
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La ecuaci6n tiene, pues, el par de raices dobles:

\/5-1
4

-\/5 -1
4

Armando Chaves Agudelo.

2~ solucion, Siguiendo el metodo general hacemos x = y - 1/4
para eliminar el terrnino cubico. En este caso particular se obtiene
una ecuaci6n en la que faltan los terrninos cubico y lineal:

l ? 25 016i - lOy- + 16 = ,

es decir

De aqui y
dobles

(
5 )::'4/- 4 = o.

-+- \/5/4 y la ecuaci6n propuesta tiene las dos rakes

1x=y-
4

± \/5-1
4

Alfonso Cuevas Bustos.

Otras soluciones de: ALberto Ardila P., Juan Gomez Mora, Al-
varo Rodriguez, Evaristo Sanchez Ruiz.

':'53. Sean al Y a2 dos n umeros reales y para n ;? 3 sea a" definida
por la f6rmula recursive

an-1 + arl_?a = -
n 2

Demostrar que la sucesi6n aI, a2, ... , an , ... es convergente.

Solucion. Supongamos por ejemplo que al < a'2' Entonces
aj < a:3 < a2, aH < a4 < a2, y en general

Luego cad una de las sucesiones aI, a3, a5, ... y a2, a4, aG, ... es C011-

vergente, puesto que es mon6tona y acotada. Para demostrar que
los dos limites son iguales, sea n par. Entonces

4
_a2 - aj

- ... --
2"

an + 2 - an + 1 == an -an+l

2
a" - an_1
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luego a" + 2 - a" + I -) 0 cuando n -) CI.); la sucesi6n al' a2, ... ,
an,' " es convergente.

Alvaro Rodriguez.

Otras soluciones de: Armando Chaves Agudelo, Juan Gomez
Mora.

54. Demostremos que si a es un angulo entre 00 y 1800
, en ton-

ces la expresi6n

2
sen 3a+sen 2a

sen a +-
3

es siempre positiva.

lel soluci6n. Puesto que

sen 2a = 2 sen a cos a,

sen 3a = sen (2a -1- a) = 3 sen a cosia - sen'o;

tenemos

sen a + 1 sen 2a + 1
2 3 sen 3a =

sen a 0 0(3 + 3 cos a + 3 cora - sen-a)
3

sen a. 0

= -.,- (2 + 3 cos a + 4 cora)
.)

sen a (1 2 0 1 + +.,.0 )-.,- + cos a + cora + cos a .) cora
.)

sen a
3

((1 + cos a)2 + (1 + cos a) + 3cos2a)

y esta ultima expresion es obviarnente positiva, puesto que
sen a > 0 y cos a > - 1 si 00 < a < 1800

•

Alberto Ardila P.

36



2~1solucion, Sea la funci6n

y = sen x + sen 2x sen 3x+2 3

su derivada es

y' = cos x + cos 2x + cos 3x =

= cos 2x (1 + 2 cos x),

en donde

cos 2x > ° para x entre 0
tr

Y 4

cos 2x < 0 para x entre
7r 37r

4
y

4

cos 2x > 0 para
37r

x entre - y 7r,
4

1 + 2 cos x > 0 para x entre 0 y 27T ,
3

27r
1 + 2 cos x < 0 para x entre 3 y tr,

Ahora y es funci6n decreciente para los valores de x comprendidos

7r 27r 37r"4 a 3 y de 4 aen los intervalos en que y' < 0, 0 sea de

7r. Es claro que la funci6n y toma sus valores menores en los extre-
mos superiores de los intervalos en que c1ecrece:

27r ·V3 V3 V3
para x =

3 Y 2 4 4

para x = 7r Y O.
Luego y en el intervalo de 0 a tt no alcanza a decrecer hasta ser ne-
gativa.

Armando Chaves Agudelo.
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Otras soluciones de: Juan Gomez Mora, Alvaro Rodriguez,
Euaristo Sanchez Ruiz.

55. Sea ABC un triangulo rectangulo y AB = c su hipotenusa.
Dividamos AB en tres partes iguales con los puntos C1 Y C2• De-
mostrar que

_2 2
3

Ft solucion, Tracemos las perpcndiculares de Cl Y C2 a los ca-
tetos AC resp. BC. Sean los pies de estas perpendiculares B, Y B:2,
resp. Al Y A~. BI Y B~ (resp. AI Y A2) dividen al cateto AC (resp.
BC) en tres partes iguales. Del triangulo rectangulo BICIC te-
nernos:

c

A

_2

CCI

Del triangulo rectangulo A2CC2

lJ ten emos:

( 2a) 2 ( h ) 2 _- + - --
3 3

Como adernas

tenernos

2

2
3

oc.

Alvaro Rodriguez.

2~ soluclon, S an a Y bios catetos y CD la altura que va de C
c a la hipotenusa. Del triangulo

AC1C:

A

38

2c
3

B Del triangulo BCC2 :



Sumando

·0 b? ?Pero a- + -= C-, luego

5
9

__ 2

Pero C1C2 = c2/9, luego

2
C.

Q. E. D.

Armando Chaves Agudelo.

Otras soluciones de: Alberto Ardtla P., Alionso Cuevas Bustos,
[uan Gomez Mora, Euaristo Sanchez Ruiz.

56. Entre todos los triangulos rectangulos que tienen el mismo
perimetro, 2cual tiene la hipotenusa mas pequefia?

Soluaon. Siendo p el perimetro constante, a uno de los angulos
agudos del triangulo y c ia hipotenusa, se tiene:

p = c + c sen a + c sen (90° - a)

= c [1 + 2 sen 45° cos (45° - a)J

Luego

c=
p

1 +V2 cos (45° - 0.)

es minima si cos (45° - a) = 1,0 sea para a = 45°. El triangulo
buscado es el rectangulo isosceles.

Armando Chaves Agudelo.

Otras soluciones de: Alberto Ardtla P., Alfonso Cuevas Bustos,
[uan Gomez Mora, Alvaro Rodriguez, Euartsto Sanchez Ruiz.
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57. Consideremos en el plano cuatro Iineas rectas, de las cuales
dos siempre se cortan, pero tres no tienen jarnas un punto comun.
Estas cuatro rectas determinan cuatro triangulos, Demostrar que los
cuatro circulos circunscritos a estos triangulos tienen un punto en
comun.

Solucion, Entre las cuatro rectas dos tienen la propiedad de que
los tres puntos de interseccion de
las otras tres rectas quedan al rnis-
mo lado. Llamemos estas dos rec-
tas a y d. Sea c [a recta cuya inter-
secci6n con a esta entre los otros
dos puntos de intersecci6n que
existen sobre a; sea b la cuarta rec-
ta. Sea P el punto de intersecci6n
de a ydJ Q el de bye. Sean BlJ
Cj, resp. B~, C2 los puntos de in-

Cz 'terseccionde a resp. de d can b y
c. Tracemos los circulos circunscri-
tos a los triangulos PB1B2 y PC1C2•

Cada uno de estos dos circulos
tiene un punto en el interior del

otro: el primero B~, el segundo Ct. Luego los dos circulos tienen
Iuera de P un segundo punto en cornun, llamemos este punto F.
Demostraremos que

d

Gy. Sz. -Nagy.

(1)

es decir que el drculo circunscrito al triangulo B1QC1 pasa tarnbien
por el punto F. Reemplazanda BI y CI par B2 y C2, se ve de la mis-
rna manera que el circulo circunscrito al triangulo B2C2Q pasa
tarnbien par el punta F.

Tenemos

(2)

Pero
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y

Reernplazando estas dos ultirnas relaciones en (2) obtenemos (1),
que termina la dernostracion.

Soluci6n de: Armando Chaves Agudelo.
58. Sea ABCD una pirarnide regular, cuyas cuatro caras son

triangulos equilateros con lado a.
a) Calcular la superficie S y el volumen V de la pirarnide en

funci6n de a.
b) El punto medio M de AD y la arista BC determinan un plano.

Dernostrar que este plano divide la pirarnide en dos pirarnides
iguales.

c) Calcular el area del triangulo MBC en funcion de a.
(Bachillerato, I? parte, Lille, France, 1948).

Soluci6n. a) Siendo la superficie de un triangulo equilatero

a2 0/4, tenemos

Sea H el pie de la perpendicular
que va del vertice B a la arista AC.
La altura h de la piramide es igual
a la altura del triangulo BDH per-
pendicular al lado BH. Luego el
area del triangulo isosceles BDH es
igual a

J)

h a y3 a2 \/2 A B
4 4

de donde ~y6h=
3

y

V= 1 a2y3 h= aH y2
-, 4 12J
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b) AD es perpendicular a BM y a CM, luego al plano BCM.
Como AM = MD, sigue que las dos piramides ABeM y DBCk!
son iguales.

c) Si 5' es el area del triangulo MBC, tenemos
a

H

42

a

a{j
-2-

1 , a:; \/2
V=-aS=--

3 12

de donde

5' !/v2
4

Soluciones de: Alberto Ardila P.)
Alfonso Cuevas Bustos, Armando
Chaves Agudelo, Juan Gomez Mo-

B ra, Alvaro Rodriguez, Evaristo
Sanchez Ruiz.


