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SOBRE EL TEOREMA INTEGRAL DE CAUCHY

JAIRO A. CHARRIS Y GUILLERMO RODRIGUEZ-BLANCO
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ABSTRACT. A proof is given of the Cauchy integral theorem for closed 1-forms
which is more analytical in character than the usual proof of E. Artin.

En lo que sigue, Z, R y C denotardn, respectivamente, los sistemas de los
nimeros enteros, reales y complejos. Sia € Cyr >0, D(a,7)={z €C||z—a| <
r} serd el disco abierto de centro a y radio ry D(a,r) = {z € C | |z—a] < r} sera
el correspondiente disco cerrado.

1. INTRODUCCION

L. V. Ahlfors [1], p. 144, establece que

Teorema 1.1. Siw es una l-forma cerrada de clase C! en un abierto conexo
de C, y si o es una trayectoria (curva rectificable) cerrada y nul-homdloga de 2,

entonces
/w:O. (1.1)
o :

Que w es una 1-forma de clase C! significa que

w = fdz + gdy (1.2)
donde f, g son aplicaciones de 2 en C de clase C!, y que w es cerrada, que
dg Of
dw = [ =— - =— .
w (61: 3y> dz Ady (1.3)
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se anula en Q. Esto tltimo es equivalente a que
99 of
5;;(2’) = B—y—(z), z € Q. (14)

Que « es nul-homoéloga en 2 significa que

Bl s oyl

271 Joz—a

(1.5)

se anula en todo punto a ¢ 2. Como es bien sabido ([11], p. 219), si @ es una
trayectoria cerrada de C y & es el cemino descrito por « (si [0,1] es el intervalo de
pardmetros de o, & = ([0, 1])), Ind, es una aplicacidn continua de C(a) = C\a
en Z, y, por lo tanto, constante sobre toda componente coneza de C(a). Ademas

al_i_{g) Indya(a) =0 (1.6)
como es evidente de (1.5), y los conjuntos
I(a) := {a € C(a) | Ind(a) # 0} y E(a) := {a € C(a) | Ind,(a) =0}, (1.7)

denominados respectivamente el interior y el ezterior de a, son cerrados en C(a)
y abiertos en C. Como ademads (1.6) implica que I(a) C D(0, R) si @ C D(0, R),
I(a) = I(e)Ua = C\ E(a) es, de hecho, compacto. Decir que a es nul-homéloga
en Q significa entonces que C — Q C E(a) o, lo que es lo mismo, que I(e) C Q.

El Teorema 1.1. generaliza el denominado Teorema Global de Cauchy del
analisis complejo elemental, segin el cual (1.1) es vdlida siw = fdz = fdr+if dy,
donde f es derivable en Q en el sentido complejo ([11], p.213) y a es nul-homdloga
en Q.

Para establecer el Teorema 1.1, Ahlfors adapta una demostracién de E. Artin{2]
(v. también [7], p. 137) del teorema de Cauchy (la primera demostracién realmente
completa de tal teorema). La demostracién de Artin recurre, sin embargo, a
propiedades topoldgicas y geométricas del plano, las cuales, aunque elementales,
son engorrosas. (En el caso de Cauchy debe recurrir también a la llamada Teoria
Local de Cauchy, segin la cual, si w = fdz con f derivable, w es de clase C!
en Q). Recientemente, como lo anota Ahlfors ([1], p.142), A. F. Beardon ha
observado que el teorema de Cauchy es consecuencia de la teoria local de Cauchy
y del siguiente hecho: Si K es un subconjunio compacto de un abierto conezo §2
de C, existe una trayectoria cerrada v de 2 \ K tal que

() = 5 7 L 4 (18)

para toda funcion derivable f en Q y todo punto z € K. En efecto, si o es nul-
homéloga en Q, tomando K = I(a) y v en  \ K de tal manera que (1.8) se
verifique, se tiene necesariamente que

[rera= [ {55 [ £} row=o (19)
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para toda funcién derivable de f en Q, pues, como ¥ NI(a) = @,

1 dz -
Inda(§) = —5— =y =0, £€7.

Ahora, la demostracién de (1.8) ([1], p.143; [11], p.287), aunque de caracter
geométrico, es mds simple que la demostracién de Artin. Tanto que Ahlfors en
[1] usa (1.8) para demostrar el teorema de Cauchy, y sugiere la conveniencia de
una demostracién del Teorema 1.1, mas analitica en su forma.

Anotamos que (1.8), una forma especial de la denominada Férmula de Cauchy,
es Util en muchas otras circunstancias. Por ejemplo, la demostracién del llamado
Teorema de Aprozimacién de Runge (el cual implica, a su vez, el teorema de
Cauchy) puede basarse en ella ([11], p. 288). Curiosamente, W. Rudin [10], p.254,
demuestra (1.8) y la usa para este dltimo propdsito (p. 256), y luego demuestra el
teorema de Cauchy, (p. 259) mediante el teorema de Runge (segin ideas de Saks
y Zygmund [12]) en lugar de hacerlo directamente a partir de (1.8). Mads ain,
Rudin [11], p. 287, también demuestra (1.8), pero establece el teorema de Cauchy
(p- 235) mediante una demostracién reciente de J. Dixon [4] (v. también [7], p.
162), la cual, de caracter esencialmente analitico (solo recurre a la teoria local de
Cauchy, es decir, al comportamiento en discos abiertos del plano de las funciones
derivables), reduce a un minimo todo argumento de tipo geométrico.

El objeto de este trabajo es establecer el Teorema 1.1 por reduccién al teorema
de Cauchy. Esto responde en cierta forma a la inquietud planteada por Ahlfors
[1], p. 144. Recurriendo a la demostracién de Dixon del teorema de Cauchy,
podemos afirmar que nuestra demostracién, la cual daremos en la Seccién 2, es
esencialmente analitica. De hecho, no usa argumentos geométricos mas alld
de los utilizados en la teoria local de Cauchy ([1], pp. 103-130), necesaria para
la demostracién de Dixon.  Recurre, sin embargo, a dos resultados analiticos
(Lemas 1.1 y 1.2 abajo) que, aunque no del todo triviales, y rara vez presentes en
los textos elementales, son de gran utilidad en muchas partes del anilisis moderno.

Lema 1.1 ([6], p. 4). Si K es un subconjunto compacto de un abierto Q de
C, existe una funcién ¢, de clase C*® y con soporte compacto contenido en , tal
que ¥ = 1 en una vecindad abierta de K.

La demostracién de este resultado es una serie de verificaciones sencillas. En
efecto, si
—3—
ebsit-1 |zl < 1
e = Il (1.10)
0, lz| > 1,

es facil verificar que ¢ es de clase C*™ con soporte D(0,1); y si

1
pdz) = 5=0 () >0, zeC, (1.11)

c =//so(x,y)drdy,
C

donde
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es claro que ¢, es C°, Suppp, = D(0,€) y [f pedzdy=1. Escogiendo entonces
[
e< € <e+¢ <b=dist(K,C— ), y definiendo

P(z) := // F(u,v)pe(z —u,y —v)dudv =: fxp(2), z=1z+ 1y, (1.12)
C

donde f es la funcién caracteristica de K + D(0,¢’), es facil verificar finalmente
que 3 es C*™ con soporte compacto contenido en K + D(0,¢') + D(0,¢) C K +
D(0,e+¢€)C K + D(0,8) CQyque ¢ = 1sobre K + D(0,¢ — ¢).

Lema 1.2 (Dolbeault). Sig es de clase C?, p > 1, y tiene soporte Supp g com-
pacto, entonces, en toda vecindad abierta relativamente compacta U de Suppyg,
existe f, de clase CP*! en U, tal que

%(z) =g(z), z€U. (1.13)

(4] 10 .0
37 "3 (—a-;'l*t@) (1.14)

es el denominado Operador de Cauchy-Riemann.

El lema anterior es un caso particular del denominado Lema de Dolbeault de
la teoria de funciones de varias variables complejas, y su demostracién puede en-
contrarse en muchas partes (p. ej. [5], p. 40; [7], p.362). Tal demostracién, en
el caso particular mencionado, es también, esencialmente, una verificacién. En
efecto, si

Recordamos que

f(z) = —% // 9(z +ret®)e ¥ drdd, zeU, (1.15)
I(R)

donde I(R) = [0, R} x[0,27] y R es lo suficientemente grande para que U +(—U) C
D(0, R), entonces

0z T oz
IR (1.16)
— A 18y —i8
Wch_.o//a(z+re Ye " drdé
I(¢,R)
donde I(¢,R) = [¢,R] x [0,27], 0 < ¢ < R. Si ahora definimos
3(r, 0) = g(z + re'?) (1.17)

para z € U, fijo, un calculo simple, basado en (1.14) y en la regla de derivacién en
cadena, muestra que

Og(z+re) sy 1 (8 i 0 . :
), 2(-87(r,o)+;579-(r.9)), r>0, 0<f<2m, (118)
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de lo cual
//%(z+re“)e‘“drd0=% (r 8)dr d0+2//18"’(r §) dr do
I(e.R) (e, R) HeR)

=3 /2" {/{ (r,ﬂ)dr}
[ )

2%
= _%/0 d(e,0) df + %[ ~{(r,27m) — §(r,0)} dr

1 2% .
= ——/ “g(z +ee)db
2 Jo
(1.19)
pues g(z + Re*®) =0, 0< 0 < 27,y §(r,27) = g(z + ) = §(r,0), asi que (1.13)
resulta de (1.16).
De los dos resultados anteriores se deduce que

Corolario 1.1. Si g es de clase C?, p > 1, en un abierto 2 de C, y K es un
subconjunto compacto de Q, existe f, de clase CP*! en una vecindad abierta U
de K en Q, tal que 8f/0z =g en U.

Demostracién. Sea ¢ para K como en el Lema 1.1. Como g es de clase C?
y tiene soporte compacto en Q, el cual contiene a K, existe f, de clase CP*!, tal

que o g en una vecindad abierta V de K. Como también ¢y = 1 en una
vecindad abierta W de K en , es claro que g—é =genU=VnNnW. O

‘Nota 1.1. Es posible en realidad demostrar que si g es de clase CP en Q, p > 1,
existe, aun si g no tiene soporte compacto, una funcién f, de clase CP*! en Q,

tal que %-(z) = g(z) para todo z en . Esto se conoce como el Lema Global

de Dolbeault ([5], p. 42). La demostracién requiere, sin embargo, el Teorema
de Aprozimacién de Runge ([11], p. 288). Como es obvio, el Corolario 1.1 es
consecuencia del lema global de Dolbeault y, establecido éste, seria aparentemente
innecesario recurrir a él y, de paso, al Lema 1.1.  Sin embargo, el Lema 1.1 es
necesario en la demostracién del lema global de Dolbeault ([5], p. 42).

2. LA DEMOSTRACION B

Recordamos en primer lugar que si f es de clase C! en Q, f/(z) existe en z €
si y sblo si vale la siguiente Condicidn de Cauchy-Riemann:

of , | _
6_5(2) =0. (2.1)
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Recodamos también que

of _1(of .of
—6—; = '2— (-é; - ‘l—a—y> (2.2)
Y que
0 0
df = B-édx + %dy. (2.3)

En particular, si z = z + iy, dz = dz + idy, dz = dz —idy. Un célculo simple
muestra entonces que

_ 6f 6f
df = d + 3_ (2.49)
y, si f es de clase C! y v es una trayectona, que
[ &= 1) - 1200 - (25)
.,
Si ademas 1 1
un calculo simple muestra también que
fdz+gdy=Fdz+Gdz 2.7)
y que
of o9 . , . OF 080G
3~ oz si y sélo si il (2.8)

Demostracién del Teorema 1.1. Sea K = I(a), asi que K C Q. Sean F, G
definidas en Q2 por (2.6), y sean U una vecindad de K en Q y H de clase C? en U
tales que (Corolario 1.1)

OH
E(Z’) = G(Z), z € U (29)
Como, de (2.9) y (2.8),

a(F 8H)_8F 8H _OF 8G

AT R T (2.10)

: H . . , .
en U/, F'— —— es derivable en U, asi que, segun el teorema de Cauchy (nétese que

0z -
a es nul-homdloga en U, pues I(a) C U),

L(F—%—I;{-) dz=10. (2.11)

Pero entonces, de (2.7), (2.11), (2.9), (2.4) y (2.5),
/fdz+gdy:/Fdz+Gd?:/—6£dz+g—;{—dE
6H 0H (2.12)
I ——dz+ — 3y dy = / dH
= H(a(l)) — H(a(0)) =0,

y el teorema queda demostrado. 0O
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3. ALGUNAS OBSERVACIONES FINALES

Nota 8.1. Obsérvese que usar el lema global de Dolbeault (en lugar del Corolario
1.1) en la demostracién del Teorema 1.1 seria en esencia equivalente a usar el
teorema de aproximacién de Runge ({10], p. 259) en la demostracién del teorema
de Cauchy.

Nota 3.2. Si o, nul-homdlogo en 2, no es una curva, sino un ciclo ([11], p.234),
(1.8) es todavia cierta. En efecto,

n
a:= Zm;a; , m; € Z, (3.1)

i=1

donde las ¢; son trayectorias cerradas de €2 tales que

Ind,(a) := Z miInd,,(a) (3.2)

i=1

se anula para todo a ¢ Q. Si entonces v;, para ¢ = 1,2,...,n — 1, es una
trayectoria de Q tal que 7;(0) = a;(0), (1) = @i+1(0), ¥ = 71...¥n-1 (producto
de las trayectorias), y & = o'1103*72...7n—1a7" 7~ ! (donde, para 3 cerrada,
B™ = B..B (m-veces) sim > 0, f™ = (B~1)"™ sim < 0,y B° es la curva
constante igual a 3(0)), es claro que & es una trayectoria nul-homéloga de  y que

Lw::im;/mw=/&w=0. (3.3)

i=1

La anterior demostracién del Teorema 1.1 fué presentada por los autores, hace
ya
varios afios, en el Seminario de Metodologia, Diddclice e Historia de la Matemdlica
que anualmente se ofrece a los estudiantes de tiltimo afio de la Carrera de Matema-
ticas de la Universidad Nacional de Bogot4, en tres conferencias dedicadas a la
evolucién del teorema de Cauchy y a un examen critico de sus diferentes demostra-
ciones. Las conferencias, las cuales incluian también una demostracién de los
autores de la llamada Versién Homotdpica del Teorema de Cauchy (v. (7}, p. 116),
fueron repetidas en el I1I-Cologquio Distrital de Matemdticas y Estadistica, Bogot3,
1986, y publicadas, en edicién limitada, para uso de los asistentes a tal evento (v.
3)- '

En tal época consideramos que la demostracién que aqui presentamos, aunque
analitica en caracter, no era sencilla (por depender de los Lemas 1.1y 1.2), y por lo
tanto era poco practica para fines didacticos. Sin embargo, como hemos notado
que la demostracién de Artin no es ficilmente asimilada por los estudiantes, como
consideramos que el Teorema 1.1 es itil para muchos propésitos (v. [3]), y como
hemos observado que el interés por encontrar nuevas demostraciones del teorema
de Cauchy, o por simplificar las existentes (v. [8],[9]), aln persiste, hemos decidido
presentarla ahora, tanto mas cuanto que hemos logrado una pequefia simplificacién
de la demostracién del Lema 1.2 con respecto a la que presentamos en [3].
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