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Resumen

La seleccion de un programa de garantia para un producto nuevo en el mercado genera
al fabricante costos adicionales diferentes a aquellos inherentes al proceso de fabricacion.
Esto hace que sea necesario establecer los costos de garantia para un periodo de tiempo
dado, de manera que el fabricante puede estimar el nivel de reserva necesario para aten-
der los reclamos futuros por garantia. En particular se consideran los costos de garantia
denominados descontados. Los modelos desarrollados para este tipo de costos incorpo-
ran la edad del producto en el momento del reclamo por garantia y se pueden estudiar
a través del proceso estocastico conocido como modelo de tiempo de vida general. En la
practica, la mayoria de los productos son sistemas compuestos por varias componentes.
Cuando el producto o sistema es reparable y sobre sus componentes se realizan acciones
de mantenimiento que implican costos, resulta de interés modelar el impacto de tales
acciones sobre los costos de garantia del sistema. Uno de los atractivos principales del
modelo de tiempo de vida general, es que bajo éste, se puede evaluar la evolucion del
sistema bajo el enfoque conocido como aproximacién fisica, que permite modelar en el
tiempo el proceso de falla del sistema o producto bajo diferentes niveles de informacion,
y en particular modelar el proceso de tasa de falla, que es el aspecto mas importante de
estos modelos. Asi, la diferencia primordial entre el modelo de confiabilidad clasico, cono-
cido como aproximacion estadistica, y la aproximacion fisica, es el nivel de informacién:
mientras que en el segundo se observa el proceso de falla al nivel de las componentes, en
el primero sélo se observa la falla del sistema. Esto hace que el proceso de falla cambie de
una aproximaciéon a otra, debido a que cambian los procesos de tasas de falla asociados,
asi, en la aproximacién estadistica la tasa de falla es una funciéon deterministica, mientras
que en la aproximacion fisica la tasa de falla es una proceso estocastico.

El objetivo principal de este trabajo es desarrollar bandas de confianza simultaneas para
el costo medio de garantia descontado en sistemas coherentes bajo reparo minimo fisico,
esto es, cuando el sistema es observado al nivel de sus componentes, usando métodos
computacionales intensivos basados en remuestreo. Para ello, con base en el marco tedri-
co de los procesos martingala y el teorema de limite central de remuestreo (CLRT) sobre
procesos estocasticos, se prueban las condiciones de éste tltimo en los procesos de costos
de garantia descontados. Un estudio de simulacién Monte Carlo se realiza para evaluar
el desempeno en muestras finitas del método propuesto a través de las probabilidades



de cobertura alcanzadas. Los resultados en los escenarios considerados muestran que las
bandas de confianza basadas en remuestreo tienen probabilidades de cobertura con va-
lores cercanos a los esperados, en particular para aquellas basadas en muestras con mas
de 100 sistemas donde el ntimero de remuestras usada para la aproximacién es grande.

Palabras clave: aproximacion débil, modelo de tiempo de vida general, probabilidad

de cobertura, remuestreo, teorema de limite central de remuestreo.



Abstract

The selection of a warranty program for a new product on the market generates additio-
nal costs to the manufacturer other than those inherent to the manufacturing process,
what makes necessary to establish warranty costs for a given period of time, thus, the
manufacturer can estimate the required level of reserves to deal with the future wa-
rranty claims. Particularly, we consider the so-called discounted warranty costs. The
models developed for this kind of costs incorporates the age of the product at the time
of the warranty claim and it can be studied through the stochastic process known as
the General Lifetime Model. In practice, most of the products are systems consisting of
several components. When the product or system is repairable and maintenance actions
in the components involving costs are made, it is interesting to model the impact of such
actions on the system warranty costs. One of the main appeals of the General Lifetime
Model is that it can be evaluated the evolution of the system under the so-called physical
approach, which allows to model through the time the failure process of the system or
product given different levels of information, in particular, it allows to model the failure
rate process, which is the most important aspect of these models. Thus, the main diffe-
rence between the classical reliability model -known as the statistical approach- and the
physical approach is the level of information: while the latter shows the failure process
at the level of the components, in the former only the system failure is observed. This
differentiates the failure process from an approach to the other, due to that the associa-
ted failure rate processes change, so that the failure rate in the statistical approach is
a deterministic function, while the failure rate in the physical approach is a stochastic
process.

The main objective of this thesis is to develop simultaneous confidence bands for the
mean of the discounted warranty cost for coherent systems under physical minimum
repair, i.e., when the system is observed at the level of its components, using compu-
ter intensive methods based on resampling. In doing so, we proof that the discounted
warranty cost processes fulfill the conditions of the central limit resampling theorem
(CLRT) for stochastic processes, based on the theoretical framework of martingale pro-
cesses. A Monte Carlo simulation study to evaluate the finite sample performance of the
proposed method is performed through the achieved coverage probability. The results
show that in the considered scenarios the confidence bands based on resampling have
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coverage probabilities close to the expected values, in particular, those based on samples
sizes with more than 100 systems where the number of resamples used for the approxi-

mation is large.

Keywords: central limit resampling theorem, coverage probability, general lifetime

model, resampling, weak approaching.
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1. Introduccion

Cuando un fabricante coloca un producto nuevo en el mercado, debe seleccionar un pro-
grama de garantia que acompane al producto, el cual dentro de sus opciones incluye el
tipo de pdliza de garantia, la duracién de la cobertura, la prima que debe incluirse en
el precio del producto, etc. De ahi que para los fabricantes resulta importante ofrecer
un programa de garantia en la comercializacion, pero esto puede convertirse en un gran
costo si la calidad del producto es baja (Thomas 2005). Bai & Pham (2006) resaltan
que una de las cuestiones de interés que surge en el analisis de garantia es la modelacién
de sus costos, en especial de aquellos que consideran la edad del producto, denominados
costos descontados. Para mayores detalles en este tépico ver Blischke & Murthy (1994),
Chien (2005), Ja, Kulkarni, Mitra & Patankar (2002), Murthy & Djamaludina (2002) y
Nguyen & Murthy (1984).

Los modelos de costos de garantia descontados incorporan la edad del producto y pro-
porcionan una medida adecuada de los costos involucrados en el programa de garantia,
debido a que en general, éstos se pueden tratar como un flujo de caja aleatorio en un
tiempo futuro. Por tanto, es posible modelar su evolucién a lo largo del ciclo de vida
garantizado, asi como estimar los niveles de reserva de los fondos necesarios para atender
los reclamos futuros por garantia. En este contexto, los costos por lo general dependien-
tes del tiempo, no son estadisticamente independientes. Varios aspectos de los costos de
garantia descontados y de las reservas correspondientes han sido estudiados por Bai &
Pham (2004), Duchesne & Marri (2009), Ja et al. (2002), Jain & Maheshwari (2006),
Patankar & Mitra (1995), y Thomas (1989).

En la vida real, es posible encontrar muchos productos compuestos por varias componen-
tes, esto es, el producto puede verse como un sistema. Algunos ejemplos de sistemas y sus
componentes son: 1) Automdvil: compuesto por bateria, neuméticos, eje de transmision,
y el resto; 2) Avién: compuesto por motores, aero-electrénica, parabrisas, otros compo-
nentes importantes, y el resto, y 3) Computador: compuesto por procesador, monitor,
disco duro, y el resto (Blischke & Murthy 1996). Si cada componente tiene su propia
garantia, éstas se pueden combinar para producir una garantia para el sistema. Pero
la garantia también puede definirse para el sistema (como un todo) y en tales casos es
necesario considerar la estructura del sistema, asi como el costo de servicio de garantia
al nivel de las componentes (Thomas 1989). El anélisis de los costos de garantia para los
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sistemas de componentes ha sido considerado en varios trabajos anteriores: Ritchken &
Fuh (1986) proporciona un ejemplo de un sistema en paralelo de dos componentes con
una politica de garantia bidimensional; Chukova & Dimitrov (1996) calculan el costo
esperado para sistemas en serie y en paralelo de dos componentes bajo una politica de
sustitucién sin costo alguno para el comprador; Hussain & Murthy (1998) discuten la
estimacion de costos de garantia para sistemas en paralelo, considerando que el nivel de
calidad desconocido de un producto nuevo puede ser incluido en la formulacion de los
programas de garantia; Bai & Pham (2006) obtienen los dos primeros momentos cen-
trales de los costos de garantia con politicas de servicio completo con renovacion, para
sistemas complejos en serie/paralelo; Balachandran, Maschmeyer & Livingstone (1981)
presentan una aproximacion markoviana al analisis de los costos de garantia para un sis-
tema de tres componentes; Jung, Park & Park (2010) consideraron las politicas 6ptimas
de mantenimiento de sistemas durante el periodo posterior a la garantia bajo una politica
de renovacion de la garantia con costos de mantenimiento que dependen del ciclo de vida.

Existen muchas formas de modelar el impacto de las acciones de reparacién sobre los
tiempos de falla del sistema. En la literatura relacionada al comportamiento estocésti-
co de sistemas reparables se asume con frecuencia que la reparacion de una unidad o
sistema proporciona un funcionamiento que es tan bueno como nuevo (Block, Borges &
Savits 1985). Sin embargo, la conveniencia técnica de esta hipdtesis y sus implicaciones
han sido criticadas por muchos autores sobre la base de que la reparacién en muchos ca-
sos practicos sélo restaura una unidad o sistema a su condicién de funcionamiento justo
antes de la falla (Block et al. 1985, Ascher 1968, Ouali, Tadj, Yacout & Ait-Kadi 2011).
Por tanto en sistemas complejos, el reparo se asume frecuentemente como minimo, lo
cual restaura la tasa de falla (Blischke & Murthy 1994), y permite que el sistema vuelva
a operacién tan pronto como es posible (Ouali et al. 2011). Nguyen & Murthy (1984)
consideran un modelo general de costo de garantia para productos reparables de una sola
componente con los modelos de reparo minimo, reparo imperfecto y reparo perfecto, sin
embargo ignoran la dindmica en el tiempo. Aven (1983) generaliza el modelo de reem-
plazo de reparo minimo introducido por Barlow & Hunter (1960). Nakagawa & Kowada
(1983) consideran un modelo de sustitucién donde un sistema se reemplaza en el tiempo
T o en la n-ésima falla y discuten las politicas 6ptimas. Nakagawa (1984) considera la
sustitucion continua y discreta combinada con la reparacion minima en la falla, en la
que una unidad se sustituye en el tiempo 7" o en un nimero N de usos. Sheu, Griffith
& Nakagawa (1995) proponen una politica de sustitucién generalizada donde un sistema
tiene dos tipos de fallas (fallas menores y fallas catastréficas), en donde las fallas me-
nores se tratan con reparo minimo. Ja, Kulkarni, Mitra & Patankar (2001) analizan un
modelo de costos de garantia para productos de un componente reparado minimamente
con costos dependientes del tiempo. Aven & Castro (2008) consideran un sistema con
dos tipos de fallas. Si la falla es de tipo I el sistema es reparado minimamente, y si la falla



es de tipo II, el sistema estd reparado minimamente con probabilidad p y reemplazado
con probabilidad 1 — p. Ellos determinan un tiempo de reemplazo planeado éptimo T,
minimizando los costos descontados esperados bajo una restriccion de seguridad.

Los trabajos previos se caracterizan por modelar la confiabilidad del sistema bajo la
teoria clasica, en la cual generalmente no se considera la relacién del sistema y sus com-
ponentes dindmicamente en el tiempo, lo que se conoce como enfoque estadistico o de
“caja negra”. Alternativamente, y dependiendo de la informacién disponible, es posible
considerar la relacién entre el sistema y sus componentes a lo largo del tiempo observando
el proceso de falla del sistema bajo la filtracién definida por el estado de sus componentes
y del sistema, esto se conoce como enfoque “fisico” (Aven & Jensen 1999). La diferencia
primordial entre el modelamiento estadistico y el fisico es el nivel de observacion del
sistema, ya que en el segundo se observa al nivel de sus componentes mientras que en el
primero sélo se observa la falla del sistema. Esto hace que el proceso de falla cambie de
un enfoque a otro, puesto que cambian las tasas de falla, esto es, en el enfoque estadistico
la tasa de falla es una funcién deterministica mientras que en el enfoque fisico la tasa de
falla es un proceso estocastico.

Gonzélez & Bueno (2011) proponen un estimador martingala para los costos esperados
de garantia descontados para un sistema coherente bajo reparo minimo, cuando el siste-
ma es observado al nivel de sus componentes, e incluyen el calculo de limites de confianza
puntuales para los costos esperados en un tiempo fijo. A pesar de obtener un conjunto de
limites de confianza puntuales del (1 — ) 100 % en el intervalo [0, ¢], éstos no forman una
banda de confianza simultanea del (1 — ) 100 %, debido a que el mencionado conjunto
de limites generalmente no tiene la probabilidad de cobertura correcta. En general, la
construccion de bandas de confianza es mas dificil que la de limites de confianza puntua-
les (Fleming & Harrington 1991). En la construccién de bandas de confianza el objetivo
principal es evaluar la precision de un estimador, la cual puede ser caracterizada por
la distribucién (o una funcién de ésta) de las desviaciones de tal estimador de su valor
verdadero (Belyaev 2007). El problema radica en que la distribucién antes mencionada
es desconocida y ain cuando se pueden obtener resultados asintéticos de convergencia
en distribucién a procesos gaussianos, esto es, con n — oo (Gonzalez & Bueno 2011),
en la practica no siempre se cuenta con tamanos de muestra (copias independientes de
un proceso) suficientemente grandes para que tales aproximaciones funcionen adecuada-
mente en muestras finitas. Esta limitacion puede ser superada a través del remuestreo.
En general, los métodos computacionales intensivos (CI) proporcionan una forma de en-
contrar aproximaciones asintoticamente precisas de las distribuciones de las desviaciones
de los estimadores de los verdaderos parametros desconocidos (Belyaev 2000). La ma-
yoria de los métodos CI se basan en el uso de algin tipo de aleatorizacion (entre ellos
estan el remuestreo y el conocido bootstrap introducido por Efron (1979)). En términos
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generales se usa, junto con los datos estadisticos originales algunas variables aleatorias
adicionales con el fin de obtener copias artificiales de los datos (o de alguna otra cosa)
que se puede utilizar para estimar las caracteristicas de precision de los estimadores.
El bootstrap es un método bastante universal, sin embargo, la necesidad de encontrar
un estimador apropiado del pardmetro verdadero que caracterice la distribucion de los
datos, puede ser un problema dificil, por lo que de manera alternativa se puede usar el
remuestreo (Belyaev 2000).

El objetivo principal de este trabajo es utilizar métodos CI basados en remuestreo pa-
ra desarrollar bandas de confianza simultaneas para la funciéon media de los costos de
garantia descontados de un sistema coherente bajo reparo minimo, cuando éste es ob-
servado al nivel de sus componentes. Para ello, con base en el marco tedrico de los
procesos martingala y el teorema de limite central de remuestreo (CLRT) sobre procesos
estocdsticos propuesto por Belyaev (2000), y Belyaev & Seleznjev (2000), se prueban las
condiciones de éste ultimo teorema sobre los procesos de costos de garantia descontados
bajo el modelo de tiempo de vida general. Adicionalmente, para comprobar las propie-
dades de muestra finita de las bandas de confianza propuestas se realiza un estudio de
simulacion sobre las variables més relevantes de la metodologia desarrollada, con el fin
de calcular la probabilidad de cobertura alcanzada.

Los principales logros del trabajo son:

= Se establecieron las condiciones bajo las cuales los procesos de costos descontados
de garantia cumplen las condiciones del CLRT.

= Se desarrollaron bandas de confianza basadas en remuestreo para la estimacion del
costo medio descontado de garantia en sistemas coherentes, cuando el sistema es
observado al nivel de sus componentes y sobre éstas se aplica una politica de reparo
minimo.

= Se establecié mediante un estudio de simulacion Monte Carlo el comportamiento de
las probabilidades de cobertura alcanzadas por las bandas propuestas en diversos
escenarios.

= Se desarrollé un método para la construccién de bandas de confianza basadas en
remuestreo, cuya implementacion es simple y su aplicabilidad puede extenderse a
otros procesos estocasticos que cumplan las condiciones minimas presentadas en
este trabajo.

La estructura del trabajo es la siguiente: en el Capitulo 2l se dan algunos conceptos
bésicos de sistemas coherentes, nociones de deterioro y costos descontados, el modelo de



tiempo de vida general y sus diferencias con el modelo clésico. El Capitulo Blse presenta el
modelo de reparo minimo y las estimaciones del costo medio de garantia descontado para
sistemas coherentes bajo reparo minimo fisico. La propuesta de construccion de bandas de
confianza simultaneas para los costos de garantia descontados para sistemas coherentes
bajo reparo minimo se desarrolla en el Capitulo [ En el Capitulo Bl mediante un estudio
de simulacién se evalia el desempeno de las bandas de confianza propuestas para el
costo medio de garantia descontado. Finalmente, el Capitulo [0l presenta las conclusiones
mas relevantes del trabajo y describe los temas relacionados con esta investigacién que
pueden ser de interés para trabajo futuro en el area de confiabilidad.






2. Conceptos basicos

En este capitulo, se presentan algunas definiciones basicas acerca de sistemas coherentes,
modelos estocésticos de confiabilidad, las funciones de tasa de riesgo més usadas en con-
fiabilidad, junto con sus propiedades y formas, y las funciones de intensidad estocastica.

2.1. Sistemas coherentes

Considere un sistema compuesto por m componentes, en las cuales se pueden definir dos
estados: funcionamiento o falla. Sean Si, Ss, ..., S,, los tiempos de vida de las compo-
nentes del sistema, entonces para indicar el estado de la componente ¢ en el tiempo t, se
define para i = 1,2, ..., m la variable indicadora X; (i) como:

Xy (7/) =

{1, si la componente ¢ estd en funcionamiento al tiempo ¢ (S; > t) (21)

0, sila componente i ha fallado al tiempo ¢ (S; <t).

De manera similar, sea T el tiempo de vida del sistema, entonces defina la variable
indicadora ®; que indica el estado del sistema en el tiempo ¢, como:

(2-2)

o 1, si el sistema estd en funcionamiento al tiempo ¢ (7" > t)
t pu—
0, si el sistema ha fallado al tiempo t (T' <1t).

Se asume que ¢; = ¢, (X;), donde Xy = (X; (1), X;(2)...,X;(m)). Esto es, el estado
del sistema en el tiempo t esta completamente determinado por el estado de las compo-
nentes en el tiempo ¢. La funcién ®; (X;) se conoce como funcién estructura del sistema
o simplemente estructura.

Existen varios tipos de sistemas, tales como:

» Sistemas en serie. Es un sistema que funciona sélo si todas las componentes
funcionan.

» Sistemas en paralelo. Es un sistema que funciona soélo si al menos una compo-
nente funciona.

= Sistemas k de n. Son sistemas que funcionan sélo si al menos k componentes
funcionan. Un sistema 1 de m es un sistema en paralelo, y un sistema m de m es
un sistema en serie.
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= Estructuras mas generales. Tales como combinaciones de las estructuras ante-
riores. Por ejemplo, la Figura [2-T] muestra dos estructuras més generales comunes.

(D) (1)
O @

a) Estructura de puente b) Sistema de 5 componentes

Figura 2-1.: Estructuras més generales de sistemas coherentes

Definicién 2.1. (Aven € Jensen 1999) Sean X; = (X;(1),X;(2)...,X;(m)), con
X (i), i = 1,...,m, definido en (2-1) y ®; la funcion estructura dada en (2=3). Un

sistema se dice mondtono si

1. Py es no decreciente en cada argumento, esto es, el sistema no puede deteriorarse
al mejorar el desempeno de una componente (el sistema no puede pasar del estado
funcionando a falla, cuando una componente que ha fallado se cambia por una
componente en funcionamiento), y

ii. ©,(0) =0y Py (1) =1, esto es, si todas las componentes fallan entonces el sistema
falla, y si todas las componentes estan funcionando el sistema también lo estd.

Denote al vector (-;, X;) como un vector de estado donde el estado de la componente i
es funcionando o falla, esto es, (1;, X;) denota un vector de estado donde el estado de la
i-ésima componente es igual a 1, y (0;, X;) denota un vector de estado donde el estado de
la i-ésima componente es igual a 0; el estado de la componente 7, j # 7 es igual a X; (j). Si
se quiere establecer el estado de algunas componentes, digamosi € J (J C {1,2...,m}),
se usa la notacién (-5, X;). Por ejemplo, (05, X;) denota el vector de estado donde el
estado de las componentes en J son todos 0 y el estado de la componente 7,7 ¢ J es
igual a X; (1).

Definicién 2.2. (Aven & Jensen 1999) Un sistema se dice coherente si

i. Su funcion estructura ®; es no decreciente en cada arqumento, y

ii. Cada componente es relevante, esto es, existe al menos un vector (-;, Xy) tal que
@t (117Xt) = 1 Yy @t (027Xt) = O
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Como consecuencia de las definiciones anteriores se puede ver que si un sistema es cohe-
rente también es mondtono.

Definicién 2.3. (Aven & Jensen 1999) Un conjunto “de corte” K es un conjunto de
componentes que si fallan causan la falla del sistema, es decir, ®; (0x,1) = 0. Donde
(O, 1) es un vector de estado en el cual las componentes en K tienen estado 0 y las
demas componentes tienen estado 1. Un conjunto “de corte” se dice minimal si no puede
ser reducido sin perder su condicion de conjunto de corte.

Definicién 2.4. (Aven & Jensen 1999) Un conjunto “camino” S es un conjunto de com-
ponentes cuyo funcionamiento asequra el funcionamiento del sistema, es decir, ®; (1g,0) =
1. Donde (1g,0) es un vector de estado en el cual las componentes en S tienen estado 1
y las demds componentes tienen estado 0. Un conjunto “camino” se dice minimal st no
puede ser reducido sin perder su condicion de conjunto camino.

Observe que conocer la funcion estructura de un sistema es equivalente a conocer el tipo
de sistema. A continuacion se definen algunas propiedades de las funciones de distribucion
que inducen el concepto de deterioro.

2.2. Nociones de deterioro

En esta seccién se introducen algunas propiedades de las funciones de distribucién que
representan el deterioro de una unidad o sistema en el tiempo. Estas definiciones asumen
el enfoque estadistico, es decir, sélo el tiempo de vida del sistema es observado. Cambios
en el nivel de informacion bajo el cual se observa el sistema no necesariamente conservan
las propiedades que a continuacion se describen.

Sea T el tiempo de vida de una unidad o sistema, con funcién de distribucion acumulada
F(t)=P(T<t).

Primero se definen las propiedades IFR y DFR de una distribucién de tiempo de vida F
por medio de la probabilidad de confiabilidad condicional

P(T>t+a|T>t)=F({t+z)/F(t), (2-3)

donde F (t) =1 — F (t) es la funcién de confiabilidad.

2.2.1. Propiedades IFR y DFR de una distribucién

Definicién 2.5. (Aven & Jensen 1999) Sea T una variable aleatoria positiva conT ~ F.
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1. F es una distribucion con tasa de falla creciente (IFR) si F (t+ ) /F (t) es no
creciente en t sobre el dominio de la distribucion para cada x > 0.

2. F es una distribucion con tasa de falla decreciente (DFR) si F (t +z) /F () es no
decreciente en t sobre el dominio de la distribucion para cada x > 0.

La propiedad IFR (DFR) dice que al incrementar la edad, la probabilidad de sobrevivir
x unidades de tiempo méds, disminuye (aumenta). La definicién anterior no hace uso de
la existencia de una densidad f y en consecuencia una funcion de tasa de falla o funcién
de tasa de riesgo A (¢). En el caso de que la densidad exista

A (t) - =\ (2_4)

y se tendria que
t
F(t) = exp {— / A(s) ds}, (2-5)
0
por tanto la propiedad IFR (DFR) es equivalente a una tasa de falla no decreciente (no

M) = 1fm 1{1—”;7;)@}, (2-6)

de donde se obtiene que la propiedad IFR (DFR) implica que A (t) es no decreciente

creciente), ya que

(no creciente). A la inversa si A(t) es no decreciente (no creciente), entonces se puede
concluir que (Aven & Jensen 1999)

t+x
P(T>t+x]T>t):eXp{—/ )\(u)du} (2-7)
t
es no creciente (no decreciente), es decir F' es IFR (DFR).

Las funciones de tasa de riesgo también son conocidas como funciones de tasa instantanea
de falla. Sea T el tiempo de vida de una unidad o sistema, con funcién de distribucién

acumulada F' (t) = P (T < t) y funcién de densidad de probabilidad f (t) = %Et), enton-

ces la funcién de tasa de riesgo se define como (Meeker & Escobar 1998):

L, PA<T<t+AHUT>t)  f(1)
) = lim, AL TI-F() (2-8)

A (t) mide la propensién a falla en el préximo instante de tiempo, dado la sobrevivencia
hasta el tiempo ¢. En otras palabras, la funcién de tasa de riesgo puede ser interpretada
como el nimero de fallas por unidad de tiempo por unidad bajo riesgo. Es necesario
aclarar que A (¢) no es una probabilidad y puede tomar valores mayores que 1, pero no
puede tomar valores negativos (es una funcién no negativa).
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2.2.2. Funciones de tasa de riesgo mas usadas en confiabilidad

Para cada funcién de distribucion acumulada paramétrica se puede calcular la corres-
pondiente funcion de tasa de riesgo. En confiabilidad se utilizan frecuentemente las dis-
tribuciones: Exponencial, Lognormal, Weibull y Gamma. En la Tabla 2-1] basada en
Meeker & Escobar (1998), se presentan las funciones de densidad, f(t), y de tasa de
riesgo o falla, A (t), de las distribuciones anteriores.

Tabla 2-1.: Caracteristicas de algunas distribuciones usuales en confiabilidad

Distribucion Parametros Densidad Tasa de falla
Exponencial a>0 Jexp () = ae™ @, £ >0 Aexp (1) =
log(t)—p
Logrormal R, 70 fur (= Gt [ESGL], €0 den (0= 625 e
B-1 B B—

Weibull nB>0  fa®=2(5) ew(-f)  Ma@®=2 (%
Gumma  af>0  fn () = bt e (<5) A () = 22

B | T(a)— F%(a)

donde, 1y, es la funcién de densidad de probabilidad de una distribucién normal esténdar, Woor €8
la funmon de distribuciéon acumulada de una normal estdndar. T' (« fo Lexp (—2)dz y
I, (a) = fo @~Lexp (—z)dz son las funciones gamma y gamma 1ncompleta respectivamente.

La Figura presenta distintas formas de las funciones de tasa de falla en las distribu-
clones anteriores.

Observe que las distribuciones consideradas pueden cumplir con las propiedades IFR o
DFR, de acuerdo al valor de los parametros de la distribucion, en este sentido, las distri-
buciones mas versatiles son la Weibull y la Gamma que pueden estar asociadas a tasas
de falla creciente, decreciente y constante.

Existen otros modelos de tasas de falla mas generales conocidos como “de forma de
banera” o “bathtub shape” que combinan caracteristicas [FR y DFR. Una breve defini-
cion de estos modelos se presenta a continuacion.

Definicién 2.6. Distribucién bathtub (BTD). (Rajarshi € Rajarshi 1988) Sea T >
0 una variable aleatoria continua con funcion de densidad de probabilidad, f(t). Sean
F(t) y A(t), la funcidn de distribucion y la funcion tasa de falla, respectivamente. Asuma
que A (t) es diferenciable en todo el rango de la variable T'. Se dice que T tiene una BTD
si existe to : un punto interior del rango de T', tal que X' (t) < 0 sit < tg, N (tp) =0y
N (t) >0 sit>ty, donde N (t) es la primera derivada de la funcion X (t).
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Figura 2-2.: Funciones de tasa de falla para algunas distribuciones

Note que en la Figura[2-2]las distribuciones Weibull y gamma tienen versiones de distri-
bucién DFR (linea continua), IFR (linea punteada), y DFR/IFR al mismo tiempo (linea
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discontinua). La distribucién exponencial en todos sus casos es distribucién DFR/IFR a
la vez. Por otro lado observe que la distribucién lognormal comienza como una distribu-
cién IFR y llega a un punto a partir del cual se convierte en una distribucion DFR, lo
cual es conocido como “forma de bafiera invertida” (Lai & Xie 2006).

Las propiedades IFR y DFR en algunos casos pueden ser muy fuertes, por lo cual se han
sugerido otras nociones de deterioro como las que se presentan a continuacion.

2.2.3. Propiedades IFRA, DFRA, NBU, NBUE, NWU y NWUE

Definicién 2.7. (Aven & Jensen 1999)

i. Una distribucion F tiene una tasa promedio de falla creciente (IFRA) si — (1/t)In F (t)
es no decreciente ent > 0 sobre {t € Ry : F (t) > 0}

ii. Una distribucion F tiene una tasa promedio de falla decreciente (DFRA) si — (1/t)In F (t)
es no creciente en t > 0 sobre {t € Ry : F () > 0}

Sea T' ~ I una variable aleatoria positiva con esperanza finita. Entonces la distribucion
del tiempo de vida restante después de ¢t > 0 es dada por

P(T—t>x|T>t):%(;” (2-9)
con esperanza
1 *_ 1 *_
,u(t):E[T—t\T>t]:F—(t)/o F(u—i—t)duzp—(t)/t Flu)du, — (210)

para 0 <t < t* =sup {t € R, : F (t) > 0}. La esperanza condicional yx (t) es llamada
tiempo medio residual en el tiempo ¢. Otras nociones de deterioro que estan relacionadas
con el tiempo de vida residual de una componente en la edad ¢ se definen a continuacién.

Definicién 2.8. (Aven & Jensen 1999) Sea T ~ F una variable aleatoria positiva
i. F es nueva mejor que usada (NBU), si F(z+1) < F(z)F(t) x,t>0.

ii. F' es nueva mejor que usada en esperanza (NBUE), si p = E[T] < oo y pu(t) < p,
para 0 <t < t*.

iii. F es nueva peor que usada (NWU), si F (z+1t) > F (z) F (t), para x,t > 0.

iv. F es nueva peor que usada en esperanza (NWUE), si p= E[T] < 0o y u(t) > u,
para 0 <t < t*.
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Estas propiedades son nociones intuitivas de deterioro. F' es NBU (NWU) significa que
la probabilidad de sobrevivir  unidades de tiempo mas para una componente de edad
t crece en t. Para distribuciones NBUE (NWUE) el tiempo de vida restante para una
componente de edad t es menor (mayor) que el tiempo de vida esperado de una nueva
componente.

Ahora, el siguiente teorema probado en Aven & Jensen (1999), establece relaciones entre
las propiedades anteriores.

Teorema 2.1. (Aven & Jensen 1999) Sea T ~ F una variable aleatoria positiva con
esperanza finita. Entonces se tiene que

1. FesIFR = F es IFRA = F es NBU = F es NBUE.
1. Fles DFR = F es DFRA = F es NWU = F es NWUE.

Para mayores detalles de estas nociones de deterioro ver Hollander & Proschan (1982).

Todas las nociones antes vistas deberian ser aplicables a sistemas complejos. Si se con-
sidera la dinamica en el tiempo de tales sistemas, el objetivo es investigar cémo cambia
en el tiempo la confiabilidad del sistema completo si las componentes tienen una de las
mencionadas propiedades de deterioro. Es por ello que se debe realizar un anélisis de la
confiabilidad teniendo en cuenta la dindamica en el tiempo y la relacién del sistema con
sus componentes en lo que se conoce como modelo de tiempo de vida general.

2.3. El modelo de tiempo de vida general

En la teoria clasica de confiabilidad, el modelamiento y el analisis de los procesos aso-
ciados con las politicas de garantia, generalmente no tiene en cuenta la relaciéon entre
el sistema y sus componentes en la dindmica del tiempo (Gonzdlez 2009). Este enfoque
es conocido como “estadistico” o de “caja negra”. A continuacién se presentan tanto el
modelo clasico (enfoque estadistico) como el modelo de tiempo de vida general (enfoque
fisico) y un ejemplo ilustrativo de las diferencias entre ambos modelos.

Siguiendo a Blischke & Murthy (1996), en la aproximacién estadistica el tiempo hasta la
primera falla del sistema 7' es descrito a través de una funcién de distribucién univariada
conocida F' (t) que tiene asociada una funcién de tasa de falla ordinaria A (t) en {7 > t¢}.
En este modelamiento, una filtracion o historia, es generada por el tiempo de vida del
sistema T, esto es, por G 7 = (G;),5q, con Gy = o (T At) = o {I(T >5),0<s <t}
donde o (A) es la o-dlgebra més pe_queﬁa generada por la coleccion de conjuntos no
vacia A, a A b = min {a, b} y la funcién I (A) es la funcién indicadora del conjunto o el
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evento A. Por otra parte, si la funcion de distribucién de T es absolutamente continua, el
proceso indicador N; = I (T < t) tiene una representacién semimartingala regular (SSM)
(ver Definicién [B.10 en Apéndice [B))

t
N, = / [(T > 8)A(s) ds + M), (2-11)
0
donde M; € M3.

En el andlisis de sistemas coherentes en la dinamica del tiempo, se puede usar el modelo
de tiempo de vida general representado por una SSM del proceso de conteo de las fallas
del sistema en relacién a la o-dlgebra generada por las fallas de las componentes (Aven
& Jensen 1999). Sea T el tiempo de vida del sistema, una variable aleatoria definida
sobre un espacio de probabilidad completo (€2, F, P) con una filtracion F = (F),s,.
En el enfoque fisico la filtracion F es llamada la pre-t-historia de las componenteg 0
filtraciéon completa, definida por F, = o {I(S; > s),0<s<t,i=1,...,m}, donde m
es el nimero de componentes del sistema y la variable aleatoria S; corresponde al tiempo
de vida de la componente 7. El modelo de tiempo de vida general es definido por el
proceso indicador N; = I (T' < t) que corresponde al proceso de conteo relativo al proceso
puntual simple (7;,),n > 1, donde T' = T} y T,, = oo para n > 2. Este proceso tiene
una representacién SSM con una F-martingala M; € M3 y un proceso estocastico no
negativo A = (\;):

t
I(Tgt):/ I(T > s)\ds+ M, t€R,. (2-12)
0

El modelo de tiempo de vida general es entonces definido por la filtracion F y la corres-
pondiente F-representacion semimartingala regular del proceso indicador.

Definicién 2.9. (Aven & Jensen 1999) El proceso X = (\¢),5¢, en la representacion se-
mimartingala reqular (2=13) es llamado la F-tasa o intensidad de falla, y el compensador
Ay = fot I (T > s) Asds es llamado el F-proceso de riesgo.

El proceso A = (A),5q, €8 un proceso estocdstico progresivamente medible (cuyo valor
depende de la historia F; y de la estructura del sistema coherente de m componentes), tal
que E [fg )\Sds} < 00,Vt > 0, y el proceso M = (M;),, es un Fr-martingala de media
cero. La existencia de la representacion SSM anterioriimplica que T es un Fy-tiempo

de parada totalmente inaccesible (ver Definicién [B.5 de tiempo de parada totalmente
inaccesible en el Apéndice B) y M; € M3.

Modelo de confiabilidad clasico vs. modelo de tiempo de vida general.
Para apreciar la diferencia entre el enfoque estadistico y el enfoque fisico usando el
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modelo de tiempo de vida general, Aven & Jensen (1999) describen el siguiente caso:
considere un sistema coherente de m = 2 componentes en paralelo, esto es, el tiempo de
vida del sistema es T' = S; V Sy, donde a V b = méax {a,b}. Suponga que S; y Sy son
variables aleatorias exponenciales independientes, con parametro de intensidad de falla
Q1 y ag respectivamente. Bajo un enfoque estadistico T tiene una tasa de falla ordinaria

dada por

—a1t —aot —(a1+a2)t
i) = are” "+ age (a1 +ag)e (2.13)

670¢1t + efagt _ e*(a1+a2)t

Esta férmula bastante compleja no revela nada acerca de la estructura del sistema ni
incorpora la informacion del estado de las componentes en el instante ¢. Asi, por cdlculo
diferencial se puede mostrar que para oy # o la tasa de falla A () es creciente en (0,t*)
y es decreciente en (t*, 00) para algin t* > 0. Por el contrario, en el enfoque fisico bajo
el modelo de tiempo de vida general, la tasa de falla del sistema es el proceso estocastico
(At)sp tal que I (T > t) Ay = il (S2 <t < S1) + sl (S1 <t < S5y), esto es

a1, €n {Sl >, SQ < t}
I(T>t)M\N= 2-14
( - ) ! { (g, €n {51§t752>t} ( )
de donde, en {T" > t}
)\t = 061[ (SQ < t) + 062[ (Sl < t) . (2—15)

Asi, en cuanto ambas componentes funcionen, ninguna falla del sistema puede ocurrir,
y cuando una de las componentes falla la tasa de falla del sistema es igual a la tasa de
falla de la componente que todavia no ha fallado. Este resultado es mas simple que aquel
obtenido en el enfoque estadistico, y usa la informacién del estado de las componentes en
el instante ¢, representada por la filtracién F = (F;),-,, bajo la cual el sistema coherente
es observado al nivel de sus componentes. Con este énfoque también es posible cambiar
el nivel de informacion y la tasa de falla ordinaria se puede calcular a partir de \; en el
menor nivel de informacién posible, esto es, cuando sélo se tiene informacién del estado
del sistema pero no de los tiempos de vida de las componentes.

2.4. Existencia del proceso de tasa de falla

Sea N un proceso estocastico que admite la representacion SSM. Es posible formular con-
diciones més generales sobre NV, que las mostradas en el Teorema [B.1], dadas en Apéndice
Bl para asegurar la representacién SSM en (2-12)).

El siguiente lema establece que si T" es un tiempo de parada con respecto a [, entonces una
representacion (2=12)) sélo existe para tiempos de parada que sean totalmente inaccesibles.

Lema 2.1. (Aven & Jensen 1999) Sea (2, F,F, P) un espacio de probabilidad filtrado y
T un F-tiempo de parada.
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1. Si el proceso N = (Ny), Ny = I (T <t), tiene una representacion SSM

t
N, = / I(T > u) A\ydu+ M, t € R, (2-16)
0

entonces T es un tiempo de parada totalmente inaccesible y M; € M3

2. 8¢ T es un tiempo de parada totalmente inaccesible, entonces el proceso N =
(Ny), Ny = I (T <), tiene una unica descomposicion N = A+ M, P-c.s. (don-
de P-c.s., indica que lo anterior se cumple con probabilidad 1), donde M es una

martingala uniformemente integrable y A es continuo P-c.s. (el compensador pre-
visible).

Se puede concluir del Lema anterior que la clase de modelos de tiempo de vida con un
compensador A de la forma A; = fo (T > u) A\ydu es lo suficientemente rica para incluir
en la préctica la mayoria de sistemas en tiempo continuo (Aven & Jensen 1999).

Para un nivel de informacion F dado, en general se puede encontrar o identificar el
proceso de tasa de falla bajo las condiciones del Teorema [B.2 como el limite

1
I(T>1t) = lim hP(t<T<t+h|]—}) (2-17)

h—0t

Otra forma de verificar si un proceso dado A es la tasa de falla de algin sistema es
mostrar que el correspondiente proceso de riesgo define el compensador de I (T < t). En
algunos casos especiales \; se puede determinar en una forma mas explicita, como por
ejemplo para sistemas complejos.

Aven & Jensen (1999) presentan un método para calcular los procesos de intensidad
de sistemas complejos sobre condiciones generales. En este método el F;-proceso de
intensidad de falla para el tiempo de vida T" de un sistema complejo se define como

Z A (J (2-18)

JEF@

donde, cada J = {j1,...,4-} C {1,...,m} es un conjunto de componentes que pueden
fallar simultdneamente, llamado bloque o patrén de falla; T'g (¢) es el conjunto de los
bloques que son criticos para el sistema en el instante ¢, esto es, aquellas componentes
cuya falla en ¢~ resultaria en la falla del sistema en ¢; y A\ (J) es el Fi-proceso de
intensidad de falla correspondiente a S;, el tiempo de ocurrencia del bloque J.

2.4.1. Ejemplos de procesos de tasa de falla

Para ilustrar el uso de la ecuacién (2-18)) veamos algunos ejemplos de procesos de tasa
de falla en sistemas coherentes. Asuma que P (S; = 5;) = 0, V i # j, es decir, que no



18 2 Conceptos basicos

existen fallas simultaneas, y que S;,7 = 1,...,m es un tiempo de parada totalmente
inaccesible.

Sistema serie-paralelo: Considere el siguiente sistema de una componente en serie con
un sistema de dos componentes en paralelo, presentado en la Figura 2-3l

(7
2

—()—

(3
3

Figura 2-3.: Sistema serie-paralelo

Sean T y S; los tiempos de vida del sistema y de la i-ésima componente ¢ = 1,2, 3,
respectivamente. Sea A (t), i = 1,2,3 la funcién de tasa de falla de la i-ésima compo-
nente. Asumiendo que las tres componentes son independientes, note que cuando las tres
componentes funcionan I'g (t) = {{1}}. Si una de las componentes 2 o 3 falla, digamos
la 2, entonces ' (t) = {{1}, {3}}. Si fallara primero la 3, entonces I's (t) = {{1},{2}}.
Luego,
AL (t) en {S; >1t,59 >1t,S5; >t}
IT>H)XN=4¢ MXH)+X({#) en {S; >S5 <t 55>t} (2-19)
M@ +A2(#)  en {S;>1t,8 >t8; <t}

La expresion anterior se reduce a,
I(T>t)MN=IT>t)[N @)+ NO)I(S5<t)+XN0)I(S<t)], (2-20)

de donde,
MN=AE)FN BT (Ss<t)+ N @) (S <t). (2-21)

Sistema de 3 componentes en paralelo: Suponga un sistema de tres componentes
en paralelo como el mostrado en la Figura [2-4] con tiempo de vida T'. Sea S; el tiempo
de vida de la i-ésima componente y A\’ (¢) la correspondiente funcién de tasa de falla
(i=1,2,3).

© ©® O

Figura 2-4.: Sistema de 3 componentes en paralelo
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Asumiendo que las componentes son independientes y teniendo en cuenta que el sistema
funciona cuando al menos una de las componentes funciona (sistema 1 de 3), entonces
T (t) = {{1},{2},{3}} v el proceso de tasa de falla es tal que:

A (#)  en {S;>1,89 <t S <t}
I(T>t)X =4 M) en {S <t5 >t5;<t} (2-22)
)\3 (t) en {Sl S t, SQ S t, 53 > t}

La expresion anterior se puede escribir como,

I(T>t)N=I(T>t) [N ({)I(S2VS;<t)+XN({t)I(S1VS;<t)
+ XISV S <), (2-23)

donde,
A=A () T(SyVSs<t)+ N () I(S1VSs<t)+ AN ()I(S;VSy<t). (2-24)

Sistema 2 de 4: Asuma un sistema con estructura 2 de 4 componentes (ver Figu-
ra 2=5). Sea S;, i = 1,2,3,4, el tiempo de vida de la i-ésima componente y A (¢) la
correspondiente funcién de tasa de falla.

—0-0—
OSO
OSOS

Figura 2-5.: Sistema 2 de 4

Suponga que las 4 componentes son independientes. Sabemos que este sistema funciona
si al menos 2 de las 4 componentes funcionan. Luego el proceso de tasa de falla es:

(A (t) + 22 (t)  en {S; >89 >t S3<t 5, <t}
M@ +XE)  en {S >t,8 <t S>t.8 <t}
) XM+ (E) en {S1>t,5 <t,55<t,S >t}
IT >t A= N+ N () en {S; <t >t 53>1t.5, <t} (2:25)
N +AE)  en {8 <t,8 >89 <t8, >t}
[ A (E) + A1 (1) en {S1 <8, <t,S5 >t 5 >t}
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La expresion anterior se puede escribir como,

I(T>t)MN=IT>t)[(AN@)+XN@®)I(S5VSs<t)+ (N (t)+X (1) I(SyVSi<t)
+ (AT + X)) T (S2 VS <t)+ (N2 + A (1) I (S1V Sy <t)
+ (W) +MN@)) ISV S <)+ (N () + XN (1) I(S1V S <),
(2-26)
donde,
A=A @) +XN@))I(S5VSe<t)+ (M) + N (1)(SVSi<t)
+ (A + M) T(S2VSs <)+ (N2 (t) + N (1) I (S V Sy <)
+ (N +MO))I (S VSs <)+ (N @)+ M (1) I(SVS,<t). (2-27)

2.5. Cambio en el nivel de informacion

Una de las ventajas de la técnica semimartingala es la posibilidad de estudiar la evolucién
aleatoria de un proceso estocastico en diferentes niveles de informacién. Acéa se usa el
Teorema de proyeccién (ver Teorema [B.2] en el Apéndice [Bl). Por ejemplo el Teorema de
proyeccion se puede aplicar al proceso indicador del tiempo de vida

t
Ny=1(T<t)= / I(T > u) \ydu + M. (2-28)

0
Si por ejemplo el tiempo de vida puede observarse en {T' < t} € A;, entonces el cam-

bio del nivel de informacién desde F = (Ft),5 a A = (A5, lleva de 2=28) a la

representacion
AN t ) _
Ny=FE[I(T<t)|A]=1(T<t)= / I(T > u) A\ydu+ My, (2-29)
0
donde A, = E [Aul Ayl

Un ejemplo ilustrativo

Para ilustrar como funcionan en la practica los cambios en el nivel de informacion, con-
sidere el ejemplo de dos componentes en paralelo previamente presentado en la pagina[15l

Observe que para el tiempo de vida del sistema T = S; V S5, la filtracion de informacién
completa es dada por

Fe=0(I(S1>u),1(Sy>u),0<u<t). (2-30)
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En este caso la F-representacién SSM (2=12)) es dada por

t
Nt:](Tgt):/ I(T > u) Adu + M,
0

t
- / [(T > w) {anl (So < w) + sl (S < w)bdu+ M, (2-31)
0
Veamos ahora como cambia el proceso de tasa de falla al cambiar el nivel de informacion,
es decir la filtracién bajo la cual es observado el proceso de falla del sistema.

a) Suponga que sblo se tiene informacién del tiempo de vida de la primera componente
St y del tiempo de vida del sistema T

En tal caso
Ar=0 (I (T >u),I(S;>u),0<u<t) (2-32)
y aplicando el Teorema de proyeccién, se obtiene la representacion
t
N=FE[I(T<H)|A]=I1(T<t)= / I(T > u) \ydu + M, (2-33)
0
donde,
Mo =E [\ A

=F [on] (Se < u) + asl (51 < u)| A
=F [a1] (S2 < u) 4+ aol (S1 <u)|T > u, Sy >ulI(S; > u)
+ E [ (So <)+ aol (S1 <w)|T > u,S; <ull(S;<wu)
=y P (S2 <u)I (S >u)+al (S <u). (2-34)

b) Asuma ahora, que sélo se observa el tiempo de vida del sistema T'. En ese caso

Ai=c(I(T >u),0<u<t), (2-35)
y aplicando el Teorema de proyeccién, se obtiene la representacion
t
N, = E[I(T<t|A]=I(T<t) = / [(T > w) Mdu + T, (2-36)
0

donde,

E M| Al
E [a11 (Sy < u) 4+ aol (S1 < )] A
=E [on] (S <u)+al (S; <u)|T > u
P(Sy <u,T>u)+aP(S; <u,T>u)
P(T > u)

_ e 4 e ™! — (a1 + o) e‘(a1+°‘2)". (2:37)

eIt | p—asu _ 67(a1+a2)u
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En la proxima Seccién se introducen los modelos de reparo minimo con especial énfasis
en aquellos que reparan minimamente un sistema complejo observado al nivel de sus
componentes.

2.6. Modelos de reparo minimo

En la literatura relacionada a los modelos de reparo se le ha prestado atencién especial
a los denominados modelos de reparo minimo. En el cual, en lugar de reemplazar un
sistema que fallé6 por uno nuevo, se hace una reparacion que restaura el sistema a la
condicién que tenia justo antes de la falla (Aven & Jensen 1999).

Conceptualmente un reparo minimo es descrito (y definido) como:

= Un reparo minimo es aquel que después de realizado no altera la tasa de falla del
sistema o unidad (Barlow & Hunter 1960).

= Un reparo minimo es aquel que deja al sistema o unidad en la misma condicién
que tenia justo antes de la falla (Phelps 1983).

De acuerdo a Aven & Jensen (1999), la definicién del estado del sistema justo antes de
la falla depende de la informacion que se tenia del mismo, de manera que es diferente si
se observan todas las componentes de un sistema coherente, o si sélo se observa la falla
del sistema completo. En el primer caso el tiempo de vida de la componente reparada
esta asociado con el tiempo de vida residual del sistema. En el segundo caso la tinica
informacion acerca de la condicion del sistema justo antes de la falla es la edad. Asi, un
reparo minimo en este caso significaria reemplazar el sistema por otro de la misma edad
que ain no ha fallado. Los reparos minimos de este tipo son llamados reparos minimos
de caja negra o estadisticos, mientras que los reparos minimos sobre componentes son
llamados reparos minimos fisicos.

Un ejemplo ilustrativo (Aven & Jensen 1999)

Considere un sistema simple en paralelo de dos componentes con tiempos de vida de
las componentes X; y Xy independientemente distribuidos exponencial con parametro
a = 1, donde sélo se permite exactamente un reparo minimo.

= Reparo minimo fisico. Después de la falla en T'=T; = X; V X, la componente
que causo la falla del sistema es reparada minimamente. Como los tiempos de vida
estan distribuidos exponencialmente, el tiempo de vida adicional es dado por una
variable aleatoria X3 también con distribucién exponencial e independiente de X y
X5. Después del reparo minimo, el tiempo de vida total T; + X3 tiene la distribucién

P(Ti+Xs>t)=e¢"(3t+e"). (2-38)
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= Reparo minimo de caja negra. El tiempo de vida T" = T} = X; V X5 hasta
la primera falla del sistema tiene distribucién P (T} < t) = (1 — e ) y la tasa de

falla \ () = 2 [%ﬁg:g]. El tiempo de vida adicional Ty — T} hasta la segunda

falla se asume que tiene la distribucién condicional

. 2 _ e—(t—l—ax)

_6_

(2-39)

Integracion lleva a la distribucion del tiempo de vida total T5:

2
P(Tg—Tlgx\let):P(Tl§t—|—x’T1>t):1—6xl B 7
_6_

] . (2-40)

Note que para el ejemplo se tiene el proceso de tasa de falla es A, = I (X7 A X5 <) en
1—exp (—t)
2—exp (—t)
dos representaciones SSM del mismo proceso puntual simple [ (T} < t), asi:

el nivel de componentes y X (t) = 2 [ } en el nivel de caja negra. Asi, se tienen

t
](Tlgt):\/ I(T1>8)I(X1/\X2§S)d8+Mt
0

t
1 —exp (—t)]
= [ I(T) >38)2 | ——=|ds+ M. 2-41
El proceso N que cuenta el niimero de reparos minimos sobre el nivel de componentes
es dado por:

t
N, = / I(X1 A Xy < s)ds + M, (2-42)
0

Este es un proceso Poisson con retraso, cuya intensidad (de reparo) es igual a 1 después de
la primera falla de componente. El proceso N’ que cuenta el niimero de reparos minimos
en el nivel de caja negra corresponde a:

1 —exp (—t)

N = /OtI(Tl > 5)2 [2 . (_t)} ds + M. (2-43)

Este es un proceso Poisson no homogéneo con una intensidad que corresponde a la tasa
de falla ordinaria de 7. Mediante calculos elementales se obtiene

E[N,)=1t— % (1-e®)>E[N]=t—-In(2—¢e") (2-44)

Para interpretar este resultado se debe senalar que en el nivel de componentes sélo se
repara la componente critica que provoca la falla del sistema, mientras que en el nivel
de caja negra se sustituye el sistema por otro de la misma edad que ain no ha fallado,
esto es, con ambas componentes funcionando.



24 2 Conceptos basicos

Para mayores detalles sobre los modelos de reparo minimo se pueden consultar los si-
guientes textos Nakagawa (2005), Tadj, Ouali, Yacout & Ait-Kadi (2011).

El modelamiento de los reparos minimos en sistemas coherentes observados al nivel de sus
componentes se ampliara en el siguiente capitulo. Por ahora se prestard especial atencién
a la definiciéon de los costos de garantia denominados descontados, que se describen en
la siguiente seccion.

2.7. Costos de garantia descontados y la politica de
garantia pro-rata (PRW)

En esta seccidn se presentan los conceptos bésicos acerca de costos de garantia descon-
tados, la politica PRW y cémo esta ultima afecta la estimacion de los costos de garantia
descontados.

2.7.1. Costos de garantia descontados

El andlisis de los costos de garantia en el tiempo es 1til para descontar los costos a su
valor actual. Para ello se pueden utilizar varias funciones de descuento, una de las méas
comunes es la funciéon exponencial. Bajo esta modalidad de descuento, el valor actual de
una cantidad C' en un instante futuro ¢ es dado por (Blischke & Murthy 1996)

Cd(t) = Ce " (2-45)

donde d (t) es la funcién de descuento y p es la tasa de descuento. La ecuacién anterior
se puede usar para determinar los valores presentes en las garantias no renovables, es
decir, aquellas que ofrecen un periodo de garantia que no es afectado por la sustitucion
o reparo del producto inicial. Bajo descuento, sea g4(t) la funcién de reembolso bajo
descuento para el tiempo t, entonces se define el reembolso esperado para el consumidor
en el instante ¢, denotado por E [g4 (t)], como (Blischke & Murthy 1996)

Elga (t)] = Eld (t) (1)) = / () g () dF (), (2.46)

donde ¢ (t) es la funcién de reembolso debido a una falla durante el periodo de garantia
y F(t) es la funcién de distribucién acumulada de T'. En principio, es posible usar otras
funciones de descuento. En general se pretende calcular los costos de descuento desde
la perspectiva del vendedor o fabricante, lo cual es relevante debido a que éste gene-
ralmente maneja un gran volumen de ventas, mientras que normalmente el comprador
solo adquiere un producto. Sin embargo, de una forma similar se pueden determinar los
costos descontados desde la perspectiva del comprador por cada producto.
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Hay dos métodos usados para el descuento en el tiempo: el descuento continuo y el
descuento discreto. Para el primero la funcién de descuento es dada por d(t) = e # y
para el segundo d (t) = 1/ (1 + p)" (Bai & Pham 2004).

2.7.2. Politica PRW

Bajo esta politica el fabricante se compromete a proporcionar un producto de reemplazo
o una reparaciéon del producto, a un costo pro-rata, esto es, a un costo proporcional al
tiempo de uso del producto, para cualquier producto que falle hasta alcanzar un tiempo
de vida de al menos W (Blischke & Murthy 1996).

La proporcionalidad puede ser una funcién lineal o no lineal de W — T', donde T es la
edad de falla y es menor que W. Dependiendo de la funcién de proporcionalidad, ésta a
su vez define una familia de politicas PRW. La mayoria de los neumaéticos de automoévi-
les y las baterias se venden bajo la politica PRW, donde al comprador se le ofrece el
reemplazo de un producto que fallé6 a un menor precio, sin la opciéon de un reembolso en
efectivo (Blischke & Murthy 1996).

La politica PRW requiere que los clientes estén dispuestos a aceptar su parte de la
reparacién o el costo del reemplazo, de tal forma que el fabricante pague el excedente
(Thomas 2005). Esta politica se aplica cominmente a los articulos no reparables, sin
embargo, esta politica podria ser utilizada para productos reparables debido a que (Wang
& Pham 2006):

i. Los consumidores podrian estar dispuestos a compartir el costo de reparacion con
los emisores de garantia por los beneficios que han recibido después de la compra;

ii. Los emisores de garantia tiene la opcion de ofrecer una garantia més amplia, que
puede ser mas atractiva para los consumidores, gracias a que parte de los costos
son compartidos con éstos tltimos.

2.7.3. Costos de garantia descontados para una péliza PRW

Siguiendo a Bai & Pham (2004), para ilustrar algunos resultados considere un sistema en
serie con m componentes reparables y estadisticamente independientes, bajo una politica
PRW con un periodo de garantia fijo W. Asuma que se monitorea el sistema al nivel de
sus componentes. El interés se concentra en obtener expresiones matematicas para los
costos esperados descontados y la varianza de tales costos.

Se sabe que un sistema en serie falla si y sélo si cualquiera de sus componentes falla,
por tanto asumiendo que las fallas simultaneas de las componentes son imposibles, cada
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vez que un sistema en garantia falle antes de W, sélo debe de haber una y sélo una
componente en el sistema que ha fallado. Bajo la politica PRW, la componente que fall6 se
identifica y repara (por simplicidad, se supone que cada reparacién es instantdnea), de
forma que el consumidor obtendrda un reembolso en funcién del costo y la edad de la
componente que fallé6 en lugar del precio total del producto, se puede definir entonces
una funcién de reembolso, ¢ (), como sigue: Sea S;;, 0 < S;; < W, un tiempo de falla
del sistema correspondiente el j-ésimo tiempo de falla de la componente i, entonces, el
reembolso por garantia debida a esta falla es dada por

q(Si) = ¢ ( - %) - (2-47)

Sea d (+) la funcién de descuento y defina Z; (W), Vi,i € {1,...,m} como

N;(W)
; q(Si)d(S;;) st N;(W)e{1,2,...} ‘

Zi(W) = (2-48)

El reembolso descontado total para un sistema en serie en garantia se puede escribir
como

CW)=> Z(W). (2-49)



3. Modelo de reparo minimo y costos
de garantia

En este capitulo se presentan en el marco tedrico de los procesos martingala, algunos
resultados obtenidos por Gonzélez & Bueno (2011) que seran utilizados en la propuesta
de construccion de bandas de confianza. Entre ellos se destaca la estimaciéon martingala
del costo medio de garantia descontado para sistemas coherentes bajo reparo minimo
fisico, la cual es insesgada y consistente, y que permite obtener un intervalo de confianza
aproximado del (1 —~) 100 %.

Como se mencioné previamente, reparar minimamente un sistema (reparable) significa
restaurar su tasa de falla a la condicién inmediatamente anterior a la falla. La definicion
del estado del sistema inmediatamente antes de la falla depende considerablemente del
nivel de informacién que se tiene del estado del sistema y de sus componentes. Asi, es posi-
ble distinguir dos tipos béasicos de reparo minimo: reparo minimo estadistico (caja negra)
y reparo minimo fisico. En el primer tipo, el reparo minimo es equivalente a sustituir el
sistema completo por otro con la misma edad que tenia el sistema antes de haber fallado.
En el segundo tipo se supone que el sistema es observado al nivel de sus componentes y el
reparo minimo significa que sélo es reparada la componente critica que causé la falla del
sistema, de forma que éste ultimo vuelva a su condicién inmediatamente antes de la falla.

Asuma que sobre el sistema coherente se hacen reparos minimos fisicos, esto es bajo la
aproximacion fisica del modelo de falla general presentado en la Seccién 2.3, suponga
que el sistema tiene m componentes, siendo T el tiempo de vida del sistema, S; el
tiempo de vida de la componente i, y Nt el nimero de reparos minimos del sistema
en el intervalo [0, ], definidos en un espacio de probabilidad completo (€2, F, P) con la
filtracién F = (F}),~»

ft:a<NS,I(SZ->s),0§s§t,i:1,...,m>, (3-1)

esto es, el proceso de falla y reparo del sistema es observado al nivel de sus m compo-
nentes. Considere que las siguientes condiciones son validas:

a) 0< S;<oo P-cs.,i=1,...,m.
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b) Para todo ¢ # j, P(S; =S;) = 0, esto es, no hay dos componentes que fallen si-
multaneamente.

¢) Todos los tiempos de vida S; son F-tiempos de parada totalmente inaccesibles (por
tanto el tiempo de vida del sistema 7" es un F;-tiempo de parada totalmente inaccesi-
ble) y consecuentemente, todos los compensadores A* de los procesos N, = I (S; < t),
respectivamente, son continuos P-c.s.

Debido a que la condicién [b)) implica que los bloques de falla (conjuntos de componentes
que pueden fallar simultdneamente) observables en un instante ¢ constan de uno de
los m componentes (esto es, {i},i = 1,...,m), se consideran los m (dnicos P-c.s.)
compensadores A° correspondientes a los procesos de conteo simples N, = [ (S; <),
obtenidos de la descomposiciéon de Doob-Meyer,

N/ =Al+M! M eM3 i=1,...,m. (3-2)

Suponga que cada componente tiene una tasa de falla deterministica A\’ (¢), el compen-
sador en la ecuacién anterior es dado por,

t
Ag’:/ (S, > s) i (s)ds < o0 P-cs., i=1,....m. (3-3)
0

Sea Ny = I (T < t). De la descomposicién de Doob-Meyer se tiene que,
Nt == At + Mt, Mt € M(Q) (3—4)

Asumiendo que en {7 >t}, T tiene una Fi-intensidad \;, el compensador de N; =
I (T <t) es dado por

t
A = / IipssyAsds < 0o P-c.s. (3-5)
0

La componente i contribuye a la falla del sistema después de su nivel critico Y; (Aven
& Jensen 1999), esto es, el primer instante después del cual la falla de la componente
¢ causa la falla del sistema. Sean Kj;,j7 = 1,...,7, los conjuntos de corte minimales del
sistema (7 es el nimero total de éstos conjuntos en el sistema), esto es, cada K; es un
subconjunto minimo de componentes cuya falla causa la falla del sistema (ver Barlow &
Proschan (1981)). Entonces, el nivel critico Y; es el Fi-tiempo de parada
Y;= min max S5,. 3-6
! j:iEKj uEKj—{i} “ ( )
Se adopta Y; = oo si la componente o el sistema falla antes de que tal componente sea
critica, esto es, si 5; <Y; o T <Y;. Como ninguna de las componentes falla simultanea-
mente, el sistema fallara en el instante ¢t cuando la primera de las componentes criticas
falle en t. Asi, se puede escribir el tiempo de vida del sistema como
T = min 5, (3-7)

1:Y;<oo
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Veamos cémo se calculan los niveles criticos de las componentes en algunos de los siste-
mas previamente ilustrados en la Seccion 2.4.1] de acuerdo a la ecuacién (3=0)).

Sistema de 3 componentes en paralelo. Teniendo en cuenta que el inico conjunto
de corte minimal en este sistema es K; = {{1},{2},{3}} y aplicando (B=6) se obtiene
que:

Y1 =855V Ss, Yo =51V Ss, Y3 =51V S,. (3-8)
o en general,
Y, = méij, i,j7=1,2,3. (3-9)
VE

Luego, solo sera critica la componente que sobrevive a su nivel critico, esto es, la com-
ponente ¢ tal que S; > Y.

Sistema 2 de 4. Teniendo en cuenta que los conjuntos de corte minimales en este

sistema son Ky = {{1}, {2}, {3}}, Ko = {{1},{2},{4}}, Ks = {{1}, {3}, {4}}, Ku=
{{2},{3}.{4}}, y aplicando (3=6]) se obtiene que:

Yi == (SQ\/Sg)/\(SQ\/S4)/\(Sg\/S4),
Yo = (81 V S5) A (S1 V Sy) A (S5V Sy),
YE'): (S1VS2)A(S1VS4)/\(SQ\/S4),
Y;l = (Sl V SQ) VAN (Sl V Sg) A (S2 V Sg) (3—10)
o en general,
Yi=(S;VS) A(S;VS)A(SKVS), gk l#i kl#j 1#k (3-11)

siendo critica la componente que sobrevive a su nivel critico, esto es, la componente 7 tal
que S; >Y;.

Respecto al proceso compensador en (3-1)), siguiendo a Arjas (1981) se obtiene que bajo

las condiciones establecidas, el F;-compensador de N, es dado por

m

A=Y ALy — AL Pecs, (3-12)
i=1
donde [a]T = méx {0, a}. De (B3) y (B=I2) se obtiene que:

A = i UOMTJ (S > 5) A (s) ds — /OY} (S > 5) A (s) dsr D IIZH RRCEE)

i=1
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donde A; = Ot/\T] (S; > s) A\ (s)ds — fOYi I(S; > s)\i(s)ds. Note que [Aj]" > 0,siy
sélo si Y; <t AT (es decir Y; < 00). Luego,
m AT 4
A = Y1 <t/\T)/ [(Si > s) A\ (s)ds
i=1 Yi

tAT

T(Y; <tAT)I(Y;i<s)I(S;>s)\ (s)ds

I
NE
S—

.
Il
—

tAT

I(Y; < 8)I(S;>s)\(s)ds

.
Il
—

I
NE
S—

t

I(T > 8)I(S;>s)I(Y;<s)\'(s)ds

I
S~

s
I
—

t

I(Y;<s<S;ANT)N (s)ds. (3-14)

Il
NE
S~

1

1

De (B-1), note que para toda componente i tal que {Y; < oo}, se cumple que 7' < S; y
Y; < S;. Luego, (B=14) se simplifica asi

Ay

i/tl(Yi<s<T))\i(s)ds

_ i/tl(T>S)I(Yi<S))\i(5)d3

= /tI(T>s)ZJ(m<sW(s)ds. (3-15)

i=1

De [B5) y (B-I3) es claro que la Fi-intensidad del sistema en {T" > t}, es dada por
A=Y T(Y;<t)A'(t). (3-16)
i=1

Al tener en cuenta la historia acumulada en la filtracion F = (F;),-, €l sistema es repara-
do minimamente al nivel de sus componentes, y por tanto el proc?aso ¢ es reconstituido
a la condicion inmediatamente anterior a la falla del sistema, y por tanto, sélo es repa-
rada minimamente aquella componente critica que causé la falla en el instante t. Por
tanto, el proceso que cuenta el niimero de reparos minimos del sistema al nivel de sus
componentes en el intervalo [0, ], es dado por

t . t m ] .
Nt = /ASdS—f-Mt:/Z[(E<S)AZ(S)d8+Mt
0 0 =1

m t . __
— Z/ I(Yi<s)N'(s)ds+ M;, M, e M. (3-17)
=1 0
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Los procesos de reparo minimo en cada componente del sistema y los costos asociados
a cada reparo bajo una funcién de descuento, digamos H;(s),0 < s < ¢ una funcién
continua, acotada en [0,t] y decreciente, permiten estimar los costos de garantia para
el sistema coherente en un periodo de tiempo dado. A continuacion se establecen los
procesos de costos descontados para un sistema coherente bajo reparo minimo, observado
al nivel de sus componentes.

3.1. Costos de garantia descontados para un sistema
coherente bajo reparo minimo

Siguiendo a Gonzélez & Bueno (2011), se presentan algunos resultados para la estimacién
de los costos de garantia descontados de un sistema coherente observado al nivel de sus
componentes, bajo reparo minimo.

3.1.1. Costos de garantia en cada componente

Considere inicialmente, el proceso de reparo minimo de la componente ¢,7 = 1,...,m.
De (B2)) se tiene que N = I (S; <t) = A} + M}, M"* € M3. Luego, si en cada tiempo
de falla S; se hace un reparo minimo sobre la componente, el proceso de conteo de los
reparos minimos en el intervalo [0,¢] es un Proceso Poisson no Homogéneo (NHPP) con
la descomposicién de Doob-Meyer (o representacién SSM), dada por

t —. —_
N;‘:/ N(s)ds+ M}, M, e M (3-18)
0

y por tanto el nimero esperado de reparos minimos sobre la componente ¢ en el intervalo

[0,¢] es B[N/ = [7 A (s) ds.

Sea H; (t) una funcién deterministica continua (y por tanto previsible) y decreciente por
ser una funcién de descuento, acotada e integrable en el intervalo [0, t], que corresponde
al costo descontado por reparo minimo de la componente i en el tiempo ¢, tal que

[T H; (s) AP (s)ds < 00,V 0 < t < oo, y sea B} = Zjvzfl H; (S;;), €l proceso de costo
de los reparos minimos de la componente i, donde S;; es el tiempo del j-ésimo reparo
minimo de la componente 7, y S;; = S;. Como la funcién H; (t) es previsible y acotada
en el intervalo [0,#], y E[NJ] = [3 A (s)ds < oo, entonces el proceso [ H; (s) dM] es
una F-martingala cuadrado integrable de media cero (Fleming & Harrington 1991), y

por tanto el F;-compensador de Ef es

t
B;:/ H; (s) A" (s)ds < o0,V 0 <t < o0. (3-19)
0
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Los procesos anteriores estan definidos para todo w € ). De aca en adelante considere
la siguiente particién en las realizaciones de S; (w),

C'={weN:S(Ww)>Yi(w)} vy C={we:S(w) <Y;(w)}, (3-20)

con Y; el nivel critico para la componente i, definido en (B=6). Sean N,* y N,/** los
procesos N, restringidos a C* y C' respectivamente, esto es

NFw)=1(weC)N/(w) y N*(w)=1I(weCl)N/(w), (3-21)
de manera que

E[N/] = E[N/]+ E[N/*]=P(S;>Y;,S; <t)+ P(S; <Y;,S; <t)
= P(S;>Y)E[N/|S; > Y]]+ P(S; <Yi) E[N/|S; <Yi. (3-22)

En particular, interesa el proceso de falla restringido a C*, es decir, el proceso N, que
indica la falla de la componente ¢ cuando ésta es critica para el sistema, lo que implica
una falla del sistema coherente bajo las condiciones previamente asumidas.

Teorema 3.1. (Gonzdlez € Bueno 2011) El proceso indicador N/ = I(S; <t) en
C, (Nf*)tzo, tiene como JFi-compensador al proceso

¢
Al :/ I(S; > s)\'(s)ds

Y;
t
= / I(S;>s)I(Yi<s)A'(s)ds <00,V 0<t<oo, P-cs. (3-23)
0
Nota 3.1. Observe que

t
E[N/|S; > Yi] = E|A"|S; > Yi] = E [/ 1(S;> s)\'(s)ds

Y;

S; > YZ} (3-24)

Corolario 3.1. (Gonzdilez & Bueno 2011) Sea Nti el proceso que cuenta el nimero de
reparos minimos de la componente i en [0,t] y H;(t) la respectiva funcion del costo
descontado en el tiempo t, una funcion deterministica, continua, acotada e integrable en

Ny
el intervalo [0,t], tal que f(f H;(s)A"(s)ds < 0o,V 0 <t <ooyB =75 H(Sy), el
=1

proceso de costo por reparo minimo de la componente i. En C' tenemos que,
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1. El Fy-compensador de Nti es el proceso

Al :/ A (s)ds :/ I(Y; <s)A'(s)ds <00, Vo<icoo P-c.s. (3-25)
0

Y;

1. Bl Fi-compensador de Bti es el proceso

t t
B :/ Hi (s) N (s) ds :/ [(Y; < 8) Hi (s) N1 (s)ds < 00,V octon, P-co5.
Y; 0
(3-26)

Nota 3.2. Para cadai = 1,...,m, y w € C', el proceso B/ (w) dado en (3-19)
restringido a C' es igual al proceso B/* (w) dado en (3-20).

A continuacion se establecen los procesos de variacién previsibles para el proceso de
desviaciones B/ — B/, asociado a la componente 7, cuando ésta es critica para el sistema.

Proposicién 3.1. (Gonzdlez & Bueno 2011) Sean H; (t) i = 1,...,m, funciones conti-
nuas, acotadas e integrables en [0,t], tales que

mo et
Z/ H? (s) A" (s)ds < 00,V 0 <t < oo. (3-27)
i=1 70

Considere una realizacion fija w y el conjunto C® (w) = {i € {1,...,m} : S; (w) > Y; (w)}
de las componentes que son criticas para el sistema en tal realizacion. Para i € C* (w),
esto es, para tales componentes criticas los procesos <§tz — Bf) son Fi-martingalas
t>0

ortogonales y cuadrado integrables de media cero, con proceso de variacion previsible
<<§Z — Bi>t> igual al proceso
>0

~ . .

<Ri>t:<3l—3l*>t:/y_ Hf(sw(s)dSZ/o H2(s)I(Y; < s)A\i(s)ds  (3-28)

Basados en los resultados anteriores que aplican a cada componente del sistema, siempre
y cuando ésta sea critica para el mismo, se definen los procesos del niimero de reparos
minimos y de los costos correspondientes para un sistema coherente.

3.1.2. Costos de garantia para el sistema coherente

Definiciéon 3.1. Para un resultado fijo w € €2, sea

C*w)={ic{l,....,m}:Si(w)>Yi(w)}, (3-29)
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el conjunto de las componentes que sobreviven a su nivel critico, y por tanto, aquellas
sobre las cuales el sistema serd reparado minimamente. Para cadai=1,...,m, sea C'*
una vartable indicadora, tal que,

O ) = {1 siieC®(w) (3-30)

0 en otro caso.

Entonces, el nimero de reparos minimos del sistema, en el intervalo [0,t] es igual a

New)= Y Niw) =3 C' ) N (@), (3-31)

1€C®(w)

mientras que el proceso de costo correspondiente, es dado por

m

Biw)= > Biw)=) C'w)B(w), (3-32)
ieC®(w) i=1

La definicion anterior establece el costo de los reparos minimos de un sistema coherente

como la suma de los costos de los reparos minimos de aquellas componentes que en una

realizacion dada, son criticas para el sistema.

Nota 3.3. Note que C'(w) = 1 <= w € C" dado en (3-20) y adicionalmente, para
cada realizacién o resultado w € Q, las variables indicadoras C*(w), i = 1,...,m, son
constantes en [0,t]. Luego, si C'(w) = 0, E; =0,V0<s <t P-cs., esto significa
que en cada realizacion del proceso de falla/reparo del sistema, sdlo son observados los
procesos de reparo/costo sobre aquellas componentes que fallan después de sus niveles
criticos. Ast, para cada realizacion, el proceso de reparo/costo del sistema coherente con
estructura ® es equivalente al respectivo proceso para un sistema con una estructura en
serie formado por las componentes que en la realizacion resultan criticas para el sistema.

Definicién 3.2. Suponga que

m t
Z/ H; (s)\"(s)ds < 00,V 0 < t < oo. (3-33)
i=1 70
Para un resultado fijo w € €1, sea el proceso,
Bi(w)= Y Bjlw) =) C'w)B(w) (3-34)
ieC?®(w) i=1

Siguiendo a Karr (1991), definimos como el Fi-estimador martingala del proceso By (w),
i=1,...,m, enC?, respectivamente, al proceso,

B! (w) = /0 H; (s)dN! (w), enC'. (3-35)
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Luego, para un resultado fijo w € ), definimos como el Fi-estimador martingala del

proceso By en (3-37), al proceso B, (w), dado en (5=39).

Corolario 3.2. (Gonzdlez & Bueno 2011) Considere un resultado o realizacion fija w €
Q y el conjunto C* (w) correspondiente. Sean H;(t) i = 1,...,m, funciones continuas,
acotadas e integrables en [0,t] que satisfacen (3-27), y los procesos (Et)tzo Y (Bi) >0
definidos en (3-33) y (3-34), respectivamente. Entonces el proceso -

(Rt) 50 = (E - Bt)t>O : (3-36)

es una Fy-martingala cuadrado integrable de media cero, con proceso de variacion previ-
sible <<§ — B)t) dado por
t>0

_ Zoi(w)/o H () T(Y, < s)Ni(s)ds.  (3-37)

Nota 3.4. De (537), tenemos que el valor esperado del proceso de variacion previsible
asociado al costo de los reparos minimos del sistema, es

E[(E—B)t]:i P(S;>Y,)E UHZ s)ds

S; > Y} (3-38)

Teniendo en cuenta que el objetivo es estimar el costo esperado de los reparos minimos
realizados sobre el sistema en el intervalo [0, ], esto es

B (t)=E [Et} . (3-39)

Entonces, de las Definiciones By B.2] y por el Corolario [3.2], se tiene que,
B'(t)=E[B|=EB] = E| Y Bi|l=E|> C'B
i€C® (w) i=1
= S P(S=V)E {/ Hi (s) X (s) ds
i=1 Y;
= Y B* (1), (3-40)
i=1

Sz>)/z:|
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B*(t)=P(S;>Y,)E [/;Hi(s)/\i(s)ds

que corresponde al costo esperado de los reparos minimos relativos a la componente 1.

Si > )/i:| ; (3-41)

A continuacién, con base en los resultados anteriores, se establece un modelo de estima-
cién basado en una muestra aleatoria de n sistemas idénticos (o n copias independientes
del proceso).

3.2. Modelo de estimacién para una muestra de n
sistemas idénticos

Considere n copias independientes del proceso m-variado <§t", Cli=1,... ,m) . Es
>0

decir, para cada t > 0, las sucesiones (éti(j), Ci j=1,... ,m), 1 < j < n, son indepen-

dientes e idénticamente distribuidas (iid) como (éf, Cli=1,... ,m). Paraj=1,...,n,

sea C®V) = {ic {1,...,m}: Si(j) > Yi(j)} el conjunto de las componentes criticas para
el j-ésimo sistema observado, donde SZ-( Y(J ) , son, respectivamente, el primer tiempo
de falla de la componente i y su nivel critico. Entonces el costo por reparos minimos
observado para el j-ésimo sistema o copia del proceso, es

B, n () Z BZ(J Z Cvi(j)éti(j)7 (3-42)
zGCQ(J) =1
y su proceso compensador es (por el Corolario B.2]),
BY = Y B - Z i) g Z Cz(a)/ Hi (s) A (s) ds. (3-43)
i€eCc®()

Para las n copias, obtenemos los siguientes procesos medios,

B — ZB(J _ ZZC DB = ZZC’U/H )N, (3-44)

Jj=1 i=1 7j=1 =1
B = = zn:Bt(j) _1 Zn:f:czﬂB Iy ) H; (s)\'(s)ds. (3-45)
n 7j=1 n 7j=1 i=1 n 7j=1 =1 (J)

Sean

Sin 1 i(5) D i(J zn B!
Bt( ) _ E ZCZ(J)Bt () y i(n) __ ZC’L(] (J (3—46)
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Entonces, de (3=44)), (3=40) y (B=40]), se tiene también que

B Z B/™ vy B™W= > B, (3-47)
i=1
Para cada ¢ =1,...,m, se propone a Bti ™) como Fi-estimador martingala para el costo

medio de los reparos minimos de sistema, relativos a la componente 7.

Teorema 3.2. (Gonzdilez & Bueno 2011) Para cada i =1,...,m, sea

B*(t)=P(T,>Y,) E [/H s)ds|T; >Y; (3-48)

i(n)

Entonces, bajo las condiciones en la Proposicion[3.1), Bt es un estimador insesgado y

consistente para el costo medio de los reparos minimos debido a la componente i, B™ (t).

Teorema 3.3. (Gonzilez & Bueno 2011)

0. Bﬁ”) es un estimador insesgado y consistente para B* (t).

1. Un estimador insesgado y consistente para Var [Eﬁ”)] es
Var [B ">] ! i o, (3-49)
{Cr
con

2i(n) 1 - iG) (piG) _ Rim\]?
ot _n—lzl[CJ<Bt By )}

_ (n_ i) ZCZ i) {( Bl _ i (1&))2 - (B - B* (t))Q] . (3-50)

iti. Un intervalo de confianza aproximado del (1 — ) 100 % para B* (t), con la siguiente
erpresion

;Qt

égn) + Zy2 n

: (3-51)

donde, Z 5 es el cuantil (1 —~/2) de la distribucion normal estindar.

A pesar de obtener en (3=51]), un conjunto de limites de confianza puntuales aproximados
del (1 — ) 100 % en el intervalo [0, ], éstos no forman una banda de confianza simultédnea
del (1 —+) 100 %. De ahi que, un problema de interés consiste en establecer bandas de
confianza para el costo esperado de garantia del sistema coherente, que ayuden en la
toma de decisiones. En el capitulo siguiente se propone un método de construccién de
bandas de confianza.






4. Bandas de confianza para el costo
medio descontado de garantia

En este capitulo se presentan inicialmente algunas definiciones importantes tales como
la definiciéon general de bandas de confianza para funciones y una generalizacién de la
convergencia débil de distribuciones denominada aproximacion débil de distribuciones
(Belyaev 2000). Luego, se establecen algunas propiedades importantes de los procesos de
costos de garantia descontados que permiten probar las condiciones necesarias para la
aplicacién de un teorema de limite central de remuestreo (CLRT) propuesto por Belyaev
(2000). Todo lo anterior soporta la propuesta de un método basado en remuestreo para
construir bandas de confianza del costo medio de garantia descontado para sistemas
coherentes bajo reparo minimo, observados al nivel de sus componentes.

4.1. Bandas de confianza para funciones

Suponga que el objetivo es estimar una funcién f (t) en un intervalo [0, ] y que se quiere
acotar la funcién f (t) sobre ese intervalo. Esto es, para una probabilidad de cobertura
dada 1 — ~, encontrar dos funciones aleatorias by (s) y bs (s) con la propiedad que

P ()< ft)<by(t),Vsel|0,])~1—7, (4-1)

Excepto para funciones que tengan una estructura muy simple, en general no se ob-
tienen bandas de confianza con una probabilidad de cobertura exactamente de 1 — ~
(Knowles 1988).

Sea <At(n)) un estimador de la funcién f (¢) basado en una muestra aleatoria de
>0

tamafio n, entonces la convergencia débil de procesos de la forma /n (]?t(") —f (t))
proporciona un método general para calcular bandas de confianza para la funcion f (t)
(Fleming & Harrington 1991). Cuando v/n (]?t(") —f (t)) converge en distribucién (—)
en el intervalo [0,¢] a un proceso limite ), entonces el Teorema de Mapeo Continuo (ver
Teorema [A.2] en el Apéndice [A.2]) implica que

sup /n

0<s<t

Fi — f(s)| = sup |Q(s)]- (4-2)

0<s<t
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Si g, (t) satisface

: (Osgggt Q) <o (t)) 1= (4-3)
donde ¢, (t) representa el cuantil 1 — + de la distribucién de sup |Q (s)|. Entonces,
asintoticamente, 0<s<t

g (osil%ﬁ K =) sa (t)) ~1-. (4-4)

Luego, el objetivo en la construccién de las bandas de confianza simultdneas es ahora
encontrar a ¢, (t) que garantice la probabilidad de cobertura deseada a lo largo de un
intervalo [0, t].

F = f(s)

les s6lo cuando las condiciones suficientes para la convergencia de /n ‘ﬁ(") — f(t)

Las bandas de confianza simultdneas basadas en supgc,«;, v/n , seran uti-

sobre intervalos razonables [0,¢] no sean muy restrictivas, cuando ¢, (¢) resulte facil
de calcular y cuando las bandas obtenidas tengan propiedades atractivas (Fleming &
Harrington 1991).

En el caso de la estimacion del costo medio descontado bajo reparo minimo para un siste-
ma coherente observado al nivel de las componentes, B* (t), se tienen condiciones genera-
les para la convergencia débil (Gonzélez & Bueno 2011), pero el célculo de g, (t) requiere
determinar el proceso limite supy<,; | (s)| al que converge supy<,<; v/n B, — B(s)], lo
cual no resulta sencillo cuando sélo se cuenta con una muestra de n sistemas. Por tanto se
propone usar métodos computacionales intensivos basados en remuestreo propuestos por
Belyaev (2000) y Belyaev & Seleznjev (2000), los cuales utilizan resultados generalizados
de la convergencia débil de procesos, los cuales se enuncian a continuacion.

4.2. Aproximacion débil de distribuciones

En esta seccién se presentan las principales definiciones y resultados de convergencia
débil en el contexto de los métodos de remuestreo, en los cuales el concepto de conver-
gencia de distribuciones es generalizado por el de aproximacién débil de distribuciones.

Siguiendo a Belyaev (2000), sean {L£ (Uy)},~; ¥ {£ (Vi) },,>; dos sucesiones de distribu-
ciones de variables aleatorias U, y V,, con valores en H,,, donde H,, es un espacio métrico
con una métrica d,. Ademaés, sea €, (Hy,d,) el conjunto de todas las funciones reales
continuas y acotadas en H,.

Definicién 4.1. (Belyaev 2000) Las distribuciones {L (U,)},>, aproziman débilmente
a {£(Va)},>1, denotado por <% si para cualquier funcion h = h(-) € 6, (Hn, d,) se
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tiene que

Eh(U,)]—Eh(V,)] — 0, n— oc. (4-5)
Lo anterior se abrevia como L (U,) < L (V,,), n — co.
Si todos los V,, son iguales, V,, = Vi, n = 1,2,..., entonces este tipo de convergencia
coincide con la conocida convergencia débil £ (U,) —— L (Vj), n — oo (Shiryaev 1996).
A continuacién se considera el caso donde las distribuciones son aleatorias. Sea W, un
espacio métrico y sean (U,,W,,) un par de variables aleatorias, U, € H,, W, € W,
definidas en el mismo espacio de probabilidad, n = 1,2,... (U, y W,, puede ser variables
aleatorias dependientes). Suponga que la distribucién condicional £ (U, | W,,) de U,, dado
W, existe. Las distribuciones £ (U,| W,,) son distribuciones aleatorias, n = 1,2,. ...

Definicién 4.2. (Belyaev 2000) Las distribuciones aleatorias {L£ (U,| Wy)},5, aprozi-
man débilmente a {L(Vy,)},-, en probabilidad, denotado por IM, st para cualquier

h € 6,(Hn,d,) se cumple que E [h(U,)|W,] — E[h(V,)] .0, n — oo, donde -

denota convergencia en probabilidad, y se escribe L (U,| Wy,) P (Vi), n — oo.
Bajo ciertos supuestos adicionales sobre {£ (V,)},-, la aproximacién débil implica la

convergencia en algunas métricas en espacios de distribuciones (Belyaev & Sjostedt-
De Luna 2000).

Definicién 4.3. (Belyaev 2000) Sea H,, un espacio lineal, n = 1,2, ..., es decir, contiene
las formas lineales ) . c;x;, ¢; € R, x; € H,. Suponga que existe 0 € H,, tal que 0+2 =z
para cualquier ¥ € H,,. Entonces, la sucesion {Y,},, de variables aleatorias de valor en
H,, convergen bajo la métrica d,, en probabilidad a cero, si d, (Yy,0) £, 0, n — o0, y se

. P
escribe Y, — 0, n — oo.
w

A continuacién se introduce el concepto de estabilidad de la aproximacién débil. Para
ello considere ademaés de las variables U,, y V,,, la variable Z,, definida en el mismo espacio
de probabilidad de U,,, n = 1,2, ... Asi, todas las variables definidas toman valor en H,,.

Lema 4.1. (Belyaev 2000) Sean Uy, Z,,W, y V, definidas como antes. Suponga que
L (Up| Wh) vl o Vo), v que Z, £, 0,n — oo. Entonces,

wa(P)

LUy + Z,|W,) «— L(V,), n— 0. (4-6)

Una prueba es dada en Belyaev (1996a) para R, y en Belyaev & Sjostedt-De Luna
(2000) para H,,.
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Mediante la nocién de aproximacién débil, es posible establecer una variante del Teorema
de Limite Central (TLC) de Lyapunov para R*.

Sea U, = {Uj,,..., Uy}, n = 1,2,..., un arreglo triangular de vectores aleatorios,
independientes para cada n, U;, = (U, - . -, Ukm)T, donde AT es la traspuesta de la
matriz A, (i,n) € T ={(7, n'): i =1,...,n; n' =1,2,.. .}, y sean U, = > Uy,
thin = E[Upin] v C,y = %Z;;lcm, con C;, = V[U,,] las matrices de covarianzas
entre las k variables de cada vector del arreglo U;,, 1 =1,...,n.

Teorema 4.1. (Belyaev 2000) (TLC en R*) Suponga que para algunas constantes § > 0
yc=c(2+6) <oo,F \\/ﬁUhm]QM < ¢ para todo (i,n) € T. Entonces se cumple que:

L (\/H(Un — ,un)) &N, (Ok, ((_j.n) , N — 00. (4-7)

Aqui p, = > " E[Uu] v Ny (Ok,((_f.n) es la distribucién normal A-dimensional con
media cero y matriz de covarianzas C., > 0. Se admite que el rango de C., puede ser
menor que k. Si ‘((_Jn‘ > ( entonces existe la matriz inversa C' = (c?").

Corolario 4.1. (Belyaev 2000) Si los supuestos del Teorema [{-1] se cumplen y existe

C,L,n=1,2,... tal que sup, Zk

g=1 c99 < oo entonces, cuando n — oo,

sup |P \/HZ(Uhm—,uhm)gZh, hzl,...,k]
(Zlv"'vzk) i=1
[ [ (Yt
— — e exp | —= A" Yayn dyy ...dyg| — 0. (4-8)
(27T)k/2 ‘CH}I/Q - e 9 —

En lo que sigue se introduce el Teorema de Limite Central de Remuestreo (CLRT). Para
ello considere la siguiente notacién relacionada con el remuestreo (muestreo aleatorio
simple con reemplazo) de n valores observados de variables aleatorias.

* *
Sean J7,,,...,J},,

n variables aleatorias iid con P*[J}, =h] =1/n, h=1,...,n, donde
las Jj;, representan a los indices de las observaciones que de la muestra inicial fueron
tomadas aleatoriamente con reemplazo. Note que las variables aleatorias J5,,, ..., J;, se
pueden simular facilmente. Considere N}, = >~ | I (J#, = h), el nimero de veces que
la observacién h resulta en la remuestra. Se tiene E [N}, =1, E [(N}fn)ﬂ =1—-1/n
y E[(N;, —1) (N}, —1)] = =1/n, g # h, g,h = 1,...,n. Se utiliza " para resaltar
que las variables aleatorias Jj, y sus valores jj, estdn relacionados inicamente con la
aleatoriedad simulada.
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A continuacion se establecen dos variantes del CLRT, en las cuales se establece que
cuando n — oo lo que se observa en la distribucién de las remuestras converge a lo que
se observaria en la distribucién de copias independientes de un conjunto de sistemas.

Considere U,, = {Uy,, ..., U,,} un esquema triangular de variables aleatorias vectoriales
U,, € R%, (i,n) € T previamente introducido en el Teorema L]l Sea la variable aleatoria

vectorial
n

U =) (N, = 1)U (4-9)

i=1
Teorema 4.2. (Belyaev 2000) (CLRT en R*) Suponga que los supuestos del Teorema

[£-1] son vdlidos y E [Upin] = ttnn, es decir, no depende de i. Entonces, se cumple que

wa(P)

L(UY|U,) — L(U,—p.,), n— oo. (4-10)

El siguiente Corolario establece que el calculo de valores de la distribucién basado en
remuestreo es consistente.

Corolario 4.2. (Belyaev 2000) Bajo los supuestos del Corolario[{.]]

sup }P(WSgZ}Un)—P(Un—u,nSZ)‘LO, n — o0o. (4-11)
ZeRk
Las pruebas del Teorema y del Corolario se dan en Belyaev (1996b), y Belyaev
& Sjostedt-De Luna (2000).

La distribucién condicional de U*’ dado U, se puede obtener mediante la simulacion
de G copias de {J5,,...,J%,}. Luego, los resultados de tal simulacién {J;7,..., J}
[Un). Para cadar=1,...,G,
se hallan los procesos U%" = >"" (N7 — 1)y, con N7 = >3 I (J;" = i) que repre-

r=1,...,G, se pueden utilizar para aproximar £ (U_*T?r

senta el nimero de veces que la i-ésima observacion inicial fue seleccionada en la r-ésima
remuestra, y u;, es el valor dado de U;,,, 7 = 1,...,n. Entonces, para cualquier conjunto
de Borel A C R” se tiene que

G
éz [(U e A) 2 P (U € A|U,), G — oo (4-12)
r=1

Para evaluar la precisiéon de algunos estimadores no paramétricos, es necesario conside-
rar espacios mas generales que R¥. Por ejemplo, en muchos modelos estadisticos no pa-
ramétricos vale la pena tener en cuenta al espacio de Skorokhod D [0,¢],t > 0, de las lla-
madas funciones cadlag, es decir, el conjunto de todas las funciones reales v (-) definidas en
0, ¢] tales que para cualquier s € (0,t) existen valores limite v (s £ 0) = limp v (s £ h)
y v(s) =v(s+0) (Belyaev 2000).
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El siguiente Teorema establece condiciones para que la distribucién basada en remuestreo
se aproxime débilmente en probabilidad a la distribucién real a la que convergen los
procesos cadlag, cuando n — 0.

Teorema 4.3. (CLRT en el espacio de Skorokhod). Sea U,, = {Uy, (t),...,Upny (t)} un
arreglo triangular de variables aleatorias de valor en D0, ], las cuales son independientes
para cadan =1,2,.... Sea U, (t) =Y " Uy, (t). Suponga que E Uy, (s)] = pn (s) i =
1,...,n,s € [0,t] y que existen constantes positivas c1,ca,c3 y 6 > 0 tales que para todo
0<t; <s<iy <t

C-1. nE[(Ujn (t2) — Upn (1)) < 1 (ta — 1) 072,
C-2. n2E[(Ujn (s) — Ujn (11))? (Ujn (t2) = Upn (5))*] < calta — "%, y

C-3. E [\\/ﬁan (s)]2+6] <.

Entonces, se tiene que

c (z (Vs ~ 1) 0, )

J=1

Un> C) LU () = i (4) 1 — 0. (4-13)

La prueba del Teorema es dada en Belyaev & Seleznjev (2000).

Las condiciones C{1, C{3y C{3del Teorema anterior garantizan directamente la tirantez
(tightness) uniforme de los procesos Uz, (t) = D77, (N%, = 1) Uj (t) y Uny (t) (Belyaev
& Seleznjev 2000, Billingsley 1999), que es un paso esencial en la convergencia débil de
procesos en D [0, t].

A continuacion se establecen algunas propiedades de los costos de garantia desconta-
dos para un sistema coherente bajo reparo minimo fisico, que permitiran validar las
condiciones del Teorema E.3]

4.3. Propiedades de los procesos de costos de garantia
descontados

Las caracteristicas de los procesos definidos en la Seccién 3.1 ayudan a establecer al-
gunas propiedades que permitiran verificar las condiciones para la aplicacion del CLRT

(Teorema [4.3)).
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Considere el proceso de costos de reparos minimos asociado a una realizacién (j) del
proceso, Et(j ), dado en ([3=42)), y a la funcién del costo medio por reparos minimos B* (t),
dado en (B-40). Defina el siguiente proceso de desviaciones entre el costo medio y el costo
estimado por reparos minimo en el sistema,

BY - B (1), (4-14)

Note que de acuerdo al Corolario B2, B* (t) no corresponde al compensador del estima-
dor martingala Bt(J ), observado en la j-ésima copia del proceso, ya que este rol lo cumple

el proceso B”) dado en (B43).

Lo anterior permite descomponer el proceso de desviaciones en ([4=I4]) de la siguiente
forma:

Et(j) _ B (t) _ (Et(j) _ Bt(j)) + <Bt(j) _ B (t))
Rt(j) +Dt(j)> (4_15)

donde, Rt(j ) = Et(j ) —Bt(j ) es el proceso martingala dado en (B=30]) observado en la j-ésima

copia del proceso de costos y ' '
DY =BY — B* (1) (4-16)

es un proceso continuo P-c.s. obtenido como la diferencia entre ([3-43) y (3=40).

A continuacion se enuncian algunas propiedades de los procesos anteriores.

Proposicién 4.1. Sea Rt(j) definido en (3=30) y sean ti,ty € [0,t], tales que 0 < t; <
ty <t < o0o. Entonces,

. . A\ 2
B RPRD| 7 = (RD) P-cs. (4-17)

y por tanto
N N\ 2
E|RPRD| = B {(Rff)) } . (4-18)
Prueba.

En efecto, usando la medibilidad de Rt(lj ) con respecto a F3,, y la propiedad martin-
gala de Rt(j), se obtiene que

E |RYRY

Fu| = RYE[RY

]—"tl]
_ (R(j))2 Pres
— tl Dy
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y aplicando el operador esperanza sobre el resultado anterior se obtiene
L N\ 2
ERIRY| = E {(R}f)) } .
O

Proposicién 4.2. Sea Rt(j) definido en (3-30) y sean ti,ty € [0,t], tales que 0 < t; <
ty <t < o0o. Entonces,

a) Se cumple que

. N2 . .

E [(Rf? - 1) ftl} = E [(RD), = (RD),,| 7] (4-19)
y por tanto,

, N 2 , .

B|(rY - 1Y)| = B (R, - () (1-20)
b) Existe Ly > 0, tal que
. N2

E l(Rtg) - Rt(lj)) } < Lyfty —ta]. (4-21)

Prueba.
a) En efecto,

E {(Rg —Rfj))Q'ftl] — E [(Rt(j))?'}}l} Y E [(Rfj’f'ftl}

_9E [Rt(j)Rt(f) fn] P-cs.. (4-22)

De acuerdo al resultado ([@=17)) de la Proposicién [4.1] se tiene que

E [Rt(j)Rt(f) }}] - (Rt(f)>2 —F {(Rt(f'))Z‘ftl} P-cs., (4-23)
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y reemplazando ([f=23) en ([@=22)) se obtiene que

E {(Rfj) - R§f))2 ftl]
_ F _<Rt(2j) 2’&} +E {(Rfj))Q'Ftl} —2E {(Rfj))?

= F

I 2 . A 2 ) )
= B |(RY) - (RO + R, — (RE) + (RO, — (RO, 7]
= £|(8Y) - @] 5| - | (RD) - (RO 7]
+ B [(RD), — (R9),,| 7] (4-24)

. A 2 )
Como R € M2, entonces (Rf”) — (RU)), € M2 (Fleming & Harrington 1991,
N\ 2
Corolario 1.4.2), lo cual implica que para todo 0 < t; < t5 < t < o0, (Rff) —

. A 2 .
(RO, € M2y <Rt(f)> — (RU)), € M2. Luego por la propiedad martingala de

estos procesos, en ([d=24)) se tiene que

B |(rY - 82) 7] = (RE) = o, - (RP) 4 (RO,
[(R(j)>t2 _ <R(j)>t1‘7:t1}
= kK [<R(j)>t2 - <R(j)>t1}Ft1}

y aplicando el operador esperanza sobre el resultado anterior se obtiene

. A\ 2 . .
B|(rY - RO)| = £ [R) - (RD)
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b) Por (B=37) en ([@=20), se obtiene que

m to '
_— ZCZ(J)/ I(Yi(]) <u> H2 (u) N (u) du
=1 0
m t1 '
- ZC’Z(J)/ ](YZ-(J) <u) H? (u) X! (u)du]
i=1 0
_ < i(4) 2 (4) 2 i
= ) E|C 1YY <) H? (u) X (u) du
=1 t
m ) to ) . .
_ ZP <SZ(J) > Y;(])> E {/ I (Y;(]) < u) H22 (u) A\ (u) du SZ-(]) = Y;(])]
i=1 1
< Y E U I (Yi(j) < u) H? () X (u) du| S > YZ.(”} . (4-25)
i=1 2}
Por otro lado, note que
t2 . , . . t2 ,
l / I (yim < u) H? (u) X (u) du| S > Yi(”} < [ H?()X (u)du P-cs.,
t1 t1
(4-26)

y por el resultado ([A-2) dado en el Apéndice [A.1] existe ko > 0, tal que para todo
i=1,...,m, se cumple que f:f H? (u) N (u) du < kg [ty — t1]|. Por tanto en ([@=26) se

7
tiene que

Ub I (Y}” < u> H? (u) N (u) du

t1

S,L(J) > Y;(]):| < Ko ‘tg — t1’ P-c.s.

Luego,

E {/t I (Yi(j) < u) H2 (u) N (u) du

t1

S > Y;(j)] < Ko [tz — ta]. (4-27)

Por (4=21) en ([@=25), se llega a
. AN\ 2 n
E [(Rt@ ~rY) ] <3 holta—ti
i=1

= MKy ‘tg —t1’ = L1 ‘tg —tly, con L1 = MRKy.
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Proposicion 4.3. Sea Dt(j), definido en ([{-16), la j-ésima realizacion del proceso Dy en
el intervalo [0,t]. Sean tq,ts dos tiempos en ese intervalo, tales que 0 < t; <ty <t < 0.
Entonces, existe Lo > 0, tal que

FE D(])—D(]) 2<Z, — 2 4-28
to t1 — 2 ‘tQ tl’ . ( )
Prueba.

Dado que, para toda realizacién (j) del proceso en [0, ], Dt(j) = Bt(j) — B*(t), con

ZC ])/ <Y(J <u>H (u) N (u) du,

y B*(t) = >_1", B* (t), se tiene que

m

pY —pi = ¥ i) / I <Yi(’) < u> H ()N (u)du— 3 B™ (t,)
i=1 0

i=1

_ f:ci(j) /tl[<Yi(j) < u)H du—l—ZBZ*
i=1 0
= iC’i(j) /tt2 I <Yi(j) < u) H; (u) N (u) du
i=1 1
— Z (B™ (ta) — B™ (t1)) - (4-29)
i=1

Luego, aplicando en (4=29)), la desigualdad elemental (A-9), dada en el Apéndice [A.3] se
obtiene que

m 2 2
(D2 - Dt(f))2 < 2 (Z i) /t Y (9 < u) H (w) X' () du>
T 1

2
P-cs., (4-30)

Z Bz* Bz* (tl ))

Luego, usando la desigualdad de Cauchy (A-13]), dada en el Apéndice [A.3] en ambos
términos de la derecha en (4=30), se obtiene que

m 2
(DS)—DJE))Z < 2my CV (/t21(12(j) <u) H; (u) X' (u)du)
1

t1

+2m > (B™ (t2) — B* (1))” P-cs., (4-31)
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y por tanto en (4=31)) se obtiene

B {( DY — Dt(f)>2]
< 2m) B0V (/tt I (YN’ < u) Hi (u) N (u) du) 2]

_ QmZP (Si(j) > Y;(j)> E

=1

1+ 2m Z (B™ (t2) — B™ (1))

Qmi E (/tt I <Yi(j) < u) H; (u) X (u) du)2

g < y )

IN

+2m Y (B (ta) — B™ (1)) (4-32)
i=1
Ahora bien, por definicién, y con t; < s,
to
0
t1
_P(S,>Y)E U T(Y; < w) H, (u) X (u) du| S, > YZ}
0
to
= P(Si>Y)E U I(Y; < u) H; (u) N (u) du| S >YZ}
t1
to
< FE [/ I(Y; < u) Hy (u) N (u) du| S; > YZ} : (4-33)
t1
y reemplazando (A=33) en ([@=32)) se obtiene
. N\ 2
E |:<Dt(2j) _ Dt(lj)) :|
m t . 2 .
< 2m) E (/ I (yim < u) H; (u) N (u) du) s 5 y )
i=1 t1
m to 2
+2mZ(E l/ I(Y; <) H; (u) N (u) du| S; > Y; ) : (4-34)
i=1 t
Por otro lado,
to to
[/ I(Y; < u) Hy (u) N (u) du| S; > YZ} < / H; (u) X' (u) du P-c.s., (4-35)
t1 t1
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o1

y aplicando el resultado ([A=2)) del Apéndice [AT] se tiene que existe k; > 0 tal que para

todo 7 =1,...,m, se cumple que
to ]
/ Hz (U) A (u)dugm\tg—tll,
t1
de donde, en (4=35]) se obtiene que
S; >Y;

S K1 ‘tg — tl‘ P—C.S.,

[/tQI(}Q<u)Hi(u))\i(u)du

t1

y también,

[(/:I(Yi < w) H; (u) N (u) du)2

Luego, aplicando esperanza en ([d=37) y (4=38)), se tiene que

S; >V < li% |t2 — t1‘2 P-c.s..

E{/tQI(}Q<u)HZ~(u))\i(u)du

t1

Si>)/i:| < Ky [ta — 1],

E Si > Y| < K2ty — )

(/:I(Yi < u) H; (u) N (u)du)2

Luego, reemplazando (4=39) y ([@=40) en ([4=34)

. A\ 2
£| (02 - 0]

<2m Y kil —tlP+2m Y (ki fts — 1)’
=1 i=1

= QmZIﬁZ% ‘tg — t1’2 + QmZIﬁZ% ‘tg — tl

|2

’2
= 4m2n% ‘tg — tl

= Ly |ts — ;| &

2 2
, con L2:4m Rq |t2—t1

(4-36)

(4-37)

(4-38)

(4-39)

(4-40)

O

Proposicién 4.4. Sea Rt(j) definido en (3-36). Sean s,ti,ty tiempos en ese intervalo

tales que 0 < t; < s <ty <t < oo. Entonces, existe Ly > 0, tal que

. O\ 2 . A\ 2
E {(Rt(j) - Rﬁ”) (Rs(]) - Rt(f)> } < Lylts — ta]*.

(4-41)
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Prueba.
Note que

E [(Rt(j) —R;J‘>)2 (R ~RY ) }

- E{E{(Rtg — RU ) (RO - RY) ’f]}

- E{(RS(J R<J)2 [(ng 5@)2 f“ (4-42)

. N2
donde la ultima igualdad proviene de la medibilidad de (RQ(J ) Rfl(J )> con respecto a

Fs. Usando el mismo argumento que condujo a la ecuacion ([4=24)), se tiene que
() )’
E [(Rt,j - RD) 'f] = E[(RD), — (RV),| 7],
y por (B-37)

E [(Rfj) - Rs(j)>2' ]—"S} —E

f: Ci) /t2 I <Yi(j) < u> H? (u) N (u) du
0

icw/ (Y“><u) H2 (u) N (u) du ]-"s]
:i [ i) /:2 <Y;(j)<u>Hi2(u))\i(u)du

] < [" H2(u) XN (u)du P-cs.,

]—"S] . (4-43)

Por otro lado, como [ C) ftQ I (Y-(j) )H-Q( ) A" (u) du| F.

ya que C'0) <1y ] <Y U) < u) < 1 P-c.s., entonces por propiedad de la esperanza con-

dicional

to )
o lci(j)/ I (Y;(]) < u) H? (w) X' (u) du| F,

] /H2 u) \' (u) du P-c.s.  (4-44)

y aplicando en el lado derecho de la desigualdad el resultado (A-2) dado en el Apéndice
[AT], se tiene que existe ko > 0, tal que para todo i =1,...,m,

to )
/ H? (u) N (u) du < Ky [ty — s,
de donde, en (4=44) se obtiene que

to . :
5 [Oz‘(a‘)/ I <YZ.(J) < u) H? (u) N (u) du

.7:5:| S %] |t2 - S| P-c.s. (4—45)
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Por (4=45) en ([4=43)

Fs:| S ZK/Q’tQ_S’
i=1

= mkKglty —s| P-cs. (4-46)

1 2

. A\ 2 . A\ 2 . A\ 2
Luego <R§”—Rt(“) El(Rt(J)—RS(“) ‘]—'} < ( §”—R§f)) mka |ty — 5| P-cs. y

por tanto

{(-ne) (o) ]}
< mkslts — | E l(Rs(j) . R}Pﬂ . (4-47)

Ahora bien, del resultado ([@=21]) de la Proposicién [£.2] se tiene que para t; < s existe
. N 2
L) >0 tal que E [(RS(J) — Rt(f)> } < L} |s — t1|. Luego en (=47,

: ") () )’
E{(RS(J)—Rtf) El(Rtj —RS(J)) ’]—"]} < s [ts — s| L) |5 — 1]
= mko L} |ta — s| |s — 1]

< m@[/l ‘tg — t1’2 s (4—48)

desde que |t —s| < |[ta —ti| y [s—t1| < |ta—t1] con 0 <t < s <ty <t < 0. Por

tanto de (4=48)) en (d=42)),

. O\ 2 . A\ 2
E [(Rt(j) . R;ﬁ) (RS(J) . Rt(f)> } < mkaL |ts — t1|?

= L3 ’tg — t1‘2, con L3 = m@[/l.

4.4. Condiciones para aplicar el CLRT en los costos de
garantia descontados

Teniendo en cuenta la definicién de los procesos de costos de garantia dados en la Seccién
3.1}, y de las condiciones establecidas por el Teorema [4.3] se deben estudiar los procesos
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de desviaciones

S 0L ) (4-49)
donde : 1
_ » () *
U (6) = (B9 - B (). (4-50)

son procesos estocdsticos en D0, ¢], con B* (t) y B definidos como en (340) y (342),
respectivamente.

Asi para usar el Teorema 3] dado por Belyaev (2000), se debe verificar en los procesos
Ujn (t), antes mencionados, que se cumplen las condiciones C{7, C{3y C{3, lo cual se
verifica en el siguiente teorema.

Teorema 4.4. Sea Uj, (t) definido como en[{-50, para los tiempos s, t1,ts en el intervalo
0,t], tales que 0 < t; < s <ty <t < 00, existen constantes positivas ci,ca,c3 y 6 > 0,
para las cuales se cumple

C-1. nE[(Uyn (t2) — Upn (1))%] < 1 (ta — 1) 1072,
C-2. n2E((Upn (5) — Upn (81))? (Uyn (t2) — Upn ()] < €2 [ta — 0|2,
C-3. E [\\/ﬁan (s)|2+5] <.

Prueba. Antes de comenzar las pruebas, note que Uj, (t) se puede escribir como:

1 /o~y
U (t) = —=(BY =B (1))
NG
I Y R NI )
- \/ﬁ<Bt BY +BY — B (t))

1 . .
— ﬁ <Rt(]) +Dt(3)) , (4_51)

con RY y D definidos como en (B36) y (@=16), respectivamente.
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Prueba de la condicién C{I]
Considere 6 =1

Entonces, se quiere probar que
nk [U]n (tg) - an (tl)]Z S C1 |t2 - tl‘ . (4—52)

Note que, usando (4=5]))
2
0 (Upn (t2) = Upn ()] = n |- (RO + D9} — L (R + DY
gn \b2 Jn \l1 \/ﬁ to to \/ﬁ t1 t1
6 _ pW)’ 0 _ )
< Q(Rt; —RJ) +2<Dt2] —th> P-cs., (4-53)

la tdltima desigualdad debida a la desigualdad elemental en ([A-9) dada en el Apéndice
[A.3 Luego, aplicando esperanza en (=53] se obtiene que

. N 2 . N\ 2
nEUj, (t2) — Ujn (tl)]2 <2F [(Rt(;) - Rt(lj)) } +28 [(Dt(;) - Dt(lj)) } : (4-54)

De las Proposiciones y B3], en (F=54) se tiene que

nE [(Uj, (ta) — Ujn (11))?] < 2L1 [ty — ta] + 2L |tz — ta
= 2(Ly + Lo lts — ta]) [t2 — t1]
< 2(Ly + Lots) [ta — 1]
=cy |t — t1] con ¢ =2 (Ly + Laoks),

para algin k3 > 0 tal que [ts — t1| < R3.

Prueba de la condicién C2

Considere 6 =1

Entonces, se quiere probar que
n? E [(Ujn (t2) = Usn (5))” (Usn (5) = Ujn (01))7] < ea [t2 — 1] (4-55)
Usando (4=53)) se obtiene que

. N2 . N2
n (Un (t2) = Upn (5))* < 2 (Rt(;) - Rﬁ”) +2 (Dt(j) — DS(”> P-cs.

Upn (5) = Upn (1))2 < 2 (RO = R9) 2 (D9 — D) P
n( jn (S) ]Tl( 1)) = s t1 + s t1 C.S.
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En consecuencia,

n? [Ujn (t2) — Us ()] [Uj

3
—~~
»
S~—
|
=

3
~~
~
—
S—
[\

Note que para 0 < t; <ty <t < 00, existe k1 > 0, tal que
0 _ M)’ 2,21, 4,12 p. i
Dy; Dy < Am®k7 |ty — t1]” P-cs. (4-57)

En efecto, reemplazando (=33)) en (4=31]) se tiene que
. N no b2 . , 2
(Dt(j) - Dt(f)) <2my CV < / I <Yi(]) < u) H, (u) N (u) du)
i=1 t

+2m§:<E {/ttQI(Yi<u)Hi(u))\i(u)du S, > Y,

2
) P-cs.,

(4-58)

Por otra parte, observe que

t

/t2 I <Y;(J') < u) H; (u) 2\ (u) du < ’ H, (u) A\ (u) du P-cs..

t1 t1

y aplicando el resultado ([A-2) dado en el Apéndice [A.1] existe k; > 0 tal que para todo

i=1,...,m, se cumple que ﬁf H; (u) N (u) du < Ky |ta — t1| y en consecuencia,
to . )
/ I (Y;(]) < u) H; (u) \' (u) du < Ky [tg — t1| P-c.s.. (4-59)
t1

Luego, de (@=39) y ([#=58) en (E=59), se tiene que
. A 2 LI n
<Dt(2]) — Dt(lj)) S QWZ OZ(]) (I€1 |t2 - tl‘)Z + QWZ (Iil ‘tg — t1|)2
i=1 i=1

m

=2ma] [ty — 117 Y C'V) 4 2mPK7 |ty — 1]
=1

< Am?k? |ty — t)* P-cs.,

la dltima desigualdad debida a que Y 1", C'V) <m P-cs..
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Aplicando para 0 < t; < s <ty <t < 0o el resultado ([4=571) en (E=50), se obtiene
n® [Ujn (t2) = Upn ()] [Ujn (5) = Uy (01)]?
<4 [(Rfj) - R§J’>)2 (st - Rff”)z + (Rfj’) - R§J’>)2 am2k2 |5 — 1
+ 4m?&1? |ty — 5| <Rs(j) — Rt(lj))2 + 16m K261 |ty — | |s — t1|2] P-cs.,
y por tanto

02 E Uy, (t2) = Up (8))° [Upn (5) = Uy (1))

S S

. O\ 2 . A\ 2 . o\ 2
<4!E {(Rtg) _RS(J)) (R(J) _Rt(lj)) ] +4m2l<,/12 ‘8 —t1‘2E [(Rt(;) _R(J)) :|

, \ 2
+4m?k? |ty — s|* E [(RS(]) — Rt(f)> } + 16m K26 |ty — s |s — 4] (4-60)

Aplicando en la ultima desigualdad de (4=60), la Proposicion 4] sobre la primera espe-
ranza y la Proposicién en las esperanzas siguientes, se llega a

2 2
n* E [(Ugn (t2) = Upn (5))” (Ujn (5) = Ujn (t1))]
<4 [Lylts — 1> + 4m*kE |s — ta|* LY |tz — 5]

+ 4m2K"? |ty — s|P L) |s — t1] + 16m 626" |s — t1|* |ty — s|2}

S 4 [L3 ‘tg — t1|2 -+ 4m2n'12[/1' ‘tg - t1|3 -+ 4m2/<a'1'2L'1 ‘tg - t1‘3 -+ 16m4n'12/<a’1'2 |t2 - tl‘ﬂ

4 [Lg -+ 4m2/-£/12[/1’ ‘tg — tl‘ + 4m2/<c/1’2[/1 ‘tg - t1’ + 16m4/§’12/£/1’2 ‘tg — t1’2] ‘tg — t1’2
< 4Ly + 4m* k2L ks + Am* kL ky + 16m* k26763 [t — ]
‘2

=y [ta — t1]”, con ¢ = 4 [Ls + 4m* kT L ks + 4m°k* L k3 4+ 16m* w7 r]k3]

donde, la segunda desigualdad se debe a que para todo 0 < t; < s <ty <t < 00,
[ta — s| < |ta — t1], |s — t1] < |t2 — t1], y la cuarta desigualdad debida a que existe k3 > 0
tal que |ty — t1] < K.

Prueba de la condicién C{3
Considere § =1

Entonces, se quiere probar que

E [Wﬁan (s)ﬂ < ¢ (4-61)
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Note que por definicion

3

Vit (o = Vit | = (BY - 5 (9)]

=B~ B ()] (4-62)

Por otro lado, por desigualdad triangular

BY — B*(s)] < <’ B

+ |B* (s)‘) = BY 4 B*(s) P-cs., (4-63)
puesto que para todo s: 0 < s <t < o0, BY >0 P-cs.y B*(s) >0.

Ahora bien, como ¢ (z) = x* con x > 0 es una funcién creciente, entonces en (4=63)) se
tiene que

‘Es(j) — B*(s)

por tanto, en (4=62)) se llega a

3 o 3
< <BS(J) + B* (s)) P-cs.,

ViU ()] < (BY + B (s))3 Pcs. (4-64)

Usando la desigualdad C, (Loeve 1977), dada en (A-10) del Apéndice [A.3] en (E=6)) se
obtiene que

~ 4\ 93
ViU, (s)] <4 (B;ﬂ) 1 4(B*(5)® P-cs,
y por tanto

E [\\/ﬁan (s)ﬂ <4E {(ESU))?’] +4E [(B* (s))%] . (4-65)

Ahora, por definicién

m m

B*(s)=)» B*(s)=)» P(S>Y,)E {/OSI(}Q<u)Hi(u)/\i(u)du

i=1 i=1

Si > }/Z:| )
Note que para todo+=1,...,m,

Uosf(mm)ﬂi(uw(u)du S, > Y;

< / H; (u) \' (u) du P-c.s.,
0
y por tanto

El/OSI(Yi<u)Hi(u)/\i(u)du

5, > n] < [ i@
0
de lo cual, también se obtiene que

B™ (s) = P (S; >YZ-)E{/SI(Yi<u)Hi(u))\i(u)du

S; > YZ} < /O H; () X (u) du.
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Luego,

=S p <Y [ BN W

y usando el resultado ([A=2)), dado en el Apéndice [A.]] en cada integral del lado derecho
de la desigualdad anterior, se tiene que existe k; > 0 tal que para todo7=1,...,m, se
cumple que [ H; (s) X' (s)ds < rk1s < k1¢; P-c.s., para algin ¢; > 0 tal que para todo
0<s<t<oo,s < {1y en consecuencia

S) = Z "ilCl = m/ﬁCl. (4—66)
i=1

Por otro lado,

donde
Fi6)

_ ()
> (s0)

Luego,
Z(J)

ZCZ(J Z H, (). (4-67)

y desde que H; (s) con s € [0,¢], son funciones continuas, no negativas y acotadas en el
intervalo [0, ], existe 0 < v < oo tal que H; (s) < v para todoi=1,...,m.

Entonces, en (4=67), se tiene que

§J><UZC WNID pcs., (4-68)

i=1

y como ¢ (z) = 2 con x > 0, es una funcién creciente, entonces de ([@=GY) se obtiene

(39) <ot (Sewm) pos

donde aplicando la desigualdad en (A-14]) del Apéndice [A.3]

<§Sj) <v’m ZC’Z(] < 1(7) P-c.s.,
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y aplicando esperanza se obtiene que

E{(gso))?’] < ’m ZE[( CiON ))3}
_ ;P (59 >v.2) E [(ﬁ;‘(i)):s

Ahora bien, recuerde que sélo para i € C?, existe el proceso de conteo del ntimero
Z(J)

59 sy, o’)] C (469)

de reparos minimos en [0,¢], es decir, para todo i € C?, > 0, mientras que
para i ¢ C*, NJY¥ = 0 P-c:s.. Por otro lado, se tiene que N'(w) restricto a C' =
{weQ:S;(w)>Y;(w)} es un proceso Poisson no homogéneo (NHPP) con la descom-

posicién de Doob-Meyer dada en (B=I8). Por tanto, para cada realizacién (j), se tiene
) Si(j) > Yi(j)} satisface que

que [NS
(N;<J'>)3 SU Y(’] stg < / )du)x, (4-70)

donde S, 3 son los nimeros de Stirling (ver Apéndice [AZ) y [ A" (u) du < oo para todo
i =1,...,m. Luego, aplicando el resultado ([A=2) del Apéndice m se tiene que existe
Ka >0 tal que fo A (u) du < kys < Kk4Co para algiin ¢, > 0 tal que s < ;. Entonces en

(4=T0)) se obtiene

E

E l(N ) ‘S(” >y, ”] st kaGo)” (4-71)
Note que, en (4=7T)) la suma del lado derecho de la desigualdad es un nimero finito no

negativo y por tanto existe k5 > 0 tal que para todo i = 1,...,m, se cumple que

B <Ns¢(j))3' g9 < Y;(J’)} < ks,
y por tanto, para todoi=1,...,m
P (52-(” Sy, ,(a')) £ [(ﬁ;(]’))g S0 > Yi(")} < . (4-72)
or ([@=72)) en (4=6Y), se obtiene
E {(ES(j)>3} < vd3m? zm: Ky = VM3 ks. (4-73)
i=1

Aplicando ([@=60) y ([@=73)) en (E=61), se tiene que
B “\/Ean (5)}3] < dvPmPrs + dmki () = cs.
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Las condiciones anteriores sobre los procesos de costo de garantia descontado para siste-
mas coherentes bajo reparo minimo, observado al nivel de sus componentes, permiten el
uso del CLRT propuesto por Belyaev (2000) para construir bandas de confianza basadas
en remuestreo para la media del proceso antes mencionado.

A continuacién se describe el proceso de construccién de bandas de confianza basadas en
remuestreo para el costo medio descontado en sistemas coherentes bajo reparo minimo,
observado al nivel de sus componentes.

4.5. Construccion de bandas de confianza para el costo
medio de garantia

Considere de nuevo, n copias independientes del proceso m-variado <Bti, Cii=1,..., m) ,
0

donde B,Y) es definido para el j-ésimo sistema como en (B=3%) y C‘V) es la indicadora
de si la componente i es critica para el sistema j, como fue definido en (3=30). Entonces,
el costo por reparos minimos observado para el j-ésimo sistema, es

Et(j) _ Zcz(J)ﬁtZ(J)’ (4_74)

i=1

y para los n sistemas, se tiene que el estimador martingala del costo medio descontado
para sistemas bajo reparo minimo fisico, notado B* (t), es

=(n 1 LN
BM™ = - > BY. (4-75)
j=1

En la construccién de bandas de confianza para B* (t) interesa evaluar las desviaciones
del estimador en (4=TH) con respecto a la funcién de costo verdadera (normalizadas por
la funcién g, (t) = \/n). Esto es, defina el estadistico

Ua(t) = v (B" -8B ()

= S U (), (4-76)
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donde,
1

Uin (1) = = (B}” B (t)) . (4-77)
Gonzélez & Bueno (2011), mostraron que el estadistico U., (t) converge débilmente en el
espacio D [0,¢], a un proceso aleatorio Gaussiano, digamos @ (t), y usando el Teorema
de Mapeo Continuo se tiene que:

sup U (5)] 2 sup Q@ (s)]. (478)

0<s<t 0<s<t

Por otro lado, en el Teorema [£.4] se probaron las condiciones necesarias para usar el
CLRT sobre el proceso Uj, (t) dado en ([Z=77). El uso del CLRT en los procesos de costos
de garantia descontados para sistemas coherentes bajo reparo minimo fisico se establece
en el siguiente corolario.

Corolario 4.3. Dada una muestra de n copias independientes del proceso m-variado
<§ti, Cli=1,... ,m) , donde B! es definido para el j-ésimo sistema como en (5=33)
t>0

y C9) es la indicadora de si la componente i es critica para el sistema j, como fue
definido en (3=30). Sea U, (t) = {Un (t),...,Upnn (t)} un arreglo triangular, con Uj, (1)
dado en ([-77). Entonces, para el proceso

n

U () =Y (Ng, = 1) Ujn (1) (4-79)

Jj=1

se cumple que
£ (U2 1) U,) 8 LU, (1), n— oo, (4-80)

Prueba. Aplicando el Teorema [£.4] sobre el proceso Uj, (t) se obtienen las condiciones
necesarias para el Teorema [£.3] de cuya aplicacién se obtiene el resultado. O

Note que los procesos Uj, (t), j = 1,...,n, dados en (=TT, son inobservables (puesto
que la funcién B* (t) es desconocida), pero pueden reescribirse como:

Upn (t) = Usp (t) + U (£) (4-81)
donde,
~ 1 ~ =(n
Un ()= (B9 - B"). (4-82)
y

Uy () = %ﬁ (Eﬁ”) B (t)) . (4-83)

La ecuacién (4=81]) permite usar en la practica el CLRT, de la forma que se expone en
el siguiente corolario.



4.5 Construccion de bandas de confianza para el costo medio de garantia 63

Corolario 4.4. Para el proceso

n

U (t) =" (N5, — 1) Uy (2) (4-84)

j=1
donde, ﬁjn (t) esta dado en (4-83). Se cumple que
c ((7,:? (t)‘ [Un> wE) UL (1), n— oo, (4-85)
Prueba. Usando (Z=81)) en ([@=79) se obtiene la identidad
U (1) =03 () + U5 (1), (4-86)
donde U3 (1) = 5y (Nju = 1) Uyn (1) ¥ U39 (8) = 25y (N = 1) Ui (8),

Note que U () = 0 (ya que > N, =mn) y ast U (t) L, 0, por tanto usando el
Lema [4.1] se tiene que

L ((7*0 (t)) Un) W) UL (1), n— 0.

O

El resultado anterior establece que la distribucién de (72? (t) resulta ser la misma distri-
bucién de U*0 (¢).

Lo anterior permite, en la practica, la construcciéon de bandas de confianza basadas
en remuestreo para el costo medio de garantia descontado en sistemas coherentes bajo
reparo minimo fisico, lo cual se establece en el siguiente teorema.

Teorema 4.5. Una banda de confianza aprozimada de nivel 1 —~ para B* (t), el proceso
de costo medio de garantia descontado en sistemas coherentes bajo reparo minimo fisico,
en el intervalo [0,1] es

(1)
Vn

donde, ¢ (t) es el cuantil (1 —~) de la distribucion empirica basada en remuestreo de

U (s) ’

B™ +

,0<s<t, (4-87)

sup
0<s<t

Prueba. Siguiendo la definicion de bandas de confianza simultdneas presentada en la
Seccién By de (=78, el objetivo es encontrar ¢, (t) tal que:

P Q<0 0)) ~1-7, (4-55)

0<s<t
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pero el proceso sup |@ ()|, al que converge débilmente el proceso sup |U., (s)|, es des-
0<s<t 0<s<t

conocido. Usando el Corolario se tiene que

L(UR1)|U,) — B (Un(t)), n— oo,
por tanto en lugar de buscar g, (t) que cumpla ([4=88), se debe encontrar el valor ¢ (t)
tal que:
P ( sup U (s)| < ¢ (t)) ~1—7. (4-89)
0<s<t

lo cual por Corolario [£.4] equivale a encontrar el valor @ (t) tal que

P(sup
0<s<t

Asi, ¢ (t) se puede escoger como el cuantil (1 —+) de la distribucién empirica basada

0o <) =10 (1-90)

en remuestreo de sup (7*,9 (s)|. Luego, teniendo en cuenta que
0<s<t
sup |U*0(s)| = lim maX‘U*O 4-91
s |73 (9)| = fim e |72 (1) (-91)

donde A = {to =0<t; <--- <tp_1 <ty =t} es una particién del intervalo [0, ],
entonces con un valor de M suficientemente grande, se cumple que

=m &) =m , G )
P(BM -2 <B*(s)<B"+2 = 0<s<t)~1- 4-92
(B -t < <Br+ L2 0o R CE )
de modo que Ein) + L\/(%), 0 < s < t, es una banda de confianza aproximada de nivel
1 — v para B* (t) en el intervalo [0, ]. O

En el capitulo siguiente se calculan las probabilidades de cobertura empiricas para evaluar
el desempeno en muestras finitas de las bandas de confianza propuestas para el costo
medio de garantia descontado en sistemas coherentes bajo reparo minimo fisico.
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En este Capitulo se evalia el desempeno de las bandas de confianza propuestas basadas
en remuestreo, a través de un estudio de simulacién que tiene en cuenta diversos esce-
narios construidos variando algunos de los factores que pueden afectar el desempeno de
las bandas establecidas en el Teorema [4.5 tales como: el tipo de sistema complejo bajo
estudio, el nimero de sistemas en garantia, la funciéon de descuento fijada por el produc-
tor, el niimero de remuestras usadas para la aproximacion y el tamano de la particion del
intervalo [0, W] que sirve para aproximar el valor del supremo del proceso limite dado

en ([=19).

Adicionalmente, se deben fijar algunas variables tales como: las distribuciones del tiempo
de vida de las componentes del sistema coherente bajo estudio, el periodo de garantia
para el sistema, los costos de reparo minimo de las componentes del sistema, la pro-
babilidad de cobertura deseada por la banda de confianza simultdnea y el nimero de
simulaciones para evaluar el desempeno de la misma.

En la siguiente seccion se establecen los valores de los factores y variables de simulacién
a tener en cuenta en el estudio de simulacion.

5.1. Factores y parametros de simulacion

Se comienza definiendo los factores de simulacién y los valores a tener en cuenta en el
estudio.

= Tipo de sistema. Como fue descrito en la Seccion 2.1 los sistemas pueden tener
estructura en serie, paralelo, k de m (esté ultimo tiene como casos particulares a
los sistemas en serie y paralelo) o cualquier otra estructura coherente més general.
En la simulacion se utilizardan un sistema en paralelo de tres componentes y un
sistema 2 de 4 componentes. Vale la pena aclarar que no se usa en la simulacién un
sistema en serie, teniendo en cuenta que el proceso de reparo/costo de un sistema
coherente es equivalente al respectivo proceso para un sistema con una estructura
en serie formado por las componentes que resultan criticas para el sistema (ver
Nota B3). Para evitar confusién se tratardn ambos sistemas como sistemas k de
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m, los cuales se denotarén asi: a) ®}*3: sistema en paralelo de tres componentes o
sistema 1 de 3 componentes, y b) ®%%: sistema 2 de 4 componentes.

= Niumero de sistemas en garantia. Denotado por n, corresponde al nimero
de copias iid del proceso de reparo/costo utilizados en la construcciéon de bandas
de confianza. Su variacién permitira estudiar el efecto del tamano de muestra so-
bre la convergencia a la probabilidad de cobertura esperada. Los valores que se
consideraran son n = 10, 30, 50, 100, 500, 1000.

» Funcién de descuento. Denotada por d;(t), establece cémo el consumidor com-
parte los costos de reparos minimos sobre las componentes criticas del sistema
durante el periodo de garantia W. Se usardn dos funciones de descuento, d;(t) =
ce i (1—tWhHet i=1,...,m.

= Niumero de remuestras. Se denotara GG y con él se pretende establecer cémo este
factor cambia la probabilidad de cobertura alcanzada, cuando se manejan valores
de G = 500, 1000, 5000, 10000.

s Tamano de la particion. Denotado por M, fija qué tan fina se hace la parti-
ciéon del periodo de garantia, para llevar a cabo la aproximacion basada en re-
muestreo del supremo del proceso limite dado en ([=T8). Se tomaran valores de
M = 100, 500, 1000.

La Tabla [5-1] resume los valores que se tendréan en cuenta para los factores de la simu-
lacién descritos anteriormente ®¥™ n d; (t),G, M.

Tabla 5-1.: Factores de simulacion y sus niveles

Factor Niveles
Phim )3,

n 10,30, 50,100, 500, 1000

di (t) ciet, e (1—tW1)et
G 500, 1000, 5000, 10000

M 100, 500, 1000

Como parametros de simulacion se tiene lo siguiente:

s Distribuciones de falla de las componentes. Para los sistemas considerados
(@13 y ®?1) en cada componente i, cuyo tiempo de vida asociado se denota S;, se
considera la funcién de distribucién acumulada F; respectiva, de la siguiente forma:
Fi (t) = Weibull(n = 1.0, g = 1.5), F5 (t) = Weibull(n = 1.0, g = 1.5), F;(t) =
Weibull(n = 2.0, § = 2.0), Fy (t) = Weibull(n = 2.0, § = 2.0).
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= Periodo de garantia. Denotado por W, establece el periodo de tiempo que el
sistema estara bajo garantia, de forma que las fallas producidas dentro de ese
intervalo son reparadas minimamente por el fabricante y los costos de las mismas
son compartidos por ambas partes. Se define como periodo de garantia un valor de
W =5, que puede representar cinco anos o cinco mil ciclos de uso.

s Costo de reparo minimo por componente. Corresponde al valor de una repa-
raciéon minima en la i-ésima componente y se denota ¢;. Para este estudio se toma
c1 = cy =3y c3 =cqg =5 como valores de los costos de reparo minimo en cada
componente.

= Probabilidad deseada de cobertura. Denotada por 1—+, especifica con qué pro-
babilidad se espera acotar la funciéon de costo medio verdadera. Se toma un valor
de 1 —~v=0.95.

= Niumero de simulaciones. Se denota N, y establece en la evaluacion del desem-
peno de la banda cudntas simulaciones se realizan para tal fin. Se usa un valor de
N = 10000 simulaciones.

La seleccion de la distribucién Weibull para los tiempos de vida de las componentes en
los sistemas bajo estudio, se debe al uso frecuente de esta distribucion en confiabilidad
industrial. Ademas, los parametros de la distribucién Weibull fijados en cada componen-
te del sistema simulado garantizan que las distribuciones sean IFR y que en cada sistema
se obtenga una historia de fallas con al menos un evento durante el tiempo de garantia
establecido. La condicién de F} = F, y F3 = F}; es usada para simplificar los escenarios
de simulacion.

Se debe resaltar que los dos sistemas complejos considerados usan las mismas distribu-
ciones de falla en las tres primeras componentes y el mismo periodo de garantia.

La Tabla[B-2l muestra los valores adoptados para el estudio de simulacién en los parame-
tros considerados.
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Tabla 5-2.: Valores fijados en los pardmetros de simulacién

Parametro Valor adoptado
Fy (t) Weibull (n = 1.0, = 1.5)

Fy(t) Weibull (n =1.0,5 = 1.5)

F5(t) Weibull (n = 2.0, 5 = 2.0)

Fy(t) Weibull (n = 2.0, 5 = 2.0)

w D

G cp=c =3, c3=c4 =295

1—7 0.95

N 10000

Teniendo en cuenta los valores considerados en los factores dados en la Tabla [B-1], se
tienen diversos escenarios de simulacién (todos bajo los valores fijados en los pardmetros
dados en la Tabla [5-2]), para los cuales se construye una banda de confianza simultdanea
del costo medio descontado de garantia en sistemas coherentes bajo reparo minimo fisico.
El objetivo en este punto sera evaluar para cada escenario el desempeno de la banda de
confianza propuesta.

En la siguiente Seccion se presenta una definiciéon de probabilidad de cobertura, basada
en (4], y el procedimiento llevado a cabo para evaluar el desempeno de las bandas
de confianza construidas en cada escenario, que incluye el uso de una medida de la
probabilidad de cobertura alcanzada por una banda de confianza basada en simulacién
Monte Carlo.

5.2. Probabilidad de cobertura

Sea SCB,™ una banda de confianza simulténea para la funcién B* (¢) en [0,], basada
en una muestra de n sistemas, entonces la probabilidad de cobertura (CP) para SCBE")
se define como:

CP=P <B* (t) € SCBJ’“) . (5-1)

Si la banda de confianza SCBt(") tiene nivel 1 — ~, entonces CP ~ 1 — 7.

El procedimiento seguido en las simulaciones es el siguiente:

i. En cada escenario, definido por una de las combinaciones posibles de los factores
descritos en la Seccién anterior (ver Tabla [5=1]), se generan N simulaciones de n
sistemas bajo garantia.

ii. En cada una de las simulaciones anteriores:
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a) Observar el proceso de falla de las componentes del j-ésimo sistema durante
el periodo de garantia [0, W] y sobre las componentes criticas se realizan
los reparos minimos a que haya lugar, registrando las variables indicadoras
de si la i-ésima componente es critica para el j-ésimo sistema C*0), § =
1,...,m, 7 =1,...,n y los procesos de costos en cada componente critica
Btz(]), i=1,...,m, j = 1,...,n, los cuales se combinan para obtener el

proceso de costo de garantia del j-ésimo sistema Et(j)

, 3 =1,...,n, como
fue descrito en (B-42)). Finalmente, se calcula el costo promedio de garantia

descontado B,™ basado en n sistemas bajo reparo minimo fisico (ver (3=44)).

b) Obtener G conjuntos de indices {J77, ..., JJ*"}, r=1,...,G correspondientes

a G muestras aleatorias con reemplazo (remuestreo) de tamano n. Para cada
r=1,...,G, calcular rt?eétj( )[7;? (tj)’, donde A={0<t; <--- <ty <ty=W}
es una particién de tamano M del intervalo [0, W]. Los G valores obtenidos
sirven para aproximar la distribucion del estadistico supg<g<; ’f]\_*no (s)‘ como
fue descrito en (4=91)). Luego, se obtiene g7 (t), el cuantil 1—v de la distribucién
U (s)).

aproximada mediante remuestreo de supy<,,

iii. Para la [-ésima simulacién, usando (4-87), calcular una banda de confianza de nivel
1 —~ para el costo medio de garantia descontado, basada en n sistemas bajo reparo
. . l
minimo fisico, SCB, ™ 1=1,...,N.

iv. Evaluar en cada escenario la probabilidad de cobertura alcanzada por la banda de
confianza a través del estadistico
XN
AP _ * I(n)
CP = N E I (B (t) € SCB; ) (5-2)

=1

Dado que la funcién del costo medio B*(t) es desconocida, usando el Teorema

(Gonzélez & Bueno 2011), donde se establece que Et(") es un estimador insesgado y

consistente para B* (t) se realiza una aproximacién de B* (t) con B para una mues-

tra de 100000 sistemas con una particién del intervalo [0, 5] de tamafio 1000. La Figura
B-1] muestra las funciones asumidas para el costo medio B* (t) para los dos sistemas
coherentes bajo estudio, considerando las dos funciones de descuento.
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a) B* (t) aproximado para el sistema 1 de 3 b) B* (t) aproximado para el sistema 2 de 4

Figura 5-1.: Costo medio esperado para los sistemas bajo estudio

Luego, en cada escenario de simulacién se evalia la probabilidad de cobertura alcanzada
por la banda de confianza propuesta, mediante (5=2)), cuyas indicadoras determinan si la
funciéon B* (t) estd totalmente contenida en la banda resultante en cada simulacién.

A continuacion se presentan los resultados del estudio de simulacién para cada uno de
los sistemas coherentes considerados.

5.3. Probabilidades de cobertura alcanzadas en el
sistema 1 de 3

Para cada valor considerado del tamano de la remuestra G, la Figura presenta los
resultados para analizar los efectos del tamano de la particiéon M y el tamano de la
muestra n, sobre las probabilidades de cobertura alcanzadas, para ambas funciones de
descuento.
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Figura 5-2.: CP para SCBt(n), en sistema 1 de 3, variando M.

En la Figura se observa que para ambas funciones de descuento, a medida que au-
menta el nimero de sistemas bajo garantia, las probabilidades empiricas de cobertura de
las bandas de confianza correspondientes aumentan hasta llegar al valor de 1—+ fijado en
la simulacion. Observe que aunque no parece existir un patrén claro que pueda atribuirse
a un efecto del tamano de la particion M sobre la probabilidad de cobertura alcanzada,
se puede apreciar que si se desean obtener probabilidades de cobertura mayores esto ocu-
rre cuando la particion del periodo de garantia es mas fina. También, en la Figura[5-2]se
observa que hay diferencias apreciables entre las probabilidades de cobertura alcanzadas
por las bandas de confianza para las dos funciones de descuento consideradas, cuando
en las muestras n < 100, sin embargo cuando el ntimero de sistemas sobrepasa ese valor
estas diferencias se reducen.

A continuacion se hace un anadlisis del efecto del tamano de la remuestra G, sobre las
probabilidades de cobertura bajo diferentes tamanos de muestra.
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Figura 5-3.: CP para SCBt("), en sistema 1 de 3, variando G.

La Figura muestra simultaneamente, para los tamanos de particion M considera-
dos, el efecto del tamano de la remuestra G, sobre las probabilidades de cobertura bajo
diferentes tamanos de muestra, para ambas funciones de descuento.

Observe que en los niveles M = 100, 500 considerados del tamano de la particién existen
leves diferencias entre las curvas de CP para los tamanos de remuestras G estudiados,
para los casos con igual modelo de costo descontado, lo que sugiere que al menos en los
valores considerados el tamano de la remuestra G no afecta el comportamiento de las
probabilidades de cobertura alcanzadas por bandas propuestas, sin embargo cuando la
particion es fina M = 1000 se tiene que las probabilidades de cobertura se ven favoreci-
das por un nimero de remuestras mayor. Note que en la Figura [5=3] también se confirma
que las diferencias que pueden existir en las probabilidades de cobertura alcanzadas para
las dos funciones de descuento consideradas disminuyen al aumentar el niimero de las
sistemas llegando a valores similares cercanos al valor fijado 1 — ~.

En la siguiente Seccién se presentan los resultados obtenidos en las probabilidades de
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cobertura alcanzadas por las bandas de confianza propuestas para el sistema 2 de 4.

5.4. Probabilidades de cobertura alcanzadas en el
sistema 2 de 4

La Figura [5-4] muestra el efecto del tamano de la particion M, sobre las probabilidades
de cobertura bajo diferentes tamanos de muestra, en cada nivel considerado del tamano
de la remuestra G, para ambas funciones de descuento.
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Figura 5-4.: CP para SCBt(n), en sistema 2 de 4, variando M.

En la Figura [5-4] se observa que, al igual que en el sistema 1 de 3, para las dos funciones
de descuento consideradas al aumentar el nimero de sistemas bajo garantia, las pro-
babilidades empiricas de cobertura de las bandas de confianza también aumentan hasta
llegar al valor deseado 1—+. Ademas, las probabilidades de cobertura estimadas al variar
el tamano de la particién M nuevamente indican que las probabilidades de cobertura
mejoran a medida que la particién del periodo de garantia es més fina. También se obser-
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va que las probabilidades de cobertura alcanzadas para las dos funciones de descuento
consideradas son diferentes, al menos cuando el nimero de sistemas bajo garantia es
inferior o igual a 100, pero cuando el nimero de sistemas es grande las diferencias entre
las probabilidades de cobertura se desvanecen.

En lo que sigue, se hace un anélisis del efecto del tamano de la remuestra G, sobre las
probabilidades de cobertura alcanzadas bajo diferentes tamanos de muestra. La Figura
[B-5lexplora el efecto del tamano de la remuestra G, sobre las probabilidades de cobertura
bajo diferentes tamanos de muestra, para ambas funciones de descuento.
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Figura 5-5.: CP para SCBt("), en sistema 2 de 4, variando G.

La Figura permite concluir de nuevo que en cada nivel estudiado del tamano de la
particion M, para ambas funciones de descuento, las probabilidades de cobertura sugie-
ren una mejora cuando los tamanos de remuestra G aumentan. De nuevo, se reitera que
hay diferencias apreciables entre las probabilidades de cobertura para las dos funciones
de descuento, cuando el nimero de las sistemas es menor o igual a 100, mientras que

al aumentar ese nimero de sistemas se llega a valores similares en ambas funciones de
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descuento y cercanos el valor fijado 1 — 7.

En la siguiente Seccién se realiza una comparacién general que involucra a los sistemas
y funciones de descuento consideradas.

5.5. Probabilidades de cobertura alcanzadas por ambos
sistemas

Para el siguiente analisis se asume que las diferencias encontradas entre las probabilidades
de cobertura para los diferentes niimeros de remuestras considerados son despreciables
y asi se toman los promedios de las probabilidades de cobertura en los niveles de G.
La Figura se muestra simultaneamente cémo cambian las probabilidades de cober-
tura alcanzadas de acuerdo al tamano de la particién, el tipo de sistema, la funcién de
descuento y al nimero de sistemas bajo garantia.
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Figura 5-6.: CP para SCBt(”), por tipo de sistema y descuento, variando M.

Note de la Figura que, en general con el sistema 2 de 4, comparado con el sistema
1 de 3, para n < 100 las probabilidades de cobertura son mayores con cualquiera de
las funciones de descuento y tamanos de particion considerados. Ademas, la funcién de
descuento no pro-rateada d; (t) = ¢;e™* produce probabilidades de cobertura alcanzadas
mayores en los dos sistemas que se ven favorecidas a medida que el tamano de la parti-
cion M se hace mas fina, corroborando el andlisis hecho anteriormente sobre este factor
en ambos sistemas.
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Ahora, si se asume que las diferencias en las probabilidades de cobertura para los distintos
tamanos de particion y nimero de remuestras considerados son despreciables y se toma
el promedio de éstas, se tendria como resultado lo que se muestra en la Figura [5-7] que
se presenta a continuacion.
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Figura 5-7.: CP para SCBt(n) por tipo de sistema y descuento.

Observe que de la Figura[5-7|se concluye que en promedio las probabilidades de cobertura
alcanzadas para el sistema 2 de 4 son mayores que las del sistema 1 de 3 para tamanos de
muestra n < 100, y luego tales diferencias disminuyen conforme aumenta n, convergiendo
los valores de CP al valor deseado de 1 — v = 0.95, aunque la convergencia parece mas
rapida en el sistema 2 de 4.

5.6. Ejemplos de bandas de confianza simultaneas

Se ilustran las bandas de confianza en los dos sistemas coherentes en los cuales se ade-
lanté el estudio de simulacién previo, esto es, para el sistema de 3 componentes en
paralelo y el sistema 2 de 4 componentes. Adicionalmente a los pardmetros de simu-
lacion en Tabla [5-2] se fijara el tamano de la particion en M = 1000 y el ntimero de
remuestras en R = 10000.

Las Figuras (-8 y muestran como cambian las bandas de confianza al variar el
numero de sistemas bajo garantia n para los sistemas 1 de 3 y 2 de 4, respectivamente.
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Figura 5-8.: Bandas de confianza simultaneas de nivel 1 — ~ para el sistema 1 de 3
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Figura 5-9.: Bandas de confianza simultaneas de nivel 0.95 para el sistema 2 de 4
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Note que en ambos sistemas considerados el nimero de sistemas bajo garantia es un
factor fundamental en la precisiéon de la banda de confianza propuesta, vista como la
amplitud de la banda de confianza, llegandose a una precisién 6ptima con n > 500.
Pocos sistemas en garantia n < 100 generan una alta variabilidad en los procesos de
costo/reparo que se refleja en bandas de confianza muy amplias y que, de acuerdo a
los resultados del estudio de simulacion, tienen probabilidades de cobertura alejadas del
nivel 1 — v = 0.95 fijado.






6.

6.1.

1.

Conclusiones y trabajo futuro

Consideraciones finales

El concepto de nivel critico de las componentes observadas en la estructura de un
sistema coherente, permite modelar el proceso de intensidad de falla del sistema
como la intensidad de un sistema en serie de las componentes observadas después
de sus niveles criticos. Esto permite modelar el proceso de conteo de los reparos
minimos del sistema al nivel de sus componentes y los costos asociados, cuando
este tipo de reparo se lleva a cabo bajo la filtracion definida por la observacion
completa del sistema y sus componentes en cada instante de tiempo.

Para sistemas coherentes con estructuras relativamente simples es posible incor-
porar la informacién completa del sistema y de sus componentes en el andlisis y
modelamiento estocédstico de los costos involucrados en los procesos de garantia,
utilizando la informacién definida por la pre-t-historia de las componentes, (F),s-
Por el contrario en sistemas coherentes con estructuras muy complejas, cuando no
es practico ni econémico la observacién bajo una pre-t—historia de las componen-
tes, pero si sobre modulos o subestructuras de componentes, en cuyo caso, en lugar
de considerar la estructura original ®, se puede considerar una estructura ® de-
finida por el sistema formado por las subestructuras o mdédulos factibles de ser
observados en todo tiempo ¢t > 0. Luego, las consideraciones hechas en este trabajo
sobre el sistema y sus componentes deben ser aplicadas bajo la estructura 5, en la
cual las componentes son subsistemas. En el contexto anterior, donde los reparos
minimos de un sistema al nivel de sus componentes pueden ser poco practicos,
los resultados del Capitulo [ también se podrian aplicar a la estructura CTD, en la
cual las funciones \(t) corresponderian a las subestructuras consideradas como las
componentes de .

En algunos modelos estadisticos la evaluacién de la precisién de las inferencias es-
tadisticas se puede hacer mediante el uso de métodos computacionales intensivos
Efron (1979), Davison & Hinkley (1997) y Belyaev (2007). En este trabajo se uti-
lizo6 eficientemente el remuestreo para la construccién de bandas de confianza para
el costo medio de garantia descontado en sistemas coherentes bajo reparo minimo
fisico, es decir, cuando el sistema es observado al nivel de sus componentes, de
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forma que se tiene una herramienta para evaluar la precision de inferencias reali-
zadas bajo el modelo de tiempo de vida general que evita las complicaciones que
puede tener el andlisis asintético de los procesos estocasticos asociados, por ejem-
plo no encontrar formas cerradas para estos procesos. Ademas, se debe destacar
que la técnica usada para la estimaciéon de los costos de garantia y la posterior
construccion de bandas de confianza simultaneas son no paramétricas, y por tanto
ningiin supuesto distribucional sobre los procesos de falla/reparo es requerido por
el método propuesto.

. Las condiciones consideradas para los procesos estocasticos usados en la estimacién

del costo medio descontado en sistemas coherentes bajo reparo minimo fisico y
que permiten el uso de remuestreo para la construccién de bandas de confianza,
resultan ser bastante generales. En los CapitulosBly [l se requieren como condiciones
suficientes para tal fin las siguientes:

= Los tiempos de vida de las componentes S;, son tales que 0 < S; < oo, P-c.s.,
1=1,...,m, y son F;-tiempos de parada totalmente inaccesibles.

» Para todo i # j, P(S;=S5;) = 0. Esto es dos componentes no fallan si-
multdneamente.

» Las funciones de tasa de falla de la componente i en el tiempo ¢, A’ (¢), son
funciones deterministicas continuas e integrables en el intervalo (0, ¢].

= Las funciones de costo descontado por reparo minimo de la componente 7 en el
tiempo ¢, H; (t), son funciones deterministicas continuas acotadas e integrables
en el intervalo [0, 1], tales que [; H; (u) A\ydu < ooy [ H? (u) A,du < oo.

Las cuales frecuentemente se cumplen (Fleming & Harrington 1991, Aven & Jensen
1999). Por tanto la propuesta de construccién de bandas de confianza simultdneas
puede ser valida en una amplia gama de modelos de costos en confiabilidad de
sistemas coherentes.

. Si no se dispone de la filtracién de informacién completa F = (F;),5, pero es

posible observar el proceso bajo una filtraciéon de informacién parcial A = (F;),~,,
tal que A; C F;, entonces la aplicacion de las técnicas desarrolladas en este trabafjo
deberia conducir a resultados similares, puesto que bajo la filtracion A también
se tiene una representacion SSM, que debe cumplir las condiciones minimas que se
mencionaron en el item anterior.

. La propuesta de construccion de bandas de confianza simultaneas para el costo

medio descontado de garantia para sistemas coherentes bajo reparo minimo fisico,
es de facil implementaciéon en cualquier paquete estadistico, puesto que involucra
s0lo muestreo aleatorio con reemplazo. Ademas, en los escenarios de simulacion
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estudiados en el Capitulo [l se llegd a probabilidades de cobertura alcanzadas razo-
nables (cercanas a la probabilidad de cobertura fijada), en particular si el nimero
de sistemas bajo garantia es amplio (mayor a 100 productos o sistemas), se tiene
una particion fina del periodo de garantia y el niimero de remuestras es grande. Lo
anterior indica que la precision de las inferencias estadisticas realizadas sobre los
procesos considerados depende en gran medida del tamano del conjunto de datos,
es decir, del nimero de sistemas bajo garantia, afortunadamente, las bases de datos
para analisis de garantia por lo general son suficientemente grandes para que la
propuesta de construccion de bandas de confianza pueda ser usada.

6.2. Sugerencias de trabajo futuro

Diversas consideraciones adicionales se pueden incluir en la construccién de bandas de
confianza simultdneas y en el modelamiento de los costos de garantia en sistemas cohe-
rentes. A continuacién se enumeran algunos de los problemas de interés para desarrollar
en trabajos futuros.

1. En la construccién de bandas de confianza simultdneas basadas en remuestreo se
puede incluir un factor de correccién de sesgo, debido a la utilizacion de muestras
finitas (Cowling, Hall & Phillips 1996, Genovese & Wasserman 2008). Tal modifi-
cacion debe mejorar el desempeno de las bandas de confianza. Por otro lado este
trabajo se concentré en la construccién de bandas de confianza para el costo me-
dio de garantia descontado para sistemas coherentes bajo reparo minimo fisico, sin
embargo frecuentemente en confiabilidad interesan otras medidas distribucionales,
tales como, la mediana y otros cuantiles de la distribucién. Asi, puede interesar rea-
lizar la estimacion puntual de estas medidas con una banda de confianza simultanea
con una probabilidad de cobertura dada 1 — .

2. El modelo de costo estudiado en este trabajo sélo incluye un tipo de falla, sin
embargo es posible utilizar otros modelos de costo. Por ejemplo, Block et al. (1985)
describen un modelo de falla general, denominado en forma resumida como el
modelo BBS, en el que se asume que un sistema puede presentar uno de dos tipos
de fallas en un instante ¢: falla tipo I o falla tipo II. Las fallas tipo I, son reparadas
minimamente, es decir, se lleva al sistema a la condicién inmediatamente anterior al
momento en que se presenta la falla. Las fallas tipo II ocurren con probabilidad p ()
y son catastréficas, por tanto no reparables, de ahi que el sistema sea reemplazado
en su totalidad por uno nuevo. En estas condiciones se puede generalizar el método
de construccion de bandas de confianza simultaneas para alguna de las funciones
de interés, antes mencionadas.
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3. El trabajo realizado se enfoca en el modelo de reparo minimo y en la politica de
garantia donde el costo de las reparaciones es compartido por el cliente y el fabri-
cante (politica PRW). En la literatura se conocen otros tipos de reparo adicionales
al reparo minimo, tales como: el reparo perfecto, donde el producto después de
reparado queda tan bueno como nuevo, y el reparo imperfecto, donde el producto
queda mejor que usado pero no tan bueno como nuevo, ambos tipos de reparo hacen
uso de los conocidos procesos de renovacién (Park & Pham 2010, Su & Shen 2012).
Ademas, es posible considerar politicas de garantia de sustitucién gratuita (FRW)
o combinaciones de las politicas FRW y PRW (Chien 2008, Chien 2010). La gene-
ralizacion de los resultados de esta tesis a las situaciones previamente descritas es
un tépico de interés.

4. El periodo de garantia ofrecido por el fabricante ha venido creciendo progresiva-
mente hasta el punto que actualmente es comun ofrecer una garantia que cubre
la vida 1til del producto (Chattopadhyay & Rahman 2008, Hong-Zhong, Zhie-Jie,
Yanfeng, Yu & Liping 2008), lo cual hace que la estimacion de los costos de garantia
se torne mas compleja, debido a factores tales como: incertidumbre en los precios
de las partes, mano de obra y la creciente entrada de productos nuevos al mercado.
Alternativamente, el fabricante puede ofrecer una garantia extendida, de manera
que es de interés modelar los costos asociados a ésta (Jack & Murthy 2007, Su &
Shen 2012). Asi, ambas situaciones pueden ser estudiadas bajo el modelo de tiem-
po de vida general aplicando distintos tipos de reparo y teniendo como objetivo
producir estimaciones similares a las obtenidas en esta tesis.

5. Un factor que no se tiene en cuenta en este trabajo es la tasa o intensidad de
uso del producto bajo garantia, lo cual se convierte en un factor clave para el
fabricante en la decisién de ofrecer una reparacién o un reemplazo del producto.
Chattopadhyay & Murthy (2000), Hong-Zhong et al. (2008), Jack, Iskandar &
Murthy (2009) y Vahdani, Chukova & Mahlooji (2011) estudian el problema de
la estimacion de los costos de garantia en esta situacion bajo el enfoque clésico,
de manera que alternativamente se puede investigar cémo cambia la estimacion
de tales costos usando la aproximacion fisica y como acotar tal estimacién usando
bandas de confianza simultaneas.

Se debe destacar que en la mayoria de las situaciones que ameritan un trabajo posterior, a
pesar de contar con algo de literatura al respecto, la mayoria de los trabajos consideran
la aproximacion estadistica de dichos problemas, de manera que tan solo llevar estas
situaciones a la aproximacién fisica es suficiente para lograr un aporte significativo al
area de la confiabilidad en sistemas multicomponentes.
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A. Algunos resultados tedricos
importantes

A.1. Teorema del valor medio para integrales

A continuacion se presenta la primera version del teorema de valor medio para integrales
de Riemann-Stieltjes (Apostol 1974), y como corolario se presenta un resultado que se
aplica con frecuencia en el trabajo.

Teorema A.1. Asuma que v es creciente y sea f una funcion Riemann integrable con
respecto a v en el intervalo [a,b]. Denote por M y m al supremo e infimo del conjunto
{f(z): z €la,b]}. Entonces, existe un nimero real k que satisface m < k < M tal que

/ f(x)dv(z) = K,/ dv(z) = k(v (b) —v(a)l. (A-1)

En particular, si f es continua en [a,b], entonces k = f (xy) para algin xqy en [a,b].
Una aplicacion del Teoremal[A. Jlse da en el &mbito de las integrales de la forma f; H (u) A (u) du.

Corolario A.1. Sea H (t) una funcién continua, no negativa y acotada en |a,b] con
0<a<b<t< oo Sea A(t) una funcidn no negativa que representa una tasa de
falla que puede estar asociada a una distribucion con tasa de falla creciente (IFR) o con
tasa de falla decreciente (DFR) o con tasa de falla que combina ambos patrones, por
ejemplo una tasa de falla con forma de banera. Asuma que fabH(u) A(u)du < oo, es
decir f (t) = H (t) A (t) es Riemann integrable en [a,b]. Entonces, eziste k > 0 tal que

b

/H(u))\(u)dugn\b—al. (A-2)

Prueba. Dado que las funciones \ (t) representan tasas de falla, las cuales pueden estar
o no definidas en a = 0, especificamente en casos de distribuciones DFR o en forma de
baniera, de manera que a = 0 puede ser un punto de discontinuidad de A (t), entonces se

distinguiran dos casos asi:

Caso 1: A (t) es una funcién de tasa de falla continua en [0, ¢].
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Como H (t) y A () son continuas en [0, t], entonces se tiene que f (t) = H (t) A () también
es una funcién continua en [0, ¢] y por tanto es Riemann integrable con respecto a v (u) =
u. En consecuencia, aplicando el Teorema (A.T]), se tiene que para 0 < a < b <t < o0,
existe k > 0 tal que

/1H W) du < rlb—al. (A-3)

Caso 2: ) (t) es una funcién de tasa de falla continua en (0, ¢].

Lo anterior puede ocurrir por ejemplo en distribuciones DFR. Como H (t) es continua en
[0,t] pero A (t) es continua en (0, ], entonces se tiene que f (t) = H (t) A (t) es continua
en (0,t] y de manera que f (0) no estd definida. Luego se deben estudiar las siguientes
opciones:

i. Sia>0con0 < a<b<t< oo Entonces, f(t) = H(t)A(t) es continua y
Riemann integrable en [a, b] y por Teorema [A ] existe k > 0 tal que

/ H(u)A(u)du < k|b—al. (A-4)
ii. a=0con 0=a<b<t<oo. Entonces, para ¢ > 0
b
/ H (u du-llr% H (u) A (u) du. (A-5)
e a+e€

Note que en la integral del lado derecho se puede aplicar el Teorema [A.T], ya que
f(t) = H(t)A(t) es continua y Riemann integrable en [a + €, b] por tanto existe

k > 0 tal que
b

H(u)X(u)du < klb— (a+¢), (A-6)

a+e€
y tomando lim. ., en ambos lados de (A=) se obtiene que
b b
/ H (u) A (u) du:lir% H(u) X (u)du < klb—al. (A-7)
a N a+e

Luego, de (A=) y (A=7) se tiene que si A (¢) es continua en (0, ¢], se cumple también que
para todo a,b € (0, ],

/“H W) du < rlb—al. (A-8)

De ([A-3)) y (A-8)) se concluye que para toda A (t) y H (t) tales que f(f H (u) A (u) du < 0o
y para todo a,b € [0, ], se cumple que

/H u)du < K|b—al. O
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A.2. Teorema de mapeo continuo

El Teorema de Mapeo Continuo extiende la convergencia débil de una sucesion de medi-
das sobre un espacio métrico (T, Sp) a una sucesién de medidas inducida en otro espacio

(Y, S8p).

Teorema A.2. (Fleming € Harrington 1991) Suponga que f es un mapeo continuo
desde un espacio métrico (Y,Sy) a otro espacio (Y',S]). Sean P, y P medidas de proba-
bilidad en (Y, Sy). Si P, converge débilmente a P (P, — P), entonces P, f~' converge
débilmente a Pf~Y (Pof~t — Pf1).

A.3. Desigualdades

En esta Secciéon se presentan algunas desigualdades ttiles en las pruebas realizadas du-
rante este trabajo.

Sean ai,ds,...,0, v by, b, ..., b, dos m-tuplas arbitrarias de numeros reales. Sean
dy,ds,...,d, € Ry U{0}, entonces se cumplen las siguientes desigualdades:

» Desigualdad Elemental:

(a1 & by)? < 242 + 202, (A-9)

= Desigualdad c,:
‘a1+b1|r S Cr‘al‘r+cr|bl|r7 r> 07 (A_]'O)

donde ¢, =1 0 27!, de acuerdo asi r < 1 or > 1, respectivamente.

= Desigualdad triangular:

m
P
k=1

<D lail. (A-11)
k=1
» Desigualdad de Cauchy:

La igualdad ocurre en (A-12]) sélo si ap =0 (1 < k < m), o si existe t € R tal que
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De la desigualdad [A-12] se desprende un caso especial cuando b, =1 (1 < k < m),
que resulta en

(Z (zk> <m <Z @i) : (A-13)

y usando argumentos similares de la prueba de (A-12)) y usando la m-tupla de
ntimeros en R, U {0}, se tiene que (Herman, Kucera & Simsa 2000)

<§: dk> <m? (i di) : (A-14)

A.4. Funcion generadora de momentos de un NHPP

En esta Seccién se describe la funcién generadora de momentos de un Proceso Poisson
no Homogéneo.

En general, se tiene que la funcion generadora de momentos de un NHPP, Nt, con
pardmetro fot A (s) ds, es (Riordan 1937)

My, (r) = E [exp (rﬁt)] — exp {[er 1 /0 X (s) ds} , (A-15)

de donde por cédlculos directos, el momento de orden k alrededor del origen (con k € N),
se obtiene como:

p[(m)] - Tt

T

= gsm (/Ot A(s) ds) : (A-16)

r=

con

Suse = (z)7! U: (—1)*" (‘”) o*, (A-17)

v

los nimeros de Stirling de segundo tipo (Riordan 1937).



B. Fundamentos para modelos de falla
estocasticos

Las siguientes definiciones estdn basadas en Aven & Jensen (1999) y Bremaud (1981).

Definicién B.1. Un proceso estocdstico es una familia de variables aleatorias indexadas
en el tiempo, X = (X3), las cuales son definidas sobre el mismo espacio de probabilidad
(Q,F, P). La informacion hasta el tiempo t estd representado por la historia Fy, la cual
contiene todos los eventos de F que pueden ser distinguidos hasta el tiempo t.

Definicién B.2. Una variable aleatoria Y es integrable si E[|Y]|] < co. Si la p-ésima
potencia de Y es integrable (E[|Y '] < 0o, 0 < p < 00), entonces se dice que Y es un
elemento del espacio L,, el espacio vectorial de variables aleatorias de valores reales
con momento p-ésimo finito. Un proceso estocastico Xy, t € R, es llamado integrable
si todas las variables aleatorias X; son integrables. Una familia de variables aleatorias
Xi, t € Ry es llamada uniformemente integrable, si

lim sup E'[|X;| I (| X¢| > ¢)] =0. (B-1)

O eRy

FEsta condicion garantiza que E (lim,,_ ., X,,) = lim,, o, £ (X,,).

Definicién B.3. Un proceso estocastico X es Fi-progresivo o progresivamente medible,
si para todo t el mapeo (s,w) — X (w) sobre [0,t] x Q es medible con respecto a la
o-dlgebra producto B ([0,t]) ® F;, donde B (]0,t]) es la o-dlgebra de Borel en [0,1].

Definicién B.4. Una variable aleatoria T con valores en Ry | {oo} es llamada un tiem-
po de parada con respecto a la filtracion F, si y solo si, {T <t} € F; para todot € R..
Ast, un tiempo de parada estd relacionado a la informacion dada, si en cualquier tiempo
t es posible decidir si T ha ocurrido hasta ese tiempo o no, usando solo la informacion
del pasado y presente, pero no anticipando la futura.
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Definicién B.5. Un F-tiempo de parada es previsible si existe una sucesion (T,),, de
F-tiempos de parada, 17, < T, tal que 7, — T, P-c.s., cuando n — oo. Un F—ti;mpo
de parada es totalmente inaccesible si P (T = ¢ < 00) = 0 para todo F-tiempo de parada
previsible ¢.

Definicién B.6. Un proceso X es previsible si y solo si X, es F-medible para todo tiempo
de parada T.

Definicién B.7. Un proceso estocastico X; integrable y adaptado a la filtracion F, es
llamado martingala (submartingala), si para todo s > t, s,t € R, E[X | F| = (>) X,.
La notacion M representa al conjunto de martingalas con trayectorias que son continuas
a derecha y para las cuales el limite a izquierda existe (trayectorias cadlag). El conjunto
M, corresponde a la familia de martingalas X; € M que tienen media cero, esto es, con
Xo =0, lo que implica E[X;] =0, Vt>0.

Definicién B.8. Una martingala X, se dice cuadrado integrable, sisup,, E [X}] < co.
M? representa al conjunto de martingalas X, que son cuadrado integrables. Si X, € M?
y ademas tiene media cero, entonces se dice que X; es una martingala cuadrado integrable
de media cero, y se utiliza la notacion X; € M3.

Definicién B.9. Descomposicién de Doob y Meyer: Sea X un proceso continuo a
derecha y adaptado a F. Entonces X es una submartingala uniformemente integrable, si y
solo si tiene una descomposicion X = A+ M, donde A es un proceso creciente, previsible,
continuo a derecha e integrable, con Ag = 0 y M es una martingala uniformemente
integrable.

Definicién B.10. Representaciéon semimartingala regular: Un proceso estocdstico
Z = (Zy) g, es llamado una semimartingala reqular (SSM), si admite una descomposi-
cion de la forma:

t
Zt = ZO + / fudu + Mt7 (B—Q)
0

donde, (fi);>o €s un proceso estocdstico progresivamente medible, £ [f(f ]fu]du} <
para todo t >0, E[|Zy|] < 0o, y My € M.

Teorema B.1. (Aven & Jensen 1999) Sea Z = (Z;),~, un proceso estocdstico sobre el
espacio de probabilidad (Q, F, P), adaptado a la filtracion F. Si se cumplen
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i. Paratodot,h € Ry, existen versiones de la esperanza condicional E [Zy,| Fi] tales
que el limite

1
fr = lim EE [Zt+h - Zt’ Ft] (B‘?’)

h—0t

existe P-c.s para todot € Ry y (f;),5, es F-progresivamente medible con E [fot | ful du] <

oo para todot € Ry.

. Paratodot € Ry, (E [Zyin — Zi| Fi]) . h € Ry, tiene trayectorias P-c.s., las cuales
son absolutamente continuas.

i1i. Para todo t € Ry, existe ¢ > 0 tal que {%E (Zin — Zg| F] :0<h < c} es unifor-
memente integrable.

Entonces Z es una SSM con la representacion Z; = Zo+f0t fsds+ My, donde f es definido
como en ([Bl.) y M es una F-martingala dada por

t
Mt = Zt — ZO — / fudu (B—4)
0

Cambio de filtracién. El cambio de filtracién permite la observacién de un proceso es-
tocastico bajo diferentes niveles de informacion. La siguiente definicion establece cuando
una filtracién esta contenida en otra.

Definicién B.11. Sean A = (A;),», y F = (Fi),5, dos filtraciones en el mismo espacio
de probabilidad (0, F, P). Entonces A es una subfiltracion de F si Ay C F; para todo
teR,.

F puede verse como la filtraciéon de informacién completa y A como la filtracion de
observacion actual en un nivel més bajo. Si Z tiene una F-representacion SSM, entonces
la proyeccién a la filtracién de observaciéon A es dada por la esperanza condicional 7
con Z = F [Z;| A;]. Este resultado es presentado en el Teorema de proyeccién que se da
a continuacion.

Teorema B.2. Teorema de Proyeccion. Sea Z un proceso estocdstico con F-representacion

SSM y sea A una subfiltracion de F. Entonces 7 con
~ A~ t ~ _
Zy = Zoy+ / fudu + M (B-5)
0

es una A-martingala, donde
1. 7 es A-adaptada con trayectorias cadlag c.s. y Z,=F [Z4| Ai] para todo t € Ry;

2. ]? es A-progresivamente medible con ﬁ = FE [fi| Ai] para casi todo t € Ry (medida
de Lebesgue);



94 B Fundamentos para modelos de falla estocasticos

3. M es una A-martingala.

Si adicionalmente, Zo, [ |fuldu € L* y M € MG, entonces Z),fooo Fuldu € L2 y

M e M3.

Definicién B.12. Procesos Puntuales: Un proceso puntual sobre Ry puede ser des-
crito por una sucesion creciente de variables aleatorias o por su correspondiente pro-
ceso de conteo. Un proceso puntual (univariado) es una sucesion creciente de varia-
bles aleatorias positivas (T,),n € N, las cuales también pueden tomar el valor +oo:
0<Ty <Ts.... Otra forma de describir un proceso puntual es por medio de un proceso
de conteo N = (Np) 5, con

N=) I(T,(w)<t) = méx {7, < t}. (B-6)

n>1

el cual es, para cada realizacién de w, una funcién de salto continua a derecha con sal-
tos de magnitud 1 y Ny (w) = 0. N; cuenta el nimero de puntos 7T, que ocurren hasta
el tiempo t (Aven & Jensen 1999). De la ecuacién anterior se desprende la relacién
Ny > n < T, <t esto equivale a decir que en el tiempo ¢ han ocurrido por lo menos n
eventos si, y solo si, el n-ésimo evento ocurrié antes de t.

Un proceso estocastico puntual N, para cada realizacion w debe satisfacer (Ross 1970),

a. Nt (CL)) Z 0.
b. N, (w) es un valor entero.
c. Sis <t entonces Ny (w) < Ny (w).

d. Para s <t, [N; (w) — Ns(w)] es el niimero de eventos en el intervalo (s, .

Un proceso de conteo se dice que tiene incrementos independientes si el nimero de
eventos que ocurren en intervalos de tiempo, que no se traslapan, son independientes.
Un proceso estocéstico se dice que tiene incrementos estacionarios si la distribucién del
nimero de eventos que ocurren en cualquier intervalo depende sélo de la longitud del
intervalo de tiempo. En otras palabras, el proceso tiene incrementos estacionarios si el
nimero de eventos en el intervalo (t; + s, ts + s] (esto es, Ny, +s — Ny, 45) tiene la misma
distribucién que el nimero de eventos en (¢, ts], para todo t; < ta, y s > 0.

Sea N; un proceso de conteo integrable con representacion SSM bajo la filtracion F

t
Nt = At + Mt = / )\SdS + Mt, (B-?)
0
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donde, (/\t)tzo es un proceso no negativo. Entonces, A es llamado el proceso de [F-
intensidad de N (Aven & Jensen 1999).

La forma mé&s cominmente utilizada para modelar la confiabilidad de un sistema es a
través de procesos estocasticos puntuales. Un proceso estocastico puntual es un modelo
de probabilidad que describe un fenémeno fisico que esta caracterizado por la ocurrencia
de eventos aleatorios a lo largo del tiempo continuo. En la modelacion de la confiabilidad,
los eventos son las fallas que presenta el sistema a lo largo del tiempo de operacién (o
de cualquier otra medida de informacién sobre el uso actual del sistema). Bajo este
escenario, las fallas del sistema observadas a través del tiempo t > 0, ocurren en los
tiempos T} < T, < ..., donde el tiempo T; (i = 1,2,...) es medido desde cero y es
llamado tiempo de llegada de la i-ésima falla. Si los tiempos de reparo son despreciables,
entonces los tiempos entre llegadas X; = T; — T,y (Tp =0,i = 1,2,...) representan los
tiempos de operacién entre la (i — 1) y la i-ésima falla, y constituye el patrén de falla
del sistema (Pham 2003).






C. Resultados del estudio de
simulacion

En este Anexo se presentan las Tablas de resultados del estudio de simulacién llevado a
cabo para evaluar el desempeno de las bandas de confianza propuestas, sobre los cuales
se basan los resultados graficos y andlisis presentados en el Capitulo

Tabla C-1.: CP para el sistema 1 de 3 con d; (t) = cie™?
M G n=10 n=30 n=50 n=100 n =500 n = 1000

100 500  0.8754  0.9216  0.9368 0.9428 0.9464 0.9458
1000 0.8785  0.9280  0.9353 0.9425 0.9553 0.9514

5000  0.8759  0.9279  0.9326 0.9430 0.9512 0.9470

10000 0.8728  0.9241  0.9369 0.9424 0.9467 0.9489

200 500 0.8712  0.9257  0.9323 0.9442 0.9488 0.9516
1000  0.8704  0.9233  0.9388 0.9399 0.9504 0.9508

5000  0.8703  0.9229  0.9338 0.9440 0.9447 0.9484

10000 0.8658  0.9179  0.9356 0.9458 0.9502 0.9443

1000 500  0.8719  0.9240  0.9378 0.9445 0.9489 0.9508
1000 0.8749  0.9196  0.9336 0.9424 0.9517 0.9492

5000  0.8742  0.9180  0.9348 0.9422 0.9486 0.9504

10000  0.8719  0.9188  0.9302 0.9436 0.9494 0.9496
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Tabla C-2.: CP para el sistema 1 de 3 con d; (t)=c; (1 —tW ) et
M G n=10 n=30 n=50 n=100 n =500 n = 1000

100 500  0.8604  0.9096  0.9313 0.9408 0.9487 0.9502
1000  0.8567  0.9121  0.9299 0.9414 0.9526 0.9455

5000  0.8483  0.9132  0.9295 0.9402 0.9495 0.9436

10000  0.8582  0.9147  0.9302 0.9399 0.9476 0.9498

200 500 0.8540  0.9084  0.9240 0.9423 0.9471 0.9491
1000  0.8467  0.9117  0.9239 0.9357 0.9451 0.9457

5000  0.8456  0.9100  0.9230 0.9319 0.9466 0.9455

10000 0.8443  0.9085  0.9246 0.9374 0.9451 0.9452

1000 500  0.8466  0.9087  0.9242 0.9372 0.9438 0.9488
1000  0.8462  0.9073  0.9372 0.9445 0.9502 0.9507

5000  0.8435  0.9200  0.9352 0.9398 0.9451 0.9487

10000  0.8684  0.9181  0.9342 0.9409 0.9489 0.9439

Tabla C-3.: CP para el sistema 2 de 4 con d; (t) = cie™?
M G n=10 n=30 n=50 n=100 n =500 n = 1000

100 500 0.8909  0.9341  0.9438 0.9448 0.9488 0.9427
1000  0.8889  0.9292  0.9404 0.9472 0.9486 0.9420

5000  0.8934  0.9353  0.9447 0.9493 0.9495 0.9429

10000  0.8897  0.9371  0.9423 0.9462 0.9504 0.9437

500 500  0.8866  0.9278  0.9425 0.9490 0.9493 0.9481
1000 0.8918  0.9365  0.9355 0.9445 0.9488 0.9470

5000  0.8877  0.9310  0.9364 0.9454 0.9482 0.9466

10000  0.8878  0.9320  0.9328 0.9419 0.9500 0.9454

1000 500 0.8871  0.9290  0.9381 0.9466 0.9529 0.9564
1000  0.8899  0.9302  0.9347 0.9480 0.9513 0.9515

5000  0.8880  0.9313  0.9368 0.9398 0.9492 0.9507

10000  0.8807  0.9323  0.9441 0.9448 0.9511 0.9483
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Tabla C-4.: CP para el sistema 2 de 4 con d; (t)=c; (1 —tW1)e

M G n=10 n=30 n=50 n=100 n =500 n = 1000
100 500  0.8720  0.9265  0.9355 0.9453 0.9471 0.9440
1000  0.8754  0.9233  0.9351 0.9452 0.9496 0.9475

5000  0.8751  0.9245  0.9346 0.9379 0.9439 0.9419

10000  0.8785  0.9268  0.9335 0.9397 0.9464 0.9393

200 500  0.8777  0.9251  0.9371 0.9409 0.9475 0.9465
1000 0.8706  0.9201  0.9317 0.9446 0.9474 0.9460

5000  0.8697  0.9258  0.9328 0.9377 0.9458 0.9440

10000  0.8753  0.9190  0.9291 0.9433 0.9479 0.9446

1000 500  0.8781  0.9208  0.9304 0.9442 0.9483 0.9481
1000 0.8690  0.9221  0.9307 0.9434 0.9455 0.9513

5000  0.8694  0.9218  0.9252 0.9358 0.9485 0.9474

10000  0.8726  0.9167  0.9306 0.9463 0.9474 0.9456
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