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Introduccion

Fue Riemann quién por primera vez intuyd el papel central gue jngarian la
Topologia ¥ la Geometria en el desarrollo de las matewaticas. Muclios proble-
mas pertenecientes a dreas aparentemente tan alejadas de cuestiones geométricas
como, por ejemplo, la Teorfa de Niineros o el Algebra Comnutativa, han sido
reconocidos como problemas geométricos. Este s el caso de la famosa Conje-
tura de Weil y de Mordell. En realidad, el dltiimo siglo y medio ha presenciado
el desarrollo de drcas enteras de la Geometria (la Geowetria Diferencial. la Ge-
ometria Algebraica Compleja, la Topologia Algebraica, cte.,) y la formacion de
toda uua red de interacciones entre estas dreas v de cllas a su ves con otras
ramas de la matenidtica, algunas veces nutriéndolas. y otras veces sirviendose
de ellas. En las dltimas dos décadas ha surgido una relacion profunda v muy
fructifera cutre la Geometria y las teorfas de unificacion de la fisica. Desde la
década de los setenta. los fisicos han reconocido lo que Einsteln va habia intuido
claramente: el papel fundamental que jugaria la Geometr{a en la formulacion v
unificacién de los prinecipios fisicos. Podrin decirse sin exagerar, que las moder-
nas teorfas fisicas no son otra cosa que teorias geométricas, como si el Programa
de Erlangen se extendiera a otros dominios. Las ideas de las teorias gauge y
de la supersimetria, por ejemplo, han inspirado la forinulacidén de nuevos y po-
tentes invariantes en topologia diferencial 4-dimensional, sin ducda, uno de los
avances mas grandes y revulocionarios cn esta drea, como la teoria de Donaldson
v teorfa de Seiberg-Witten. Estas interacciones hacen posible que un desarrollo
cu fisica tedrica sirva. indirectamente, para cntender un fendmeno en Teoria de
Numeros. Hay numerosos ejemplos de esta situacion como por ejeniplo In super-
simetria, la teoria de los Calabi Yau de campos finitos y la profunda conexion
entre la serics de Polucare y sus dnalogos diofantinos {(ver [10]). Este estado
de cosas ha forzado a que los matemdaticos se hayan visto obligados a “hablar
varios idiomas™.

Existe un buen mimero de obras introductorias a la Topologia y la Geonmetria
Diferencial. A juicio del autor, la presente obra se separn de las demas en
varios aspectos. En primer lugar, los conceptos se presentan usando ol lengnaje
de sheaves. Esto hace que el estudiante se acostumbee desde el meio de su
formacion a un lenguaje, muy versatil v potente, aunque diffeil desde el punto de
vista téenico. Esto ofrece muchas ventajas porque hace que fendmenos disfiniles
se vean cormno manifestaciones de prineipios mas generales.  Asi, muchos de
los resultados de la teoria de manifolds suaves se pucden apreciar como casos
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particulares de teorcmas “categoricos mds generales™. lo cual le facilitard al
lector, sin mucho esfuerzo, hacer una transicion a los temas de la Geotmetria
Algebraica Compleja v la Teoria de esquermnas, que el autor piensa desarrollar
en un segundo volumen. que serjia la continuacion natural de éste.

Por otro lado, y en forma simultdnea. la teorfa se ha presentado en forma
clasica, lo cual ofrece grandes veutajas pedagogicas, v el material s i acoms-
panado de numerosos cjeiuplos, escritos en un lenguaje que es comnin a fisicos
v matematicos.

El libro consta de cinco capitulos. El primer capitulo es preliminar al
resto de la obra. En él se desarrollan los preliminares del dlgebra multilineal,
v se hace un repaso de los conceptos y resultados basicos de Topologia General
y Calculo Diferencial que serdn usados en capitulos posteriores. Este capitulo
contiene ademds una introdnceidn autocoutenida a la teoria de sheaves v espacios
anillados.

En el segundo capitulo se introducen los objetos basicos de estudio. los man-
ifolds suaves v sus morfismos y se presentain las coustrucciones mas importaites.

En el tercer capitulo se hace un cstudio de las propiedades mis hasicas
de los fibrados vectoriales y sus sheaves de secciones, Los objetos clasicos de
la geometria, campos vectoriales, teusores, formas, cte., se troducen como
elementos de la correspondiente sheaf de secciones asociada a un fibvado.

En el cuarto capitulo se hace un estudio de la integracion en manifolds y
se da una prueba del teorema de Stokes y sus aplicaciones.  Se introduce la
Cohomologia de De Rhaun, se demuestran sus propicdades Dhédsicas, y se da al
final una serie de aplicaciones. Se demnuestra el Teorema de la curva de Jordan.
el Teorema del punto fijo de Brower v ¢l Teorciua de invarianza de domiuto.

En el quinto yiltimo capitulo se itroducen los couceptos de la geowmetria
Riemanniana: la métrica, los campos teusoriales, las conexiones afines, la vo-
ci6n de transporte paralelo, de curvatura, ete., y se demuestran algunos de los
teoremas clasicos, como ¢l Teorema Egreginm de Gauss y el Teorana de Levi-
Civita.
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Chapter 1

PRELIMINARES

En este capitulo desarrollaremos las herramientas basicas del dlgebra multilueal
e introduciremnoes cl lenguaje de sheaves v espacios anillados. Cou ol propdsito de
fijar la notacién y facilitar la lectura de los capitulos siguientes, hemos incluido
todas aquellas definiciones y teoremas que serdn usados mds adelante, owitido
la demostracion de aquellos teoremas que hacen parte de los cursos hisicos de
Topologia v Célculo, y que ¢l lector puede eucontrar en la mayoria de los textos
estandar,  Sin embargo, el leccor encontrara wn frataunicnto anrocontenido y
comnpleto de los resultados mas especializacdos, como por cjemplo, la existencia
de particiones de la unidad y la forma local de mmnersiones y submcersiones
en R". Por otro lado, en lo que concierne al dlgebra, supondremos s6lo
minhno de prerrequisitos por parte del lector, hasicaunente el material de un
primer cursa de dlgebra lineal. Se ha incluido un tratamiento completo de los
productos teusoriales y los productos cuna que puede extenderse sin dificultad a
la categoria de mdédulos sobre una anillo comnutativo v a la categoria de sheaves.
Esto perwitira al lector la posibilidad, sin esfuerzo adicional, de entender las
1usImas construcciones en otras categorias que aparecen eu dlgebra y geonietria
algcbraica.

Estas notas han sido escritas en el lenguaje de sheaves y espacios anillados.
Es dificil encontrar una buena refercucia en el tema, ya que cada autor escoge
la presentacion y grado de generalidad que més le conviene, dependiendo de sus
intereses y necesidad. Por esta vazou, hemnmos mcluido un tratainiento sucinto
pero completo de los conceptos basicos v hemos desarrellado lag nocioues en nn
grado de generalidad adecnado para nuestros propositos. El lector uo tendra
ninguna dificultad en hacer los ajustes nccesarios para compremnder nia pre-
sentacion mds general, como, por cjeniplo. aquella que aparcee en la categoria
de esquemas sobre anillos conmutsativos.



2 CHAPTER 1. PRELIMINARES

1.1 Algebra Multilineal

En esta seccidén construiremos el producto tensorial v el producto cuna de es-
pacios vectoriales sobre wi campo cualguiera k. Si el lector lo prefiere. puede
suponer que k ¢s un campo de caracteristica cero o que & es R, Hemos optado
por una presentacién distinta a la que aparece en la mayoria de los textos de
topologia y geometria diferencial, y que a pesar de ser nds abstracta, ofrece
veitajas considerables, va que permite extender en forma casi antomndtica las
mismas construcciones a otras categorias. El lector podrd encontran la may-
orfa de las definiciones v denostraciones ¢n cualquicr texto estandar de dlgebra

lincal. Un tratamiento conipleto se puede cousultar e (4.

1.1.1 Conceptos basicos de dlgebra lineal
Bases y matrices

Sean V' y W espacios vectoriales de dinension finita sobre un campo k. Cada
escogencia de bases By = {vy, ..., v,y Bw = {wo .., b, para V iy W, oda
origen a una representacion matricial de los vectores de V' (respectivamente de

k
W) como columnas con entradas en k: a cada v € V, v = 3 o"v;, le asocianos

el vectar (que denotaremnos por [vjg,.)

St f:V s W es una transfonmacién lineal, denotaremos por £ = | fig,.5,. a la
maotriz asociada a la funcion [ en las bases By v By la columma g-ésima de
Fes el vector coluinna con entradas a;.....q,,,, que son los coeticientes del

irt
vector f{v,) expresado cn la hase By Es decir, fle)) ~ 3 a;w,. Como caso
=1
particular, si V = W. y [ es laidentidad, la macriz [{d]g, g, es precisamente lo
matriz de camnbio de base, de la base By . a la hase By-. Con esta notacion, se
ve facilimente que
[’U]gw = [fdhg“ By {'l)]g\, .

Esta correspondencia entre transformaciones lineales y matrices se comporta
bien con respecto a la composicion de funciones. Es dear, 51 f : V. — Wy
g : W - U son transforiaciones lincales y By, By y By son bases para V, W v
U/, respectivamente, entonces, sc demuestra en los cursos clemnentales de algebra
lineal que

[9 G .”51/5\’ = EB('BU'{f]B\\'B\ .

Dual de un espacio vectorial

Recordemos por otro lado que el dual de V, que denotarcimos por V>, es el espa-
cio vectorial de todos los funcionales lincales a &, es decir, el espacio Howg (VoA
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Sif:V —» W es una transformacion lincal, f induce candnicamente una trans-
formacion hmeal f* : W* — V* la cual envia a cada w € W™ cu el hincional
we f € V*. En otras palabras, = es el morfismo que resulta de aplicar a
f oV — W el functor Homy(—. k). Para cada base By = {v[,....v,}. deno-
taremos por BY a la base dual de By = {v!,... "}, la cnal consiste de rodos
los funcionales * que toman el valor | en v, y cero en cualquier otro v, con
J # i Es ficil ver que st F = [flg, g, represeita a f en las bases By v By,
eutonces lu maotriz branspuesta de F, que denotarenos por E* represente a f*
e fas bases duales, es decir,

* T 1
' = [f*jB"'B“/ :

En general, st V y W son espacios veetoriades, Home (V, W denota ol espacio
vectorial de todas las funciones lineales de Voa W, cont las operaciones naturales.
Si la dimension de Voes 1y la de W oes i, este espacio tiene dianension me.
Ademas, cada escogelcia de bases By v By para V v W define wn isomorfisio
cutre ol conjunto Mat, . , (&), de todas las matrices w1 x 1 con entradas en h. v
Homng (V. W) via iy

H Oy, (1/’, W) — Mat,x, (l‘ )

f pro {f}ﬁu'ﬁy .

Funciones bilineales

Recordemos que una funcion B @V x W — Z se lama bilineal si es lineal en
V oy en W S1 fijamos bases By y By para V oy W, entonces I3 puede sicupre
representarse cn forma duica como

Blv,w) = [v]g,. Alwis,, (1.1)
donde la entrada (4,7) de A, A, estd dada por Ble,. w;) {como en ¢l parrafo
anterior hemos denotado por [0l a la transpuesta -vecror hila- del vector fo]g, ).
A csta matriz se le denowmina e matiiz asociada ¢ 3 en las bases By v By,
y la denotaremos por |Bg, .z, . Ul caso particnlanuente hmportante es aguel
donde V' = W. Supongamos que By v By son dos bases para V. Conwo lelg, —
Hdig,5 |vls, ¥ jw|e, = [[da,n 0|3, . vemos que

Bv,w) = g, [Bls.z,[ws,

= (g, Udls,s,) Bls.s, (Idla,s, v]5,)

I

H

- lt"]:’?; ([1d1;325| '{BiBsz Ud}BzBr ) iUVJB| -

De la unicidad de la representacion {1.1) se sigue que la matriz dada por of
producto en paréntesis debe ser [Blg, g, de donde se deduce que las watrices
que representan a B oen las bases B; y By estan relacionadas por la {éruula

Big,s, = Ids,5, Bls.s,ds,s, . (1.2)
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Recordemos que una fuicion bilineal se lama simdétrica 51 Blo.w) - Bw, ).
Es facil ver que la condicién necesaria v suliciente para que 73 sea simétrica os
que su matriz asociada lo sea. B se dice definida positiva s1 B{v, 1) > 0 v es
cero, sl y solo si v = 0. Si B es simétrica v definida positiva sobre los muneros
reales. el proceso de Gram-Schmidt produce, a partir de una base cualquicra 8 =
{1, ... vy}, una base orfonormal para B, es decir, una base = ey, ..., e,
tal que Ble;,e;) = 1,814 = j, v Ble;,e;) = 0,81 ¢ # 7. El vector ¢y se define
Como €y = ?}1/"?:1 i, donde v, = fl"}(v, r;j denota la norma de v respecto a f3, ¢
inductivaente se coustruyen ey, ..., ex cou e = e/ [exl, ¥

k=1
Ok = Cp — Z Blew, ee,. {1.3)

i=

1.1.2 Productos Tensoriales

Seair V' y W dos espacios vectoriales sobre k. El objetivo os construir un espacio
vectorial, Ve W con la siguicute propiedad universal: dado cualqoier funcion bi-
lineal entre espacios vectoriales A @ V x 11 — Z existe una unica transfonnacion
lineal Lg : Vi W — Z que hace conmutar el siguiente diagraina
vxw Loy
£ | e Ly

Voo W

donde Ja funeidén € estd dada por (v, w) = v = w. No cs difivil ver que
la pareja (V o0 W e} es nnlca, salvo isomorfismos de espacios vectoriales: sl
(U7, ¢") fuese otra pareja con esta propiedad, haciendo 7 = U y B = &/, existiria
Ler s VW — U tal que Lo = ¢’ En forma similay, existinia L, 1 7 — Vool
tal que L. o2" = ¢, Por tanto (L. o L) oz = =, de doude se sigue que (L. o L)
hace conmutar el diagrama

VW SV oW
L e S (Leo L)

Pero la funcidén identidad fd: Voe W — Voo I taanbicon hace conitar este
diagrana, y esta funcion es duica, por tanto (L, ¢ L) = [d. [<n forma similar

se mestra cue Lo o L, es la identidad. de o cual se concluyve gue L es uil
isomorfismo con uversa L.

Construccion del producto tensorial

Sea F el espacio vectorial sobre k el cual tiene por base al coujunto 8 ={e(v, w) :
e € Vow € W} Este espacio cousiste de todas las posibles combinaciones
lincales finitas de elementos e, w)

F={f:f=welvi.w)+ - +a,e(e,.w,) eV w e W nz0),


http:finit.as
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donde dos clementos de F' son Ignales si y solo siosus coeticientes son iguales,
con las operaciones naturales

h+ fodow) = fulww) + folow).
(afi(v.w) = ofle,w) we kb

Es facil ver que F'es un espacio vectorial v que 3 es wia base para £ Sea H ol
subespacio de Foogenerado por todos los vectores de las formas sipuient os:

Looef{v) +vo,w) —elvy.w) — elva,w) € H

2. elov, w) — welv, w)
3. elv,wy +—wa) —elv, wy) — e{v,wy)
4. elv,aw) — ae(v, w),

Para todos los v,v; € Vow,,w e W, a e b
El espacio V > W se define comno ¢l espacio cociente F/H, es decir, como
el conjunto de clases de equivalencia de elementos de £, maddulo la relacion de
cquivalencia
h~fo &= i —faeH

S1 f denota la clase de equivalencia de f, las operaciones de espacio vectorial en
Ve W ose definen cn forma natural como

Denotareimos a la clase de equivalencia de ¢(v, w) por v e, Conlo B3 es una hase

para F, las imédgenes de sus elewmentos son generadores en ¢l coclente v por taulo
n

todo elemento de Vo W es una swna finita de la forma Y o, v, 0 w;. Adends,
i=1

coino los vectores de tipo (1) estdn en H, se deduce que la clase de e{u, wy +wy)

v la clase de e(v, wi) +el(v, wa) son la misiua, y por tanto ol producto o satistace

v () b owg) = 0oy 4 U e W
Eu forma sunilar se ve que
(wl + ’u,’g\) WU = U Uy X,
v que
afvvew) = qu v w =0 oL au.

Definamos ahora e @ ¥V x W - V> W ocomo g(eow) = 0w Mostremos que
(V. =) satisface la propiedad nuiversal enunciada mids arviba. Supongaios
que Vi W, Z son espacios vectoriales y que 3 0V x 117 - Z o5 una tfuncion
bilineal. Maostremos que existe mua wca transforuacion lineal Ly tal que
DB = Lgog Sealy : F — Z la unica transformacion lneal que satislace
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Ig(e(v, w)) = Blv,w), para cada elemento de la bhase e(1, w). Puesto que I3 es

uua transformacion lineal L F/H — Z tal que Li(e{v,w)) = Ble, w). De la
definicién de Ly v £ se sigue que

Lpoelv.w) = Lg(v.w) = Blow)

La unicidad de L es clara va que si Ly v L, satisfacen la ipualdad anterior,
coinciden en todos los elemenros de la forma ¢ >0 wo v como estos generall a
Voeo W, coinciden en todo Vo 1.

Observacion 1.1.1 Si L : VoW — Z es una bransformacion lmeal cualquiora,
eriste B -V xW — Z budineal tal que L = Lo basta definer B3{e,w) — L{ves w).
De aqui se swgue sin dificultad que el espacio vectorial de todas las transfor-
maciones bilineales de V x W a Z, BIKV x W.Z), es natwraltuwnte tsomorfo
a Homg(V oo W.Z) y el 4somorfismo vs precisunente la funcidn que envia

B — LB .

Proposicién 1.1.2 Sean'V),.... V, , W. Z espacios vectoriales. Exvisten wsomor-
fistnos naturales

1. Voo W =WV, donde v ocw  se envia en w .
2 VoW xZ) o (Voo Wy Zo donde v (wee 2} se envle en (v w) Xz,

§. kxV ~ V. donde «v o v se envia en v

4o Vi Vo e U)W (Ve WY (Vo s W) (Vo TV, donde

(v1... . 0,) 00w se envia en (v wu. ... 1, ¥ w).

5. En forma mds general, existe un wsomorfistno (Vi Vb (I8 -

W)= Vi W 0 Voo W,

6. Sean By = {v|,. .. va} y By = {wy, ... w,, |} buses para V oy Worespecti-
varnente. Entonces

BrwBa = {v, oo, 0 1<Ci <<, 1 < g <ang
es una base para V 0 W, lo cual implica gue din(V = W) = 1.
Demostracion. Demostrarcmos s6lo 4 y 6, v dejanios al lector la prucba de
las afirmaciones restantes que sigue una llwea de razonaniento similar. Para
denostrar 4, definamos la funcion

BVt Vi d x Woo W W Ve W

COII1O
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Es ficil ver que B es bilineal. Por la propiedad universal del producto tensorial,
existe una transformacion lineal

Ly (V- V)wWr—a WV WV, o W

que cuvia a cada generador (vy,.... v, > w en (v o w. ..., % w).Por otro
lado, para cada ¢ definamos B; como Ja funcion

B o Vi W--— (Vi1 V,) W
B w) = (0, v 0) <,
Es facil ver que B; es bilincal y por tanto induce una transformacion lineal.
Ahora, sea
Pdmappncg, ViKW Vv W (Vi PV, i
la suma directa de los ¢,;. Este mapeo envia a cada generador
(w1 06w, - 0y, 05)

(@Y
(&) (v S w), - L, (v, w0 w)).

Un computo elemental muestra que po Ly, y Ly o ¢ es la funcidn identidad,
y por tanto Lg es un isomorfismo. Demostremos ahiora 5. Sean V oy Woes-
pacios vectoriales y By = {vy,....v b, Bu = {w..... Uy b Dases para V1Y
respectivamente, Entonces

Voo W (Bop oo by ) oo (Bwey oo Bhae, ).
e 5 se sigue que
Voo W o~ koo buy s - - ke, ke,

Alora, de 3 se deduce que hv; vo ke, o k(o < w,) ¥ e consecuencia Voo 1Y

es 1somorfo a la suma directa de los ospcu dos k(v < uwy, ). 1o cual demuestra que
By o By es una base. ®

Proposicion 1.1.3 Sean f:V — V' yg: W — W' transformaciones lincales.

1. f vy g inducen forma naturel una transforrmacion lincal f g -
" W dada por

(f w0 )0 w) = i) w0 g,
2. Ademnds, st f7 oV =V gy g W — WY son lineales, se liene que
(froog)o(fewg) Ve W — V"ol

es tgual

(f o f) (g og): Ve W - 17 oL,
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4. Sean By,. By bases para V oy V' y By y By bases para Wy W7, respect-
vamente. Si denotamos por F = [flg 5, ¥y G = [y|5,., 68, ¢ las matrces
asocrudas a [y g en estas bases, entonces la matriz

H = 1f % g](8,..0B,. 1By wBu s
asociada o [ % g en las bases By < By g By < By, es el producto de

Kronecker de F 4 G.

Recordemos que si A = la;, ]y B = |by] son mativces de twnano p x oy
q xm , respectivamnente, su producto de Kronecker. que denotarcmos {por abuso
de notacion) como A B, es la matriz de tamanio pg x mn dada en blogques por

a2 - a3
Ax B = : :
a3 Ay 13

Demostracion. Para demostrar 1 basta definir [/ x ¢ 0 Vo< 117 V7o 1Y
como f X glw,w) = f{v}» glw). De las propiedades del producto teusorial se
sigue que f x ¢ es bilineal. Por la propiedad universal del producto tensorial
existe
* /’ i ’/'V »/r, OCe //VI
Licy Vel = Vil

que envia a cada generador v = w en
£ L \ — o AN I'd ‘\
Ly lorew) = flu) o glw),
v que es precisameitte la futtcién cuva existencia se queria demostrar.

Para demostrar 2 basta ver que (f'x ¢")o(fg) v (e f) (¢ 2g) coluciden
en cada clemento de la forma ¢ < w. Pero esto es elaro ya que

(f g o (f e =w) = () < ¢ yle).
Demostremos 3. Scan

BV - {"J‘Jq...,’l/'”}, Bl\' = {“’l‘-v-\ulm}

— [ o o= L R
By = {vh v By = {w, . ow )

bases para V, W. V' y W, respectivamente. Sabemos que

By x By = {u,oow,:1<i<n 1 <j<mi,
By By = {11,2 DY w} 1<l < §< q}

son bages para Voo Wy VW y que

(f 0 @) o) = ) glu,).
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Adernds.

Flo) =apo] + -+ Um’U;], g(w,) = byyw) -

Eu consecuencia

P4

Flo)wglw,) = 3 3 anbs, (v 0wl

r=]s=1

Por otro lado, £ %G es una matriz cuya colnmna 7 —ésima esta dada en Dloques
por

r {'l,lLB
gy, B
A su vez, la cohumra j—ésima de esta dltima matriz es ol voctor
by,
i @by,

cuyas entradas sou precisamente los coeficientes del vector fv, ]~ giu, ). expre-
sado en la base By By, lo cual demuestra la proposicion. =

Ejercicio 1.1.4 Demuestre que existe un tsomorfismo lineal crtre Voo 117y
Homi(V, W) el cud envia a cada generador Axw € V¥5xIV en la transforinacidn
lineul

Productos multitensoriales V; < ---

En forma similar se puede construir el prodicto tensorial de - espacios vectori-
ales V). ..., V. comno una pareja

(Vv n V)

que satisface la siguiente propiedad universal: dada nua funcion multilineal 7'
existe una tnica trausformacion lineal L la cual hace conmutar ol siguiente
diagrama
Vix-ox V., —uZ
€] Loy

VooV,

1. Ejercicio 1.1.5 Demuestre que (V| x - x V., caiste y es dnico saleo

. r

isomorfismos. Demuestre gque si f, 0V, — W, son transformaciones loi-

eales. rxiste una transformacion lineal

f] VIR j, N ‘/1 Xy X [/, e I’V; E U I/V;‘.
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que envie a cada generodor vy oo o en fi{eg) e o o fule ). .8ea
Vie = WViw Vo, STV o ya e sido definido, defiva por ondacedin Vi,
oL

Vi o = (Vi 1)« V)

Dernuestre gue existe un isomorfismo cancnico Vg o> Voo Vi

3 e (] , . r gy . e Tara Vv AT re

Sean By, ={v{,....v5 t vy Bw, = {wj....omf, | Dases para V,oy T r
spectivamente.  Dermmiestre que el conjunto B = By - o By de todos los
productos

S BN . N N RN Joo~
O R S L I P A D SOV S T
{:,“ i < U v iJNL[‘\,

es una base para Vy x - x Vo Muestre gque la matrlz gque representa a fy o0 fo o
-t froen las bases By

! . ! . . . j -
R = {’ll’} IR Th i SRS ’“Jf, T By, }

es el producto de Krovecker de las matrices A, Ay - A, donde 4; =
!fjJBU LBy
1.1.3 Tensores

Definicién 1.1.6 Sea V' un espacto vectoriol y V™ su daal. Defizcios i fonsor
de two (p,q) como un elemento del pspacio

TRV = Vo Vo Vo VL

» i

Si [V -V es una transformacidn lineal del espacio V'oen st misino, f -
duce en forma natural otra trensformacion limeal gue denotazeros por TV9 )
definuda como

7"(?4){]'} — J‘ B e 00 f y;:f' T f' : ,‘F(/M”(\V’\) SN ’]‘(/%,A;](\/j}

b g
la. cual envia a cada cleinento
Toomrg v v, Wy e wy

€71
T flon) o n fleg) o frn) o g,

Denoternos por 1, = {t,.... 0.} [(stmdlavinente J,. 1, ete ] al p -maltitndae
ordenado [con repeticiones} de todas las p- tuplas

e
ypore, y elv a los vectores

row

— S I . P [l
Ci 002 £, € }er gl oo elr e (V ] o
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respectivamente.!

Sean B = {e1,....ent vy B = {e... .. e b dos bases cualesquiora para Voy
sean B = {ell o ety B = {ell e} las correspoudientes bases duales

para V' Sabemos que

B = {({,p el Jp ¥ T, recorren todos los py ¢ — multiindices ordoumlus}
y

DAL {211, NS Iy y 54 recorren todos los p y ¢ - multiindices ordenados }

¥ rede

son bases para 7D (V) (notemos que éstas contiene P clementos ). Sea
A = [Idjmpg la matriz de cambio de base de B a B. Sabemos que A* os la
matriz de cambio de base de B* a B*, es decir, A* = [[d*]g-pn-. Veamos ahora

. N {qg erd )Y «
como compitar la matriz de cambio de base entre BU# y B g decir. la
matriz AP = [{d]w rigoe - Por definicion. la columua j-¢siua de A estd

i
conformada por las entradas a,, de A tales que ¢, = 5 a, ¢, Denoteos por
t=1

Bala matiz (A" ! = d* gs-5-. Si by, son las cntracdas de esta matriz se ticne

Ti

que ef = 3" b;,e'. Luego
[E=3 |
12 1 it 1
o i s (s / S }
ey, et = LTI IR B S YT I B I TTN A ISR B S OT «
1==1 p==1 1= =1
2““ ‘ N Sy
= Qi Gy (JIL';JJ)ng,;[ .. [),/,.”/",/ C‘,P e
15,5,

Sea I' un elemento de 7D (V) y scan

. N pdreedp . T
,,, s oo et
F - bovedy (//], v L
Jo T,
— . R .
— Zheendp ey
T = 2 Tﬂ....,sqtrl, e
1.5,

las escrituras de T en las bases BP0y B pespectivamente, Se sigue en-
tonces de la ecuacidn 1.4 que los cocficientes de 7 en la hase BU se relacionan
con los cocficientes en la base B9 mediaute In formula

Lty N\ o ) P d e
r~“|, ..... C 2 (5. Gayy, - ‘al,>_'ipb5=l: R b-s.r/f.;[i; ..... i,

fUna notacion precisa deberfa incluir la dinuension de V., gone omitiretios st ésta es elara
cn cl contexto,
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1.1.4 Productos Cuna
Definicién y propiedades

Sean V' y W espacios vectoriales sobre un caunpo & Denotemos por VU al
producto cartesiano Vi de r copias de V. Recordemaos que una funcion wulti-
lineal /o VU — W se llama alfernante st h{ey. ..o e, < O, cuando dos de las

cutradas en el arguinento son iguales. esto os. cuaudo o, - oo con L€ 7 <0 g < p
s fdcil ver que esta condicion os equivalente a gue

/L(’L«‘J“),,,..I,'O.{_,;\, = sig{o) ey, ... v, (1.5)
donde 7 es una permutacion cualguiera de los siinbolos {1, ..., 7} v sig{c) denota

el signo de la permutacion (+1, sl o os par, v (=1, 51 o es unpar). Para
demostrar lo anterior basta ver que la afinnacion es cierta para transposiciones.
Supongamos que ¢ intercambia a z con j. es decir, ¢ = (4,7). Como h es
alternante,

T A R L S LN L U

lo cual nuplica que
L T O L o L] (4] PO LA /U (B

Definicién 1.1.7 El producto curia se defiie como wne poreja (AV. 1) dond
A"V es un espacio vectorial y

ro VP AT,

es una funcion multileal alternante, el caal sabisfore Lo siguiente propredad
wnwersal: dada una funcion madtidineal altervante [ VU0 T crwste una
dnica transformacidn lineal L que hace commutar ol siquiente diagrunia

i ., W
L Ly (L.6)
ATV

La pareja (A"V, 7} es tinica, salvo isomorfisimos, comno se dednee sin difienltad
de la propiedad universal. Si (C7(V), ') fucra otra pareja con esta ulisia
propiedad, tomando W = C7(V) en el diagramma anterior. y [ = 7' existiria
Ler o ATV — C7(V) lineal tal que L. o 7 = 7. Bu forma shailar, existivia
Ly : C7 (V) — A7V, tal que Ly o 7 = 7. Por tauto (L, o L) o7 = 7, de donde
se sigue que {Lr o L) hace commutar el diagrama

v LAY

1 T / Il,r [ L,T,
ANV

Pero la funcion identidad d : A"+ A"V taubién hace conmmtar este
diagrana, luego por la condicion de unicidad en la propiedad universal se dedune
que (Lr o L) = Id. En forma similar se muestra que Ly o Ly s laidentudad.
de lo cual se concluye que L, es un isomorfisino con nversa L.,
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Construccion

Sir = 0. definimos A°V = k, vy 7 como la identidad. Para » > 0, denotemos
por T"(V) al producto V e -+ oV, v veces, Sea Uy, ¢l subespacio vectorial de
T"(V) generado por todos los clementos de la forma

Uy & o DU,

donde 1; = o, para i 5 j. Definunos AV como el cocwente de espacios vector-

ales
T (V)
- )
AV = —,
i
!
y a7 como ala compuesta 7 = woeg
AT
v Sy L ) )
2A;,
donde recordemos que £(vy.... v ) = v % e, y 7 es la fimaon candnica
q 1 v I )
al cociente. A la clase de cquivalencia de vy > -+ o ¢, se le denotard por

v A A Es claro de la definicién que st dos eutradas en este producto son
iguales, el producto es cero. En forma similar a comno vituos en (1.5)

Vo(1) Ao AUy = Sig(o)(vr Ao Avy),

para cualquier permmtacién o. Ahora, sca i V) — W ouna funcion multilineal
alternante a un espacio vectorial W, v sea L, la transformacion lineal inducida
en T"{V). Como Ly towma el valor cero en cada generador de 4. Ly desceiende
al cociente, es decir, mduce un mapeo hneal que, por abuso de notacion, deno-
(aremos nuevainente por Ly

V)

S W

Lh .
Por etro lado, por la propiedad uuiversal de T7(V), se tiene que e = Ly, o g, doe
lo cual se sigue
h=Lho(rog)=LyorT.

La unicidad de L, es clara, ya que dos mapeos que liagan commutar a (1.0)
coinciden en los generadores de A"V, y por tanto son iguales. [Zsto mnestra que
(A"V, 7] es uir producto cuiia.

Ejercicio 1.1.8 Sea B = {w,,...,w,} una base pare V. St v; se expresa en

n

esta base como vy = 3 agw;, j= 1, .., r y A = |ay,| denota la mnalviz nox v
=1

con entradas a;;, muestre gue

vy A A = S (det Ay dep A Ay
I,

donde la swma recorre todos los r—multiindice ordenados (swi repelicion). gque
denotaremos por 1., 1 < iy < iy < -+ < i <y Ar, denota la matriz qoe se

obtiene de A seleccionando las filus £y, ... i,
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Sca f: V — W una transtoriacion lincal. Esta funcion induce otra transfor-
macion lineal f&7: T7(V) — T7(W) la cual envia a cada producto vy 2 -oop,
en f(vg) o0 f(u,). Obviamente. f(2)) C Ay vy por tuto f& desciende al
cocicnte. Al mapeo inducido lo denotaremos por A" f :

AT ATV —— ATW
Claramente, si vy, ..., sou voctores de V' ose tiene que
(A AYor A AR = fleg) A A Fle)

Ejercicio 1.1.9 Dermuestre que AN Td = Id. donde Id denota la fdentsdad. y
que st g W - Z es lineal, entonces. AN"{yo f) = Ago NS,

Sean ahora By = {uv;..... v,y By = {wo o o b, bases para Vv 110
Sabemos que

r A R e
ANBy ={v; A Ay, < g < g <
v
A" By = {uw;, A A, 01 <A< < <)
son hases para A"V y AW, Si A = [ag ... denota la watriz [ fis, 5.
calculemos la matriz A”A = A" flaraares, (de tamano es (I;)) * (7)) Nu-

nierenos las flas y las cohunnas de esta matriy usando » maliiindices 1.
1<y < e <y <
den cualquiera, por ejemnplo, en orden lexicogrilico. Con esta nwmneracion. la
colummna J,-éstma pucde calenlarse de la siguiente manera

myy I 1< g < -0 <4, < e tomados enoun or-

AWy, Ao A, Y= fles YA A f (e, ).

n
v eomo flv,) =3 a;, w;. ol Ejercicio 118 nos permite conelnir que
i=1

f(’Ujl A A ) = Zde( (Aya,)w, AN,
1.

Esto muestra que la entrada (I.,J,) de N"A = [N flg.p, csti dada por ol de-
terranante de la submatriz A 3, que se obtiene de lo matrz A seleccionando
las filas iy, ... .1, y las columnas ji,. .., -

Fjemplo 1.1.10 SiV y W ticnen bases By = {v, oo 03 v By = {ws wa ).
y foV =W es lineal con matriz A = [ f|5,,.8, . ¢ hene que

5 .
ARy = {ep Ao Avgota Aoy
A2By =y A A, g Ay

son bases para A2V oy APW. y A2f 2 A2V — AP tione por matriz
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( arr 12 app 13 O g3
azy A axy 23 22 Aoy
I (1]] a2 a1 a3 by (Ly
AN A
3] 32 31 133 Ay (tyy
(trp Q22 oy 23 Ay iy ;
a1 gy agy O3y g gy |

Ejercicio 1.1.11 Sea T{V) = B T7(V) la suina directa de los espucros TV{(VY),

>0

donde definimos TO(V) = k.

L. Muestre que T(V) tiene una estructura de k—dlgebra asorilioa donde
A

el producto de dos elementos wy €177V yowy CTP(V)Y se define como
wy wuy € TH(VY, el cual hace de T(V) wna dgebra N gradiada.

2. Sea Ay = P AL < TV). Demuestre que 2y cs an ideal hilateral (ho-
P30
. o . . i
moyéneo por construccidn) de T(V). Al caciente -fr\—l se le denota por AV

y se le llama el dlgebra alternante de V. Muestre que existe un wsomorfismo

candnico
7 1 T
ANV~BAV
>0
y por tanto AV tiene una estructura de k—dlgebre N—graduada, donde el
producto de dos elementos ¢ =y A~ Av, EATV y O =g A A, C
ATV est@ dado por (pACy =0 A Au Auy A Awg ATV

3. Demnuestre que el producto definido en 2. es asociativo y anticonmulativoe.
/ , Y
es decir, satisface que ¢y ANCy = {-1Y76, A,

Sea B ={eq....,c,}. uua base para V. Veamos que A’V tiene conw base al
conjunto
AN'B = {{'“ N ANe, <y« (o < - v . < H,} s

en particular, la dimensidéu de A"V cs (;’) Denotemos por AlL7(17), al espa-
cio vectorial k™, con m = (7),
por e, . donde I, recarre todos los posibles multiindices ordenados sin repeti-
ci6n. Mostraremnos como construir una funcion alternante “alt” de tal lorma que
(Alt"(V),alt) sea un producto cuna. Como este prodicto es vinico, se deduce

y denotemos a los vectores de la hase estdndar

que Alt"(V) es isomorfo a A"V, bajo el isomorfismo que envia a cada vector ¢,
en ¢;, A A, de lo cual se sigue que ATB s una base para ATV
Comencemos por fijar un orden cualquiera para la base
£ = {(:'1

: I, recorre los multifndices ordenados sin repeticion .

”

Por ¢jemplo, el orden lexicog
V.sea M la matriz n < r cuya j-ésima columna es el vector cohunna con entradas

dfico nsual. Allora, para 7° vectores vy, vp. . .. 0 €



16 CHAPTER I PRELINUNARES

a1j.- ... Gy . las coiponentes de ¢, onla base Boesdeciv. v, oo+ -ty e,
Defininios
. A
alt (v1,....0) = 2 det (M ey,
1,

Proposicion 1.1.12 La pareja (AT (V) alt) salisface la propiedad universal de
wn, producto cung.

Demostracién. Es claro que alt es mnltilineal alternante por las propicdacdes
clementales de la funcion determinante. Dado un espacio vectorial 1V vy una fun-
cidu f : VI — W nwltilineal alternance, veamos gue existe una vuica Ly lineal
de Alt" (V) en W tal que: f = L;oalt. Basta definiv Ly(e, ) = flei oo 0p) v
extender este mapeo linealmente a Alt” (V). Por defiuicién a'lt‘{c,rE ce €)= e
y ex claro también que

Lplalt{e, ...ooe ) = Fleg oo e )

De esto se deduce que

Lp(alt{vg . ooo00) = flogo.o.. v,
st LUy ) VAN )
. 1 i
ya que Ly es lineal, alternante. y f os multilineal: sea v, - Y7 ay op entonees
" "
3 I . T 5
alt(vy,... 00 = alt( 2 (e Croen., 2 Up ) =
t=1 t=-1

. ‘
= 2 g, g alt(eg .o e )

Pero
7
U < g
Ly(alt{e.. ... py) = 2 ap, -ocap Ldalt{e, oo e))
P < by <y <o
ii
TN ., N . \
= 2 (e, ooay Y fleg oo e ]
[ I P

va que f es multilineal. m

Corolario 1.1.13 Sea V un espacio vectorial de dinmensidinn y B — {00 00
una buse pare V. Como (A"V.7) y (AW(V) Lalt) satisfucen Lo propedad wniver-
sal de un producto cuna, son noturalmente isomorfos bajo un tsomorfisimo que
envie a cuda vector ey, de lo base estindar de AV, en e A Ao Por
tanto el congunto

A'B ={e, A---ne 1<) <y <o < < i},

es una base paca AV y la diniension de este espacio es igual a ().
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" Lo e ! - 2
Ejemplo 1.1.14 Sce B ={ej,cp.eq} la base candnica de ®RY. Futonces 25 -
a 2y .
{1 Men, e Aes, ex Aegt es una buse para A7V Sean o = aypey + asep §oagey g
vy = byey + bueg + byes. Siv denota el producto eunla de vy gy i vrainos que

v=v] Avy = aizle] Aex) + apsler Aea) 4 anlea Acy).
donde los coefictentes a;; estdn dados por los menores

|l b1 o a bz [)1
a2 = s ey =
ap by ag b

‘ _ i(l,l

50 Y8BT lag by
Eziste un isomorfistno natural entre A2R3 y R el cual envia oy Ao en ey,
e1 Aey en —ex yoes Aey en ey, y que bajo este tsomorfisino vy A vy se cnvia
en el vector w = agyey — ajzey b ages. Bl veclor w es precisamente ol producto
vectoriel usurd vy X vy, de vy por vy (lo cual pustifica la escogencia del signo
"HieiosT para €9 /.

Ejercicio 1.1.15 DPemuestre que lu funcidn b AR — R definada por
. [
ep A A /‘A\GH,] N ANey, ['l)’ ' l*",

es un tsomorfismo de espacios vectoriales.

Otra construccién del producto cuna

Supondremos cu esta seceidn que ¢l campo A tiene caracteristica cero. Una
construccion alternativa del producto cuna, bastante comdn en la mavoria de
los textos de Geometria Diferencial, es la siguiente. Denoteinos por S, al grupo
simétrico de permutaciones en los simbolos {1,2,... 7}, y definaunos

alt{vy.....vu,) = }I Z sig( ) Va(y 20~ X Uggys
ge s,

La expresion del lado derecho es un eleruento de V&7, Sea A1t (V) — (hn(alt)) o
Vel subespacio de V7 generado por Ia imagen de la funcion alt. 2 que
alt sea multilineal, se sigue sin dificultad de la definicion. Para ver que os alter-
nante, fijomos 7 = (4,7), con 1 # 7, una transposicidu cualquiera. Si oo, ... 00
son lox r! elementos de S, (en cualquier orden). cutonces como @7 # 7,7, s
O] #£ 04080 sigue que ggT, ... T 7T $01 estos 1HSIoS clenentos. eseritos en otro

orden, v por tanto

(1)
s 3 C - »
2alt(ug,.oon Uiy Ul U) = L(Slgrf}'/‘d”)-f R A
M j Sy

TE
T § [‘3]% (TT )JU(Y"‘[ [B] RO ”a‘r(r'3 .
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Para cada permutacién o, ol smnando oq ;o - o esiguala gy o
Ugryy. ¥ 0l conseanencia cada término en (1) tiene un correspoidiente término
en (']il") que lo cancela. Por tanto 2alt{ey.....0 . o ..., 0 ) — U0 de Lo cual
se deduce la alternancia
Ahora, dada f : VUP — 117 una funcion mmltilineal aliernante. por la
propiedad universal del producto tensorial, existe mna vranstormacion lueal Ly,
Liley woeon) = flegs.o ey

Sea Ty = Lyigier(yv)- Se sigue entonces que

o I e . e
Tr(alt(vy,....v)) = ] L (siga) flUainy - Vo) = ] Z (sip o) f oy
gES, oS,
|
= ~:~[~7‘1f(‘ul e = flog, e,

lo cual muestra que lo pareja (A1t7(V), alt) safisfoce la propredad unidversal
de un producto cusia. En esta construccidn os natural denotar a cada elemento
alt{vy..... v ) por vy A A,

Ahora, st ey, ... w, son elemnentos de V' es posible identihcar aow ) A Aw,
en AL (V) con un objeto mids familiar. Notemaos primero que

I .
Wi A Aw, = o Z SIg(T)Wairy M Wan.
ve,

Cada término del lado derecho de la ignaldad pucde interpretarse en forma
natural como una funcién muliilineal definida como

) 4 sV ) 1 (4 / 3
Wo 1) % X0 Wa(m (U1, U ) = W {0 we ey (02) - wom (). (1.7)

Bajo esta identificacion, la swmatoria del lado derecho es precisaunente el deter-
minante de la matriz |w,(v,)] y por lo tanto wy A+ Aw, se puede identiticar a
su vez con la funcion multilineal alternante

1
Wy A A wy (7,-'],..‘,?),‘) Py "l det 'JL‘/""I'J/({’IJ),« .

Denotemos por Alternantes{ V7 &) el conjunto de todas fmciones 7 —nultilineales

alternantes a & Este conjunto ticne una estructura natural de espacio veeiorial
con las operaciones usuales de suma de funciones v producto de una fneion
por un escalar. Veamos que esle espacio vectorial ox canonicaunente isomorfo a
A"V En primer lugar, laidentificacion (1.7) es consceenencia del isomortisimo
canonico gque existe entre (V)7 v (V77)*

Ao Vr oo VT s Homg(V o~ - - VA
gue envia cada generador wy < - -+ < w, en ¢l hncional

A o wer (0 ) = wi(er) - w (e,

&
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Ejercicio 1.1.16 Demuestre que A es un isomorfisime de espacios vectoriales.
Por definieion
ALL™ (V™) = {Im{alt)) C V7w o0 V7

T
Denotemnos nucvamente por A a su restriccwdn al subespacio A1t {(V*). De-
muestre que A(ALE (V™)) es precisamente el espacio veetoral

Alternantes{ VS by e Homg (V o« o0 < VoA

7

Teorema 1.1.17 Sea By={c|.... ¢n} una base para V. y denotemos por BY =
{el, oo e} su base dual en V*. Entonces existe un asomorfisie candnico

[ ATVT — Alteruantes(V x - x V) k)

que envia a cada elemento €2 A -Aelr de lu base N BY en la funcidn malidineal
alteriante
el )y e e ()
, , 1
(e A AWy, e = = det :
r. . .

er(oy el ()
Demostracion. Se sigue del ejercicio anterior. m
Ejercicio 1.1.18 Seai: A"V — ALt (V) el womorfismo que eneio a A -Av,
envrlalt(v)...., v.) iy sca

ATV S ATV s ATV

la transformacion lineal definida como

{vg A AD ) e (e A A Y e A A A

P AN AN

Demuestre que el siguiente diagrama es commutativo

ATV R AV s TSV
Lioe it
VO s Y& 2, Rirts)

donde el mapeo s estd definido como la funcidn que envin cada clemento de la
forma

. 3

(g o) X (Deg g 2 oy L)

on

Z 5’[.{)](0{,’)@!”(1; D D0 (s X Ve (g 1 PRIy P e s
T

donde le surna se toma sobre todas lus permutaciones de baraja oy, s decir,
sobre todas las permutaciones que preservan el orden. de los conjuntos {1,... 1)
g{r+1,..0,r+ sk

Ejercicio 1.1.19 Sea V = V| 0 Vo la swna divecta de los subespacios Vy oy V.
Demuestre que existe un isomorfismo natural

@ (APV,  ATVY) ~ ATV

Pt gz
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1.2 Conceptos basicos de topologia

Con el proposito de fijar la notacion v facilitar la lectura de los capitulos sigu-
lentes, haremos en esta seccién un recuento de algunas nociones basicas de
topologia, y enunciarcinos, sin demostracion. algunos resultados sobre nietrizacion
de espacios topologicos que seran de utilidad en ol Capitalo 110Kl lector podya
cucontrar las definiciones v resultados de esta seceldn en cualquicra los textos
basicos de topologia de puntos. por ejeruplo en |1

Denotarentos un espacio topologico commo uu parcja (X7} doude X es un
conjunto y 7 la coleccién de abiertos que define la topologia. Con el proposito
de simplificar la notacién omitircinos cou frecuencia a 7 v nos referiremos a
X como el espacio topoldgico. 51 Z ¢ X o5 cnalquicor subconjunto, Z lLereda
de X, en forma natural. una topologia en la cual los abiertos son de la forma
UnZ, coull € 7. A esta topologia la llawmarcios la topologia heredada de X
o topologia relativa o inducide cn Z.

Los espacios topoldgicos tornaun una categoria cuyvos 1morfisuios son las fan-
ctones continuas. Como es costinbre, a los isomorfismos en esta categoria los
llamaremos homeomorfisimos, v son precisaunente aquellas funciones bHivectivag,
CONMLINUAS. con INversa cortinua.

Por uu entorne abierto de un punto @ € X o suuplemente un enfornoe de
£, que denotaremos por U7, cutenderciios un abierto de 7 gue contenga a .
Recordemos que X se llama un espacio Hausdorff si para cada par de puntos
distintos x y y existen eutornos abiertos disphitos U7, v {7,. Recordemos ¢ne una
buse para T es una coleecion de ablertos {U,§,c; con la propiedad de que dado
cualquier ablerto [V vy x € U exista un clemento de T base 44, < 7 que coutenga
al punto x. X se llawma sequindo contable s existe nui base muuerable para 7.
Por ejemplo, si (X, d) es un espacio métrieo (d denota la funcion distanciag una
base para X estd formada por todas las holas abiertas de centro p € X v radio
r > [, que denotaremos por B,(p} = {z € X : d(p,2) < r}. La bola corrada se
denotard por B,(p).

Sea Y < X un subcoujunto cualquicra. La clansura de Y, ¢que denotareimnos
por c/{Y), se define como la interseccion de todos los cerrados en X que conticnen
a Y. Su ianterior, que denotarcnios Y°, se dofine como el conjunto de todos los
puntos y € Y para los cuales existe un entorno abierto U, Y. La frontera de
Y. que denotarcinos por Fr(Y}, es por definicion ¢f(Y) M el(X - Y. NoLeuwos
que aquellos puntos de Y que no estén en el interior de Y estan uecesarianente
en su frontera, aunque ésta cn general puede contener otros punlos que 1o estdn

en Y. Es clavo entouces que Y= Y2 U (Fr(})nY).
Por un cubrimiento abicrto de X entendercinos una coleeeion de ablertos
A = {Ustoeas tal que X = [ U,. El cubriimiento se deuomina focafimente
e

finito st para cada ¢ € X existe uu entorito abierto Vo que sélo intersecta un
mimero finito de elementos de la coleccion A, Por un refinamneento abierto de A
se entenderd una coleccion de ablertos B — {5} 1 3 con la propiedad de que
para cada Wy existe al ienvs un U, de la coleccion A que lo conticne.
Recordemos que Y X se llamma conero sino es posible encontrar abiertos
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UV oen X tales que Y MU ¥y YV 1V osean disjuntos, 1o vacios y sn unidn scea
todo Y. Esta propiedad es preservada bajo funciones contimmas. Eu general,
todo subconjunteo Y C X se puede escribir como la wnidn disjunte de concrus
marimales, (es decir, conjuntos coneros que no estén propiamente conlernidos
er ningun conexo mas grande) Y, lUemados los componentes conewas de Y. Es
facil ver que cada Y, es un cerrado.

Recordemos gue X se Hama compactoe side todo cubrittiento abierto de X se
puede extraer una subcoleccidn finita que cubra a X, Un subconjunto & ¢ X se
llaina compacto si K lo es como espacio topoldgico con la topologia relaliva, La
propiedad de ser compacto se preserva bajo funciones coutinuas: s f 0 XY — Y
es continua y IX © X es compacto, entonces f{IN) también lo es. [<u general,
s1 L < Y es compacto, su preimagen f1 (L) no es necesarlamente un conjiuto
compacto. La funcién f se denomina propia si esto ocurre, para todo compacto
L ¢ Y. X sellama un espacio secuencialmente compacto si toda secucicia
infinita en X tiene una subsecuencia convergente. Sc deinuestra en los cursos
elementales de topologia que todo compacto en un espacio Hausdorft es cerrado
v que tocdo cerrado en un espacio connpacto también e compacto. En un espacio
meétrico las nociones de secuencialinente compacto y compacto colnciden, y cu
R" los subconjuntos compactos sou precisauncute aquellos conjuntos que sou
cerrados y acotados.

El espacio X se denomina paracompacto si X es Hausdortf v ticue [a propiedad
de que para cualquier cubrimieuto abierto A de X dado siempre os posible en-
contrar un refinamiento abierto B, localmente finito.

X se denomina mefrizable sies puosible definir una funeidn distuncia, d -
X x X — X. de tal mancra que los abiertos del espacio matrico (X, o) scan los
misios ablertos de 7. X se denoming localuente metrizable si para cada punto
x € X existe un entorno {7/, metrizable. Como veremos e el primer capitulo,
todo manifold es localmente homeoworfo 1 un abierto de ®” v por tanto s
localmente metrizable. El teorema fundamental que caracteriza alos espacios
topolégicos metrizables es ¢l siguiente.

Teorema 1.2.1 (Smirnov) Un espacio topoldyico X es metiizable s1 jp sélo st
es paracompacto y {ocalmente metrizable.

Comno veremos, todo manifold es por definicién Hausdorfl y paracompacto, y
como va observamos, localmente metrizable, de donde se sigue que tode manifold
es metrizable.

1.2.1 Espacios cociente

Sea X uu espacio topoldgica y ~ una relacion de equivalencia en Y. Deuatarcinos
por X/ ~ al conjunto de clases de equivalencia y por 7 @ X — X/ ~ ala
fuicion candnica que envia a cada @ en su clase de equivalencia, gue denotaremos
por x. La topologia cociente en X/ ~ se cefine como la coleccion de todos los
subconjuntos ¥V cuya preimagen 77 '(V) es abierta en X, Tipleauente. un

espacio cociente se obtiene pegando o identificande dos espacios (opoldgicos a
través de an clerto subconjunte, comoe se mmestra a continuacion.



22 CHAPTER 1. PRELIMINARES

Sean Y| y Yy dos espacios topolégicos disjuntos y scan U, < Y, abicrtos.
Supongainos que ¢ : Uy — Us es un homeomorfisnio y sea X la union disjunta
Y1 U Yy con la topologia obvia (B € X es abierto si y sdlo si WY, ¢ Y
es un abierto). Denotemos por I a la relacion de equivalencia que consiste de
todos los pares de la forma (y;. ) € Y, o de la forma (@, w(e)), + o Uy, v sus
siinetricos {(p(z),x), @ € Up. Al espacio X/ R se le denomina ¢l espacio que se
obticne de identificar a Y] v Y5 pegando o identificando o Iy con 5. s fdcil
ver que si 4, Y, = X/R ey la compuesta de Ja mchusion nataral Y, o Y i),
v la funcion canouica 7, entouces cada j, ¢s un homcomorlismo a su nmagen v

(Y1 Ua(Ya) = X/R. Ademss. §,(U)) = 42(Us) v i3 o j) = o

1.2.2 Acciones de grupos

Fa1 esta seccién el lector encontrard aquellos conceptos necesarios para la cou-
struccién de mantfolds cocieute. En una primera lectura, el lector puede hacer
caso omiso de aquellos resultados que hacen referencia a manifolds, v releer esta
seceida después de que haya asimilado los conceptos basicos del Capitulo T

Definicién 1.2.2 Sea G un grupo y X un conjunto, Una accidn de G en X
es unae aplicacion p: G x X — X tal que p{l.a) = @y plg, p(h. 2)) = p(gh, r).
para todo g, h € G, . € X, donde 1 € G denota el elernento neutro.

Es costurubre escribir p{y, 2) como ¢ - = de modo gue las dos condiciones
anterior s¢ convicrten en

l-w=ua. ¢ -(h-x)={gh)

para todo g, € G,z € X, Notemos que para todo ¢ & (7 la aplicacion
pg o X — X definida por p, (w) = p(g, 1) es biveetiva con inversa p, . Si
5 (X)) denota el grupo de las biveeciones e X, con la aperacion de conposicion.,
entouces la funcion
pryg——p, € 5(X)

es un homomorfismo de grupos. Reciprocamentce, dado un homomorfismao de
erupos p: G — S(X), g-x = plg){r) define una aceion de G en X, Por tanto
definir una accion en X es equivalente a dar una representacion del grupo G en
S(X).

Para cada x ¢ X, al estabilizador o subgrupo de isotropia de o se define
como el conjunto

G, ={yeG:g-r=ua}.

Es facil verificar que G es et efecto un subgrupo de . Cuando G, == {1} para
todo z € X decinos que la accion de GG en X es libre. Observemos que

kerp = ﬂ Gy,
riz X
(v por tanto ﬂma\, G ¢s un subgrupo normal de (). Cuando ﬂ.l_,_:‘\v o= 1Y
es decir, cuando p oy tnyvectiva) diremos que la accion de G oen X s efectreo.
\ 1 g
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En este caso, g establece un isomortfismo cutre Gy un subgrupo de S(X). Si S

es un subcorjunto de X denotaremos por (U8 al conjunto
GS={g-z:9eG,zecStCX.

En particular. si S consiste solamente del punto x. Gla} se denota por Gar v
se llama la drbita de 2. Asociada a una accion p : G x X - X se define una
relacion de equivalencia en X como

x ~ y = existe g € (I tal que y = g - o

Es facil ver que ~ es en efecto una relacion de equivalencia en X. A la clase de
equivalencia en el punto + € X se le denotard por . Al conjunto de todas las
clases de equivalencia de ~ lo denotarcmos por X/G. v oo lmnard el espacio

%

cociente de X bajo la accion de G Cuando una accion p posee una tinica orbita
(es decir, para todo x,y € X existe ¢ € (G cony = ¢ - x) la accion se lan
transitiva.

Cuando X os un espacio topolégico (respectivainente un manifold suave) os
natural estudiar aquellas acciones e X' que sean continnas (respectivamente.
suaves en X ).

Definiciéon 1.2.3 Sea G un grupe y M un espucio topoldgico (resp. win miaimi-
fold). Una aceton continua (suave) de G en M es una accton p: G X M — M
de G en el conjunto M tal que pora todo g € G la biyeccion p, - M — M ¢s
continua (resp. suave) y por tanfo un homeomorfisino {resp. difeomorfisnio} de
M con wversa p,-i. Al espacio M/G con la topologia cociente lo lamareimnos
espucio topoldgico cociente de M por G.

Lema 1.2.4 Sea G un grupo, X un espacio topoldyico v supongamos que p es
une accidn continue de G en X, Entonces, la proyeccion canonica 7 X - X/CG
es una aplicacidn abierta.

Demostracion. Sca 7 € X un abierto. Para mos(rar que o ({73 es nn abierto

e X/G debemos verificar que 771 (7 (L)) ex un abierto en . Pero
A )) = {zeX:m(u)en ()}

= {ae X :uc gl paraalgiing ¢ G}

— UQU

ged

Cowo cada gU es ahierto en X. se sigue que 7' (7 (7)) tawbicn s abierto en
X. m

Definiciéon 1.2.5 Sea G un grupo y M un espacio topoldyico (rvesp. ur inand-
foldj. Una accion continua (resp. sucve] de G en M se Hamard apropiada si
satisface las siguiente condiciones.

1. Para todo p € M, ewiste un abjerto U C M que contiene « p tal gne
qUNU =W, para todo g € GG, g # 1.
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2. Para todo p,g € M con g & Gp. corsten absertos UV ¢ M ocon p e UL
gV ygUnV =0, para tado g ¢ G.

Observemos que la primera condicion muplica que los abiertos { gl
digjuntos por pares. En cfecto. si g, h ¢ G, g # h, entonces

2 501

el

gU N LU = (T U Uy = ih — .

pues h ™1y 2 1.Eu forma similar, la segunda condicién implica que gU bV - .
para todo g, h € G. Eu efecto

gU MRV = ((h ') V) = hlh = .
El lema siguiente nos muostra el significado de la condicion 2.

Lema 1.2.6 Sea M un espucio topoldgieo {resp. an snanifold ). Suponge que
G actda continuamente {resp. suavemente en M), Enlonces la condician 2 en
la definicidon de acceidn apropiada se salisface si oy sdlo siel espacio topoldgico

M/G es Hausdorff.

Demostracidon. Supongamnos que M/G es Hausdorll, Dados pog € M ocon
g ¢ Gp, lo cual implica que 7 (p). 7 (¢) son puntos distintos de A/GL podemos
encontrar abiertos Up, Vo © M/G con # (p) © Up. w (g} « Voo Exto implica que
U=a"1U)yV =n"Vy)sonabiertoseu M conpec U.qc VvglUnVv =4,
para todo g € G lo cual demuestra (2}.

Reciprocainente, supongainos que la condicion 2 se satisface. Scan p,g €
M/CG puntos distintos v elijamos dos represcutantes que denotaremos nieva-
weute como p,g € M, es decir, 7 (p) = P, 7 {q) = §. Clarauncnte p y ¢ no son
equivalentes, s decir, ¢ ¢ Gp y por tanto existen abiertos U,V © Al con pe U,
geV ygUNV =1 para todo ¢ € (. Como la proyeccion candnica s abierta,
Uy =7 (U) v Vo =7(V) son abiertos en AJ/G. Obviaunenre p € Uy, g € Vy v
Uy Vo son disjuntos. Luego M /(G es Hausdortl, =

Ejercicio 1.2.7 Muestre que st X c¢s un espacro scgundo contable. entonces

cualquicr cociente suyo X/ ~ tambicn lo cs.

7

Eu muchas de las situaciones que cnconfraremos en ol Capitulo 11, ¢ es un
grupo finito. En este caso resulta muy itil el siguiente leta.

Lema 1.2.8 57 X e5 un espacio topoldyico Honsdorff (respectrvamente wie man-
ifold) v G un grupo finato. Eutonces toda accwdn Libre de transformaciones con-
tinuas (respectivarnente suaves) de (¢ oen X ex epropiada,

Demostraciéon. Verifiquemos primero la condicion (i). Sea 2o € X. Como la
accion es libre, tenemnos que los elementos de la familia {g - :1'}% ¢ son distintos
dos a dos. Como X es Hausdorff y GG es finito, podemos encontrar una famnilia
{Uy} e de abiertos disjuntos dos a dos e X de modo que g€ U, para todo
g€ (JQ Asi que

(1.8)
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es un entorno abierto de 2.

Vewnos que gl7 U = §, para todo g € (. g # 1. [n efecto. tenemos que
T g U, v por lo tanto gU < Uy ademas U < Oy v U 0 U - B pues g /L.
U IU; 3 lo tanto gU q A / 1 i
Luego gl v {7 son disjuntos.

Sean ahora o,y € X cou y ¢ Ga. Para todo ¢ ¢ (7. como y £ ¢ - o, oxisten

S y Y y g
abiertos disjuntos U,. V, © X con gy -z € U, y y © V. 5 se define U7 como cn
(18).y V como V = [ 5 V. se ve que U es un entorno abierto de v, Voes i
eutorno abierto de y y que para todo ¢ € G, U C U, v V C V. de donde se
signe que gU NV =1, m

1.3 Conceptos basicos de calculo diferencial en
R'}L

En esta seceidn hemos recopilado las nociones v teoremas basicos del cdleulo en
varias variables que nos seran de utilidad wids adelante. Cono es costiunbre,
R" denotard el espacio cuclideo n—dimeusional, con la topologia usual, v en ol
cual cada punto recibe coordenadas que denotaremos por - (@l R

#”

Al producto interno estandar de R” se le denotava por {(eoy) = 3.7 w'y' voa

su nora por | .
172

1=1
Denotarcmos por {ej,...,e,} a la base canonica de R, donde ¢, o5 i
n—tupla con 1 en la posicién i—ésina y ceros en las restantes.
Para p € R" y r > (0 denotames por B.(p) a la bola abicrea de centro p oy
radio 7, definida por

Bip)={qeR":[p~q| <7},

y por B.{p) a la bola cerrada.

1.3.1 Diferenciacién en R”

Sea U ¢ R™ un abierto vy f : U — K™ una funcion. Recordemos que f oes
diferencible en el punto p € U sl existe una transforinacion lincal 75, @ & -
R mna fuacion 7 definida en un entorno de ptal que

Fpahy=fp)+ 1)+ [hir ().

v la cual satisface la condicion bny,_.qr (h) = 0.
En forina equivalente, f es diferenciable en p € U st exaste 7T, Y+ R
lincal tal que
) - F @) - T,
lim

= (.
o — th|

Es féacil ver que la transtormacion lineal T, si existe, s Guica, y se denomina la
diferencial de f en el punto p. la cual denotarcinos por fy,.
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Sea v un vector cualquiera de R™. La derivada direccional de foon ol punto
P, y en la direccion de », que denotarcmos por D, (f] o comwo o f1ip) s define
COLIO
flp tte) - Fip)
13

s1este lmite existe. La derivada dirececional en L direceion de ¢, se denota

(D, (p) = '“l}lu

usualinente por —-’— (p) v se denowina I derceada parecal (I(‘ [ eonrespecto ala
ariable @' en el pumo p. Bsftacil ver quesi £~ LF 00 o0 F0 ) s das coordenadas

de [, donde f; : U — R, cutonces
{[)vf) - (I:)l,",flﬂ s Dv,fm J-

En los cursos basicos de Cdleulo en varias variables se demuestra que si foes
diferenciable en p entonces

D, f(p)=fople), paratodo v € R"
v reciprocammente, si las derivadas parciales de f existen en cada p ¢ U v son
continuas, [ es diferenciable en cada p ¢ U
Recordemos que st T2 Vo Voes una translormacion lincal de V.oa VY es-
pacios vectoriales de dimensiones noy e, v B = {og, oo B el 0] )
bases para V y V', entonces la matriz que representa a T oen estas bases se
denota por [T ., ¥ es la matriz de orden s x 0 enva entrada en la fila 7.
columna j, ¢s la 7-ésima coovdenada del vector T (0,) . expresado en La base 987,
St f U R — & es una muocon diferenciable en el punto p < [F,
lo matriz jacobiona de f en p. que denotarcmos por Jy (p). es la matriz que
represeita a la trausformacion lineal f,, 0 RY — R" cn Jas bases candnicas de
R™ vy R™, vy viene dada por

of' m'
oL ) u>)
Gy - )
Por ejemplo, st i = 1 ¢l jacobiano de [ es precisamente ol pradiente de fen p
ar daf
V" = — \,H,. ()] .
[ W) Gt W5 Tl /}

y sc satisface la férmula
Dy f(p) = fo {0} = (V[ (p).v).

Scan ahora [ : TR — R y g Vo RO R aplicaciones con I C R
VvV < R™, abierfusj v fUY < VooShf es diferenciable en el punto p ¢ U
v g ¢&s diferenciable en el punto f(p] € V. la composicion g f U~ ®' oy
diferenciable en el punto p € U v la regla de lo cadena nos dice que su difereneial
estd dada por

(ge ./.),‘“ = Yugipy © f'P'
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b
-1

Escribiendo las diferenciales en las bases estandar se obtienc la igualdad matri-
cial
Jlgo f)p)=Jdglf ()] ().

En la notacion cldsica la regla de la cadena se expresa en la forma

gzt -
dur 24

k==
k ) Bei Ape ™ . S
donde @/, %, 27 denoran las coordenadas de K7, B® v RY. respectuviunente,
y f v u se escriben como relaciones funcionales cntre Jas siriables: %
Y o T .o~ il 5,00
ya, ..My y 2 {y' ... y").

Derivadas de orden superior

Sea f: 7 ¢ R® — R™ una funcién defimida en un abierto U < R*. Si [ o
diferenciable en todos los puntos de {7 definamos fY7 como la funcion que a
cada p € U le asigna su diferencial f,,

fl\l} U C R™ I (R”, Rm) )

P )f ‘.* o

El espacio vectorial L (R™. R™) es naturalinente identificable con R"™', asig-
naudo a cada trausforimacion lineal f., su matriz jacoblana (eu las bases os-
tandar). que se identifica con el vecetor de ™" que se obtiene concalenando
las filas de esta matriz en forma de veetor colunma de longitud . Sio /0 eg
diferenciable en todos los puutos de {7, se define f&%0 - (U)W v en general
FHE = (FRINU si f puede ser diferenciada & veces en UL Bl sigaiente feorema

se demuesira en los cursos basicos de Caleulo.

Teorema 1.3.1 una condicion necesaria y suficrente para que lu devivada k—éstma
exista, es que todas las derivadas porciales

\

)

AT g 9 af
Qds Gxar - - Qan TP P Jud

awistan en cuda p € Uy sean continuas, pera todo 1 < g, .. g < n, 1 <4 <o,

Los operadores d%, conmattan y por tanto estas derivadas pucden tornarse
en caalquier orden. Sv esta lupdlests se satisfuce decirnos que f ey und funcion

de cluse C* en U,

Una funcién se llama seave en U sty s6lo si es una funcion de clase C* en
U, para todo & > 1.

El siguicnte lema, conocido como el Lema de Morse. nos serd de gran utili-
dad en ol primer capitulo. Este lema puede interpretarse como un ailogo del
Nullstellensalz de Hilbert en la categoria de funciones suaves en R v ativua,
cu ol lenguaje de sheaves, que el ideal de gérmenes de funciones suaves que se

anulan en el origen estd generado por las funciones coordenadas ¢!, ..., 27
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b

Lema 1.3.2 (Morse) Sea B, (0) una bola abierta de radio ¢ centra e el origen
de coordenadas de R", 4 f 1 B, (0) — R una funcidn svave. Entonces cetsten
L tales que

Sfunciones svaves ey, . . hy, o B (0)

ety = 0 S e ()

=1

y h (0) = T)L () pare j = 1...., 0.

a!
Demostracion. Para cada = (a1, 2") € B (0) v cada £ ¢ 0. 1], ¢l punto
tx estd contenido en B, (1)
d . S of :
(= Y (re)
(h‘,‘; W) L‘:N‘[‘ e

J=1
Por el Teorema fundamental del cdleulo

: R A N )
SENIOEDY ( Gy ) ade =3 e (k)
=1

) j—l

Definawmos h; (z) = [, 22

) Fad
B, (0), que

(ta) dt. Es claro que estas hinciones sou suaves en

H

fla) = f(0)= Z:i:f/rj (ahooat) .

=1

yque iy (0) = 25 (0). m

Teorema de la funcidén inversa

Sean U,V ¢ R abiertos y f U -+ V owna laneidn. Diremos gque [ os un
difeororfismo si f es bivectiva v tauto f: 7 - R” como (7' 1V - B son
suaves. El siguieute teoremna es nun herramicnta supremamente itil del edleado
ein varias variables que proporciona nn criterio que peruite determinar si foes
localmente un difeomorfisino. Para ello basta ver gue L diferencial de f en dicho
punto es un isomorfisimo lineal. Esto cu general es un problenm mas shaple, ya
que ello equivale a demostrar que el determinante de la matriz jacobiana e f
en este punto es no nulo, mientras que construir en forma directa una inversa

local y suave de f, en gencral no lo es.

Teorema 1.3.83 Sea [ : U — R” una funcion swave definida en un ablerto
UcCR"ypel tal que la diferencial enp, fo, :R" R, e wun isomoerfisno
hmeal. Fntonces extste un entorno abdicrto U de p oen R conterido en U tal
que [(U') es un abierto de R y f U — f{U") esun difcomorfismo.

Hay un gran ndmero de demostraciones de este teorema. el cual es vadido para
la version suave del imsio. El lector puede encontrar una detnostracion de este
teorema en practicamente cualquier texto de Céleulo en variag variables, por
ejemplo,.;2| o [3].
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Jorolario 1.8.4 Sea [ : U — R una funcidn suwave defineda e wun abrerto
Corol 1.3.4 Sea [ : U R , fefinad beert
Uc R 8 f.. es un wsomorfismoes lineal para todo p C U, f s wna funewin
1 . 1 . .
abierta. 51 [ es inyectiva, f 2 U - [(U) es un difeomarfismo con mnversa suane.

Inmersiones locales

Sea [ U — R™ una funcion suave definida en wn abierto U < R”. S f,, - RY —
R™ es luyectiva diremos que f es una inersidn en el punto p. Claramente, para
que f sca una inmersion en p es uecesario que 11 < an va que si la diterencial de f
es luyectiva eu p, la imagen de /H, es ul espacio vectorial de dimension n. v por
ser subespacio de R™, es a lo sumo . El ejeplo tipico de una iimunersion os la
inclusion nasural de R en R™ que envina (x Y (o AL L 0).
A continuacién vereinos que, después de ha(’m un camlno apmpmd(; (1(\ rriables,
toda imnersion es localmente de esta formea.

Teorema 1.3.5 (forma local de las inmersiones) Sea f @ U — R wia
Juncion suave definida en un abierto U < R™ y suponga que [ s wna inmersion
en el punto p € U, Entonces existe un entorno abierto de p, U, < U ¢ R™
abiertos W, W* ¢ R™ tales que f(U,) ¢ W y un difeomnorfisimo ¢« W — W*

(cambio de coordenadas) de modo que

para todo ¥ = ( at S N £

Demostracion. Como f., es yectiva. la matriz jacobiana cu p, Jipy -
[‘“’ (p]‘ , tiene n columuas linealmence independientes v por tanto tambicn
debe tener n filas linealmente independientes. Podemos supouner, sin pérdida
de generalidad, que las primeras n filas son linealmente mdependicutes. periu-
tando las coordenadas de R™ si fuera necesario. Definanos ¢ {7« B 7 - R
COMmMo

P {r,y) (fl (: ')7 LIz ju% ] (J) - ’/ oo S L) .f/mil’) .

donde hemos denotado por
(roy) = (&, "y ooy ”‘)

a las coordenadas de U x R™™" vy por fi(«),.... fu.(¢) a las componentes de
f. Clarameute © es una funcidén suave y su matriz jacobiaua cu el punto (p,0)
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es 1igual a

Ly - o |

(]u (=i}

aJ" (v - af"

P netl K Y AL I
:[)J:’ (1)) L’”’}’—x"_ w)

f(z.fn.‘ IBESIENY

B N A (U ]

donde Jd;, _pyxni—ny denota la matriz identidad (n0 ) < (G n). La matriz
Ju(p, 0) es invertible, ya que su rango por lilas os 22:.Por el Teorema de la funcion
inversa existe un eutorno abierto Uy, x Vode (p, 07 en R® contenido en 17 < R -
tal que

n

WUy x VS0 R

)

os un difeomorfismo. Denotemos por @ W U, <V asininversa, Claranente

f(Uy) =

WU, x 0) < 1V

Submersiones locales

Sea f: U — K" una funcidn suave en un abierto & < R Si f su diferencial
Sop i R = R es sobreyectiva diremos que f os una subiwersidn on ol punfo p.
Claraanente. st f 2 U CRY o+ R sea una submersién en el puuto p € O entonees
1 > r. El ejemplo tipico de una sulnnersion es la proveccion candnica de B en
R™, en las primeras 10 coordenadas. Es facil ver, corao en el teoremie anterior.
que después de hacer un canmbio apropiado de coordenadas toda snbmersion s
localmente de esta forma. Eu forima precisa

Teorema 1.3.6 Sea [ : U — R™ wunue funcidn suave defirede on wn abierto
U C R" ysuponga que f es una submersion cn of punto pc UL Entonces eriste
un entorne abierto Uy, C U < R wn abiovto U ¢ Ry un difeamorfismo
0 : U =5 U, de tal modo que

para todo (x!,... . x") € U~

Fjercicio 1.3.7 Use la demostracion del Tearema 1.9.5 commo guia para de-
mostrar el teorerma anterior.
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Supongamos que f: U < R* — R es suave. v sea

S =A{pe U:rango{f..) < m}.

Un elemento de 5 es por detimcion un punto doude [ no es una subiiersion. v se
denomina un punto crético de f. A su imagen, f(5), se [e denomina ol conjunto
de valores criticos de [y a su compleniento of conjunto de valores regulares doe
[. El ctlebre Teorema de Sard [?] afirua que f(S) tiene wedida de Lebesgue
cero e R7.

Teorema 1.3.8 (Sard 1942) Sea f: U C R" = R™ wia funcion suave y seq
S ¢ R™ el conjunte de puntos criticos de f. Entonces f(S) tene medida coro.
En particular, R™ — f(S) es denso en R™.

ed|

El lector puede encontrar una dewostracion de este teorema en |7}

1.3.2 Particiones de la unidad

Las particiones de la unidad son una herramicnta de gran utilidad cuando se
quicre coustruir una funcion global a partir de funciones especificadas por una
data local. Ton esta seecidn mostrarcinos la existeucia de particiones de la uuidad
para manilolds suaves., Esta secaidn deberd leerse como wi apéndice ol primer
capitulo, y se ha incluido para comodidad del lector v por razones de completez.

Recordemos que si X' es un espacio topaldgico y f @ X — R es mna funcion
coutinua, el soporte de f sc defiue como la clausura del comjunto de puintos
doude f no se anula.

abeerto de M. Una particion de la wnidod subordmade al cubrimiento Al =
U,ep Ui es una farnilia {x, }iop de funciones suaves 2 M~ R tales que

LO<y (p) <1

2. Soporte(y;y < U

3. La famalie S; = {Soporte{y )}, , es localmente findta en M. es decir, para

cada punto p € M eriste un entorno V), que solo intersecto un wimero
Joito de los conguntos S,

~{~\

D Xi () = 1 para todo p € M.

Las particiones de la unidad peruiten escribir una fimcion suave f: M — R
como suna de funciones suaves con “soporte pequeno”. Mas explicitncnte, si
Zie/ x; = 1 es una particion de la unidad subordinada a nun enbrimiento abierto
M= Uiei Uy entonces, para todo ¢ € 7, la funcion f; = fx, es suave, sn soporte
esta contenido en Uiy /= 7., fi. Esto es titil en nmchas situaciones, eomo
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por ejelplo en el estudio de la regracion en manifolds. Usando particiones
de la unidad podenns definir Ta mtegral de foen oo manilold orientable AL
como sua de mtegrales de cada una de Jas funciones /| euvos soportes estin
contentdos en dominios e cartas, v por tauto su mtepral puede detinirse como
se hace usualmente en K.

Observemos que la Condicion 3 hace que la swina

F=>1

el

sca una funcién suave bien definida. Dado p € A podemos encontrar un abierto
de p, Up € M, tal que UynSoporte(y,) # ¥ sélo para un ntunero fiuito de
idices, diganos para i =14, ..., 4. Entonces la restriceion de 37, ., /o a U, e
igual a 3", fi,. que s nna funcidn snave. Luego todo punto de A posee un
eutorno abierto donde la restriccion de 37 /0 a dicho entorno es suave.
Nuestro objetivo es probar que en todo cubyriniiento abicrto de un nani-
fold suave podemos encontrar una particion de Ia unidad subordinada a dicho
cubrimiento. Para esto, necesitamos algunos lenias preparatorios. Comenzainos
mostrando la existencia de funciones suaves no nulas v de soporte pequeno en

Fio ik
i N

Lema 1.3.10 FEunste una funcidn suave Ny 0 B — R tel gue A (R) ¢ 0.

I
AL (1) =0 para todo t € R corr it > 2y X {£) = | para todo t ¢ R con il < L

T

Demostracion. Sea «: R — R la funcion definda por:

_la’/l

/

t >0,
¢ <

aty =&

-

Claramente « es suave y v (¢} > 0, para todo ¢ > 0. Definamos «y : B — R
CoImo
(8= ((1— ) (- 2)),

para todo ¢t € R. Eatonces oy s suave, ap (1) > O.site (L2 )y a {8) = 0.
para t ¢ (1,2). La funcion ay : B — R definida por

e () = ey () - oy (£).

para todo t € R, es nua funciou impar suave que coincide con —rvy envel imtervalo
{0, 40c). Sea Ay : R — R defiuida como

E {
A () = il" / oy (=) s,

para todo t € R, donde & = If: ay(s)ds = /J“) ap(5)1ds > 0. Note que o
integral que define Ay es sicinpre finita, ya que ay no se anula por luera del
mtervalo cerrado -2, 2],

Verifiquemos que A; satisface las propiedacles descadas. Obviamente Ay es

suave y ;}%/\1 = %Ctg. Ademas, Ay es constante en los intervalos {—oc, -2,
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[ 11y [2,4e), pues ag es nula en csos inlervalos. Tenemos tanhicn (e
At ex estyictaunente areciente en el intervado [—2, = 1] (pues o ex positiva en
1,2]
(pues v cs negativa en el inlerior de este inlervalo). Obviamente A (1) = 0
para t < =2, ya que ag () = 0 para £ < -2: tanmbién Ay () = 0 para [ > 2,

el interior de este intervalo) y s estricltamerntte decreciente en el jutervalo

.. . oo
pues g es una faneidon iimpar y por tanto fmo oy (§)ds = 0. Paracompletar
Ia demostracién basta verificar ahora que Ay (1) = 1, o cual se deduce (e las
ipualdades '

Lot s 2
M{(—-1) = % / vy (8] ds = i / ag (—s8)ds = i / oy (s)ds = L
¢ <k N

Corvolario 1.3.11 Friste uno funcidn suave A, @ R — B fal que N, (IR") <
0,1, Ay () = 0 para todo v € R™ con || 2> 2 y A, (2) = L, para lodo @ ¢ K™
con x| < 1.

Demostracién. Basta tomar A, () = Ay (J2]), donde Ay es nna funecion como
en ¢l ermnciado del Lema anterior. Obviamente A\, es suave en B? - {0F; como

A es constaule en tn entorno del origen, se sigue que A, es de hecho suave en
todo R”. m

Corolario 1.3.12 Sea M un manifold snave. Dados p € M oy un entorno
abicrto W\, © M, eriste una fimcidn suave \ « M o IR tal que \ (A ¢ (001,
Soporte(x) C W, y tol que x es constanle ¢ igual a1 en un cierto entorno de p
incluido en W,

Demostracidén. Sea (U, ¢) una carlaon M cou p € {7, Como ¢ ({/ 1 1F,) es un
abicrto de R™ que conticoe a ¢ (p), existe r > 0wl que B, (p () ¢ ¢ (11, 0717,
donde recordemos que B(g (p)) denota la hola cerracda de contro (p) y radio
7. Definamos

a(x) = ? (= (p),

para tado = e R™ Ealonces,

bala cerrada de centro en el origen y radio 2 ¥ por tanlo
o (UMW) = a (i (U A111,)) 5 Ta(0),

Sea A, una [uvcidn como en ¢l Corolario anterior. Delinhinos 0 M - R
haciendn

N e (@), ael,
y () = { 0 | el
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Como Ba(0) < @y (U W), la bola abierta B (0). cle ventro en el origen v radio
1, s un entorno abierto de 2 (p) = 0 conteuido e, (UKW Como

. B SIS § 7 A T
A, UnW, —w (U0117)
es un homeornorfismo entre abiertos, se signe que », ' (13, (0)) es un entorno
abierto de p incluido en U 71 W, Por tanto la Tuncion y es constante, e 1eual a
f ) A :
Len ol (B, (0)) y obviamente y (M) < [0, 1]. Para completar Y demostracion.
L BN ) (L, |
verifiquemos que Soporte(y} < W, v que y ex snave, Como D9(0) es win sub-
conjunto compacto de ¢ (U7 W) se sipue que g ! (13,10)) s un subconjumo
- 1A N - 1= . . 1
compacto de UMW, Obyviamente, x es idénticamente coro fueracde 7 (B2(0)).
Como M es Hausdorf, @7 ! {B2(0)) es cerrado v por tauto:
e 21U AN

Soporte(y) ¢ ¢, (B(0)) C UnW, ¢ W,

La restriccion de y a U es suave, ya que caoincide con A, @ . Por otro lado.
para cualquier punto gque no esté en {7 existe un entorno abierto incluido en el
complemento del soporte de ) (ya que ¢l soporte de y esta en U), y por tanto
x es idénticamente cero en este abicerto. Esto muestra que y es snave. W

El lewna siguiente cs el ingredicnte esencial en la dewoseracion de la existencia
de una particién de la unidad subordinada a un enbriniento abierto arbitrario.

Lema 1.3.13 Sea M un manifold suave y sea M = | o, U un cubraniento

abierto de M. Entonces existe wna farnilia {7,!}} de aplicoriones svaves 1y, :
e 4 o

Jed
M — R las cuales satisfacen las siguientes propredades

Loy, (p) 20, para tode p € M y todo j€ J

doopara todo j € J. eriste i ¢ [ fal que Soporfe(ny VU,

<o

. La famalia {Sopm“tv(’/;}]} es localinente finita cn Al

Jed
4. Zje.f 15 (p) >0, para todo p € M.

Demostracién. Sca M = J -, N, una cubrimiento por coupactos para M

el cual satisface que A, C K° |, para todo n > 1. Definamos K, = . para

n < 0. Para todo entero #, ¢l conjunto C,, = K, - N _ | ¢s compacto, va que

es igual a la interscecidn del compacto [{,, con el corrado ([\'f; l) . Como A es

Hausdorif, cada compacto 1, es cerrado. Vemnos que

.1[ = U (1\',, o I\Vu-' I) - U ('7”‘

n>l el
En efecto, dado p € A, si 1 > 1 y es ol menor entero tal que p € A, cutonees
e [\Yu - 1\—”——4 - C'w-

Intuitivamnente. los compactos /4, pueden ser visualizados como una secuencia
creciente de discos concéntricos que cubren a Al v los compactos €, serian
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Ky — it K,

-\\.
\\ -
‘ Ky
, A ™ . Ky
< f %
T )

Figure 1.1: Anillos cerrados.

entonees los anillos cerrados entre cada par de discos consecnrivos. Veatuos ahora
como cubrir cada anillo ¢, con un nnnero finito de soportes de funciones suaves
7, donde estas funciones se escogen de modo que sus soportes inrersecten solo
un unero finito de auillos C,, y por consiguiente estén contenidos en alguio
de los U, del cubrimiento dado. Sca n > 1 un entero vy sea p ¢ €. Como
M = J;¢; U es un cubrimiento. existe i € [ tal que p € Uy, El conjunto

Ko I .U,
es un entornoe abierto de p. vy por el Corolario anterior. existe mra aplicacion
suave )y, oy 0 Mo— Rotal que gy, (M) 00Ty
N " . N -0 - - =~ 7
Soporte(n, 4 C N NN, 0l

y la cual satisface que 7, ., es igual a 1 en un entorno abierto Vi, .y de p.
Obtenemos asi, para cada n > 1, un cubrimicnto abierto C, C Ure‘(' Vi del
conpacto Y. Este cubrimiento posee cntouces un subcubriniento finito y por
tanto existe un subconjunto fimito £, de C), tal que

C’!I - U:r{EF ‘/l’”,.l")'

1

Esto muestra que existe una famnilia {‘1)} }j -, de-aplivaciones suaves i 0 Al — R,
. . .

donde J es el coujunto
J=A{m,x):n>1lec F,}.

Por coustruceion, »; (M) C 0, 1], para todo j € J. Ademas, para todo j ¢ J

existe ¢ € [ tal que Soporte(y ) < U, lo cual demuestra las propiedades T v 2.
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Mostremos ahora que la familia {Soporte(s, )} ey O localmente linita en M.
Seape Mysean>1lconpe K,, - N,,_|. Entonces pe No  ypd Ny v
por tanto K |~ K, es un entorno abierto de p. Afirmamos que A N, o
intersecta a Soporte(s;) en un wiero finito de mdices j ¢ /. Sea j © . ral
que Soporte(uj).’“‘ Kj 1~ I, sea no vacio v sea j = (e, q) ¢ Joconne > Ly
g € Fi,. Luego Soporte(n;) estd contenido en IV, | (A7, v por tanto

(Afig,l—f(,ﬂ)m( o AN ) -

in—=1
Ko NKo 0K i KS . # W

?‘Jvl

El hecho de que Ko VIG5 # W olmplica w4 1 > e 200 Similarmente

Koy VT #F Wimplica i+ 1 >0 — 10 Luego o= 1 <o <o |20 Esto

muestra que

“HL

2

{j e (Kﬂwl =N, N Soporte(r;) £ M} - U bt x I,

N by |

y de aqui que Soporte(n; ) intersecte a N | — A 50lo cuun munero finito de
fndices 7 ¢ J. Esto completa la demostracion de la Propiedad 3. Fiualmente,
probemos la propiedad 4. Cowo cada funcion 7, es no negativa, es suficiente
veriﬁcar que para todo p € M existe j € J cou sy, (p) > 0. Sea > | tal que
€ Cp. Luego p & Vi, € I, y por tauto (n,q) = 7 ¢ J vy cn
consecuencia 7, (p) = 1. m
l-ma,lmonto, estamos en condiciones de probar el teoreuia contral de esta

para algiin q

seceion.

Teorema 1.3.14 Sea M un manifold suave. Dado wn cubronicnte abrerto Af =
Uie; Ui de M podemos encontrar una particion de la unidad subordinadae o cste
cubrimicnto.

Demostracion. Sca {’r ; } ¢ familia de aplicaciones como en el Lema ante-
rior. Para cada j € J esc 0]611103 t=o(y) € 1 detal forma que Soporte(y ;) € U;
y denotemos por o 1 J — [ a esta funcion de escogencia. Para cada 7« I odehi-
& cowno

namnos x; : M -

donde %; =0, si 7! (i) = V. Como la fawilia {Soporte(y, )} Lo o8 local-
= i)

mente finita, se sigue del primer lema de esta seceidn que g, o8 suave. Notenios

también que X; es wna [uncidn no negativa, ya que cada 17, es no uegativa.

Ahora, para todo ¢ € [ se da |a inclusion

fpeM:x, ) #0}C U ‘301)0“(‘(

JET

iga

Usando nuevaineute el hecho de que la familia {S()p(n‘to(‘:“ o Gy O local-
p ed

mente finita, y teniendo en cuenta que la wuion de una famiba localmente finita
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de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado. concluimos que U/_M oportel{n )
os un conjuito cerracdo. Lucgo

Horte( - o tolny ) o [T
Soporte(x,) < U soporte(n, ) < U,
€0 (1)
Veamos que la familia {Soporte(y;)},., es localimente finita. Sea p € A un
punto. Como la familia {Soporte(nj )}y , es localiente finita, existe un abierto
U en M que coutiene a p y que intersecta a Suporl'e( );) s6lo en un nuero

finito de indices j € J. Si 4 € [ es tal que UniSoporte(y;) # ¥, entonces
UnSoporte(sy, ) # ¢, para algin j € o~ (i), En otras palabras, si {7 intersecta

a Soporte(x;) es porque ¢ = a(j), para algin 5 € J, tal que 7 intersecta a
Soporte(s);). Es decir.

{i e I:0UnSoporte(x,) #0} ¢ o ({7 € J: U nNSoporte( oF £ 0.
Eso muestra que {¢ € I: U NSoporte(x;) # @} es un conjuuto luuln y por tauto

la familia {Soporte(x;)};
esta seccion que la funcién

PR localmeul.(r tinita. Se signe del pruner Lenia de

=D\

red
es suave, Ademads, x es una funcidn positiva. En efecto. como cada funcion
i 08 no negativa, es suficiente mostrar que para todo p € M existe ¢« 1 tal
que X, (p) > 0.Pero sabemos que existe j € J tal que i, (pj > 0,y por tauto
X (p) > (J, sti=a(4). Sca

o
s

A T

>

todo i ¢ [y Soporte(x;) =Soporte(x,). Lucgo la fauilia {Soporte(x,)};
localimente finita y Soporte(x,) C Us, paratodos € 1. Obviamente 3 . x; = 1,
y como cada funeién y; es no negativa x; (M) < [0, 1], para todo i € 7, lo cual
coucluye la demostracion del teorema. m

Recordemos que el Lema de Urisohn afirma que si X os un espacio topologico

para todo ¢ € [. Emtonces, y, : M — R cs una funcidi no negativa para
o8

normal v 81 FLG < X sou cerrados digjuntos, existe una funicion continua y
X — 0.1 tal que x (@) = 1. para todo v € Fy x () = 0 para (odo + ¢ G
A continuacidn, dejainos como cjercicio al lector dar ana demostracion de una
version suave de este lema.

Ejercicio 1.3.15 Sea M un manifold suave y scan F. .G < AL corrados disjun-
tos. Dermwuestre que existe una funcidn suave x : M — R la cual satisface que

x(M)c i, x{p) =1, pwatodo pe F y x (p) = 1), para todo pe (.

Recordemos que el Teorema de Tietze alirma que 51.X s un espacio topolagico
wormal v £ C X es un subconjunto cerrado cutonces toda aplicacion contiuua
f: F — R admite una extension coutinua a todo el espacio X.

Ejercicio 1.3.16 Sea M un manifold suave 1y sea f : 7 — R” wna funcion
suave definide en un abierto U < M. FEntounces pura todo corrado Foen M

contenedo en U existe una funcidn g+ M — R tal que gl = f]

r
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1.4 Sheaves y espacios anillados

1.4.1 Introduccién

La teoria de sheaves fue desarrollada en la docada de Jos cuarcuta por 11, Cartan,
on andlisis complejo, (siguiendo los trabajos de Oka v del mismo H. Carcan) v
por J. Leray, en Topologia. Esta teorfa os una herramienta fundamental para la
descripcion y comprension de fendmenos globales definidos a partir de una data
local. Esta teoria propuorciona un lenguaje commn cn el cual es posible desarrollar
de una manera unificada gran parte de los conceptos clasicos de la Topologia
v la Geometria Diferencial, como se mostrara on los capitulos siguientes. Es
ademds la herramicnta fundamental que perinite extender una gran parte de
las nociones cldgicas, tales como la nocion de manifold real o complejo, la de
tibrado vectorial, seceidn de un tibrado, ete. a categorias mds amplias tales como
la categ
sheaves juega ademss un papel fundamental e el desarrollo de lamoderna teoria
de cohiomologia, definida como functores derivados a derecha del functor * tomar
scceiones globales de unia sheat ™. v en la enal la feoria clasica corresponde a la

oria de variedades algebraicas o la categoria de esqueimas. La teorfa de

cohomologia con coefictentes en la sheat de funeion localineute constantes con
valores en un anillo comnutativo.

1.4.2 Preliminares (limites directos)

Definicién 1.4.1 Un conjunto divigido, 1. es wn conjunto dolado de an orden
parciel <7 con e propredad de guc pora cada par de fndices g o< 1L erisie
kel coni<kyy<k Sea R un andlo commutativo con elemento identadad
y sea LM, 2 i € T une fomilia de R-modulos, indizade por [ Swupougamaos gue
para cualquier ¢,7 € L con i < J, ewiste un R-lhomomorfismo fii 0 M, - M, el
cuul satisface las siwguicnies dos condiciones.

1. f.. es el mapeo identidad on M;.
2. Para o, <k se tiene que fi, = fijo fi.

Un conjunto de mddulos y R—homomorfisinos (M, [, }i e que satusfegu 1

y 2 se lemard wn sistelna dingido.

Sobre laanicn disjunta | M, definiuos la siguionte relacion de equivalencia:
iel
dos elementos v; € M; vy v, € M; son equivalentes siy solo st existe un fndice &
P .y . “ . . P
i, ) < ktal que fi; (v) = fi, {2,). El conjunto de clases de equivalencias que
denotareimos por

J,i_lg:’wi = { ’;i Ty € AL_L

<8 perdida de penceralidad podemos suponer gque Tos A/, son digjuntos: w1 no Daese asi
ES 1 / )
yodriamos reciiplazar al coujunmio Af, por AL < [i} v dotar esta “tneva copia” de exaciamente
g8 1 R
la misima estructura de B=-modulo de A/,
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ticne estructura natural de R-mddilo, donde la accion de R esta definida como
rou] =l v st (v, [us] € lim M, susmina esta definida como

o]+ [vg] = [ () + fiy (05)]

donde & € I, cs cualquier indice tal que . j < k. Es facil verificar que estas op-
craciones estd bien definidas y dotan a llil} M, de estructura de R-modulo. El R-
médulo lim M; se denomina cl limate directo del sistema divigido { M, f,, b ey

Para cada M; hay un homomorfismo natural de R—modulos f, : M Tud,

definido como f;(v;} = [v;]. Claramente, estos homomorfismos satisfacen que
J 1
fi o fji = fio El limite directo {lundf;, fi} es un objeto universal (y por tanto
univocamente determinado) el cual satisface la siguicnte propiedad universal,
Dado un R-médulo Wy una faniba de R-lhomowortismos o, @ M, — W
los cuales satisfacen que h, o ;5 = fi,, para todo 7 < j, existe un mmico f3-
1 J J 1 .
homomortfismo A : imAM; — W tal que f, == o f;, para todo 1.
~—5

Ejercicio 1.4.2 Demuestre que {lunM;, 1i} satisface la propicdaed wniversal enun-
ciada en el parrafo anterior.

Un rporfisro entre sistemas dirigidos, {A; ajitiser v {850,001, 07 {sobre ol
mismo conjunto indizante /) es una coleccion de R-lLomomorfsmos f; 0 A; —
B, los cuales hacen conmutar cl diagrama siguiente

I
4, -5 B

1 ay [
h,
4, B

. . ) . L. S 9. R
Una secuencia de sistemnas dirigidos A, = B, = C, se llama exacte, si la corpe-

spoudiente secuencia de R—modulos es exacta para cada 2.

. e a . . S g . .
Proposicién 1.4.3 57 A; = B; & C; es una secuencia exacta de sistemas
dirigidos de R-mddulos, entonces

hmd; o limB, 25 e, - 0
— — —

también es exacta.
Demostracién. La demostracion se deja comeo cjercicio al lector. m

Ejemplo 1.4.4 Suponganos que N = {N;},e1 ¢s una coleccion de submddulos
de un R—mddulo M la cual satisface que dados N; y Nj en N eziste Ny, e la
coleccidn, tal que Ny, N; C Ni. Dolemos a I del orden purceial 1 < j, st Ny © N,
La condicidon anterior implica que I es dirigido. 511 < j definamos 7, : N; —
Nj como la inclusion de Ny en Nj. Claramente {Ni.7,itic; es un conjunto
dirtgido. Al ltmite directo de este conjunto se le denomina la unidn divecte de
los submodulos N, y puede identificarse naturalmente con un submddulo de M
que contiene a todos los N;.
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Ejemplo 1.4.5 Sca X wun cspacio topoldgico y p € X un punto.  Dotemos
al congunto de todos los entornos abiertos de p, I, de la relacion de orden
parcial U <V stV < UL Claramente £, con esta retacion de orden parcial es

un conjunto dirigido. Sea {CO(UY, pyyr e, el conjunto divgudo donde cada
CUUY denota el conjunto de funciones continuas en Uy si U <V

P CUUY )

Fe fh

denota el mapeo restriccion que a ceda f € COUUY Lo astgna s restriceron a V.
Al limite divecto Cg = @}UE,&,CU(U) se le denomna el coyqunto de gérmenes de
funciones continuas en el punto p, y a la clase de cada f ¢ CO(U) se le denonvina
el germen de la funcion f en p. Notemos gque dos clases de equivalencia [f] — gl
, donde f € COU) y g € COV) son iguales si y solo st caiste wi entorno abierto
de p, W C UNDV tal que flu = gl

Ejercicio 1.4.6 Dectrnos que f, es coro en p si f(p) = O. para i vepresentante
GUC [y i SR i 1
cualquiera del germen f,. Muestre que esta nocion estd been defimda y que

m, = {f,: f(p) =0},

el conyunto de todos aquellos gérmenes de funcrones continuas que se anulon en

p es un ideal marunal de CY

de C v wor tanto este audlo os local.
p ¥

. Muestre que este wdeal es el dnico vdeal marunal

Sugerencia: demmestre que todo elewento f, que no e anule e p s eyt
ible.

Con estos preliminares introduzcanos aliora el concepto de sheaf v presheal.

Definicion 1.4.7 Sea X wun espucio topoldgico. Una presheal Fode grupos
abelianos sobre X consiste de la siguiente data.

1. Para todo abierto U C X, un grapo abeliono F (U)

2. Pura todo inclusion V' C U de abiertos de X, un homomorfisuo de grupos
abelianos py 0 F(U) — FA(V), que satisface las siguicntes condiciones.

T

o F W) = O,pyy es el mapeo adentidad F{U) — FUY, pure caclquier
abierto U

o St W CV U son tres abiertos, entonees pyy — puy© ey

Los elementos de 7 (U) son Uamados secciones de F sobre U Jos elementos
de F (X) son lamados seccrones globales. Llamaremos a los homomortismos
vy homomonrfismos vestricedn y escribiremos s en Ingar de o pygp{s) sl
s € F(U). Es comin denotar a F(U) por T{U, F).

5i cada 7 (U} tiene una estructura adicional, por cjemplo de anillo, algebra,
maodulo, espacio vectorial, ete., v cada py-; o5 un morfisimo en la corresponcliente
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catogoria, divenios que JFes una presheal de anillos, algebras, maduloes. espacios
vectoriales, ote.

En ol lenguaje de categoriag, podemos frasear fa definicion como sigue.
Para cualquier espacio topoldgico, definamos la categoria Top (X). cuyos ol-
jetos son los conjuntos abiertos de X v los morfisinos son los mapeos inelnsion.
Una presheaf de grupos abelianos es un functor contravarante de la categorie
Top (X ) « la categoria Ab de grupos ebclivnos. 1 forua mas general, se puede
definir una presheaf con valores en una categoria € sustituvenda a cada F (U
por un objeto de € vy a cada py,; por un morfisimo de €.

Una sheaf es, a grandes rasgos, una presheal cuvas secciones estan determi-
nadas en forma univoca por sus restriceiones locales.

Definicién 1.4.8 Una presheaf F sobre un espacio topoligiee X s una shoal
st para cualquier abierto U C Xy para cualquicr cubrimicnto alierto U = U,
de [/ se sutisface la siguiente condicion.

St 5, € F(UL) es una coleccidn de secciones tol que ks'u],/,“n[/,d S o
para todo U, y Ug. entonces eriste una dnica s € F(U) tal que 5, = 3|y, para
cada U,.

F1 otras palabras, si las secciones locales sobre los conjuutos U, coineiden en
las intersecciones, podemos encoutrar una dnica seccién global sobre 7 cuyas
restricciones son las secciounes dadas.  Obsérvese que la coudicion anterior os
cquivalente a decir que la siguiente sccuencia s exacta

0 — () L [#FWa) - T # WarU) (1.9)
a (v, 4y
donde
NN ! 3
fls)=T] Ay o g sa | = 1 I\s Ui, S ”“:,”“)

e & (0.4}

Ejemplo 1.4.9 Sea R un anillo conmutativo y X wn espacio topoldgico. Para
cada abierto U C X F(U) es el unillo de las funciones de IJ en R, con la suma
y multiplicacidn uwsual de funciones. Ahore, si V C U, fomamos py-py como lu
restriceidn usual de funciones, de U a V. Se we inmediatamente que F es ana
sheaf de anillos sobre X .

Ejemplo 1.4.10 En ¢l ¢cjemplo anterwr podemios tomar a I8 como el cunmpo
de los nitmeros veales o de los nadmeros complejos i o F (U} como ol conjunto
de todas las funciones continuas, con la restriceon wsual de funcroncs, s faeit
ver que, yo que lo continuidad ¢s una propredad local, & es wna sheaf de anild-
los sobre X. Esta sheaf se denotard por C$. Sindlarmente, st X es R" (o en
general, cualguier manifold suave) y tomamos F (U) como el congunto de todas
las funciones suaves con calores reales o conplejos, se obtiene otra sheal que se
denota usualmente por C™. 51 los valoves son reales y por C2 . si son comnple-
jos. Ast mismo, las funciones holomorfes [(con la restriecidn asual) definidas
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en abiertos de un manifold complejo son wna sheaf, o las fonciones regulures
sobre una variedad o un esquerna. Otros objetos que ocurien naturalmente en
geometria y topologia pueden verse como seccrones de ciertas sheaves, como por
ejemplo las secciones de un fibrado vectorial o las formas diferenciales sobre
abierto de un manifold, como sc verd en el capitulo terecro.

Ejemplo 1.4.11 Si en el Ejemplo £.4. 1) s¢ toma F(UY como ol conjunio de
todas las funciones acotudas, entonces F uwo es wne sheaf de ainllos. Los arontas
de presheaf se satisfucen pero no lo condicion de sheaf: por cjermplo, sca U7 — R
y Uy = {p € R?: [p| < n}. Definamos s, : U, — R como s, (p) = |pl. La
dnice funcidn s cuyas restricciones a cada U, coincide con s, serfa la funcion

s(p) = 1ipl°, para todo p € R, pere daramente ésta funcion no es veolada.

Ejemplo 1.4.12 Sea X un espacio topoldyico y G un grupo abelana no frivial.
Sea Gy la presheaf sobre X de funciones constantes defineda por Gy (U) = G.
para todo W £ U C X y Gy (W) = {0}, con mapros restraceion pyy: = Tde, s
WV CUyppy =0, 8V =0 Supongamos que X contione un conjunto
abierto disconexo U represeniado como la unidn disjunta de conguntos abierfos:
U=UiUUs, conlUy NUy =W Sean a,.ay € G dos clementos distintos g s, =
ay €EGy (U =G, 59 = ax € Gy (L) = G La condicion Sl = 92l
se satisfuce trivialmente ya que Uy OV Uy = D0 pero, como ay 7 as. no ersle
s€ Gy (U) =G tal que siy: — 5y sl = s,

ST G (U) se reemplaza :pm‘ el conjunto de funcrones localmente constantes
en U, con valores en (. se obticne en su lwgar wno sheaf de funciones que.
abusando de la netacidn, denoturemos tambicn por G.

Los elementos de F(U) pueden peusarse en forma intuitiva cowo funciones
en U que satisfacen una cierta propiedad de cardcter local, como por ejewplo,
la continuidad, la diferenciabilidad, la propicdad de ser localmente constaute,
etc. Es necesario advertir, st embargo, que no todas las sheaves que aparecen
naturalimente en Geometria Algebruica son sheaves de Tunciones, anngue, como
se vera mds adelante, toda sheaf resulta ser isomorfa a nna cierta sheal de
funciones. donde Ia restriceion es la usual.

Ejercicio 1.4.13 Dernuestre que la presheaf C‘({v de funciones conlinuas real
valuadas es una sheaf.

De cada presheal puede construirse en forma canonica nna sheaf, Para ello
necesitamos mroductr la nocidn de stel/b de una presheat” en an punto.

Definicion 1.4.14 Sce F wna presheaf sobre Xy sea p o Xo Sobrve la wnidn
disjunta | F(U) definimos la siguiente relacion de cquivalencio: s € F (U,
pell
t € F(V) son equivalentes si y solo si caiste un endorno abrerto de p. W NV
Lal que s = tlu. Lo clase de equivalencia de s se denotard por s, S¢
tal ¢ W tw- Lo ol le eq l ( fenotard por s, Yy
entomiriard el gerinen de s en p. [ congunto F, de clases de equyvalencia lo
denomi { genimen d vp. Al conyunto F, de ol de equvalencia |
lHamuremos el stalk de la presheaf F oen p.
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Para todo p € U, existe un mapeo restriceion p ., + F (U - F, que envia
cada seccidn s en su germen s, Para cada punto poen X o stalk F, tiene

pli

estructura natural de grupo abeliano de tal manera que el mapeo ppr es un
howomorfisino de grupos abelianos para cada entorno U de p. Para definir 1a
adicion, tomemnos dos clases s, v ¢, en Fpcon s € F(U) y t € F (V). Sea Y un
cutorno de p contenido en U NV, Definimos la suma s, + ¢, de s, y £, como la
clasc en Fy, de ppyys (5) + pyy (£). Es claro que la definicion os independiente
de log representantes s € 7(U) y t € F (V) y de las clases s, v 1. asi como del
cntorno W,

Como vimoes en el Ejemplo 1.4.5, s F es una presheaf sohre X v sip ¢ X la
restriceion de F a los entornos de p forman un sistema divigido {F(U) . oy 101,
donde ¢l stalk F,, de la preshieal’ F en ef punto p € X eos ol linite divecto de los
conjuntos F (U7)

Fyp =

Si F es una sheaf, una seccion s ¢ F (7)) de JF sobre U esta completamente
determinada por sus imdgencs en los stalks 7, para todo p € U, Bs decir,

s =t sty sélo st gy, =1, para todo p ¢ U, Esto se sigue inmediatanente de la
definicion de sheaf. En efecto, si s, = 1, para todo p € UL entonces para cada

p existe un entorno Uy, de p en U tal que SL’»’;, =t o ¥ como olviamente los
entoruos U, cubren a U se sigue que 5 =t cn F (U). 1

En la categoria de las presheaves sobre un espacio X la nocion e mortisimo
es la siguicnte.

Definicion 1.4.15 5i F y G son presheaves sobre X, wn morfismo ¢ 0 F — @G
consiste de un hormomorfismo de grupos abelianos oy @ F(U) — G(U) pura
cada abierto U. tel que para toda mclusion V. C U, el diagrama siguionte

@

FU)y g
Py, i ‘:""\ [E)

FV) )

7

(1.10)

conmuta, donde  pyrx Y pypg son los homomorfisinos restriccion de Foy
G. respectivamente. Si F oy G son sheaves, ¢ es un morfisime si lo cs como
maorfisime de presheaves. Si F g G son sheaves de anilos, dlgebras, cspacios
vectortales, ete., ¢ ae denoming un movfisine de sheaves de anillos. dlgebias.
espacios vectoriales, ete., st gy, es un morfisino en lo calegoria correspondiente.
£l mnapeo @ se denoming un isomorfismo s7 egiste un morfisimo ¢ 0 G FL
mwerso a tzquierda y a derecha.

51 F vy G son preshieaves sobre X, ¢l conjunto de morfisinos de presheaves de
F en G se denotard por Homy (F,G). Si G s una sheaf de grupos abelianos,
Homy (F,G) es también un grupo abeliano cou la operacién natural (@ +4); =
v+ Uy, Ademds. los morfisinos pueden componerse en forma natnral, v s
facil ver que esta composicion es asociativa. Lo anterior nos mestra que las
presheaves (respectivamente sheaves) sobre X forman a su vez una categoria.
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Proposicién 1.4.16 Un morfisme de presheaves ¢ @ F — G widuce en forma
natural un morfisino sobre los stalks ,, : Fy, — G, para cadap € X

Demostracién. Para cadap € X definimos ¢, : F, — G, la funcion que envia
cada germen s, en Fy, en el germen (yy; (2)),,. donde s es cualquier representate
de s, en un abierto U que coufiene ap. Notemos que £, estad bien detinido. pres
st sy € F (U y s9 € F(Uy) tienen el misino germen en g, entonees, por defuri-
cion. existe V< /) N U, tal que s
v por ser ¢ un morfismo de sheaves, o (s1)i, — v, (,,~'2)|‘,. Por lo tanto

cu, (6 b= e, (.5-3),) y claramente su nnagen 1o depende del representanee. Se
ve en forma inmediata que @, es un howmomortisio. m

Ejercicio 1.4.17 Demuestre que todo morfismo de sheaves p 0 F — G estd
determinaedo por los morfismos widucidos sobre los stalks, os decir, si g, ¢ son
motfismos de sheaves tales que p, = v, para cada p < X enfonces

Definicion 1.4.18 Una subsheal de wna sheef F s una sheaf Fotol que para
todo abierto U ¢ X, F{U) es un subgrupo de F(U), y los wapeos restriceidn
de la sheaf 7' son inducidos por los mapeos restriceion de F. Se sique de la
definicidn que para todo punto p, el stalk };’J es un subgrupo de F,.

Sea ¢ : F — G un morfismo de presheaves. Se define la presheat kernel de .
la presheaf cokernel de @, y lo preshcat inagen de p como las presheaves que a
cada abierto U le asignan los grupos U v ker ;. U v vokergg,, g U = Iy,
respectivamente.

Proposicion 1.4.19 Sea ¢ @ F — G un morfismo de sheaves.  La presheaf
kernel de ¢ es una subsheaf de F.

Demostracion. Sea U = [ U, un cubriimiento abierto de 8. Considereines ol
siguiente diagrama coumntativo

ker W ' F AN g
! ! |
ker e F)) i G(U,)
; ! !

e . o
ker “)‘/J[)v,,r“‘f;g [ f(([n i ("f:/‘i) ey (/ ((/,rfl n l“

donde las lineas verticales deniotai los mapeos restriceién correspoudientes. Sean
5. € keryy, tales que s,
s € F{U) tal que s, = s
cm Sl o ) o e N — ™ H . a ahoaf o 1ene N
se sigue que ¢ (8} = @, (54) = 0. Como G es una sheaf, se tiene que

' R T~ N . Jveof oviv
Uty = 580,00, Como F es una sheaf existe

- Ademds, de la conmutatividad del diagrama

a ver que si s € kerg, © F(U) es t o s, =0¢kery,;, < F(U )
basta ver que e kergy,, © F(U) es tal que s 0¢ kerpy, < F (U]
entonces s = 0. Pero esto es claro ya que JF es una sheaf. m

Proposicion 1.4.20 En general las presheaoes cokernel ¢ finagen no son sheques.
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Ejemplo 1.4.21 Se« X =C* =T — {0} el plano complego nienos el origen y
sean Oy la sheaf de gérmenes de funciones holomorfas sobre X, y Oy la sheaf
de gormenes de funciones holomorfes que no se anulan en rangian punto de X,
Svexp: Oy — OF es clmorfisine “exponencial” definido por

expp: fooexp(2mif). f e Oy (U),

entonces la presheaf dada por U v lin (expy ) no es sheaf. En efeclo, si

U = C-{excR:e<0},
U, = C—{reR:r>0}.

y hacemos fi(z) = 2 en Ur. fa(2) = 2 en Uy entonces fi € Tu(exp, ) ya gie
Uy, Uy son simplemente coneros, y en consecuencia puede defivirse en cadd uno
de estos abiertos una rama de la funcion logaritino y por consiguiente funciones
¢ € Ox(Us), definidas como g; = 2—71” log(z), las cuales satisfecen exp(y;) = f;
en U;. Pero no existe f ¢ Iin (eprluyg) con fly; = fi (i = 1,2) ya que wna de
tales funciones serta un logaritmo en X | que, como se deinwestra en los cursos
elernentales de andlisis complejo, wo puede ser definido en C*,

La proposicién siguiente nos muestra que de toda presheaf poede construirse
en forma candnica una sheaf asociada.

Proposicion 1.4.22 Dada una presheaf F. eviste una sheaf F+ oy wun morfisuo
G F - Ft, tal que para cuclquier sheaf G y cuulquicr morfisio o 2 F » @,
existe un dnico morfismo @7 Ft - G tal que ¢ = ot o). Por tanto ¢l par
(F*.8) es dnico, salvo isomorfismos. T+ ¢s Hamada le sheafificacion de o
presheaf F.

Demostracién. Comenceinos por coustruir a #7. Para cada abicrio U ¢ X

sea F (U7 el conjunto de todas las funciones s de U a la nnion disjuntac [ F,
peld

de los stalks de 7 sobre los puntos de U, tales que

i paracadap e U, s(p) € Fp.

il para cada p € U, existe un entorno V de p, contenicdo en U7, y mn eleuwento
te F(V), tal que para todo ¢ € V. ol gerinen 1, de t en g s igual a s (g).

Puede verificarse directamente que 7 con las restriceiones naturales es uua
sheaf. Si 8 : F — F7 es el morfisino definido por 8;:(1) os la funcidn que en p
toma el valor t (p) = t,, entonces claramoente 6, (t) € F1 (7). Es [dcil ver que
f es un worfismo de presheaves. Veanos que se satisface la propiedad universal
descrita. Sea G una sheaf v o 1 7~ § un morfisino. Tomemos s € F* (7).
Por la condicidu b existe un cubrimicuto abierto 7 = [ JU, de U7y clementos

to € F{U,) tales que para todo p € U, (1,) = s(p). Si (t“;lp = {ts) pava
todo p € U, (10U se sigue que

22 |U“ AL,
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Luego

.

y por fanto

= Y, “’»47

[P T

Como G es una sheaf, por log axiomas de sheal, existe un inico w € {7 tal
que @y (to) = ul, . para cada U, Definamos o7 0 F5 o ¢ como o) (a) - 0.
Nétese que si p € U entonees (p € Un, para algtin cv)

‘

'Up = ( UEU” )p - "PL’.. (i(,\)p - 5‘01) ((f,,/\)]}) - *Fp {H {\p)) .

Por tanto la construccién de & no depende de la coleccion {U,,. s, } escogida:
si {U. 50, } es otra coleccion, uf, = p, (s (), para todo p ¢ Ul y asi ),
para todo p € U. Se sigue entonces que ©' — w en G (). Resta probar que si

s =40y (1), con t & F (U, entonces o (&) = vy, (1) Tomando {7 = U} como
cubritniento de {7, se tienc que

= Uy,

o (8) = \p,‘?l (s) =n=ul, =ul, =g () =v, ).

Es facil ver que @1 es duica, ya que coincide localimente con ». o
La sheaf F* puede interpretarse como la sheaf que “miejor aproxinia™ a la
presheaf F.

Definicién 1.4.23 &7 o : F — G es an morfisnio de sheaocs. deftnimos la
imagen de o como la sheafificacidn de fa presheaf inmagen de gy que denotarcinos
(abusando de la notacion) también como lm g, Defimimos el cokernel de o,
denotado coker ¢, como la sheafificacion de la presheaf cokernel de p.

Ejercicio 1.4.24 Demuestre usando la propredad vrversal de la sheafificacion
que existe una mapeo natwrol it I — G (donde { denota la inclusion de
la presheaf magen en G} el cual es snyectivo, y de esta forma Tin 2 puede

: . g ), y : « cy
identificarse como una subsheaf de G.

Definicidn 1.4.25 Dwemos que wie morfisino de stcaves @ @ F 4 4 es -
yectivo 51 ker = 0, y sobreyectivo #i4" : limwp — G e un wsomorfismo. Es
costurnbre escribir I = G cuando se quiere afirimar que ¢ es sobrejectivo.

Diremos que una secuencia de sheaves

N R
S L, T =1
es eracta si para cada i se da que kerg' = T 27

Lema 1.4.26 Sca w: F — G un morfisino de sheaves sobve X, Entonces paie
¥ .

cada punto p, (kerg), = kerg, e (hmp), = Imo,.



1.4, SHEAVES Y ESPACIOS ANILLADOS 47

Demostracidon. Ambas afirmaciones se siguen directamente del siguiente cém-
puto.
kerp, = lin (ker ) (U) = lingker g, = kery,,.

Sunilarnnente,

(I}, = lim (i) (U) = lim gy, = hug,,.

Proposicidon 1.4.27 Sea o : F — G un morfismo de sheaves sobre X En-
tonces las swgurentes afirmaciones son equivelentes,

1 p es inyectivo.
ii el napeo mducido sobre fos statks o s ingeclivo, pora todo pe X
iy, es inyectivo pare todo U.

Demostracién. (i) = (ii): Supongamos que ¢ s lnyectivo. Entonces ker g =
0. Por ¢l Lema 1.4.26 se tienc que kerg, = (kerp), = 0y por tanto o, s
iyectivo.

(if) = (iii): Supongamos que y,, es iuyectivo. Probemos que ¢, es inyectivo
para todo abierto U. Sea s € F (UV), y supongamos que ¢;; (s} € GU) es 0.
Entonces, para todo p € U, la iuagen o, (5)p de ¢ (8) en el stalk G, es 0.
Puesto que ¢, es inyectivo para cada p, se sigue que 5, = 0 cu JF, para cada
p € U. Por lo tanto, existe un entorno abierto W, de p, con W, < U, tal
que s|y, = 0. Ahora bien, U es cubierto por eutornos W, de cada uno de sus

r - - -
puitos, asi por los axiomas de sheaf, 5 es 0 sobre U. Luego o, es invectiva,

(iil) = (i): Supongamos que v, es lnyectivo para todo U. Entonees (kerg) (U7) —
ker 2, = 0 para todo U. Por tanto ker 2 = 0, y en consceucicla ¢ o8 myectivo.
|

Proposicion 1.4.28 Sea ¢ @ F — G un morfisine de sheaves sobre X En-
tonces @ es un isomorfismo si g solo st el mapeo anducido sobre los stalks ¢, s
un isomorfismo para todo p € X.

Demostracion. Si ¢ es un isomorfisno es claro que ¢, tunbicn lo es. Recip-
rocamente, supougamos que @, cs un isomorfismo para todo p < X, Para
probar que ¢ es un isomorfisimo, basta probar que ;@ F (I7) —» §{U) es un
lsomorfisnio para todo U7, puesto que podernos definir ¢l worfisio inverso ¢
culo Yy, = gﬁ[,-l, para cada U. De la Proposicidén 1.4.27. se sigue que g s
yectiva. Veanios que ,, es sobreyectiva. Para cada p e U, de la sobrevectivi-
dad de ¢, se sigue que dado 5 € G (U), existe un entorno V), < U de p tal que
2y, (1 (p)) = sly. - para algin ¢ (p) € F(V,). Sip,¢son dos puntos cnalesquicra,

s¢ tlewe que 't‘/(p)‘tﬁ,“.v,, y t(q)‘v,,m\/il son dos sccciones en F (V, M V), que sou

cuviadas por ¢ cn s Vnhy Por la inyectividad de o, cstas sceciones colueideu,
y del axioma de sheaf, s deduce entonces que existe una scecidon t < F () tal

v Fl — ) ST (A T e — ol N SO (O R
que tly. = t(p), para cada p. Ya que (M, = sl debe ser cierto que

pylt) =5 n
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Corolario 1.4.29 Una sccucncia F' 5 F = F" es eracta iy «dlo st pare

. . P i o,
cada p € X la comespondionte secuenciu sobre los stalks F/, =5 F, LT es
exacta.

Demostracion. Es consecucncia dirccta de la Proposicion 1.4.28. =

Proposicién 1.4.30 Sea ¢ : F — G un morfismo de sheaves sobre X Lo
stgutentes afirmaciones son equivalentes.

i ¢ es sobreyectivo.
il el mapeo inducido sobve los stalks w08 sobreyectivo. para tado p € X,

il para todo abierto U C X, y para todo s ¢ G{U), cawste un cabrimiento {0}
de U, y existen elementos t, « F(U,), tales que o () - sl o para
todo U,,.

Demostracion. (i) =+ (iij. suponganos que 2 es sobrevectivo,  lSntonces
Imyp = G. Por el Lema 1.4.26, se tiene que g, = (lm), = G,y por tanto
¥, es sobreyectivo.

(ii) = (iii). supongamos que y, cs sobreyectivo para todo p ¢ X, Sea
s € G(U). Para cada p € U, sca 5, € G, el germen de s en p. Cowo g, e
sobreyectiva, podemos cncontrar t, € F, tal que ¢, (£,]
i, esta representado por una seccidn t(p) en nna vecindad V, de po Eutonces
y-, son dos clementos de G (V,,), cuyo germen es el mismo {(pues

o
= §p- DUPOLEZAINOS (U

mas pequena, si fuera necesario, podenos suponer que o, (t(p)) = sl . Esto

| A f
proporciona un cubrimiento abicrto de Uy secciones 1 (p) € F (V) las cuales
satisfacen las condiciones requeridas en (iii).

(iii) = (ii) se sigue wnediatamente de las definiciones.

Veamos que (ii] = (1). Si se satisface (1), entonces ¥, 08 sobreyeetivo, v
por tanto tammbien lo es 27,
por la inclusion de la presheaf In1 g en G. Como ya sabemos que este mapeo o8
inyectivo, se sigue de la Proposicion 1.4.28 que i ox un isomorfisno.

donde i™ : huy — G os el wmapeo candnico mducido

El siguiente cjeinplo nos muestra que o puede ser sobreyectivo sin que 2 o
sea cn general. El mapeo ex)p es sobroyectivo, como se demuestra a continuacion,
y sin embargo, como se vio cn ol Ejemplo 1.4.21, we. 0 F(C*) — G(C*) no 1o exs,

Ejemplo 1.4.31 Sev X = C* = C— {0} ¢ sean Ox la sheaf de gérmcenes de
funciones holomorfas sobre X. y Oy la sheaf de gbrimenes de funciones holo-
morfas que no se anulan en ningin punto de X. Entonces la sigurenfc sceucncie
de sheaves

(624 )]

0 s 217 — Oy SN 0% — 0

cs exracta.
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Demostracién. El tnico punto no trivial es demostrar que el mortisimo de
sheaves exp : Oy —» 0% es sobreyectivo. Para cada punto p € X y para cada
Jp € OX . existe un entorno simplemente couexo U de p tal que f, es el germen
en p de una funcidn suave [ U — C*. Como f(z) # 0 para todo = ¢ U es
postble coustruir una funcién suave g : 7 — C tal que exp{y) ~ [ hasta definir

L[

glz) = wy

donde la integral se toma sobre cualquier camino v que wita a zg v = contenido
en U v wyg es cualquier complejo que satisfaga e*™'“v = ;. De aqui se sigue que
exp, (g,) = fp, donde g, € Ox p es cl germen de g en p,y por tanto exp, es
sobreyectivo. De la Proposicién 1.4.30 se sigue que exp cs sobreyectivo. m

Proposicion 1.4.32 Para cada U C X, el functor I'(U. =) que ve de lo cate-
goria de sheaves sobre X a lu categoria de grupos abelianos e¢s un functor eracto
o izquierda, es decir, 510 — F' — F — F es una sccuencia exncla de sheanes,
entonces 0 — T (U, F') —- T (UL FY — T (U, F") es una sccueneia exacta de
grupos.

Demostracion. Supongamos que la secuencia 0 - F' 50 F = F7 ox oxacta,
Por la Corolario 1.4.29. para cada p ¢ X se tiene que la secnencia

PR S T S A ] \
0= F, —Fy — 7 (111}
es exacta. Veamos que para cada 7 C X, la secucnucia
y P sy $r r o
0— I'(U,F) Z5ST{U,F)y =5 (U, 7 (1.12)

es oxacta. Sis € kergpy, entouces gy (5) = 0. Como ¢ cs iuyectivo, se sigue
e s = (). y en consecucncia oy, 08 myvectivo.
. ¥ C/ w
Como ;09 = (Wow), = 0y = 0, teneinos que hog,; C ker ;. Para
probar la otra inclusion, supongamos que s € T'{U, F) cs tal que ¢y, {s) = 0.
Para cada p € U, sea s, € F, el germen en p de s. Puesto que 1.11 ¢y exacta
bt P p 5 i 1
v, (8] = g (s), = 0p = 0, podemos encoutrar ¢, € F7), tal que @, (£,) = 5,
Suponganios que t, estd representado por uma seccidn ¢ {p) en un entorno V), de
Pong 1 P I I y. '
Lo Hp) L para cada p
,,

p. De aqui que exista una seccion t € I' (U, F) tal que ¢

v o (1) = s Asi que s € Iim g, v por tanto ker ¢, € Iy, Por consiguiente
1.12 es cxacta. o

Ejercicio 1.4.33 Demuestre que para cuclquier presheaf F sobre X ol 1nor-
fismo 8 1 F — F* induce un isomorfismo sobre los stalks 8,0 F, -» f‘l,';l .

St F es una sheaf en X, demuesirve que el morfistmo de presheaves 80 F =
F oes un isornorfismo.

Sea o1 F — G un morfismo de presheaves tal que @ F(U) = GIU) s
inyectivo para cade U. Demuestre que el mapeo inducido o : F* - G* sobre
las sheafificociones es inyectivo.
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Sea F' una subsheaf de la sheaf & Para cada abierto U delinamos H (U7 =
FU)Y/FU) ¥ pyrrae como los mapeos inducidos sobre ¢l cociente por los
homomortisimos  py; r. Denotemos por wg: « F (U) — H' (U7} al homomorfismo

candnico al coclente y por [s| a myy (s). para eada & € F(U). LEntouces. para
V o U se tiene que

"o T, RS I
e ([s]) = | P, F8)] = aleie
para cada [s] € H' (U). Claramente py. i,y estd bien definido: Sijsy] = sy

entouces s -2 € F(U); sesigne que (81 — w2)|, € F(V)yasi[s],-] = [aa]y ]
Por lo tanto {H'. py 3¢t s una presheaf de grupos abelianos. Detinimos la
sheaf cociente F/F' como la sheafificacion de la presheal U — ‘H' (/). Se sigue
inmediatamente de la definicién que para cada punto p, ol stalk (f/f")p es ol
cociente 77, /7). El mapeo natural 2 F — F/F" de F alasheal cociente /77
es sobreyvectivo y tieue kernel 7. De lo anferior se sigue que para cada subsheal
F— F existe una secuencia exacta

0 — F s F T FJF sl

- - . Jo P .
Reciprocamente, si 0 — F/ -5 F 5 F7 - (0 es una sceuencia exacta de sheaves,
podemos identificar a F' con la subsheal 7(F") de F v a F7 con el cociente
F/F: del ejercicio anterior se gigue que la secucncia

0 — FUY 28 F iy P F )

induce nu morfismo inyectivo 0 — F (U /5.,(F (U)) — F'(U) y por lo tanio
un morfismo myectivo de sheaves F/5(F'} — F7 de tal forma que el diagrama

0 — F s F o= F/F -0
: I |

.
0 ~— F —= F o F — 0
conmuta. Se sigue de aqui que F/HFY — F7 es un somortisino (hasta de-

mostrar esta tlthna condicion sobre los stallks).

1.4.3 Imagen directa de una sheaf

Sea f: X — Y una funcidon contimia de espacios topologicos. Para cnalguier
presheaf F sobre X, definimos la presheal imagen dvecta fuF sobre Y como
(L FV (V) = F (S (V)), para cada abierto V ¢ Y. Si W < V. entonces ¢l
homomorfisino restriceion

prowy—ovyF s F U = FTN)
imduce un homomorfisine restriceién (f.F) (V) — (f.F) (W)

Proposicion 1.4.34 Si F es una sheaf entonces también lo es f.F.
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Demostracién. Sea V = |V, un cubrimiento abierto de V' C Y. Entonces Ia
siguicute secuencia es exacta

O0—F( W) = T[FU V) — [ Fu v r s o).
o ()
donde los mapeos son como los definidos la Secuencia 1.9. Pero esia sccuencia
es por definicion
0 — (L) (V) — [ (AP v — J[ A vnvy
@ {n.d)

que es exacta, va que F es una sheaf. =
El stalk de f,F viene dado por

(fF)g = limr (£ 71 (V) (1.13)

donde el limite directo se toma sobre todos los conjuntos abiertos Vode ¥oque
contienen al punto q.

Notemos que f, es un functor de la categoria Sh{X) de sheaves sobre X, a
la categoria Sh(Y') de shicaves sobre Y.
Ejercicio 1.4.35 Demuestre que el functor f. es eracto a {zquierda, es decir,
510 - F o= F — F" — 0 es une secuencia eracta en Sh(X). enfonces

0 fLF — f.F — [LF7 es una secuencia exacta en Sh(Y).
Para cualquier sheof F sobre X, dernuestre que (Y, fLF) = I'(X, F).

1.4.4 Suma directa de sheaves
Sea {F;},.; una familia de sheaves sobre X. Sca

HUY= P F ()
el
la suma directa de los grupos F; {{7) v. para V' ¢ U. delinunos oy ;. como
SIUp 4 3
la sma de los howomorfismos restriceion py ;0 F (L) (V). Entonces
{H,cr‘{?} es una presheaf sobre X. Sea U ¢ X un abierto y U - [J7, un
cubriiniento abierto de U. Sca

(51|0)i§1 € b F(Us)

]
tal que
T U WU (Sfﬁ){g] = TNUn U, wéﬂ)iél ’
Entonces
""%‘(X‘U.nu,g = 3“,’%1!;“(—.5’;,

y por cousiguiente, existen seccioues (Unicas) s, € F; (U) tales que s, = 5./, .
Es claro que (s,), . ; es un clemento de @, £ (U) ¥ que (Sr) ey = o0, (80
Por lo tanto la preshoeal

U €p Fi )

ief

A

B o

o
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es una sheaf, lamada la sumae divecte de {F} 2, ¥ la cual se denotard por
EBzgt Fro Para cada J, existe una inclusion vatural 7, 0 7 > @, , 7, v una
proyeccion natural - € ., F, — F.

Ejercicio 1.4.36 Dernwestre que la sheaf @, ;£ es i coproducto en la cat-
egoria de sheaves. Es decir. dada una sheaf G y morfismos o, 2 F, > G, caste
, EB F,— G tal que o, o7, ).
Demuestre gue para cada ‘u C X existe wn mapeo nalral

(EB fL);{r 7 EB (fl},

1] el

un drico morfismo

que resulta ser wnyectivo pero que en general no es sobreyectivo,

Sila familia {F;}, ; es finita, la sheaf suma directa satisface la propiedad
universal de un producto en la categoria de sheaves, Es decir, dada una sheaf G
y una famnilia de morfisinos de sheaves @, : ¢+ F, existe un duico morfisuio de
sheaves p: G — @,.; 7, tal que ¢, = 7, o p. para todo 7 € 1.

1.4.5 B—-Sheaves

En wm gran miuero de situaciones se parte de una presheaf F odefinida sobre
una coleccion restringida B de abiertos de X,y se quicre construir eu foriua
candnica ma cierta sheat asociada a partir de esta data.

Sea B3 una coleccion de abiertos de X tales que para cada par {7 v Voen BB
stetnpre existe un W e B, W C U1, Por ejemplo, st B es wna base para los
ablertos de X, B satisface csta propiedad. Denoternos por B (X) la categoria
cuyos objetos son los abiertos de B y los worlismos son los mapeos inelusion.
Esta es una subcategoria de la categorfa Top (X). Una B-presheaf F de grupos
abehanos es un functor contravariante de la categoria B (X)) a la catogoria Ab
de grupos abelianos. En forma cexplicita, una B-sheaf consiste de una asignacion
U — F(U) para cada abierto U € B v restricciones py, 2 F(U) — F{V) para
cada par de abiertos U, V cn B tales que pyyy 0 oy = ,)W,,, s («" V. ¢ B

Como siempre que U7 y Voestén en B existe uwn W UV oen B, tiene
sentido definir el stalk de £, en cada p € X, cn la misma t()rnm como se hizo
cuaudeo coustruimos la sheafificacion de una presheaf, es decir, como clases de
equivalencia de elementos en [ JF(I/,) sobre todos los entornos de pque estén
en el conjunto 5. Esto nos perwmite definiv una sheaf asociada a £, sheafificando
a F de lzl 1111%111& forma como se hizo ateriormente, A esta s‘lw'lf la Ilaumrmu()s‘

se clenota,m (cll)llbdl]d() Ia 110ta(,1ou) |)01 .

Ejercicio 1.4.37 Sea X i cspacio topoldgico, sea X — | JU, wn cubrunmento
abierto de X, y suponga que pare cada o estd definada wia sheaf F,, sobre U,
y para cada o, 3 un isormorfisno

: fr\!p

W

tal que
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1. Para cada o, p,, = 1d

2. Para cada o, 8,7, @py = Pag0Pay en Ua NUzNU,. Demuestre que existe
una tnica sheaf F sobre X, e isomorfismos v, : F|; — Fo tales que
para cada o, B, Y3 = pag 0, en U, NU3.

1.4.6 Espacios Anillados

Muchas de las estructuras geométricas naturales cousideradas en Geometria
Diferencial o en Geometria Algebraica pucden ser descritas de manera conve-
niente como espacios topoldgicos equipados con una cierta “sheaf estructural”
la cual posee una estructura de anillo conmutativo con elemento identidad.

Definicién 1.4.38 Un espacio anillado es un par (X, Ox) que consiste de un
espacio topologico X y una sheaf de anillos conmutativos con elemento identidad
Ox sobre X.

Un morfismo de espacios anillados de (X, Ox) en (Y,Oy) es un par (f, *)
donde f: X =Y es una funcién continua y f*: Oy — f.Ox es un morfismo
de sheaves de anillos sobre Y, es decir, para cada abierto V C Y,

fv 1 Oy (V) — £,O0x(V)

es un homomorfismo de anillos.

Si
(£, /") (X, 0x) = (Y,Ov) v (9.9"):(Y,Or) = (Z,0z)

son morfismos de espacios anillados, la composicion (g,¢*) o ([, f*) es el par
que consiste de la funcion go [ : X — Z y del morfismo (go f)* = g. (f*) o yg",
es decir, el morfismo dado por la composicion
O g" n 4l -
z — [0y =57 0. fuOx = (g0 f), Ox

Definicién 1.4.39 Un espacio anillado (X,Ox) se dice un espacio anillado
local si para cada punto p € X, el stalk Ox , es un anillo local, es decir, un
anillo que posee un unice ideal mazimal.

Un morfismo de espacios anillados loceles es un morfismo de espacios anil-
lados, tal que pare cada punto p € X, el homomorfismo inducido de anillos
locales f} : Oy jiy — Ox.p es un homomorfismo local de anillos, es decir, la
imagen bajo f; del ideal maximal de Oy y;) estd contenida en el ideal maximal
de Ox p.

El homeomorfismo f) se define de la siguiente manera. El morfismo de
sheaves f* : Oy — f.Ox induce un homomorfismo de anillos [§ : Oy (V) —
Ox (f1 (L)) para cada abierto V en Y. Cuando V waria sobre todos los
entornos de f (p), f~ (V) varia sobre entornos de p y por tanto tiene sentido

definir un homomorfismo

Oy pp) = ImOy (V) — limOx (f' (V).
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Por la propiedad universal del limite directo, existe un wnico homomorfismo
natural de anillos imOx (f~1(V)) — Ox .

Un isomorfisrne de espacio anillados locales es un morfismo con inversa a
izquierda y derechia. En forma equivalente, un morfismo (f, f*) es un isomor-
fismo st y sdlo si [ es un homeomorfismo de espacios topoldgicos y f* es un
1somorfismo de sheaves de anillos. Dos espacios anillados se dicen isemorfos si
existe un isomorfismo entre ellos.

Ejemplo 1.4.40 Sea [ : X — Y wuna funcién continua entre espacios topoldgi-
cos. Para cada abierto V C Y definimos el mapeo pull-back C§, (V) — C% (f ! (V))
por g+ go f. Este mapeo induce un morfismo de sheaves f* : Cy. — [.C% y
por tanto un mapeo de espacios anillados (f, f*) 1 (X,C%) — (Y,CY).

Ejemplo 1.4.41 Similarmente, una funcién suave [ : M -» N entre manifolds
suaves, induce un morfismo de sheaves f* : CF¥ — f.Chy que corresponde al
pull-back de f: si V < N es un abierto, para cada g € C™(V), [*{y) =go f €
Cx(f~YV)). Por lo tanto f define un morfismo de espacios anillados (que,
como se verd en el Capttulo I1, es local) (f, f*): (M,C3) — (N.C¥).

Los ejemplos anteriores son casos particulares de la siguiente situacion gen-
eral. Supongamos que (X,Ox) y (Y, Oy) son cspacios anillados locales, y que
las slieaves Oy v Oy satisfacen las siguientes propiedades.

1. Ox y Oy son subsheaves de la sheaf de funciones real valuadas en X
(respectivamente en Y), y para cada par de abiertos U C X y V C Y,
tanto Ox (U) como Oy (V) contienen a todas las funciones constantes en
U, respectivamente en V. Esta dltima condicién peruiite dotar a Ox (U)
{respectivamente a Oy (V) de una estructura natural de R-algebra: si
a, [ € Ox(U), «- f se define como ¢l producto de la funciéu constante «
por f, (respectivamente, si «, f € Oy (V)).

2. Para cada par de puntos p € X y ¢ € Y, los ideales maximales m, de Oy p
vy m, de Oy, consisten precisamente de aquellos gérmenes de funciones
que se anulan en p (respectivamente en q).

Teorema 1.4.42 Supongamos que (X,Ox) y (Y,Oy) son espucios anillados
locales, y que las sheaves Ox y Oy satisfacen {as dos condiciones anteriores.
Entonces cada funcién continua [ : X — Y que satisfaga que

[ g)=go feOx(f7HVY),

para cada g € Oyv(V), y V C Y abierto, define un morfismo de espacios anilla-
dos locales (f, f*) : (X,0x) — (Y, Oy), donde f*: Oy — f.Ox estd definido
como f*(g) = go J.

Reciprocamente, si (f, f*): (X, O0x) — (Y,Oy) es un morfismo de espacios
anillados locales y el mapeo f* es un homomorfisro de sheaves de R-dlgebras,
entonces [* es el pull-back determinado por f, es decir, para cada abierto V C Y,
fv es el homomorfismo de R-dlgebras que envia o cada g € Oy(V) engo f €

Ox (/71 (V).
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Demostracion. Claramente, como f*(g) € Ox(f71(V)) se sigue que fy :
Oy — f.Ox estd bien definida. Ademds, cstos mapeos conmutan con la re-
striccidén usual de funciones y por tanto definen un morfismo. f*: Qy — f.Ox.
Por dltimo, si g = f(p) y gq € my es porque g(f(p)) = 0 y por consiguiente
f*(g9) € my. Esto muestra que el morfismo f* es local.

Reciprocamente, supongamos que (f, f*) satisface las hipétesis del teorema,
y sca V Y un abierto cualquiera y fijentos g € Oy (V). Para cada punto p €
S7HV) la funcién g —g(g) € my, donde g = f(p). Como f, es un homomorfisino
local de R-dlgebras se tiene que

folg—9(@) = fi(9) — fi(g(q)) € my.
Pero como f* es R-lineal £ (g(q)) = g(q) = (go f){p) de lo cual se sigue que
F(9)(p) = (g0 )(p) =0,

es decir, fi.(g)(p) = (g o f)(p). Esto muestra que f.(g) = (go f) vy por lo
tanto f* coincide con el pull-back de f. m

Notacidn 1.4.43 Todos los espacios anillados que consideraremos en los sigu-
ientes capttulos satisfacen las condiciones (1) y (2) enunciadas mds arribe, lo
cual hace que f* quede determinade unfvocamente como el pull-back inducido
por f. Por tanto es razonable decir simplemente que f: (X,0x) — (Y.Oy)
es un morfismo de espacios anillados locales o simplemente un morfismo de
espactos anillades, y omatir en la notacion el par (f, f*).

1.4.7 Sheaves de Mdédulos

En esta seccidn se introduce algunos conceptos que serdn utilizados mas ade-

lante. Sin embargo, por razones de completez, hemos incluido mds nociones de

las que son estrictamente necesarias para la comprension de los capitulos sigu-

ientes. Si el lector lo desea, puede extraer aquello que juzgue conveniente vy leer

superficialmente ¢l resto del material. A diferencia de otras secciones, el lector
( encontrard en esta seccién un tratamiento menos detallado, y un gran mimero
de ejercicios que servirdn como complemento al texto.

] Definicidn 1.4.44 Sea (X, Ox) un espacio anillado. Una sheafl de Ox-mddulos,
o simplernente un O x-moédulo, es una sheaf F sobre X tal que para cada abierto
| UcC X, el grupo F(U) es un Ox (U)-mddulo, u pare cada inclusion V. C U,
| el homomorfismo restriccion F (U) — F (V) es comnpatible con la estructura de
f mddulo, es decir, si f € Ox(U) y s € F(U), entonces sjy - fly = (4« )]y
Un morfismo F — @G de sheaves de Oy -mddulos es un morfismo de sheaves,
tal que para cada abierto U < X, el mapea F (U) — G (U) es un homomorfismo
de Ox (U)-mddulos.
Una subsheaf ' de Ox-submnddulos de F es una subsheaf de F, tal gue
F(UY C FU) es un Ox(U)—~submédulo de F(U).
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Si F’ es un Oy —submédulo de F, la sheaf cociente F/F' estd dotada, en
forma natural, de una estructura de (?x-mddulo.

Ejercicio 1.4.45 Demuestre que el kernel, cokernel ¢ imagen de un morfismo
de Ox-modulos, es un Ox-médulo.
Demuestre que la suma directe de Qx-médulos es a su vezr un Oy -mddulo.

Notacion 1.4.46 S5i F y G son dos Ox-mddulos, denotarernos al grupo de
morfismos de F en G por Homo, (F,G).

Ejercicio 1.4.47 Sea U un abierto de X, y F un Ox-médulo. Entonces F|,
es un Ox|\U-mddulo. St F y G son Ox-mddulos, demuestre gque lo presheaf

U s Homoxiu (}_'U ) glL)

es una sheaf de OQx-mddulos, llamada la sheaf Hom, y la cual se denota por
Home . (F,G).

Ejercicio 1.4.48 Definimos el producto tensorial F %p, G de dos O x -mddulos
corio la sheafificacion de la presheaf producte tensorial U v F (U) %o, qn

G{y.
1. Demuestre que F &o, G es candnicomente isomorfa a G X, F.
2. Demuestre que (F ¥o, §) Wo, H ~ F tio, (G 0o, H), candnicamente.
3. Demuestre que existe un isomorfismo candnico F ¥o, Ox ~ F.

Definicion 1.4.49 Un Ox-mddulo F se dice libre si e¢s isomorfo a una sheaf
suma directa @ Ox.
i€f

St para cada punto existe un entorno U tal que F|, es un Ox|,-mddulo
libre, entonces diremos que F es localmente libre. En este caso, el rango de F
sobre U es el mimero de surnandos Ox|;; , en easo de ser finito. Es ficil ver
gue st X es conexo, el rango de una sheaf localmente libre cs constante. Una
sheaf localmente libre de rango 1 es tlamade una sheaf invertible.

Sea (X, Ox) un espacio anillado y sea & una sheaf localmente libre de Ox-
médulos de rango finito. Definimos el dual de £, denotado por £*, como la sheaf
Homeo, (€,0x).

Ejercicio 1.4.50 Sea (X, Oy) un espacio anillado y sea £ una sheaf localmente
libre de Ox-mddulos de rango finito.

1. Demuestre que(£7) = €.
2. Demuestre que para cualquier Qx -mddule F, Home, (E,F) = E* Qo F.
3. Demuestre que para cualquier par de Oy -modulos F y G

Homo,, (E %0y F.G) = Homeo, (F, Homeo, (£,G)).
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Ejercicio 1.4.51 Sea f : (X, Ox) — (Y,Oy) un morfismo de espacios anila-
dos. Si F es un Ox-mdodulo, demuestre que f.F es un f.Ox-modulo. Muestre
que el morfismo f* 1 Oy — fLOx de sheaves de anillvs sobre Y permite dotar
a fuF de una estructura natural de Oy -mddulo. Llamaremos a éste la imagen
directa de F por el morfismo f.

Finalmente, definamos las sheaves de ideales, que serdn de gran utilidad
en el préximo capftulo, una vez se introduzea la nocién de submanifold. Las
sheaves de ideales permiten definir la nocién de ser un subobjeto cn categorias
nas generales, como la categoria de variedades y esquemas; y es por esta razon
que hemos fraseado el concepto de submanifold en este lenguaje.

Definicidn 1.4.52 Seo (X,Ox) un espacio anillado. Una sheaf de ideales so-
bre X es una subsheaf T de Ox-submodulos de Ox. Fs decir, T{U) C F(U) es
un ideal, para cada abierto U C X.

Las sheaves de ideales aparecen tipicamente como kerncles de morfistmos de
espacios anillados: si

(£, 1) (X, 0x) = (Y.Oy)

un maorfisimo de espacios anillados, la sheaf kernel del morfismo f~: Oy — fuOx
es una sheaf de ideales.

Ejercicio 1.4.53 Sea X un espacio topoldgico y Z <. X un cerrado. Denoternos
por C% y por C% la sheaf de funciones continuas en X y Z, respectivamente.
Sea p : C% — i.CY el morfismo restriccion a Z que envia cada f € C%{U)
en su restriccion fl;,., en C%(U M Z), donde ¢ denota la inclusion de Z en
X. Demuestre que ker p es una sheef de ideales y describa explicitamente los
elementos de ker p(U).
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