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Introducción 


Fue Riemanl1 qUlell por primera vez intuyó el papel ceIltral que .ingaríau la 
Topología y la Geometría en el desarrollo cio las matemáticas. 1\lucllos problc:
mas pertenecientes a áreas aparentemente tall alejadas de cuestiones geométricas 
como, por ejemplo, la Teoría de ~úmeros o el Álgebra Conmutativa, han sido 
reconocidos corno problemas geométricos. Este es el easo de la famosa Conje
tura de vVeil y dc MordelL En realidad, el último siglo y medio ha preseuciaclo 
el desarrollo de áreas enteras de la Geometría (la Gl'ol!letría DifereneÍaL la Ge
ometría Algebraica Compleja, la Topología Algebraica, y la formación de 
toda una red de int.eracciones entre estas áreas y <1(, dlas él su \'(:Z COIl otras 
ramHS de la matemática, algunas veces ll\ltriéndolas. y otras v('n's sirvi('ndos!' 
de ellas. En las últimas dos dócadas ha surgido una rdacióll profuuda y mlly 
fructífera entre la Geometría y las teorías de uuificación de la físicH. Dnsd(' la 
década de los setenta, IOH físicos han reconocido lo quP Einst(Úll ya había illtuído 
claramente: el papel fundamental que jugaría la Geollletría el! la fónllulacióll y 

unificación de los principios fíHÍCOS. Podría decirse sin exagera!', qne las llloder
nas teorías físicas no son otra cosa que teorías geométricas, como si el Programa 
de ETlangen se extendiera a otros dominios. Las ideas de las teorías gauge y 
de la supersimetría, por ejemplo, han inspirado la formulación de lllWVOS po
tentes invariantes en topología diferencial 11-dimellSioual, sin duda, HilO de los 
avances más grandes y revulocionarios en esta área, COlllO la teoría de DOllalcboll 
y teoría de Seiberg-vVitteu. Estas intenu:cione:i hacnl posible que 1II1 d('sarrollo 
en física teórica sirva. indirectamente, para clItendcl' HU f(:lIÓlllClIO eH T('orÍCt t!(' 
~ úmeros. Hay numerosos ejemplos de (osta situación COlllO por ('j(olllplo la sllper
sinwtría, la teoría de los Calab'i Ya-u de campos y la profuuda cou0xióu 
cutre la series de Poincarc y sus állalogos diofamíllos (\,(;I' [1OD- Este esl ado 
de cosas ha forzado a que los matemáticos se hayall "isto obligados a "hablar 
varios idiomas". 

Existe Ull buen número de obras introductorias a la Topolo¡!;ía y la G('olll(·tría 
DiferenciaL A juicio del autor, la prcsclllt' ubra SI' separa de las dmw'ts ('H 

varios aspectos. En primer lugar, los cO!lcepto:i ;.>(, IJI'Cse'lIt al! uSHudu el lf'uguaje 
de sheaves. Esto hace quc el estudiante aCOStlllllhl'(, desele el inicio (k su 
formación a un lcuguajc, muy versatil y poteute, aUllqU(' difícil (\(';-;([(' d pIUIt.O d(' 
vista técnico, Esto ofrece muchas ventajas porque lmce que f('lIÓllWllOS di:-;íulikti 
se vean corno manifestaciones de principios más generales. Así, muclJOs de 
los resultados de la teoría de manifolds suaves se puedfm apreciar COIIIO caso;-; 
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particulares de teorema" más gellerale;;", lo cual 1<, facilitani al 
lector, sin mucho esfuerzo, hacer una transición a los temas de la G<:'olIH'tría 
Algebraica Compleja y la Teoría de esquemas, que el HutOl' pÍf:ll::m r!('snrrollar 
en un segundo vulumen, qU(' la continuación uatural (k, (:st(" 

Por otro lado, y en forma simultánea, la teoría se ha pn:s('Jltculo ('11 forma 
clásica, lo cual ofrece grandps veutajas p(,dagógicas, y el lllah'rial se ha HCOlll

paüado de IlUlIlerosos ejemplos, escritos (,n Ull lenguaje q\l(' es COlllÚU 11 físicos 
y matenuítícos, 

El libro COlIsta de einco capít\llos. El prilllc:r capít ulo c's ¡m'lilllinar al 

resto de la obra. En él se desarrollan los pwlimillares (Id ;í.lgd mt llHlltiIÍlH'al, 
y se hace un repaso de los y resultados búsicos de T()[lología Gmwl'al 
y Cálculo Diferencial que serán lIsados en capítulos post0riorps. Este capítulo 
contiene además una introducción autocouteuida a la teoría de slH'aves y espacios 
anilladoH. 

En el segundo capítulo He introduCt'n los objet.os básicos de 
ifolds suaves y sus rnorfislllos se presentan las cOllstrucciones mH.<; 

En el tercer capítulo se hace un ostuclio de las propiedadl'H Huís h(¡sícas 
de lo¡.; fibrados vectorÍalos y sus slwave¡.; de' ¡.;eccioucs. Los clásicos (1<> 
la geometría, campos vectoriales, te11sores, formas, etc., He' i1111'od\l('('n COlllO 

elementos dl~ la correspondiente sheaf de secciones asociada el HU fílJrado. 
En el cuarto capítulo se hace un etitlHlio de la integración <'11 IWtllifo!(ls y 

se da una prueba del teorema de Stokes y sus ajJlica('i(llH~s. So illtrod\lc(~ la 
Cohomología de De Rham, sp dellHw:stran sus propiedades I)(í.tiicas, y se da al 
fínaluna serie de aplicaciones. Se ([('lIllleS!ra d T(~orellla de la curva dc' JonlHlI, 

el Teorema del punto fijo de Brower v el Teorellla dc' iuval'iallZa de dOlllillio. 
En el quinto y último capítulo se illtrodllC('1l los COllceptos ()¡~ la gé'()l!ldl'ía 

Riemallllialla: la métrica, los campos tcnsorialps, las ('o!wxio!H's afillPs, la no
ción de transporte paralelo, de curvatura, pte., y se dC'lll\WstrHIl de los 
teoremas clásicos, como el Teorema d(, GHUS::; y el Teorema de Levi
Civita. 

http:objet.os


Chapter 1 

PRELIMINARES 


El! est.e capítulo desarrollaremos las herramientas básicas del lllllltililleal 
e introduciremos cllenguaje de sheaves y P'lpacios anillados. Cou d propósito d(· 
fijar la notaciÓll y facilitar la l(~ctura de los capítulos siguÍcmtps, ]W1l10S incluido 
todas aquellas definiciones y teoremas que seráll usados lllclS addallh', omitido 
la demostración de aquellos teoremas que hacclI part<; d(' los Clll":)()S básicos de 
Topología y Cálculo, y que cllector puede elll:outrar ;,ll la mayoría d(' los textos 
estándar. Sin embargo, el lect.or Cllcontrará un tratamicllto antocoll\(;lli<lo y 

completo de los resultados más especializados, como por cjC:lIlplo, la ('xistcucla 
de particiones de la unidad y la forma local (lP illlU('rsiollC's y slllmH'rsio!H:s 
en ]Rn. Por otro lado, ell lo que cOllcierne al álgebra, s\lpoIldn'lllo::; sólo uu 
mínimo de prerrcquisitos por parte del lcctor, básicamente (!l Illah'rial de' Illl 

primer curso de álgebra lineal. Se ha incluido un tratamieuto cOl!l[lle'to (1<: los 
productos tensoriales y los productos clll~m que pued(: (:xtelld(:rsc sin dificultad a 
la categoría de módulos sobre una anillo eOIlmutativo ya la categoría de; shcaves. 
Est.o permitirá al lect.or la posibilidad, sil! esfuerzo adicioual, de (:nl.emler las 
mismas construecÍoues en otras categorías que aparecell Pl! álg(:bra y g(:ollH.,tría 

algebraica. 

Estas uotas han sido escritas en el letlguaj(c: de sheaves y cspacios Huillados. 
Es difícil encontrar UIla buena refercucia Cll el terna, ya que cada autor (:scog(; 
la presentación .y grado de generalidad que más le cOllvimle, clepemlienclo eh; su::; 
imereses y necesidad. Por esta razón, lIerllos incluido Ul! tratallliento sucinto 
pero completo de los conceptos básicos y ]¡('lllOS (lesalTollaclo las llociOlIC:-; el! llll 

grado de generalidad adpclIado para IlIH'stros propósito::;. El lector 110 teudrú 
ninguna dificultad en hacer los ajustes necesarios pma cOlllpnmdé'r lllH\ pr0'
selltacióu más geueral, como, por ejemplo. aquella que aparece ('11 la categoría 
de esquemas sobre anillos conmutativos. 



2 CHAPTER 1. PRELIMINARES 

1.1 Algebra Multilineal 

En esta sección construiremos el producto censorial y pI producto cuúa d(' es
pacios vectoriales sobre un campo cualquiera k. Si el lector lo prefiere. Jlllcde 
suponer que k es un campo de caracterÍ~tica cero () qlW A: es Jt Helllos optado 
por una presentación distinta a la que aparece en la mayoría de los textos de 
topología y geometría diferencial, y que a pesar de ser más abstracta, ofrecc 
ventajas considerables, ya que permite extem[('J' en fOrJnél casi autolllMica las 
mismas construcciones a otras categorías. El ledor podrá ellcontrar la may
oría de la'l definiciones y dplllo"tracioues en cualquier texto ('"t<llHlar de ál¡l,ebra 
lineal. Un tratamiento completo s{' ¡med(' CO!lSllltar ('11 

1.1.1 Conceptos básicos de álgebra lineal 

Bases y matrices 

Sean V y TV espacios vectoriales de dimensión finita sohre un camJlo k. Cada 
escogencia de bases Ev {VI, ... , V n } y Ew {11J 1, . , . , l/1/1t }, para V y rv, da 

a una representación matricial de los vectores de V (respectivamente de 

lV) como columnas con entradas {~n A:: a cada v V, v l(~ asocimnos 

el vector (que denotaremos por [VjL',.) 

Si J : \<T ..• H' es Ulla transformación lillenl, dello! aremos por F - él la 
matriz asociada a la función f en las bases El' y Bw: la CO!tUlllla .i-ósinm de 
F es el vector colnmna COl! eulTadas al j, ... ,a,n)' que SOl! los coeficientes cld 

veetor Jiv]) expresado en la base B,\·. Es (keir, fCc)) (1i j 11Jj' Como caso 
I 

particular, si V lV y J es la identidad, la lllkuriz [ld]HIIG, !ln-cismncn!.(' la(',C¡ 

matriz de cambio de base, de la base B\!. a la l>ase E\\' C01l esta notacióll, se 
ve fácilmente que 

[V]Bn = [Id]Bl\B\ 

Esta correspondencia entre trallsfonllaciones lineales y matrices se comporta 
bien con respect.o a la composición dI' funcionüs. Es decir, si f : V lF Y 
9 : \·V ....-) U son transformacioneti lineales y El', B vii Y son bases para V, lF v 
U, respectivamente, cntonces, se demuestra en los cursos elementales de álgebra 

lineal qUf' 

[9 () B\l" 

Dual de un espacio vectorial 

Recordemos por otro lado 4UC el dual de tl , que dC'llotnrmnos por V', es el ('spa
cio vectorial de todos los funcionales lillcales a k, es decir, despacio HomdV. 



01.1. ALGEBRA MULTILINEAL 

Si f : V _., vV es UIla trallsformación lineal, f iucluce callóuic8mellt(; uua traUi:i

formación lineal : vV* --;. V* la cual envía a cada w H!* e11 01 fUllcional 
w () f E. V*. En otra.'o paJabras, f* es el modismo que r8sulta de aplicar a 
f : V --+ vV el funct.or HOIDk . k). Para cada base B~" = {11 ¡ , ...• v" }, deno

ntaremos por BV a la base dual de Bv {vI ....• u }. la cual cOllsiste dp todos 
los funcionales v l que toman el valor 1 el! v, y cero en cualquier otro 'I!) (:011 

j lí. Es fúeil ver que si F ~fls"ol3" representa a f eH las ba:-;es B¡ Y BI\·. 
eJl tOllC(e:-; la nUlt1'iz de F, que cieno taremos po/" F* ,/'c]ll"Icscnta a 

en la.5 !JaSC8 es decir. 

F*= 

En generaL si V y {IV son espacios vectoriales, HOlIlkCV, n") den()ta el espctciu 
vectorial de todas las funciolles lineales de V a H'. eOIl las op(~ra('i()ll(,;-; llaturales. 
Si la dimellsiól1 de V es n y la de Hi es /11. e:-it(~ (,spHcio ti('ll(; dÍlt}('u:-iióll mu. 
Además, cada escogeucia de bases Bv Y Bn para \1 v IV. define· 1111 ÍSOlllorfislllo 

eutre d cOlljunt.o l'vlat nx " (k), de todas las matrices /11 x n COll Plltrad¡lS ('11 k . .\" 
HomA;( V, W) vía 'd! 

Homk(V, H') --+ Matnxn(k) 

f l3 w 8", 

Funciones bilineales 

Recordclllos que Ulla función B : \1 x H' --t Z se llama bilineal si es lilleal 011 
V Y ell IV. Si fijamos bascs Bv Y Bw para V y IV, cutollces B puedí.' SiClllllH: 

representarse el! forma úllica como 

B(v, = [v * A (1.1) 

donde la entrada j) de A, , e:otá dada por ,W¡) (como ('ll el párrafo 
anterior hemos denotado por el la trallSplW:-it a -v('ctor tila- dd \"('C!Ol" ).o 

A esta matriz se le denomina la rrwb-iz I1.socúula 11 B ('U las has(';.; B\ y B\\, 
Y la denotaremos por lBl 13 w l3 ,., Vu caso pHrtÍcl1lmllH'llte ÍlllportallU' ('S H<jlld 

donde V ¡y Supongamos que B¡ y B2 SOl! dos has!';.; para V. COlllO 

[11]13, y = [Irl] 8 213, ' "cmo" que' 

B(v, w) * [B]l3c l3'2 
([V]8, [Id]6

2 
6,) [B]!3 ([Idjl3c!3¡lv]s¡)02 13'2 

[VjB, (tldlB02l3¡ [B]H.262 [Id]B 2 6¡ )' 

De la unicidad de la representaciól! (1.1) sigue que la matriz dada por el 
producto en paréntesis debe ser [B]!3¡B¡ de d()ll(h~ se dpduc(' que las lllatriu's 
qm' representan a B en las bn.ses B1 y B'2 estáu relacionada" por la f6nllula 

[I el] 130, l3 ¡ • (1.2) 

http:funct.or
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Recordemos que una fUIlCiólI bililleal se llama "úll(>tl'lm si E( u. /l') - 1'). 
Es fácil ver que la condición necesaria y suncicllt.(, para q1l<' n sea silllNrica ('S 

que su matriz asociada lo sea. B se dice de.!inida si u) () y ('S 

cero. si y sólo si 11 O. Si B es símétricél y definida positiva sobre los lIÚllWl'(JS 
reales. ell)'{nceso de Gmm-Schmúlt produc.e. H partir (k UIla has!' cualquÍ('ra B ~, 
{V1, ... , V }, Ulla base ortonol'mal para B. es d(~cir, ulla base e ¡ 1,···. en I n 
tal que B(e¡, ej) 1, si i = j, y B(ei. ) = 0, sii =1 j. El vpctor CI se defilJ(' 

corno e1 v 1/11:1 1, donde deuo!,a la norma de v r(~HI)('cto a B) (; 
inductivamente se COllstruyen e2 .... ,ek C01l ('A· ICA;I, y 

k-j 

Ck e,; - L D(cJ" ( 1.3) 
i=1 

1.1.2 Productos Tensoriales 

Sean V yrv dos ('spacios vectoriales so1>n: 1.:. El objetivo ('S cOllstrllir llIl (,s¡¡acio 
vectorial, V IX, rv con la siguieute propiC'clad lllliv(:rsal: dado nwh¡lli('l' f\lucióu hi
lineal entre espacios vedoriales B : V x IV Z existe' UlJa ¡'mica t ram,rorIl!a('iúll 

lineal L f3 : \f IX' rv -'> Z que hace COllltlut.ar el siglliclll<' diagraltla 

v x lV 
él 

V""W 
donde la funcióu é está dada por v w.:-Jo es difícil \'<:1' q\W 

la pareja (V IX! rv, é) es única, salvo isomorfismos d(~ espacios vedoriaks: sí 
(U, é') fuese otra pareja con ('sta propieclcHl, hacielldo Z U y B El, existiría 

: V rv U tal que :-c El. En forma similar, existiría : U -7 V,') iV 

tal que L, ;;;' E:. Por tanto ( e ) o E: , de donde se sigue que 

hace conmutar el diagrama 

V x l;ji 
E v 

lé 
V vV 

Pero la fuución idCIltídad Id: VIl' -'> \/ IV tmnhih¡ hace COlllllnt ar ('st<' 

diagrama, y esta fUIlciólI ('S lÍuica. por t alIto (Le 1d. EIl fúnu<l similar 
se Illuestra que L,! L" es la i(kutidüd. de' lo cllal se' ('ollduve qw' L. ('S ¡m 

isomorfismo con iuversa 

Construcción del producto tensorial 

Sea F el espacio vectorial sobre k el cual tiene por base al coujuut.o B 'W) : 
e E V,W IV}. Este espacio consiste de todas las posibles combinaciolIes 

lineales finit.as de elementos e(11, tU) 

Vi \f,w; E W. 11 01,F {f: f al 

http:finit.as
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1.1. ALGEBRA MULTILINEAL 

domlc do::; elelllentos de F son iguales si y sólo si sus codicieutes SOH iguales, 
con las operaciones llaturales 

(JI 12)(1', Ji h(v.w). 

(ctf) (/J. w) nf(u, n k. 

Es f<icil ver que F es un espacio vectorial .v que B ps mm !Jase para F. Sea ¡1 ,,[ 
subespacio de F generado por todos 1m; vc("[on's de' las formas "igllÍr'ut('s: 

l. + 1'2, w) , m) (::(U2, w) H 

2, w) w) 

3. W¡ T w¡) - W2 ) 

4. (XW) - w)' 

Para t.odos lo" u, Vi V. 1L'" 'lO ¡'V, e, k. 
El espacio V vV se define COlIlO el PS1Jacío cociellt (' F/ H, es ducir, COll!O 

el couj unto de clases de equivalencia de elemeut os de F, módulo la relacióu de 

eq uivalencia 

Si f deuota la clase de equivaleucia de f, las opel'aCiOlles de espacio vectorial ell 

1/ vV se definen el! forma natmal como 

D(~notarelIlOS a la clase de equivalencia de w) por U "'lfI. Como B ¡;S UIla 1)H,se 
para las imágenes de sus elementos son generadores PI! el c()cieIlü' y por t auLo 

todo elemento de l/ VV es una suma finita de la fOfma 0', v, 'lUí. Admmí.s, 

como los vectores de tipo (1) estáH en H, se deduce que la clase ele e(v, W¡ + 
y la clase de e(v, W¡ )W2) son la misma, .Y por falllo (,1 product,o sat.isface 

V (Wl VU>¡ v 'W:2. 

En torma similar se ve que 

W¡ V 1J'2 V. 

y que 
a(c = ül! Ui = U (t11'. 

DefimmlOs ahora l/ x vV V {l' COlllO d 11') /'11'.:\ !oSln'1I10S q!lC 

(ll vV, E-).satisface la propiedad universal <:llllllciada lwb arriba. SU[lOngalllos 
que V, ~V, Z SOll e::¡vacÍos vectorÍ8les y que J] : \/ x ~r '. Z es It]lit tüm:ióll 
bilineal. Mostremos que existe una única tnms[orlllacióll lilwal L u tal quP 
J] LB o ¿. Sea lB : F -; Z la úllica tnlllsforlIlactÓl! liw'al que satisl'an: 
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1B B (v, 11J), para cada elemGllto de la bw-;e 10). PUCOit.O que B POi 

tauto 1J5 ílldu('('biiineal, lB debe enviar a cada elemento de H ell 

una transformación lineal LB: F / H -t Z tal que L /3 l3(u,l1'l. De la 

definición de LB Y se sigue qlW 

La unicidad de LB es clara ya qu<' si Lu Y L~i satisfan'll la igualdad ctllt<'rior, 

coinciden en todos los dmuelltn" de la forma e 11'. \" CO!110 esto" gClInitll a 

V W, coinciden en todo V IV. 

Observación 1.1.1 Si L : V ')(i ~V -, Z 1'8 una t.nl.1/.sImmucilÍ/I i'lll('ul cUlllqut('/"O. 

el;iste B : V x ~V Z b¡hncaltal que L J. ¡¡: bast.a del/nir B( 1', U')II') 

De aq1.d se sig1Le s'in d1/ieultad que el vedo'ríal de todas las ha.llsIor
rnacione8 bílineales de V x IV a Z, BiI(V x 1'17, Z), es nat'll.mlm.cnte zsolll.O'lfo 
a HO"TlIk (V vv, y el e.) ¡JTI'ósamenle lo. j'ulU:íón ([fU' ('!lv/a 

B 	f---; L¡:¡. 

Proposición 1.1.2 Sean V[, ... 1 v", W, Z 

natu'mles 


1. 	 V Hl W V. donde v w se envio. ellu' v. 

2. 	 V (H/ Z) 

W),¡(F2,ln, .. 1 (l",d.W), donde4· (\11 U V'2 "',,' IV 

'11' ....• V" 11').
(VI:'" , 

5. 	 En fOTm.a. más gcneml, eTúdeun tsml/.orfislllo (VI' 1, ... , i ' ~~, ) ( [VI' ¡ .. 'j 

~Vm) Ci:' \/1 ~VI ¡J) •. , v:', H'",. 

6. 	 SeanB I = {Vl""'Vn } l/B2 = {Wl""'WII ,} f¡a8cs para V 11 vV 

vamente. Entonces 


n,l jl/l,} 

es 'una {¡ase paTa 1/ ~v. lo C'u.al ([Uf dán( ~I IV) = '111'11. 

Denl0stracÍón. Demostraremos sólo 4 y 6, Y dejamos al lector la pnwba de 
1&') afirmacÍoues re::3tantes que sigue uua línea de razollimü('¡lto similar. Para 

demostrar 4, definamos la función 

B: (VI (:, ... :1 xW 1/1l»wr, ... I,V'" IV 

COlIIO 
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E~ fúci! ver que B e~ bilineal. Por la propiedad universal dd producto teusorial, 
existe uua trallsformación lilleal 

LB: Ul ... (1' 

que cnvía a cada generador (v 1, ... , v,,) 1J) en 'W • .•.• "U" (('). Por 01 ro 
lado, para cada i defillamos Bi como la función 

V;xH/·--.¡ 1'· 1'\/,,) IV 

B, -(O,···,Ví.···.O) W. 

Es fácil ver que Bi e8 biliueal y por tanto iuducc UIla rrallsfonlla('ióu !iU!"1.]. 

Ahora, sea 

. () ePa : VI lel! :1' .. ··1 V" IV 

la suma directa de los Este mapeo envía a cada generador 

(VI 	 exl 111," . ,V./I. 

('U 

l><:'W).,,·, (vn w)). 

Un cómputo elmnclItal muestra que 06 o L H , y LH o ti) la función idnllida(l, 
y por tauto LB c::; un isomorfismo. DCllloStn.'lIIo~ ahom 5. Seau V .y tV es
pacios vectoriales y Bv {v¡, ... ,'Un}, B", {Ull .... , W", ¡ bases para V IV, 
l'('spectivamcnte. Ent.onces 

V ti' ":':' (kv 1 ( , ... (1 (kv"1 (¡) Il.:wlIl ). 

De 5 se que 

V lel' kVl 	 kWII/ . 

Ahora, de 3 se deduce que 11'}) ('!1 (,(>!lS('(,W'!W!a V \1' 
es isomorfo a la suma directa de los espacios k(v¡ u'.!). lo CHal d('IIJlws(ra qw' 
B\, Bw es ulla base. _ 

Proposición 1.1.3 Sean f : V --4 V' Y g : Hl --.¡ leV' trauofornuu:ío/ws lineales. 

1. 	 f y 9 inducen forma natural una tnrn8}'oTrnaC'Íón lineal f y: F ~V 

F' 'Xl leV' dada 1)07' 

(J g)('u f(l)) 'X, g(w).:c= 

si f' : V' ---+ F" Y g' : vV' ~V" son lineales, 81' f'iene ([/U' 

(J' 00 gil o (J g): V w~; F" rv" 

1'8 iguol a 

(J' f) (g' og): V W ,í/ 'I 


7 
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8, 	 Sean Bv, Bv ' base,s JiI1H! 1/ Y V' :Ji BII' y B¡v' bn.'w" ¡ml'a H' :Ji íV I 
, resjJ('dl

varnente, Si denotamos 1)07' F 6" :ti G i(jjB\\,'!::l" a las '//I,IL!.rlCCS 

asocwdas a f :ti 9 en estas bases, entonces 111 matnz 

a80Clada a f (j en las bases B\' Bw y Sv, SIL". es el ¡rl'oducto (Í( 

Kronecker de F y G, 

Rec(}'l'ilemos que si A = y B sun lI/at'nc!','; de t(/'llIa'110 Ji X n ,1} 


su p'I'()(lacto de Ki'Oll,eckf'1', (ju,i? deJlot([n:'IIws (po/' almso 


es la 'IIWI,iU de ta,/lwr/o I)(} x uln duda el! bluques pUl' 


A T3 
[ ""B ",,,B 1 

Gp¡B 0,,:,11 ' 

DeInostración. Para dmno"tral' 1 iJa"ta definir f x ,IJ : V xII' ) V' IV' 
como f x g(v. w) f(v) y(w), De las propü~(IHdcs dd producto j('llsorial s(' 
sigue que f x 9 es bilinea!. Por la propiedad ulliver::ml del producto t(:llsorial 
existe 

L!<y : V -:<1 IV 

que envía a cada generador v 'XI 'W en 

(u w) Hu) g(w)' 

y que es precümrnmtt,e la fUllción cuya existellcia se quería demostrar. 
Para demostrar 2 basta ver quP U' .l) U (j) y (JI o f) ((j' e cOÍllcÍrlell 

ell cada demellto ele: In forlllal.' ,'> 11', Pero ('slo es claro ,Vil ij1H' 

((J' g') ,(/))(1) ¡'(f(u)) .' y'(y(tl')),-ce; 

Demostremos 3, Sean 

B ' --- {'t' 1, ... , '(''JI }, Bu' = {w ¡ , ' , , , u'u, }\-" J 

y 
{'u/¡, ' , 

bases para \1, W, V' y ~V', rcspr:ctivamcllte. Sabemos qUl' 

Bv Bw {II, w]: 1 Si n,l S :jlll}, 


Bv ' ,x) S~~'! {v~ ,>< , 1 Si S p, 1 < j q} 


S01l bases para V ~V y V' n" y que 


U g)(Vi Wj) = f(u.;) Y(Wj), 




1.1. 	 ALGEBRA }\IULTILfNEAL 

AdelllÚS. 

f(v;) 

En COll:'ieCUellCia 

p r¡ 
).LL 

,.=] 5=1 

Por otro lado, F '.XJG es una matriz cuya columna í-ésima está dada C!l hloqlJ(~s 

por 
O¡IB] 

[ n¡"B 
A su ve;;:, la columna .i -ósÍma de ('Cita última Illatriz e" el \"('ctor 

), I'XP1"(, cuyas entrada" son precisamente lot:l coeficiclltcs del vector 

tiado 811 la base Bv' BR" lo cual demuestra la proposicióu. 

ex'ístean isoTlw/:fi,wrw limeal cut!"!.' V* ¡:l/yEjercicio 1.1.4 	Demuestre que 
/\X!'U} E V*x: IV en la !'I"ILn"Ior'lIwr:ió/IHO'l7lk(V, ~V) el cual env'Ía a cada, 


lineal 


'PAQ:)W: V --, W 
¡; ..\(1))'10. 

Productos rnultítensoriales Vi V· 

EH forma similar se puede construir el producto tpu"orial de ,. (,s¡lacios vn:tori 


ales V¡ . ...• V,o como Ulla pareja 


1/,.,2) 

que satisface la siguiente propiedad ulliversal: dada mm fllllción Illllltilillpal T. 
existe una única t.ransformación lineal LJ la cual !lacc CO]lIl11!lar el siguinlt{' 

diagrama 
VI X 	 ... X l'ro T Z 

el / Lr 
VI C<í . .. Vr 

1. Ejercicio 1.1.5 Demuestre qUCA' ... ¡x' ,~., El c:riste y es únicu .'o}uo 
Demuestn' 	q1le si Ir : V --, IV, 80/1 li/l

liul'al 

\1,. 	 W,.. 
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que en/tÍa a c(u1a gene'f'(u1o¡- u I 1'" 1'11 f I ( l' 1 ) Ir (1',). S,'(} 
V12 V[ V2- Si V 2'/'- I ya Iw .'¡do definido, ¡/Iji/lll /iO'/'mt!lIc('/!)1/ VJ:!''''

I
 

corno 

1)' V, 

Dení'/Lcst'l'e q'/1.e e:J;Í,'dc '/1.11 iSOTnorfi.suw ('allónim 'l/u,/, VI 

l¡¡uiPS para VI y lt ~i' n;·Sean Bv, ={ v~, ... ,v~')} y Bw¡ , ... , W{".) 1 
{, Bv, de todos los

spectiVétlllcnte. Demuestre que el conjunto B := B,' 
productos 

B V,l DV, }
{ )1 

es \lna hase para VI ,><¡ .. ' ~~" ~[Il('stH' <¡l!(o la mall'Íy, que l'q!l'(oS(ollt.a a II ¡., ' ' 

Ir en las bases B y 


D¡!) } 

, doude A;
es el producto de Kroueckcr (le las llmtricc,; Al 

1.1.3 Tensores 
'uccfO'l'ú¡J lJ V* s'/[, d/f.ul. Defill.'l1l/os 1/1/ !ClU;()/'Definición 1.1.6 Sea V un 


de t¡,po (p, q) como 1111 elemen/o del 


(V) 

Si f : V .--> V e::; V.7LG, fra'(/.sfol'!TLG,n,ón lineal dd e8jiucio V ':11 ,,(mis1IIo; JIII

d7u:e en f07'rna naturol otm transformación líneal que de'l1o/a'l'cl/lOs ]JO!' Tl!',!/) (I) 

como 

(V) (V), 

iJJI 

la cual cnula o. cada elellu'::lIto 

T '(JI y', 

en 
T ,-., f(Ul) 1) 

.I¡" T, !'I" .. ) al p -lllllltdndu('
Denotemos po'!' Ip 

tod(1,~ la8 ji- t.upla"O'rde.nado (COIl "'P ,'l;>r,,,"'''' 

lil S' 

y por y a los vectores 

(V· 
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Sellu S {el, ... , } y '1\ {e l ..... el!} dos hases clIa]c'sqlli('ra para ¡.' y 
sean S· l .... , e ll

} y '1\ * {e l ....• el! f las COITCS])(llldi('llt('S Ims('s duaks 
para 1/*. Sabemos que 

y 1''1 recorren todos 10s]J y q - lllllltiíll(lice;i ordenadus} 

y 

'1\(P.q) : Ip Y Sq recorren todos los 1.1 y q lllultiílldicr's ord(:uados } 

SOll bases para (V) (notemos que bitas contiellc ni'~f} demcnto,.; ). S(:iL 

il B la matriz dc cambio de base de S a 'l~. Sabmllos (PI(' A* (',.; la 
lllatriz de cambio de base de '1\* a S*. e,.; decir. il * = '1\'. V('aIlIOS ahora 
como computar la matriz de cambio de base eutre y '1\(/1,'1). (',.; cl()cir, la 
Dmtr},>: A.(¡I.q) 1'."'[31""" Por defillicióll. la colulllna j-ósillm <1(' il cstú 

11 

conformada por las entradas o.i) de il talc" que el 

'[3'. Si bU ;.;cHl las (mIradas de esta matriz se) ti('ll('B a la matriz (il* 

bi) e'. Lu('go 
1 

,-.., (l"(t aíj Ci) 'x··· e;.) 
( 

L-.t 1.)/, ' 

,=1 i=1 

(lA)L (¡',j, ,t, ... 
11.,5'1 

Sea r un elemento de CI/) y sean 

L ('TIT e 
,J}I 

.]f!jT;¡ 

eS"l' L 1"" e¡J)'':>1··· 

I,,,S,, 

las escrituras ele T en las bases B(P.'I) y '1\(1','1), resjwdivalllcntc. Se Slgl L{' C'll

tonees de la ecuación 1A que los coeficieutes de l' el! la bas(~ Si' r<'laciollall 
con los coeficientes el! la base !\1ediaut<' I eL f(¡rlllllla 

l lJlia llotili'i(¡U precisa d('hmía illcluir la dilll('llSiúli (](> V. (jI'" omitin'lllO,'i si (·,,1.;1 cs clam 
('11 d cOlltexl,o, 
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1.1.4 Productos Cuña 

Definición y propiedades 

Sean 1/ y H1 espacios vectOl iales sobre 1111 caltlpo f..:. D(,Il(}LI~lll()S pOI al 

H
product.o cartesiano l/(r) de '1" copias <\(' V, Reconlelll()s qll<' 111lH hl!lt'jún llllllti

iliueal h : V( r; ---f se llama altel'llw¡fe si h( 1'] •. , , .1', ) O. ('IHIlldo dos dI' [as 
entrad&s en el argUIllellto son esto ('s. ('lI,Hldo /', 1'.1' COl! 1 
Es fúcil ver que esta cOlldición ('S ('(plÍvaleul<' H <jll<' 

sig(a)h(ul .. , . . I'r). (1.5 ) 

donde a es una permutación cualquiera de los sÍmbuloti { 1, ' .. , 1'} Y sig(a) dmlota 
el signo de la permut.ación 1, si a es par, y (--1). si a es illl par). Para 
demostrar lo anterior basta ver que la afinrlltcióu es ciprta para tnUlsposicioll(:s. 
Supongamos que a intercambia a ~ COll j. es decir, a (1,)). C01!lO h es 
alternallte, 

h(-c I ) , . . • + v j. ' ... '1', + L'j • . , , , Vf') c= O, 

lo cual implica que 

h(Vl,'" ,Vi., .. ,Vj,"" '1',.) = -h(v] .... ,1';, .... Pi' .. ·• 

Definición 1.1.7 El pl'od'll.rfo CU:fl(1, se d(~fil!(, m/llo unll 

N'V es un vectonal :ti 

'una TlL'Ult ilineal alt ("111.011 te. el cl/al suJisfácl' la Ji m¡nedo d 

'u'II'ive1'8al: dada una IIIII.l!ilinen! U!tiTl/iill{C f . V(I) ,11', i'l'tS!c 1/1/(/ 

única quc hace ('()'III1I11.!al' c! sU/II./¡'n!(' d/atjl'lll/U! 

1f(I) IV 
1 T (Ui) 
A'V 

La pareja (1\1' 1-/, T) es úllica, salvo iSOll!Orli::HllOS, COl!lO se' ([('d!lCC sill diflcult<HI 
de la propiedad universal. Si (er 

( V). TI) fuera otra pareja C011 ('sta lllisma 
propiedad, tomando \;V e r (V) en el diagrallla ant.erior, y f= TI, (~xistir(a 
LT, : NV cr(1f) liueal tal que LT , T Ti Eu forma silllilar, (~xistiría 

: C"(V) ----! 1\1'1-1 , tal que 1,1 TI = T. Por tallto (l."T LT,) o T T, de dOlHlu 
se sigue que (L.,. o L T , ) hace COlllIlIl tar el diagmmicl 

T 
1\' V 
(} L

T 
,/ 

Pero la fUllción idellt idad Id· /\/ V t\' V taIllhi('1l hac(' ('Olllllll ¡.al' este 
diagrama, por la condicióll ([(: Ullicidad ('l! la propiedad llllivelsal se dcdllc(\ 
que (L T o L T ,) Id. En forllla similar se lI11wstra que Le' O ('S la icklltírhHI. 
de lo cual se concluye que L-r es Ull isomorfislllo COl! iuvc:rsn 
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Construcción 

Si ]' = O. definimos t,o\/ = ", y T como la identidad. Para l' O, dCllot.elllm: 
por r' (V) al producto \/ (x) .. , (<) V, T veces. Sea IJj~" d sube"paeio \'(~ct.orial (h, 
T'( \/) generado por todos los elementos (lc la forIlln 

VI Vr~ 

donde /J; = Vj. parai el j. Defin'lllW8 lV'\;' ('OT/l.O el cooell}e dI' (,YP(/CWS!T('/O/'l 

a/es 

y a T como a la compuesta T = Tí o 

7T T'(\/)_.,--
21~. 

donde recordemo;; que E(VI, . .. , VI ¡Y'''r, y Tí e;; la función canónica 
al cociente. A clase de equivalencia dp VI 1', ;;e k d(;llol,ar<Í por 
VI t, .. , t, . Es claro de la definición qllP si dos entradas 1m este producto "OIl 

iguale;;. el product.o es cero. En forma "imilar a como vimos en (1 

V<7(1) /\ ... /\ (VI /\ ... /\ v r ), 

para cualquier permutación (J. Ahora, "mi h : \/(r) _., H/ uua fUllCiélll lllultililH,al 
alterllallte a Ull vectorial \V. y sea Lh la tnulsfonnacicíll lillPaI inducida 
en T'( tOlllB el valor u'ro e11 cada g('lH'rador (1(, \ll(. L¡, descÍl'lld¡> 
al es decir, induce U11 mapeo líneal que, por abuso de llot ;l('icíll, dell()~ 

(aremos nuevamellte po)' Lh 

T'(V)
L . \V. 

h· '21,1 

Por otro lado, por la propiedad universal de '1" (V), tiC i icm: q1H' h = f-¡, () ,d,· 
lo cual se 

h = Lh LII o T. 

La unicidad de es clara, ya que dos mapeos que llagan COlllll1liar a (1.G) 
coincideu eH los generadores de /\TV, por tanto son Esto muestra ¡¡Ul' 

(N' V, es un producto C1llla. 

Ejercicio 1.1.8 Sea B = {'W¡, ... , 'W,,} lUla base pma V. Si Vj 8(' e,¡;prCS(L 1'1/ 
11 

esta base corno Vj = ¿ (J.¡)1"i, j 1,. '" r :ti A = de n.ota /o matriz 1/. x r' 
1=1 

con entradas ai.!, mueshe que 

VI t\ . , . /\ v". /\ ... /\ ('ir· \ 

donde la .nmw TlXOTTe todos los T- mnltúndú:c onlenado.~ n:pel.ición). ([nI' 

denotaTemo8 por Ir, 1 :S i¡ < i2/, <: n :ti Al, denota la matriz qnl' SI' 

olJtiene de A seleccionando la.) filasí 1 , • , • , 
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Sea f : V ---) lV una trausformación lineal. EtiÜl fUllCióll illdlln, otra tnmsfor
rnaciónlineal : Tr(V) Tr(\;v) la cual cIIvía a caJa prodlld.o 1'1 u, 
en f(v¡) ... C<J • Obviamcnte. f(21~/) 21 1v y por tanlo (kscieuc!e al 
eocicIlte. Al mapeo illClucido lo dellot.armllOti por 

I\"f: (\"V-4 (\"IV, 

ClaraIllellte. si VI, . , , ,'U" son "ect.orC's di' \/ SI' tiell(' <¡l!(' 

(!\rf)(UI 1\ ,. /\ 1',) == /(i't) /\ ' . , /\ /(1'1)' 

Ejercicio 1.1.9 Demllcstn' (¡al' /\r 1 d Jd, donde Id dC!loto lu úllutldllll. .IJ 

q1J,C si g . vV Z es entonces, /\'ll} o f) = /\"I} /\'f. 

Sean ahora B1/ {VI,. ., V,,} y Bw {1I't. ' , , ,11'm }, 1¡/lSPS para V y 11'. 
Sabemos que 

{Vil (\ ' .. /\ v], : 1 'S JI < ,., < ni - I 

y 

/\TB w ={·wi;/\··'/\Wi,.:l 11 "'<1, In} 

son bases para /\'·V y ¡\'H'. Si A = [aÍl dellotaÁ/I 

calculemos la matri:;; /\rA = \\(\''21, (de talllaúo es (';-') 

merelllOS las filas y las ('olmImas de I'st.n matriz usalldo /' 

1 'S i I ' .. < ir 'S ni, y J.,., 1 'S .1 1 . <.i, n, tomados ('11 un ()J' 


del1 cualquiera, por ejemplu, ell ordell lexicognHico. COIl esta llU1w'racióll. la 

colul1lna J,.-ésima puede calcularse de la IllHlH'ra 


(,l'. ( 'l'.7. t\··· /\ 

y COlllO 	 I:
1/. 

1L¡.h ·w" el Ej(;rcício 1.1.1:-\ !lOS pí'rlllit<.' cOllcluir que 
i=! 

,(\' ,/\vJ ,) Ldd(AI,.J,)Wil/\···i',lI'i,' 

Ir 

Esto muestra que la entmda (In J T) de /\" A = Rw 13\, está dada flor el de
terrn:inante de la submatriz A Ir ,,} r que 81' obtiene de [11. mu,t-,.iz A selecclu l/ando 
las .tilasí1, .. , ,ir ;ti las colll"lnTWS ji, ... ,.1,.. 

Ejemplo 1.1.10 8íVyH"tie!/.el/basp.8B t \/!¡,v¿,u;¡l :ljB\\. 

]j f V -> vV es ['incal con 7Iw.tl'iz A fflBil B,. SI: tu '1/1' I¡ue 

(\2Bl,' 

/\'2 B\¡i {(IJ 1 /\ W2, W I /\ Il':¡, 11'2 /\ 'U':j } , 

son base.'; pILrlL 	 Vy IV Y /\2I : H' fíen(' por InatTiz 

http:mu,t-,.iz
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I\l'A = 

al! a12 al¡ a13 °12 (/, I:¡ 

021 °'22 I I U2l (/2:\ I I (/22 a:l:j 

al! al2 al¡ al (f12 (1,1:\ 

0,31 o:l:l n~¡l G:l;¡ 0':J2 (1,:1:\I 

([21 a:22 (/21 1L'2,:1 (/22 (/2:\ 

0.;J1 G:12 (Lj ¡ (/,:jj ilJ'2. a;l:l 

I 	 I 

I 	 I I I 
Ejercicio 1.1.11 Sea 

donr!p 

-	 EBT(\l) lo suma din:1'i a de los TW), 
1'2'0 

k. 

1. 	 I'vluestre q1Le t'ipne una eslruct'il/'a de 1.: álqebra a.'iOClu!wa donde 

el ]iTOducto de dos dementu"u¡ T' (\/) Y el" (\') ,'>1' ¡{efin(' ('(JI/lO 

U¡WZ T+S(V), el c'l1al hace de una rí./Y('/J/'17. gmd/ladll. 

Sen 21v EB 21~, T(V). DPIIII1CS!'/'(: (jn!' 21\ es un ideal IJlII1}I'/,al (Iw

'1 1 1/)
1iU'" de T(V). Al cocientcT,-:-'" .'il? le dcnota Ji 01 , 1\ tí 

Y se le llama el álgebra alternallte de V. IvFue"b'e q'llc e:r:'¿ste lin iSOII/.O'IfiMII.O 

canónico 

I\l' V ~ EB A' V, 
!'»O 

y pOI' tanto 1\ V tiene' una estr'l1ctu:m de k- álgcln·(J. qmdwula, donde el 
¡rI-odu.cto de dos clem,ento8 (¡ = V ¡ 1\ ... /\/.',' IV' V .IJ w¡/\··,I\//\C 

/10< V está dado PO'I' (¡ :1 VI JI ... 1\ v" :1 W ¡ /1 .. , 1\ u'" (\'-j'\/. 

:J. 	 Dem'IlPstTC que el definido e/l, 2. es asocia.tivo y ItnIU·O/lIIl'U/(J.liIJo. 

es decir, qw'(¡/\ (-1 I\(¡. 

Sea B = { el, .. , , en}, UIla hase para ·V. Veamos qUf' /\' V (imH: ('omo hase al 
coujullto 

;\''8 {1:, I i\ ... 1I ;: 1 < í ¡ 1'2 < . . . "1' _ /l.}, 

en particular, 1(1, dinwIlsióll de N'V es C'). DenotPlllOS pm Alt'(V). nl espa

cio vectorial km, C011 7/1. = e), y d('not(~lllOS a lo;.; vectoJ'('s de la ha;i(' f'stáw lar 
por el,' donde Ir recorre todo0 los p00ible;.; lllllltiílldiccs onl<>!l<Hlus sill rcpdi
ciÓll. l'vlostraremos como construir una [ullcióll alt,cnmllt(> "alt" (k t.al rorllHl <¡\lE' 

(Alt.F(V),alt) sea Ull producto cuila. COlllO este producto (~s se dedll(,(~ 
que Alt"(V) es isomorfo a (\FV, bajo el isomorfismo que envía él cada V(~('Lor 
Pll C-i¡ 1\'" /\ eil"~ de lo cual se sigue que' l\rB es HIla base parel !\r~/. 

Comencemos por fijar un orden cualquiera para la base 

[ {el,,: Ir recorre lo;.; multiíndicc;s ordcnados SÍll rejJetici(¡n}. 

Por ej(>mplo, el Ord("ll lexicográfico usual. Ahora, para l' vectores/'¡, .... ,/'1' 

1/, sea Afla Inatriz n x '[' cuya j-ésima columna es el vector col ulllllH (,Ol! ('nt.radn~ 
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alj, ' , , , anj, las COlll}lOlj(c'llt<'S de 'I'} (:11 la lms\' l3, ('S (kcir. 1'.1 11 l¡ l' 1 ' .. f 11( 11 ) ("". 

Definimos 
a1t (Vi: ...• 1Jr ) Ldet(AiJ,)CJ,. 

1,. 

Proposición 1.1.12 La (Alt'(1l) ,¡¡It) /a ¡rl'Opiedadll'lll/}(TsIIJ de 
'un pTlHlv.cto curIa. 

Demostración. Es claro que ah e¡.; lllUltilillpal a1tnllautp por la¡.; propinlad('" 
elemeutales de la [unciólI detenniwllltc" Dado \lll espacio v('ctorial \ V y mm hlll
cióu f . .-t TV multiliuC'it1 altJ'flwut.e, vealUo¡,; q1lC cxiste uua úllica L ¡ liw'a1 
de enWtalque: f L¡oalt.BastnddilürLf(cL)=f(l, , ... ,ei,)y 
extender este mapeo lillealmeute a AltT (V'). Por definicióll ,{ll(ei, .. ,. ('¡,.) e" .• 
y es claro tambión que 

,)) I(I'¡ .... . (',,). 

De esto se deduce qw' 

L ¡(al1(v¡., f(PI •.... 1',). 

ya que L ¡ es lineal, alternante. y fes 111lllrilílleal: sen 1') 

11 

al t ( "V ¡ : ' . , , VI') alt( al: (él. ' , , 'L (tt,lt! 

í=l ¡ 


n 

1 s: t, 

Pero 

11 

Lf(alt(v¡ ..... U,)) 
{¡ < 11 

(a.I, .. ·(/I,l/(It, .. ,., I't,.) 
l., «1' < 

f( l' 1, .. , , V, ), 

ya que f es multilineaL _ 

Corolario 1.1.13 Sea1lun !Jec!,orialrledim,i'lIsióullyl3- {11 •. ".ell } 

una base ¡Jara. V. Corno rv, lJ (Alt r (1l) ,(lit) 1(1 IIl'OJiICl/ad "IIni(!(,/'

sal de '1ln pmd'ucto son nahnulm.entc i.~OI/Wrf08 bajo un isomm:fism.o que 
env'Ía a cada vector el,. de la base estándu'l' de AW(V} en eí ¡\ ... 1\ leí,.. PO/' 
tan.to el conjunto 



('8 

'n I (\ '0'2 se e ¡¡:/rfa 

el pmdllcto 
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EjeIllplo 	1.1.14 Sea B e¡,c2,e:l} la base UI!u)nim, de ,Rn!o!l('CS I/'{) 

1\ e2, e¡ /\ ea, e2 1\ ea r e8 'U'/UI. !Jase para V. SelLl!UI ILI el + (12('2 + (/:\(';\ y 

V2 blel + b:3e:3· Si v denota el producto c'Il'fl.a de VI 'l/1"1 I'ClI/OS que 

+11.2:\ /\ el), 

donde lo.., coeficientes ni) están dados pO'1' los 1/1,1"lI.o/'e,'i 

a'.t3 

E:Eisfe un iSO'In01:fisTno na/:uml entre 'l/ 

e¡ 1\ e3 en -C2 Y 1\ e:3 en el, Y que baJO e8te 

en el I'edo'l' ID ~ a2:,c¡ a¡:¡c2 t (/,12('3, EL /ledo'l' '11' 

¡jedoríalusu.al (;¡ xv:.!, de 111 ¡>OT '1''2 (lo ("llJI,l jWit¡fic(l, 1(/ del signo(,'i('(}(jl'l/'(' I(f, 

"menos" para 

¡¡cetoriales.nn úwmo'r:fiiirno de 

Otra construcción del producto curia 

Supondremos en e:sta sección que d call1po 1,: tielH' carnd(;rística ('('ro, trlla 
construcción alt.ernativa dd producto CUIla, bastanU, eomúlI en la lIIayoría c!(; 

los textos de Geometría Diferencial, es la siguiente, Denotemos [lor al gl'\lpO 

simétrico de permutaciones en los símbolos {1, 2, . , . ,T}, Y definamos 

(T), ... , v,,) 1) 

La c'xprcsiém dd lado derecho es tlll dCllWllto de , S(:a Al t' (F) (hu (al t)) 
Ved'. el "lll){~s[lacío de gellerado por la illlagl'll <lo la fllución alt. El fllH' 
al t sea lIlultilineaL se sigue sin dificultad ele la defillición. Para ver qtI(' ('s alter
llante, fijemos T ('i,J)., con i i j. una tran:sposidóu cual(lllima. Si (To, ... ,(T" 
SOl¡ los r! elemelltos die' Sr cualquier ordell). mltollCl'S C01llO (T! Tia, ,si 
(T/ i as. sigue que aoT, ... (T,.!T SOll estos lllÍSllIOS l'!PlllC!ÜOS, esnitos ('11 otro 
orden, y por tanto 

íll 
r 

, ... , Vi , ... , 'Vi , ... , '01') I: (Sigl'cr(l) 
'-v-' '-v-' 

j 

1) 

(U) 

http:jedor�alusu.al
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Para cada pennut acióll a, d sumando/'(T! 1) ) (;0' igual <l 1) ,. 

vcrT(r)' yen COIlS(>cllcw;ia cada t{'nnino en (1) riplle Il1l ('O!T('SPOlH[il'lI!(' I<'nllillo 
en (11) que lo cancela. Por tanto 2alt(vl"" .r(, .... 1'" ... ,1',) - (J. de lo nml 
:::e (l<~duc<; la alterllHllciH 

Ahora, dada f: V(I) ~ TI' Illlil flll)('ióll 1l11J!tililleal ;llkI'llHllt('. pOl la 
propiedad ulliversal <Id prod\lcto fc'llsorinL exis!(' llllil IrallCi!i)j')tlH('i(¡1l liw'ill r¡. 

Lr V¡-).- /'1, .... I'¡-). 

Sea = L¡IAlt' (V), Se entonces quP 

1 
(Vl,""VI')) [(PI, .... 1',.)7!~ 

a(S,. 

,~"r!f(vJ .... ,I'I) - f(/lJ, .... 
r. 

lo cual llluestra que la (Alt"( \/), alt) la pro1!1nlad u.nll'cr.'iol 

dr 'u.n PTOrlu,cto cmla.. En psta construcción (lO' natural dellotar n cada e!l'1l1PlltO 

, ... ,1).,.) por VI 1\ ... 1\ VI" 

Ahora, si ú.,'1, .... W'{' SOl1 dPlllPl!tOS (\<; V', !>osihk idf'lltiJÍl'nr a j 1\. ·I\w, 

eH Al tI' (\/*) COll uu objeto m{lS fallliliar. 1\"01 ('UlOS prillH'ro (IIJ(' 

Cada término del lado derecho de la igualdad PIll'(l!- iUlcrpr\'\ ars(' ('11 forma 
natural como ulla runeÍún Illultiliueal definida COlllO 

) .. WIT(r)(v r ), 

Bajo esta ideIltificación, la Slllllatoria del lacio derecho es pr('cí,,;Ulll'ul<' el dct('r
minan te de la matriz [w;(v:¡)j y por lo hUlto l-c'j 1\ .. , I\ú.,',. se pll('(k idclltiticaI' <l 

su vez C011 la función lllultilim:al alterui1llt(' 

WI/\···I\W,. 

Denotemos por . 1.:) el conj unto d(· todas fllliCi()Jll's '1' ~mu] tilill('¡¡}¡'s 
alterllantp" a k. Este COUjUllt.O tÚ~IW Ulla estructura lIalund dc' vectori"l 
con las operacíollc::: usuales de SUllla de flllwiOlws .\' producto dp mm fuucíúu 
por un escalar. Vealllos (pt<' ('sLc' (,:-i¡¡neio vectorial (:S eillll'micHIlJ<'lll¡> i"olllorfo i1 

I\I'V*. En prilller lugar. la id(mtificacióu (] 7) ('S COllS(,C!H'llCia dd isolllor!i:-illlO 

canónico que exi"te CIl (re (\1*) y (v>:r). 

/\ : V* \/* V,k) 

que ellvía cada W, (,JI el fUllCiOlWI 

(VI . , ,'u'/') :;;; ) .. /',.) . 
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Ejercicio 1.1.16 Dem'IJ,f:st1'e que A es un iSO'Irwrfis'llw de CSjlIU"wslwc:tO'nal!'8, 

Por 
{Im(alt)) V* V*. 

Denotemos mt.euamente por A 11 su I'eiitriccúí'll al subesj!(lcju Alt'( V*), De
mucstn ItIH'A(Altl'(V*)) es ducdm'l(/l 

AlterwUltes( , k) 

Teorerna 1.1.17 Sea {('l ... , , en ¡una basc para \/ y dC/lotellw8 po/' 
{e 1, ... , en} su base dual en V*. Entonces existe un ISO/lI.m:fis'llto ('auónú:u 

1: /\rv* --t Alternaut.es{V X . ' , x \1,1.;) 

quc enV'ía a cada cLerrwnto eJ I í\' .. de La /)(1.8e /\'B v en la f/U lf:ú5n 'I/L'aLtümeal 

alternante 

l. [e] I (.V tl ( 1I (1' ' 1! 1 
~ det :
r! . ~ 1', ) ,(u¡) 

Demostración. Se del ejercicio anterior. • 

Ejercicio 1.1.18 Seai: /\'\1 -t Alt'(\I) el qHe (''11 ufa IIU I /\, , . Al!; 

f'n ¡'!alt(u l .... ) y sea 

e : A' V í\" \/ ------) V 

La linea! defiTL'ida CO'llW 

(u 1 A ' . , /\ t , /\ . , , A v r +,) '1' lA, ' , (\ V, A v". , ¡\ ' , , /\ 

Dcm'ucstn' que el es conmutativo 

e
i\1' ~/ ¡\sV -) 

donde el mapeo s está q'U.e envía elida clnilcnto de la 

f(YI'ma 

(V,+, '1', +,,) 

en 
L sig(a¡, 
(JI. 

donde La, s'Urna se toma subTe todas las de bul'O:!o 0'1" ('s deeú'. 

sobre todas las perlTlutacwnes ([ue prcsC'l"Ilur¿ PI O'/'den de lo,~ cO'llJuntos {1, ... , ¡.} 

y{rtl,.,.". s}. 


Ejercicio 1.1.19 Sea V \l¡.: V? fa .sIUf/a directa de lo,' ,,¡¡/wspal'ios \;, y \/2, 


Denfuestn: que ex'iste un isomO'/:fismo natural 
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1.2 Conceptos básicos de topología 

C011 el propósito de fijar la llotacillll y fadlitm la kcl ma de' lus capílulos Sígll~ 
haremos mI est,a sección un reCll<'llt,u de llOCíOlWS básicas de 

topología, y enunciarell!os, sin c!PlIlostracióll, resultados solm> I!l<'l ri;,(tcióll 
de espacios topológicos ql!e S(;nÍlI (k utilidad (On (,1 CH pít llJo 1 L El kcl UI' podni 
encontrar las ddilliciolles y n~slll! arios d(' (;sta S(>('('i()ll ('11 cllalqIIÜ'!'i\ los t <'xtos 
básicos de topología de jJlllltos, por <'j(,llIplo <'11 [1 i, 

Del1ocarelllOs 1111 espacio topológico COIl!O UII pan'jn (X, 'J) dOlld(' X ('s 1Il1 

conjunto y T la colección de abiertos que dcJiuc la topología. COll el [!r<Jp()sito 
de simplificar la notación omitiremos C()Il frcctwl!cia a T y nos rd'(~rin'lllos H 

X como el espacio topológico. Si Z X ('S cualq11i(:r sllbcOlljUllto, Z lwreda 
de X, en forma natural, Ulla topología en la cllal los abi<',rtos SOll ele la forllla 
U n Z, COH U E T. A esta topología la llalllan'lllos la fopololj{o. h('/'cdllda de .'{ 
O topología relatiu(J o inducida CH Z. 

Los C'spacios topológicos formall tma cuyos lllorfislllos sOll las 
clones continuas. Como es costllmbre, a los isolllOrlisllHl.':i ('11 ('sta cat.cgoría los 
llamarelIlofi horneomo'l:fisTnos, ,v SOl! prr~císalllC'llt(' at¡lldlas fllllclU!H'S hiy(;(ti Vél,". 

contilluas. con inversa contilllla. 

Por llll entorllo ab'ieTto de llll ¡HllltO ;¡; E X o simplr'lll('llte HU cllturno dI' 
.1:, que dellotaremos Jlor , ('lltr'lldpre1110S Hit ahi('rto di' T qul' (,(lllt(,llga a .1:. 

Recordemos que X SI' llanln uu (:s¡¡neio si ¡mra cada par d(' P\lltt.os 
distilltos:1: y y cxistell ClltOl'UOS ahi('rtos disjlluCos U, ~. Fil' H('('orc!('IIlOS ljlle uua 
base para T es uua cokccióll dE' ahj(;rtos {U} J COll la propú'dad <1<' qlll' <Indo 
cualquim' abierto U y ;¡; U exista llIl P!<'lllr'uto d(' In has(' U, U 1111<' (,()ll!CUgi\ 

al punto :t. X se llama con/aMe si existe !lila lm:->c 1t\lIlWUlhlc para '7. 
Por ejemplo, si (X, el) es un mNriu) (ti dellota ]¡\ fUIlCiúll distancia) lllta 

base para X está formada por todas las holas abiertas cI(' ('eutro p E X Y radio 
7' > 0, que denotaremos por D" (p) {:1; E X : d(p, < '/'}. La bola ('('ITada sc 

dellotará por Br(p). 
Sea Y X UIl SUbCOlljUllto cualquiera. La dalt8u:m ([(; y, «(11(; ([ellotmullOs 

por el (Y), se define como la iuterscccióll dc todos los cerrados ('ll X quc cotlli(;!l('ll 

a Y. Su údl''I''iO'I', que c!ellotan:lllos yo, sr' definé' COItlO nl conj1!llto cI(' todos los 
puntos y E Y para los cuales existe \lll eutol'110 abier!o Y. La fl'OlIti'l'a de 
Y, que denotaremos por Fr(Y), es por defillic:ióu d(Y) n d(X- }'). Notel!los 
que aquellos pUlltos de Y que no están en d illterior Ii<, Y e:,;tAn Ili'cesnrialtlent(' 
en su frontera, aUllque ésta el! ge¡¡(~ral Illwele nmU'ller otros p!lulos quc !lO est,í.1l 

7C'll 1 . Es claro cutollces qw: Y yo U ( 11 Y). 
Por un ('ub'r'ún'iento abieT/ o ele X ('ntel!{l{'rc~lrI()C\ uua co!<,('CiÓll dI' nLú'rl.os 

A }"EA tal que X U Uo ' El cllhrimÍc'uto S(! d('llomillH lO('(}.hllen/c 
,'1 

finüo si para cada:r X existe uu clltonlO ahierto V, qUi' sólo ÍnterSi'cta un 
nÚlllero finito de elemelltos de la co]('('CiÓll A. Por 111lIefinl/./Jl.wJ/lo a/¡in10 de A 
se entemlerá una colección de abierto:,; B {H"-¡} I! COll In propi(~dH¡\ (!P que 
para cada VVo existe al mellOS un Un di' la colcccióll A q1le lo COIt!i{'IJ('. 

Recordemos que Y e .X· se llama (:olle;¡:o si 110 ('s posihl(' ('IlCOlll rar abiertos 

http:nL�'rl.os
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u, V en X tales que Y n U y Y n V sean elüijnntos, 110 vacíos .Y sn lI11iólI sea 
todo Y. Esta propiedad es preservada bajo flllH'iolle:i contin1!(t:i. En gem'Ial, 
todo Y e X se liuede escribir COllUi la unión de ('DUeTO" 

decir, conC:J;08 que no 

en cone:J;O más 9Til'rule) Y;, llamados las 
fácil ver que: cada }~ es un cerrado. 

Recordemos que X se llama si de' todo cnbrilllipllto ahierto de' X sr' 
puede ()xtraer una slIbc:oicccióll finita quc cubra a X. Cn SlI1H'Olljllllto 1": X s(' 
llama compacto si K lo es como espacio COll la topología rdaliva. La 
propiedad de ser compacto preserva hajo fUlJ(:i()I!('s cOlUilllIas: SI f: X }' 
es continua y K X es compacto, entonces f (K) tal//./¡é//. lo es. En gC'lwraL 

si L Y es compacto, su preimagen l(L) no es llecesariaIllPllw Illl COlljuuto 
compacto. La función f se denomina JiTOpia si csto OCUlTe, para (odo cOlllpacto 
LeY. X se llama un espacio sccucncúLlrrumfr cornllar:(,u si toda sec·\.wncia 
illfillita eH X tiene una sllb"ecuencin convergeutp. S(~ c!C'HJl\e"tra ('ll lo" c\lI'so" 
elementales de topología que todo compacto eu Illl espacio Hausdorfl' es Cl:lTado 
y que todo cerrado en un espacio compacto talllbi{;n es COlll¡mct.o. En llll espa(:io 
mótrico las uociones de secuellcialmente (,Ol1l¡Htcto .Y compacto COillcídc'll, y Cl! 

IR" 1m; subconjuntos compactos S011 prpcisalllelltc aquellos conjuntos quc S011 

cerrados y acotados. 
El espacio X se denomina pa'mcompacto si X es Hausdortf y tiell(' la [Jl'o[lü,clnd 

ele que para cualquier cubrimie1lto abierto A de X dado sielllpre ('S [!osilik (:ll

contrar un refinamiento abierto E, localmente finit.o. 
X se c!c>nominft lIIehúable si es posible (h,fillir una fl/./l.Cl.ÓII ti : 

X x X X, de tallllallera que los abiertos cld ('spacio lllNüco (X,d) semI los 
misll!os abiertos de T. X se denomilla localmp.nfe mcrri:;a/¡/c si pilla cada puuto 

;r E X existe un entorno U.1' metrizable. COl110 veremos ('ll d priulI'l' capítulo, 
t.odo mallifold es locahnente hOlr!eomorfo ;¡ mi ul¡icrto de' [fl;" .\' por t.auto es 
localmente metrízable. El teorema fUlldallH:ut id <j\l<' c!lI'ad('riza a los espacios 
topológicos 1I10trizablps es el "iguien!,>. 

Teorema 1.2,1 (Smú'nov) Un íOJiolóqir:o X 
es paracompacto y localrnente met.,úable. 

Como veremos, todo manifold es por definición Hausuorff y paracolllpac\o, .Y 
como ya observamos, localmente metriímble, de clomlc se sigue que todo I/tanifold 

es rnetri:::able. 

1.2.1 Espacios cociente 

S0a X HU espacio topológico'y Ulla relación de equivakllcia e1l X. DpllotaH'lllOS 
por ~ al conj1l11to de clases de equivaleucia y por 1f : X XI ~ a la 
fUllCióll canónica que envía a cada;1; en HU clase de equivalencia, que (1<:llutarnllOS 
por x. La tOJiolo!J{a cociente en XI se defil!c como la colecciém de' todo;; los 
subconjuntos V cuya preilllagell J (V) ('S allí('r!" (,IIX. Típic'U!H'lIU'. un 
espacio cociellte se obtiene o úleuf¡jiclln!lo dos (',;pacios to\!ol(Jgi('os a 
través de un cierto subconjunto, como se lIIuestra a cOlltimmci(Jll. 
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Sean Y¡ Y Y2 dos espacios topológicos disjuutus y sean U, }~ abintos. 
Supongamos que cp : U] ~~> lh es un hOlllcomorfi"lllo y s(~a X la llllióll disjullla 
Y1 U Y2 con la topología obvia (rV X es abierto si y sólo Hi ~V (l y; e Y, 
es un abierto). Denotemos por R a la r¡;]acióll de (~qllivnl(;llcia qm: COllHistp (le 
todos los pares de la forma (:t/i, E }-: o d(~ la forma (;¡;, cp(.()),:r U ¡, V sus 

simétricoH :[ E . Al espacio XI R SI: le c!e!Hllllimt d pS¡Jaeío <¡\le SI' 

obtiene de ideutificar a Y¡ Y Y:Z pegando o id(,¡ltíiicltllt!O a U i con l/'2' Es lúcil 
ver que si j, : Yi ~-> X/Res la COlllpupstn (le In illclllSiúll uatural}; }¡ l.) }' 

y la fU!lción canónica Jr, pntOlI(,(0S cada ji es UlI !Hillll'OIl1odisIIIO a su illlag('n y 

j¡ (Y¡) U h XI R. Además, .JI (UIJ' f2([/'2) y .i'2~ I Dil .p. 

1.2.2 Acciones de grupos 

En esta sección el lector CllCOIttrará aquellos COIH'C:p!os m:c('sarios para la \:011

st I'ucción de manifolds cocielltc. En Ulla prinwrn "'('(lira, d kctol' PIH:<I(' han'r 
caso omiso de aquellos resultados que hacen rdmellcia a manifolds, y releer <'Cila 

sección después de que haya asimilado los conceptos h;:\sicos del Capítulo T. 

Definición 1.2.2 Sea G mi 9nLl!O y Xun conjunto, Una (/u:ián de G ('/1. X 
p:G 	 X Xtalqu.ep(L:¡;)=:lyp(y,p(h,:¡-)) p(yh .. r), 

.T E X, donde 1 E G denota el dC'Ifl.ento nl''1d'lv, 

Es costumbre escribir p(y, ;1;) comu .tJ . :1' de lllodo C¡lI<: las dos (:olldiciOlI('S 

anterior se convierten ell 

1 . :r :1, .11' (h ' (¡¡!J) . x, 

para todo g, h G,;( X. f\otelllos que para todo y G la ap!ícacÍ(íll 

Pg : X ---+ X defillída por (:1') p (y . .1') es hiVf'(otivH COIl illYl'ISH (J,) 1, Si 
S (X) dCllota el grupo d" las liv<'('/'i()[t('s ('11 X, ('011 la o[wra('i(m dI' (,Olllj)(lSicíÓll, 

(mtollces la fUllción 

p:y P'I S(X) 

es un hOlllomorfismo de grupos. f{cCÍprOCHIJWlIl(\ dado UI1 hOlllolllorlislllo de 
grupos Ji : G S (X), g' :¡- p(y) (.1.) defill(~ una acción ¡[(, G ('lI X. PO] tanto 
definir UIla aceión en X es equivalellte a dar lIIIa f(;prcselltacióll del grupo G Pl! 

8(X). 
Para cada ;c X, d estalrilizador o .':iUbyl'upo dI' isotmpia dI' ,1: sr' ddill(, 

como el COl!julIto 

Gx ~~ {y E G : y ~ :1' :J; } , 


Es fácil verificar que (~S en efecto \Ul snllg;rupo de G. Cuando = {l} par;¡ 
tocio .1: X decimos quC' la acción <10) G ('ll X ¡,s hbl'('. Observ(,lllus qlH' 

kel'p ~~ nGx , 

:..rEX 

(y por tanto nXFX G,r es un subgrupo normal dI' G). Cuando .\ U, {1 } 
(es decir. cuulld() p cs illyectiva) clin'lIIos que la acciúll dI' G ('11 es elá-til'o. 



1.2. CONCEPTOS BA.,SICOS DE TOPOLOGÍA 

En e::;tc caso, p establece un isomorfismo putre e y Il1l C'ubgrupo de . Si S 
('~ uu subconjunto de X denotaremo::; por es al couj lluto 

es = {g. x: g :e S} e X. 

Eu parti('ular, si S consüitc :;olamcllt(, del pUlltO J;, e(:rf se (kllOla por 0;1' \' 
se llama la ó1'bita de :1:. Asociada a Ulla acción p : e x X..,X sr' ddíw' lllla 

relacÍón d(' ('quivalencia en X como 

;1:; r-v y <==> existe 9 e tal que y .1/ . :¡:. 

Es fácil \'e1' que es en efedo una relación de equivalellcia (:ll X. A la das(' de 
equivakllcia e11 el pllllto ;¡; E X se le dC'llotanl por f. Al conjullto <i(' todas la,'\ 
clases de equivalencia de r-v lo dCBotarmllOf) por X/C. y ,,(' llamaní p\ ('S¡)(U'/O 

cociente de X bajo la acción de G. Cualldo UBa accióll fI PO"P(' ulla única (¡rllÍta 

(es decir, para todo :e, y E X existE' g G COll y ~ SI . :r) la accióll sc' llallla 
tmn,itiua. 

Cualldo X es U11 espacio t.opológico (rcspcctinullclltc' Ull ¡wwil'uld "llm'(') PS 
natural {'otudiar aquellas acciones CH X que sean contin\lHs (n'''pcctÍVlll11clll.C. 
suaves en 

Definición 1.2.3 Seu G 'un 91'111)0 y lvl WI f(1)olóyú;o tUI lIUJ.U¡


foldJ. Una acción continua (suave) de G en Al e5 ww acción p : G x 1\.1-. Al 

de G en el conjunto 1\1 tal que pum todo g G la biycccú5¡¡ 


cunUnull. suaue) y por- tanto un hOTneonl.mfis'llw (re!:!]!. 


A1 con inve'/'sa ;, Al espacio Af/ G con la topología cucú'lIte lo llamare/l/os 

espacio topológico cocié'nte de j\1 pOl' G, 


Lema 1.2.4 Sea e un grupo, X lOli01ó9U'O 11 SUpO'l/I/atIl08 que fI ('." 

una acción continua de G ell X. la ]}['()yt'ccúín CWlónÚ'(1 íT : X x/e 
e8 una abierta. 

DenlOstración, Sea U X un abíertu. Para mo"tra1' qlH' (li) (,S uu ahiprto 
en X debclIIos verificar que T:' I ) (':" llll a hiprl0 ('11 X. P(']'o 

1 (íT { :r: X· 7T (;¡; ) 7T (U) } 

{1: E X : ,c gU. ]Jara algú11 (/ G} 

UyU 
:¡EC 

Como cada es abierto e11 X, se (U)) tmubiüu ('S abierto ('11 

X .• 

Definición 1.2.5 Sea e un grupo y M un topológico 
fold). Una acción cont'Írwa (resp. de G en l'J s(' l/all/ará 

satisface las condú:iones. 

1. 	 Pmn todo p E Al, e:l:isteun abierto U j\1 que ron tiene (L p tal I[ne 

('1 U 0, para todo g E e,!J 1. 
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2, 	 PaTa lodo p, q E Al ((JI/. (1 Ve Gp, ('.ri"fel/ (¿II/(',ú¡:-! U. ~. e Al ('(JI/ Ji U, 

q E \/ Y gU n V = (.1, ]Ja/'fL todo U G. 

Observemos que la primera cOlldicióll implinl. que' los Hbj(~lt()S {yU l<lE(: SOIl 

disjuntos pOI' pares, En decto. ¡,;j y. h !J h. m¡(ClllCPS 

pues h -1 g cf l.Ell forma silllilar. la cOllllicióll implica qlW (fU '1 h V v1. 
para todo g, h E G, En efecto 

gUnhV=h((h 1 V) h~1 ~1. 

Ellellla siguielltp llOS Imws!ra el significado dI' la cOllclicióll 2. 

Lema 1.2.6 Sea Al un V.'·l.lflf".UJ 	 '/Ui 1Iw.niloldj. Sup(mqa (jUC 

G actúa cont'Írmarnente , EI1JOII(('8 la condi('úín 2 1'/1 

la de.finició 11 de acción .,i 11 sólo si el cspano top()/ríqic() 

1\l/G es HrwsdOlif. 

DeulOstración. Supongamos (lll{~ (:s HallsdorfL Dados /J. (1 E JI con 
q <t Gp, lo cual illlplica que íT (1'). TI (q) SOll pllntos distintos de lU/G, podelllos 
enccmtrar abiertos Uu• Íló ::::: ('011 (p) (r¡) ~¡í' Esto implica (Jli(' 

U = 7r- 1 (Uo) y V = 7r- 1 (\/ó) S01l abiertos (,11 Al COIl P U, r¡ V.v gUíi\/ = \11, 

para todo .r¡ E G lo cual demuestra (2). 
Recíprocamente, supongamos que la cOlldidón 2 se "atisran'. SCall p, q E 

A1/G puntos clistilltos y elijamos dos l'eprpsüllt<mtcs que c!ClIotan'1II0S lIlWV(l

Hleutc como 'P,q E IVI, es dccir, 7r (p) ]!, 7f (q) 7], ClarmlJ('llt(: /) y q 110 SOIl 

equivalentes, es decir, q ~ Gp y por tanto existen abil'rtos U, V e 1\1 COl! ji E U, 
q E 'V y gU n V - V), para tOllo tI E G, COlllO la proyeccióll canóuica (~S abiert.a. 
Uo - íT(U) y Vi] = 7r(V) son abierto:) <'l! M/C:, O\¡vimll<~llt(']! c: Uo, fj E ~¡] v 
Uu y 'Va SOl! disjulltos. Luego Al/e es Hilusdorff. • 

Ejercicio 1.2.7 A11lPstrc (jILe s'¡ X es un fSpU("I() .'infllndo ('onfaúle. cnl.o/lce8 

cociente S'Ul/O )(/ ta1ll/Jú~'/! lo ('s. 

EII muchas de las situacjOllcs que ('JJ('olllralHIIOS ('11 d Capítlllo TI. G es llll 

grupo finito. El! este caso rpstüln muy út il (,1 sigtti('lIt(l l('l!lil. 

Lema 1.2.8 Si X es un {'(//I/Cllll' /111 !I/.(/.I!

itóld) y G /I1I gnl]JO Ellfonr'('s toda w'cuJu libl'f' dI' Im.nsfOlllliU io!!!'..; mll

tinuas (/'f:s¡JecUuamente dr G en X es 

Demostración. Verifiquclllos primero la cOIldicióll Sea ;/; E X. COIllO la 
acción es libre, tellelIlOS que los e1emelltos de la familia {y. :¡;} yEC SOIl distintos 
dos a dos, Como X es Hausdorff y G es podemos mlcolltrar UIla familia 
{Ug } EU de abiertos disjulItos dos a dos ell X (l¡, lllOelO qllé' (J' ;1; E U/, pma todo 
9 E a, Así que 

U n I U,) 	 (U;) 

http:V.'�l.lflf".UJ
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eo; 	 UlI entorno abierto de ;¡;. 

Veamoo; que gU U 0, para todo g G,,IJ l' 1. Eu efecto. 1('tJ('lllOo; qu!' 
U y~1 Y por lo tanto gU Ug : adelll¡Üi U UI.v ["/ UI vl. !lW'S (] / 1. 
Luego gU y U SOll disjulltos. 

SemI ahora :1:,,Ij E X cml,lj G:¡:. Para todo y G. (:()lll() Y IJ . J'. ('xis!('lI 

abiertos dísjUlltoS U<). c: X con y' E Ug y y VI' Sí 0;(' ddillP (J <:01110 Cll 

(1.8), y V como \1 Vy , se ve que U es un cntol'llo ahÍ<'l'to de :1:, V ('O; 1111 
c1ltomo abierto de y que para t.odo .rJ G, yU e UIJ y \/ \1;1' de dOIH!(' SI' 
sigue que gU :, \1 = 0. • 

1.3 Conceptos básicos de cálculo diferencial en 
lItU 

En esta sección hell1oo; recopilado las nocioues y {core'lIlaS b;bicos del cúlculo on 

IR
variao; variable" que nos sPI'án de utilidad lllás nddalltc. COI\lO es c()o;tlllllhn" 

II denutará el euclídeo n~dimellsional, COl! la topología IlSW\1. .v ('11 ('1 
cual cada punt.o recibe coordelladas que dellotal'(,llloo; 1'01':1' (,r l , ...../,"). IR" 
Al producto interno estándar d(~ IR" 0;<' le, denotará por . :ti) 1 :1;/,1/ . .v a 
su llorma por 1 1, 

11. ) IUl I'} , .,

,:1:) ;- = L{:¡;I)~ 
( 

,=1 

DellotarcIllOS por {e 1, ... , el!} la hase Ci1ll61lÍca dI' ¡R", donde {' I (,S In 
C011 1 en la posición i-·éo;ilna y ceros en las rest.aut('o;. 

Para p E IRn y 7' > O denotamos por (p) a la bola abit'rta (k cel!! ro fJ .Y 
radio .,., definida por 

B,(p) { q ¡¡¡;": Ip !j 1< 7'} , 

y por BI' (p) a la bola cerrada. 

1.3.1 Diferenciación en IR" 

Sea U IRn 1111 abiCTto y f : U IR'" U11a fIlIH:ióll. R«cord('lIIO;i que I (,,, 
diferenewble en el ]J'1l7lto ¡J U si cxistt' llnH trallsfolllla('Íún liucn! 1~, : Ift u 

IR"I, Ulla fUllóón 7' definida en un cutorllO de jJ tal qul' 

f (1) + h) = f (p) -+ (h) + Ihlt' (h). 

y la cual satisface la condición limh_.o I' (h) O. 
En forma equivalente, f 00; diferencia!>l\' en jJ U si existe 

lineal tal que 
lim ~f~(p_~_;_h_li_'(_1)_)~_._Tl,_(_h) o.

Ihl 
Es fácil ver que la transformación liueal TI" si existe, <,s úni('a, y 0;(' <!l'llOllliwl la 
Ihfe'wneial de f en el panto ]J. la cual deuotarmnos por I*IJ' 
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Sea v un vector cualquiera de ]R'.". La del'ivlLda direccwlUlI de f ("1{ el punto 

p, :ti I?n la dirección de v, que dellotan'lllos por D,(f) () COIllO v(f)(p) c,(' ddÍlw 
como 

(p) -- lím ,--f_~ __~~_...------,---,-~ 
l. ~l) 

si este límih' ('xiste. La derivada dir('('cÍowl! ('11 la dín'(Ti(')1I dI' (" S(' ([PilO! a 
usualIllPllte por (Ji) y s(~ CkllOlllillit la r!rl'/(!Udfl pO/CII/.! dI' I nlll n's])!'I'! ();¡ In 
variable :/;' eH el punto Ji. Es fácil V('1' qlle si r (f¡ ..... IOl )SOIl las ('()()rd('lIadas 
dQ j, dOllde fi : U ......~ el!tOHCPS 

(D"f) = 1, .... ) . 

En los cursos básicos de Cálculo ell varias variables .s(~ dellluestra (PW Sl f PS 

difcrellciable Pll p entonces 

D,,f (p) = (u), para todo 'U E IR", 

y recíprocamente, si las derivadas parciales de f pxbt(m ('ll nula p U ,,' SOl! 

F
coutÍuuas. f ('S difcrcllciab]p ell cada ]J U. 


I
R('cordcH¡OS que si T : F ,VI es UWl trHllsrorUJ<l('Í(lI) l¡H('al de V. a • ('s

pacios Vf~('t()riales de dínwllsioncs n v '11/, y 'I~ {VI, ... ,1'11 }, '2Y .'- {11\, .. , . 
bases para V y VI, elltollccS la matriz ql[(' J'('pn'S('llta a T ('11 (~st.a" lJi\s()s SI' 

denota por '2\''21' Y P"i la matriz dr: ordnl '/11 '/1. Cllva ('lit rada 011 la tila í, 
columna j) és la i-P"iima cooJ'(!cltada dd vector T (1'1) . (,x]Jn~sHdo ('11 la lm,,(' ')3'. 

Si f : U ]R'."-} IR'" es UllH fllncIóll dif('l'('W'ÚI hle (,Il el ¡mil! o p e U, 
la matriz jacobiana de f en p, qll<' lkllotaJ'('luos por .l¡ (p). ('S la Ulalriz qlle 

repretienta a la tnllltifonnw:ióll lilleal f*l' : IR'" ('ll las ha"es ('¡¡m'mi('as <k 
]¡{n y ]R'.m, y viene dada por 

(p) 

J¡ (p) [ 
(p) 

Por SI 'In 1 el jacohiauo de; f eti PWciSHllWllt(' d g:riUliellh' di; f ('l! 1) 

Df ' uf \
\7f (p) -;)-1 (p)"." :l-.' (J)) 1,( u:¡; u:r") 

y sc satisface la fórlllula 

Duf(p)=f*p(v) (\7f(p),u), 

Sean allOra f : U ]R'." ~ IRHI Y .fJ : V IR'" L~i' npli('aciolH's ('Oll U e iK",t 

1/ e R,tll, abiertos, y f (U) -¡'/ Si f es dif('n'l]('ial)k ('11 ('1 pllut.O JI e U 
y g es diferenciable en el pUllto f V. la (:olllposiciúu I¡ 1) f : U es 
diferellciablc en el punt.o p U;V' lar!'(jlo de la (([riel/a IlOS <li('(' <¡1I(' su dikn'lwla! 
está dada por 
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Escribiendo la,-; diferenciales en las bases estándar se obtiene la igualdad lllatri
cial 

(f (p)) Jf (p). 

En la notación clásica la regiR de la cadena s('~ expn'Sil ('U la forllla 

doude ;1;), il,:;i delloran las coordenadas de Rfi, .v R/i. 1<'SI H'diQ\llH'Il1<'. 


y f y y se escribell como rdaciOJlPs fuuciollah's ('nin' la;; \·ariahlcs: 

y"(:¡;I, ... , y;:;i zi(yl, ... ,yn). 


Derivadas de orden superior 

Sea f : U e lR.n ]R;m Ulla función defillida en 1Il1 abierto U L{lI. Si f es 
dif('reneiable en todos los pUlltos de U denuamos f( 1) UlUlO la fllllción que, a 
cada 1) [J le asiglla su diferencial 

f('):[JclR" L ,8;"') . 

El espacio vectorial L 
naudo a cada transformación lineal f. p S11 matriz jacohiana (C'II las bas('s ('s
tándar), que se; idC'lltinca cml C'l ve'dor dC' lR."fII!I que s(> uJ¡tiPlI(> cOllcakllHlldo 

las filas de mita matriz en forma de vector CO!tllllllll d(' III/!. Si Pi) ('S 

diferenciable en todos los punr.os de U, se' de'nlll' 1)) (1), \" ('11 g('IH'ral 
U(k-I) ), si f puede ser difercllciacla k vpc('s ('11 U. El (' i('orC'lllH 

.se demuestra en los CllI'SOS básicos de' C,lJculo. 

Teorema 1.3.1 una cond'ición necesaTia y 
es qlLe todas las derivadas paTe/ales 

~~-----=-~- (p) 

e:I:'Ísta¡¡ en cada p E U scan pam. todo 1 :JI, ... , 11,1 S;'/ rl/. 

Los ope·mdo·l'es conmutan y ]lo'!" tanto estas derivadas fml/(J'/·!i{' 

en OTilen. esta hipótesis se dccurw.'i (11M' f ('s una 
de das!' CI, en U. 

Una funcióu se llama s'Ilave en U si y sólo si es mm. fUllción ¡[(' das!' en 
U, para todo k ::> l. 

El siguiente lema, conocido como el Lenw de l\Jor.'i(', !lOS será de gran ut.ili
dad en el primer capítulo. Est.e lema puede iuierpretnrs(, emitO llIl dI'! 
t\i'u.llstellensat.z de HilbeT'l en la categoría de fUllciolles suaves (>11 1I~" \' ntintla, 
ell el lenguaje de shüaves, que el ideal (le gónu('lles d(' f\luciolles SU<l\·('~ q\lC' se 
allulall en el origen está generado por las fUIlCiollCS coordelladns .1: I.... , J.II . 
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Lema 1.3.2 Sea Be (O) una bola abieTta di' Hui/o f centro en el oriyclI 
de coo'/'(icnadas de Ifli.1l, :ti f : B( (O) /1,'/W Inncu5n 8UOOI'. Hntul/('cs ('.DIstCI! 

suaves h1• . , . , . B, (O) Ifli. tille,., qlle 

" 
./,1 . ,11 '); ,...,.1f (:1: 1, ... ,;¡;II) /(0) + L ( ~ 

)=1 

y h¡ (O) (O) para:i L ... , n. 

Dernostración. Para cada :/,' c-c (:¡;1, .. , • ,¡:") E, (O) y cada I ( [O, ]Lel puuto 
tJ; está cont.cllido ('11 B, (O) ,') 

d . " Df ,
-1 -·lf.r)
dt' ih.· j · 

Por el Teorema fundamelltal del cálculo 
11 

1
·1 n /,1 dI

f (:1:) f (O) = (b:) dt (t,/;)di 
o ():¡;.1 

J=l' (J 

,1
Definamos h j (x) / (t:r) dt. Es claro qlle (,stas fllw:iolll'S SOll snm'('s (,JI

,(J 

Ee (0), que 
1/ 

f f (()) = L :¡;} /tI 1.... , ;¡; ") , 

}=I 

y quc hj (O) (O), • 

Teorerna de la función inversa 

Sean [j, V Ifli.1I abiertos y f : U -, l' IlIla fUllción. Din'lllos '1m' f ('S mI 

si f es y Lanto f : U It~" COI!lO f' I : y' r~" son 
suaves. El siguiente teorema es lUm herraminlta SlIpH'IllHIlll'n[(' útil d(,1 cúlnd() 
en varias variable" que proporciolla lUI criterio qlH' !1('rlllit(' dd.c'nllÍuar "i J ('S 

localment.e un difeoItlorfisrno, Para dIo hasta v(:r quc In dífel'('w'ial dc I ('ll dicho 
punto e" un isomorfismo lineaL Est.o CIl gmlm-al es UIl problc'IllH lllÚ" sílllpl(\ ya 
que ello equivale él demostrar que el detennillitlltC' dc' la matriz jacobiauH de f 
en e"te punto es no nulo, nlielltras que cOllstruir (:H forllla din:ctn ulla im··('1'"a 

local suave de f, en !lO lo es. 

Teorelna 1.3.3 Sea f : U IR" una 8 1/. a ('e 1'1/ 11.11 abierto 
U Ifli." 1/ Ji U tal que la : IR n 

, Ifli.", es 'un L,o/ll,m:lislllO 
hneal. Entunces e;áste v.n entu1"lw U{¡Ú"IÚ¡ [JI de l' ('/1 IR" conteHúlo en U tui 

que f( U ' ) es un abic'I'to de IRn 1/ f : U I f (U I
) es/l'II, di{i'(Y//wrtisl/w. 

Hay un gran nÚlnero de clemo"t.raciollcs d,' e"u, t(;OrClIlH. 01 ClJal (1" ntlido para 
[uneioues de ti po de C k , k 1, auuq l!(: en los cn pít tilo ,,(¡lo llSHn'Ill0S 

la versiÓll suave del mismo. El !neto]' pued(' ellcontrar IUlH dClllostraciún üe ('sIl' 

teorema en práeticalllellte cllalquÍC'l' texto <1(; Cálculo ell varias varíahl('s, [l0l' 

ejemplo,. [2] ° [3]. 
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Corolario 1.3.4 Sea f : U -7 ]R;" 11na 8l.UUW definzda (:/1. 1/.'11, alJ/cI'to 

U ]R;TI. Si f*p es u.n lúwal 1)(I/m todo ]J e U; f ('8 una fll/l.Cuill 

abierta. Si f es 'I1n d¡feornrn:fis1fw con tnvenw SUIJ./W. 

Inlnersiones locales 

Sea f : U -7 ]R;m Ulla función suave definida en llll abierto U ]R;II. Si -, 
]R;m es illyeetiva din'll1oo:> que f eo:> mm i'll'lw'z's'¡ón en el ]Junto Ji. ClanUllf'llt(;, para 
qU(" f sea Ulla illll1ersióll eH p es ncceOiario que n s: w. ya que si la dif(:rpllcial dI: I 
es i1lyect.i va 811 ]J, la imagen de PS 1111 vectorial d(' dillH'llsi(m n. y pOI 

ser subespacio de ¡¡¡;m, es a lo SUIllO In. El ejemplo típico dI' llll<l irullmsiúll ('S la 
illdusión natural de lR" enlRm que envía a (:1;1, .... ;¡;II) l .... , .rJl 

• () ••.• , O). 
A continuación veremos que, después ele hacer HU nlmbjo apropÍ<Hlo dI' variables. 
toda inmersión es localrnellte de esta forma. 

Teorema 1.3.5 (forma local de las inmersiones) Sea f : U jRlII U1UL 

/?/'I'Jr'IIl'n s'uave definida en un ahÚ~l·to U Il!:'I1 y ..,uponga que f es 'ww illlll,("Isión 

en el punto p E U. Entonces e;¡;i..,ü, un entorno ab'ierto de p, Uf' e U ~" . 
abiertos ~V Hr* Il!:'" tales q'¡Ué f(Up ) H/ yun difeolnO'l:fis'llw : IV ~V* 

(cambio de coonienudas) de rnodo que 

cpof (:1;1, ... ,;¡;". O.... O) , 

para todo ;/: = (:¡; 1 , .... ;¡:") E 

Demostración. COlllO f*1' es illyectiva. la lllatriz ji\colJimm el! p. JI(P) 

[f7f, (p)J ' tiene TI coluIllnas linealrlH;lIte illuq)(,IHliellt<'s y pUl' tallto tillllbi('1l 

debe tener n filas lÍllealmeIlte Índepcndü'lües. PodnIlos Sll!)()I!CL Sill ¡¡(;Hlida 
de gem~ralidad, que las primeras '11 filas SOll linealmente indqH'lldí('1IIPS. jlPrlllll

tando las coordcnadas de JRH sí fuera lIecesario. Defiwul\os e : U 1fl:"1 LR::'PJI 

corno 

11,) .4'(:r,y) (fl(x), ... ,fn(x), 1 (J;) -i- 1) I , .•• , f", (:1;) + 
! 

donde hemo:,; dcnotado por 

( 
'1,1 .¡JI .u 1 11)
,~ ~,.., ~< J, . , . , 

a la:,; coordenadas de U x ¡¡¡;",-n, y por fl (:1;), ... , a las COllll)()lwlItes dí' 
f. ClaralIlPllteij.¡ í'S um\ fUllción suave y su lllatriz jacolJiallH C!l ('1 pUlllO (JI, ()) 
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es igual a 

(p) (p) 

df" , 
Eh' Cp) (p) 

O"X(III 

O) = 

(p) (1') 

() fU' , 
Eh:' Cp) j 

donde x (IIi dt'llotcl la Illatriz identidad (111 n) (111 ti). Lil lIIatriz 
J,/,(p, O) es invertibk, ya quc su rango por lilas cs III.Por Pi T('o!'('nlll (\(' la flllI('iólI 
inversa existe un cutorllO abierto UI' x V el(' (Ji, (J) ('11 IR"I ('()jl1.(~llid() ('!l U x }RIII-II 

tal que 
xV 1 F ( TI{1I1 

es llll dífeomorfístllo. DenotPlllOS por 

x O) e IV 

y 
epo! (:¡;I, ... , XII, O, ...• o) . 

para todo 1: = ,'" ,:¡;n) E Uf)' • 

Submersiones locales 

Sea f : U IR ",. una fUllCióu suave en llll ahÍl1rto U 
f~p . IR!t ~~ ]R'm PS din'lt1os que f ('" 111m "u.!mw/'sú5n 1''11 el F 
Clanu[Jcllv,. "i f : U e L~?I , IR'" S('H IIW1 "ni JllH' rsi<Íll ('11 (,1 pUlltÜ Ji U ClltOll(,!'S 

n 'In. El ejelllplo cl(~ ltIHt SUIJIlIl'fsióll ('.'> la pr()v('CCiÓll cHw)lIica <1(' lf~¡¡ ('1\ 

l!{m, en las prillH'rilS nI coordl'lladas. Es bkil ver, ('Olt!il ('11 ('[ [('u!'(;JUH an! eriUL 
que después de hacer lIlI cHmhiu apropiado <\<' C()(lrdmwdlls (oda SllIJlIHT:-:júll ('S 

localmente de esta forma. Ell fonrw precisa: 

Teorema 1.3.6 Sea f : U ---" l!{"'Ullu f/l/i.cúin 81U1.1'1 dejillllio. ('1111./1 abierto 

U e IRTI y 8vponga que f es una :m/m/fTsirín ni el ¡m.llto Ji U. !:)lrO/lI'I','i ('.tiste 
un entm'TW abipT'to l/p e U IR".. un abil'rto [1* U~" JI un (bji'orllmfisllIo 

'P . [1* ~ Up de tal modo lJue 

j . ('1,1 "").0:.y ,/ , .. ,,:v 

pam todo 1" •. , ;¡;") [1* 

Ejercicio 1.3.7 Use la dpmosflnción del lhil'l"I/Ul. 1.:1.5 (;(11//0 .fjHlI/ pll.l'iI. ¡{I'

mostrm' pi te(wema uute¡,ÚY/,. 
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Supongamos que f : U ];.1/. ---> !Re'" es suave. y ::;(~a 

s {p U: raugo(f,¡,) /lI }. 

Un demento de S es por definición UIl punto dOllde f lW (~::; ulla sulJl!Wl'sÍ()Ii. v Si' 

dellomina un punto crítico de f. A su imagen, f(8), se le d('llOlnÍWl <d COlljUlIt.O 

de valores crlticos de f y a su complenwllto el conjullto d(!ultlon:s de' 

f. El célebre Teorema de Sanl [?] afirllla que feS) tiCJl(~ m('elida dc' Lclwsgw' 
cero en ]R1II. 

Teorema 1.3.8 (Sard Sea f : U R"--> I!l?/IL una fU/lJ'úín 81/.all(' .11 S('U 

S ]R" el de ¡Jlmtos C1'ltú:os de f. Enlo/lces feS) tiene II/.I'dúia ('(TO. 

En ]Rm_f(S) es denso en]RIII. 

El lector puede ellcontrar una de11lo::;tracióll dí: ('st.e t<~()]'('tlm ('JI [7] 

1.3.2 Particiones de la unidad 

La::; particiolles de la unidad son UIla llPrnlluie11t.a ([(' greta \l1ili(lad cllitwlo se 
quiere COllstruir una fllnción a partir de fuw:io!H's (~,,¡)('('ifi('adas pO! \lIi,1 
data local. Eu esta sección mostrarelllOS la exÍst('ll{'ia de ¡mr1iciow~s di' la Iluidild 
para lllilnifolds suaves. Esta 8eccu5n debení leerse como un aprndí('(' al ¡n'inwl' 

y se ha incluido para comodidad dd l('ctal' y por razollcs dI' !:(Huplet f'Z. 
Recordemos que si X es un topológico y f : X -, ]K es Hllll fllllcióll 

conti11ua, el soporte de f se define como la clausura del COUjUllto rilo pUlltos 

doude f 110 se anula. 

SoporteU) 

Definición 1.3.9 Sea Al un manifold SILa/W y 8('a jU - UilIn ('ul!rúnú'lIto 

abwrto de AJ. Una jHLIÜCÚí1l. de la unidad "nbmdinada culJ7'i1lliellfo ¡tI 
U/u ('8 una {Xi} de 8'UILI!/:8 ,\ I : AJ tule" IrUl ' 

1. 	 O Xi (p) 'S 1 

2, U 

:3. 	 La fillnilia Si = { i) } f es localmente .findll 1'11, Af. 1'8 dc!';,., ¡¡(l/U 

cada punto ji E A[ e,ri;jte 'un ento1'1W Í1~/ (JIU' "úloinJl'n('ctuli 11 nlÍllwro 

,f¡:uito de l08 cOI/Juntos S,. 

4· f Xi (1') 1, pora todo jJ E AJ. 

Las particiOlJf'S de la unidad permitell (~sc1'Íbir \lila fuucióu C:llave f : Al R 
como suma de funciones suaves con "soporte pequcüo". Mas cxplícitHIIj(mtl~, tÚ 

I:iEf Xi = 1 es una partición de la unidad subordinada a Ull cllbrÍmi(;lI1.o abierto 
Ai = UiEl Ui entollces, para todo i l, la {uJlcióu fi = ('s suav(', Sll soport.!' 
está coutenido en : y f Esto es útil en llmchas sit.uaciol!l's, como 
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por ejC'lllplo ('11 el estu(iío de la íllt(,¡2,rHcióll ('11 Im1llífol<ls. {¡,mudo particiOll(''; 

de la unidad podelllos (k'fillir la illtegral tI(: f (:11 tUI IlIallifold ori<'llhd ¡](' iH 
como suma de integrales de cada Ulla <le las ftlllcíOIH'S l" ('lIVo.'; sOj)orf('s ('si;ill 
contenidos en dominios elc: y por tauto S1I i III [JI wdí' ddi 11 irsp COlllO 

se hace usualnwllte en ]RIl, 

Observemos que la COlldicióu :3 han' qll<: la sUllla 

f ¿l, 

sea una función suave bien definida. Dado]) Al pod(;ltlos (;llcontrar tlll abierto 
de p, U lVI , tal que UvrSoport.e(:x,) 1- 0, sólo ¡mm lIU llÚlll<'1'O fiui() <lep 

Índices, digamos para 'Í i 1,. ., Eutonees la rcstriccióu de >"1 1/' H U¡, ('8 

igual a L::~= 1 /'k' que es una fUIlCióll ;;uav('. Luego todo pUllto de ';\1 ]l0S(:(' llll 
entOI'110 abierto donde la rpstIÍcciún de' I /, a dicho (:l1t oruo ('S swwc. 

Nuestro objetivo es probar que eu todo cuhrilllieulo abierto de HU malli

fold suave podemos encontrar una partición de la ullidad sullOnlimHla a dicho 
cubrimiento. Para esto, llecesitamos algullos 1(;lIlas I)!"('paratorios. CUll)('llZillnOs 
mostrando la E~xístellcia de fUllciones Sllaves 110 milas y <1(, soporte I)('qucüo ('lí 

IR1I 
. 

Lema 1.3.10 E:rt8tc una .."l([l'e Al : IR El: !(/.I quc Al ( (10, I¡, 
Al (t) O pam todo t E IR COII It 2' :2 y Al (1) 1 pum lodo t L~. con ¡I! 1.c. 

Demostración. Sea n : IR IR la fllllciólI ddÍllÍda pOI: 

t > O, 
IX (t) { O, 1/1 

t o. 

Claramente (~ es suave y n (t) 0, para todo t O. Defimmws ni R 

como 
ol(t)=n((l t)(t 2)), 

para todo t lR. Ent.ollCCS (~I (;s suave, (tI (l.) > (l. si t (1,2), y 01 (t) (L 
para t r:f. (1,2). La funcióll (/2 : ~ IR defi.llida por 

a2 (t) (YI ( -nl(l), 

para tudo t es mJa fllllCióll impar suav(' t¡1[(, coincid(' (Ol! I Pl! el intcrndo 

(O, Sea Al : R R dehllida COIIlO 

I ¡,f. 
(\'2 (.~) ¡l8. 

A- . -<x. 

para todo t IR, donde k = (ti (s) <18 01 (,'i) d, (J. '\j()/{' qw' l;l 

iutegral que dt,fine Al es siempre ya qllP (\¿ l!O sr, Hlluln por fll('ra del 
intervalo cerra.do [~2, 2]. 

Verifíquelnos que '.\1 satisface las propiedad(~0 deseadas. ()hvialllclIte Al es 
suave y -!h Al t n2' Además, Al es constante en los intcrVidos {-x, 

http:cerra.do
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[ L,l] Y [2, +(0), JlH('S n:2 es 1l1lla en esos illl.f'rvalos. '[bH'JJlOS talllhihl (l"(~ 
/\, es csl.ricl.;Ullcntc cr('('i(,III,(~ ('11 el illtr~rval() [-2, 1] (lllH'S 11'2 ¡~S ('()sil iva ('n 

el inlNio!' de (~sl.(: illtPrvitlo) y es esl.ricl.;um:llt.c dCCJ'{:ciplllc en el illl('rvalo /1,2] 

(pues (\'2 es Ilcgal.ivit ell el ilJterior de este intervalo), Obvialllelllc '\1 (1) () 
para t ~ -2, ya \lllC (12 (t) O pnra t :; -2; tmllhi(:1l A, (O (1 para l 2, 
pIH'S (\'2 ('S 1llla fUIJ('i(¡1l impar y ]lo), tanto r l

-::; (1'2 (8) ds (j, Para cOlllpkl.m 

In demostración Im.c;l.n verificar ahorno qlw ,\, ( .... 1) = 1, lo ellal R(; dedll(,(, de \:1,<; 

igualdades 

• 
Corolario 1.3.11 E:ristc UlI(]. !mu:¡ón sI/ave AH : U~" IF!: /a/ qu.!' ,\,,(Ift") e 

1, 1)(1/'11, lodo:l; 1M:"[0,1], A" (:1:) O 1,om, lodo :t: E ]R" con /:1:/ 2)f /\" (:1:) 
con /:r/ :;1, 

Demostración. Basta toma.!' A" (:c) /\\ (/:1:/), donde /\\ ('." l111a fllllCi(lIl eOlll0 

ell el ellllllcin<lo de1 Lellla <tllt.erior. OllViallle¡lIe >\11 ef; sllave en 1ft" {(}); CO\110 

An es constante en 1111 (~llt.or1l0 del origen, se sigile qlw /\" es de IH'clto SI1:1ve 811 

lodolR:.".• 

COl'olm'ío 1.3.12 Sea JI! un 1Iu/,niIofd S1W1}(', Dados 11 0: J" 1/ 1111 ('II(O/IW 

n/¡íc1'!.() IV/, e 111, e:rísl(' una IU11(~ión 811(1Ve X : Af' 11{: tal qut' \ (,~!) iO, 1]' 
SO]io1'lc(x) e H!¡, 11 lal fj1LC X (:$ conslanlr. (' írJlIol 0.1 1'11 un cierto enlonw dr 1i 

ind'llido ('11, IV", 

Demostración. Sea. (U, lp) Ulla carta en JI[ con Ji U. COlllll '{' (U n lFl') ('s llIl 

nbiert.o de IR:." que COIlt.i(~IlC a 'P (p), existe l' > O tal qlle IJ, ('P (JI)) e 'p (lrl' n U), 
(tunde rccorclnmos qlle 73;('P (p)) denota In bola ccrrada de celltro 'P (/') .Y rad io 

)', Defillamos 

para todo :1: E ]Rn. Eu(.oucps, 

'PI = no 'P: U ----, n (<.¡~ (U)) 

¡:S 1I11a carta en M <¡Ile satjsfacc 'PI (1l):' 0, Adctruís, n cll\'ín 7J~(,p(T')) s()h¡(~ In 
bola ccrnHb de centro en el orig('tl y rHdío 2 y por (,lIlllo 

'PI (U rl W,,) {l' ('P (U n IV,,)) =) 712 (0), 

Sc:a An l11la [uución ('''1110 en el Corolario :H11.ninf', DdillilllOS X M-> ~ 
haciendo 

;¡; [1, 

~: ~ U, 
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COIllO (O) (U r vV ,) , la hola abierta [31 (O). dp ('('llt.ro ('l! pi origell \' I'éHlioI
1, es U11 entumo abierto de y 1 (p) O cOllwlliüo mi y 1 ([1 n W¡.). Como 

es llll hOIIleOlllorfislIlo mitre abintos, se que '1']1 I (/3 1(O)) es Ull cutOl'110 
abit,rto de l' incluido el] U n TV1i' Por tanto la flllH:i(¡ll :\ es COl!st allt.(~. (~ igual a 
1, en I 1 (rJ¡ (O) Yobviallwute \ e [0,1]. l'am completar la delllost mCi()ll. 
verifiquemos que Soportp(\) 11'1' Y <¡ue' X ('S suavc'. ('milo es IUI sub
conjunto compacto de 'PI n lVl') s(' qlH' 'r~l 1 (O)) ('S UI! slIl)(,ol1jllllt.O 

cOlllpacto de U:~:lVl" ObvimrwJlt.e, X es i¡«('lIticall1('ut!; ('no fllcra de' 1 1 CB:c:(O)). 
COIno 1'vI es Hausdorff, J es cerrado y por tauto: 

Soportc(x) e 1 I (BAO)) 

La restriceión de X a U es suave, ya quc' coincide cou AII 'P l' Por otro lado, 
para cualquier punto que no est(~ en U exist.e uu entomo abiert.o incluido (eH d 
complemento del de X que el soporU' de X ('stá el! U), .v por t alijo 

X es id611ticarnente cero mi este abi(~rt(), Esto llluestra que X es suave. • 
El lema siguiente es el ingrediellt(; escncial 1'11 la d(~lllostraci(¡1I de la ('xist.('IJ('ia 

de lIna partición de la unidad suhmüimHla a llll cubrilllipllÜl abierto arbitrario. 

Lema 1.3.13 Sea NI 'un manif'old SWW( y sea lH 1m clil)/'iln.Ú'lIto 

abú,;Tto de At. Entonces eJ:i.~te¡¿n(1 fa'mil-ia {Ii¡ 

Al 1& la.s cuoles laB 

1. (1') 20, paT'a todo ji E JI ,Ij lodo j J 

2. pam todo j E J. e:risti i 1 lll.llJw· S'O!}()'!'f('(Ji,) U, 

J. La fiLm.t1ía {S'Ol!OI·tC(I/¡) es !o(,(¡/'IIwn/e finito (11 ¡\] 

4, ( ¡; ) (), Jiam todo p Al ' 

Demostración. Sea [Vl Un> I I\n UIla cubrimiento por cOUlpactos para A! 
el cual sat.isfaee que K" e J(~:I' para todo n 2 1. Definamos 1(" Vl, para 
n ::; O, Para tudo entero n, el cOlljunto G/I J(" J\~_.I es COlll¡me!o, va ql!(' 

es igual a la intersección del COlll[>Cl('jo ¡(II ('011 d ('('rrado (h" Ir· COlllO JI ('8 

Hausüorff, cada compacto J(" es cerrado, Veamos qll(; 

Af = U (1\" !\" 1) U 
11.;;'1 

En efecto, dado]J Al, si 11 1 Y es el mellor entero tal que p E ¡(1/ elltollces 

Intuitivament.e. los compactos [(ti pllf>ÜCll se!' \'isualizados como ulJa scC\wllcia 
creciellte de discos corH:('lItricos liU(' culm'll a JI v los ('()lllpactos spríall 
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K J int K~ 
"'

~ K,J. 

Ks' 

K l ', 

Figure L 1: Anillos cerrados. 

l'1l!ouces los anillos celTado~ eut.re cada pal' dt' dísc:o~ ('ousecut,ivos. VPHIllOS ahora 
CÓlllO cubrir cada anillo C" COH un HUlIlero fiuito dp sopor!.es de f\llICíOll<'S SllaV('S 

'l. ([oude (~st as fUllcioHe~ se escogen (h~ lllodo que sus soportps iUU'I's('Ci ('11 s()lo 

llll 1I11llwro finito de anillos Cm y por consigui(!l!t(, csthl COll(Cllidos (~Il algllllo 
de los del cnbrimiento dado. Sea 11 1 lIU ent.ero y s(~a JI e". COlllU 

j\J - es un cubrimieuto. existe i I tal que JI ¿ Ui . El conjunto 

(~;; UlI cntOIllo abierto de p. 'i pOI d Corolario mil,erior. l'xist P mm n pi ÍCH'ión 

suave '1(/1,1') : Al ---'> lR t.al que '11(u./;í ( ¡ v 

Soporte(71(1l,/J)) 1\'~t I (11":;,_'2 ri U
" 

y la cual satisface que 71(n,¡,) es igual a 1 ('11 un cntoIllo ahimlo de ji. 

Obtenemos para cada 11 2: 1, llll cubrimiento abierto C" U.I'EC" V(".I') de] 
compacto Este cubrimiento potice entonces un tiUbCllbrilllicllto finito y por 
tanto existe uu subconjunto finito de tal <tw: 

Esto 1l1ll(1stra que existe una familia {'I)I .J de aplicaciones suav('s '/l¡ : 11/ ---; lR, 

donde J pe; el conjullto 

J = {(n, :r) : n 1,.r E. F" ¡ . 

PUl' const ruccióll , 11) (M) e :0,] ]Jara todo ,1 J. Ad('1lliiti, ¡mm todu j e J 
(:xiste í 1 tal que Soportp(,/) ) , lo cual dmlllH'stra las prupi(;dad('-" 1 v 2 . 

.1 

http:sopor!.es
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lVlostremos ahora que la familia {SoPorW('II¡)} J (:S [ocHlllH'U!P fiuita e!l JI. 

Sea p lvI y sea n 1 COH P E 1(." - l\"n- l· EntOll('PS P ¡ 1 Y P /{" I \' 

por tant.o 1 1 es un entorllO abierto <1(' p. Afil'lunHlO;-i qw' /{CJ 1 {,'" 1 

íntersecta a Soporte(7/j) en un nÚllwro finito 1[(' ím!i('(:s.'l J. Sen j e J tal 
que Soporte(7/j 1 1(n--1 sea llO vacío y sea.i (1II.,IIJ J, ('OH /11. ::> l y 

q F",. Soporte(Tlj) está contenido en 1(,~,+ 1 n 1((' y por tallto 

(1','0 1 1\",,_ ¡) rl (I\~,-l ~1l\";;,J 
le 1[11(~_lrll{~'+lnl\";II_'2 vi. 

El hecho de que l{ 
KIII+ I fl 1((' V) 

muestra que 

t 
1 >1/-1. 

Vi implica n -1 

11 

In 

1 
2. 

111 

Siltlilanuc!ltl' 
n I 2. Esto 

111:2 

U llll} F'l!. 
111 

y de aquí que Soportc(T)j) intertit:ete a l\~+ 1 - J,"" 1 s610 ('n I1n llUllH'IO tiuito (k 
índices :i J, Esto completa la dClllostracióll (l<, la PwpiPdad 3, Fillalmcllt(', 
probemos la propiedad 4. Como cada fUlIl:ióll JI¡ ('S uu es sUtici<'lll(' 

verificar que para todo Ji E Al existu :i E J con Jlj (J)) tal q!le 
]J E P E \1(11.'1) para algúu q E FII Y por tnllto (n, IJ J :1 J y (,ll 
COllsuc\lcncia -- 1, • 

Finalmentc, estamos Cll condiciollcs (1(, probar ('1 t(~On'llla ('('ll(ntl de est a 
sección. 

1.3.14 	Sea A1nn maniti!ld .o/La/le. Dado UJI ("/ibrÍlniento abierto 1\J -" 
enconfm,l' una ]!artición de la '¡wida!l s-al!oulúw,da (} este 

Dernostración. Sea {7l }iE I llua familia de aplica<'ÍOlH:s ('(jUlO ('U el L('lllH aut('
i 

rior, Para cada J J escojaJllOS i () U) 1 (i<- lal fmula qlH' ) Uí-'C 

y dUllotUntOS por a : J J a ('sta fuución de Pm a cada I [dl'l11 

namos : 1vI JR como 

\í 	 II}'L 

)(0 '( i) 

doude = 0, si ()- j (i) !/J, Como la familia {SoPort({II¡)} 1/) ('H lucal
. J \ 1, 

rméute fillita, se sigue del primer lema d(' ('sI a scccióu q\l(~ .\ ¡('S SIUW('. Not('lllO"; 

talllbién que Xi es Ulla fum:Íc)¡¡ 110 negativa, ya que cada 71) es 110 w'gativa. 
Ahora, para todo i E 1 se da la inclusión 

{p kl: (p) O¡ U SoPort<~(llj). 
I (í) 

U"ando lluevamente el hecho de que la falllilia {Sopor!('(II¡) (:S local

rnclltc finita, y teniendo en cuenta que la uuión dp uua fmllilin finita 
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de COllJUllt.OS cerrado" es 1111 coUjUllto c('rrado. cOllcluilllOS <¡u!' U¡ 
es \111 COlljuuto cc"rrado. 

Soportel.~¡) e U Soporte'('ll) ) 
JEa I (t) 

Veamos que la falnilia {SoporteL~¡) fiE I es localme:lIte fülÍÍH. Sea J! 111 Illl 

puuto. Como la familia {Soporte(Tlj)} jEJ es localmellte fillila, existe Illl ahierto 

U en ll1 que contiene a p y que illtersecta a Soporte(1¡'¡) sólo ('l! UU llUlII('W 

finito de ílldices j E J. Si 'Í E l eH t.al que .) v1, eutollcns 
) ~1, para algún j E a~l Ci). EH otras palabraH, Hi U illtc~rse'cta 

a Soporte(x es porque/o a (j), parR algún j E .J, tal que U iut('rsec(,a a 

Soporte(II¡)' Es decir. 

{i l: U 1 Sopor ter X.;) =f: v)} a ( {J e .J : U fl Soporte'('II;) f vi} ) . 
Eso muestra que {i El: U (1 Soportdx¡) ¡c 0} es 1m eoujuuto Huito y por tnuto 
la familia { }iE l es localmente finita. Se siguc <id Lellla d<' 
esta seccióll que la función 

es SUHW:. Ademá.s, X es Ulm fUllción [Josit iva. El! (·f(>cto. COIllU cada lÚllcÍÚU 
eH JlO negativa, es suficieute mostrar que para todo jJ E- fU exist(~ i r: / t.al 

que X, (p) > O.Pero sabemos que existe j J tal que '1/) (1)) > O, Y por titulo 
(p) 0, "ii = (J Sea 

Xi
Xi = -;:-,

X 
para todo l. Entonces. Xi : ]'\11 lR es ulla funcióll 110 negativa para 
todo i (: 1 y Soportc(xJ =Soporte(X¡). Luego la familia {Soport({i¡l es 
locallllelltc finita y Soporte(x,) , para torlo i E l. OlrdaIlIClltc I Xi ;=. 1, 
y COlllO cada fUlICiólI.\¡ es no negativa Xi ( [O, ]], para todo i 1, lo cual 
com:luyt' la demostración del teorerna. 

Recordemos que el Lema de [Jri8ohn afirma que si X eH HU (~spaci() t ()[Jológico 
Hormal y Hi G e X S01l cerrados disjuutos, cxiHte mm fUllCióll ('outillna X : 
X ¡0.1! tal que ..\ Ce) L para tocio :r E F Y ,\ (.1') O ¡Jam todo .! Ci. 
A coutínuacióll, dejamos como ejercicio al h~ctor (lar Illla d('llIosl rnci('¡¡¡ de' llllli 

versióu suave de este lema. 

Ejercicio 1.3.15 Sea Mun 8'/w.ue .IJ scan F, G Al ('ernulo:; (/isJII.Ii

tos. De'rrmestre que e:tist.e una ¡;/i(we X : 111 ---> lR la C'twl (JIU' 

X (An e [0,1], X (p) = 1, pwv todo p F !J X (p) 0, ¡mm todo /) C;. 

RecorueIIlOs que el TeoTema de Tietze afirma que "i X es un p;.;pacio topológico 
Horlllal y F e ./Y es un subconjuuto cerrado elltollce;.; toda aplicación cOlltiuuH 
f: F lR admite una extensión continua a todo el eHpacio X. 

Ejercicio 1.3.16 8eo Al un nw.nifold SIWIJe y sea f : U lR'" lino 
suave en un abú,'I"fe) U 1'vl. Entonces para todo cernulo F en Al 
contenido en U e:¡;isteuna f1J.nción g : ]1;1 lR r lal que y I¡; = f i ¡; . 

http:isJII.Ii
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1.4 Sheaves y espacios anillados 

1.4.1 Introducción 

La teoría de c:heaves flw cksélrrullada (~1I la d{'cada de loti CllaH'llt a pUl' I J. Cnrlall. 

en análisis complejo, (siguicl!(lo los t.rabajo~ d(~ Ok" y ckl 1I1ÍC:1I1O [1. Cart.nll) v 
por ,1. Leray, en Topología, Esta temía (;.s tlllH llCrmlllú'llta ftllldHllH'lItal para la 
descripción y comprensión de fenómenos globales definidos a partir clc' Illl<\ dat.a 
local. Esta teoría pruporciona UIl lenguaje COlllún ell el cllal es posihl(~ desarrollar 
ck UIla maIlera unificada gnm parte de los c'hisicoti clc' la Topología 
y la Geometría Diferencial, como se lllostrará (:11 los capítulos Es 
además la herramienta fUlldamelltal C[IW penuit,c' extellder ulla grall ¡mrtC' C[C' 

las Hocioues clá::ücas) tales como la lIocióll d(' lIl¡mifold r('al o (,.olllplc'jo, la dc; 
tibrado vcctorial, sección de uu tibrado, ('t.c., a (·¡t[ego]'Íac: lll<ÍS alll[Jliac: talpc: com() 
la categoría de variedades algebraica::; o la categoría cI(' (;sqUCltlitS. La W()ría dI' 

shmwcs juega además un papel fuuclalll8lltal ('ll d desarrollo d\' la lllodc'l'w\ t('mÍa 
de definida como functores derivados a clen:clm dd flludor tOlllarH 

secciolles globales de mm c:[¡('nJ ". \' ('ll la cllal la teoría ('hí.sica ('O!T('spowlp a la 
co!1()!llo!ogía COlI coeficiellt('s ('11 la s!Ieat' ([(' fllllcj,'HI IO('(\[¡W'llh' nmst.alltC'ti COl! 
valores e11 llll anillo COI1lIlUt al iyc), 

1.4.2 Preliminares (límites directos) 

Definición 1.4.1 Un conjullto dirigido, I, 1'8 1111 conjlluJo du/wio de 1111 ol'dcl/ 

" con la de ([UC }lIlTa cada pa1' de índi,ces i, j f, e:rislc 
I con i <; k Y j Spa R I1n autilo COI/:/lw.f.at.íuo mil ('/('/II.I'/lto ¡¡(eululad 

y sea {Alí : i E I} U:/U1 de R-'móduJo8, iwlizudu pOI' L Supollflamu,'i Ijue 

pam cualquieT i,.i E [ con .7, e:úsf.e un R-/w/II.ulII.orfi:m/O : ¡\Ji' el 
el/al S(d7sf'aee las .'>IIIII:I'('·(I./,'··S d08 eonrúewnes. 

1. fii es el mapco úlentufad en NI;. 

2. Pala i, j < k se tiene Ijue hi = hi 

Un conjunto de módulo.'i iI }i,jE:J que 1 
y 2 llamará nn sistf:ma 

Sobre la llllióll disjunta U AI, defiuilllos In 
¡él 

dos e\emellto::; Vi E A1i Y Vi Alj son ('Cjlliva](:lltec: si y c:úlo si ('xistp ¡Ill Ílldi('(' k. 

j k tal que hi ) h·) ('1'./), El (,OlljUllto d!' c1ac:cs de ('(Jllivnlpllc:ia.2 quc 
denotaremos por 

: ni E 1, 

Sill p('nlída <1" geíH'wlidad podemos SlI)lO!l(;1 '1\1<' los Al, SOIl disjlllltoS: sí !lO 1'1I<'S(; así 
p",lríalllos r(;"lIIplaz'H al ('oujuul () l\i, pOI l' 11X{i}, dola.r esl" "1I1H','a ('opia" d., l:Xadallí<'1I1 ¡' 

la misma ,'st.tlIct.llm <1" H-lIlúdll[" ¡I<; ,\1, 
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tiene estructura natural de R-módlllo, donde la accÍÓll de R ('st.,l ddiuida CO!IlO 

l' . [v,] = ['1' . , y si E llin NI" su sUllla está ddillida COlllO 

[V¡] = 

donde 1.: J, es cualquier índice tal que i, j k. Es fácil verificar qUi' estas op

ent(~iones está bien definidas y dotan a llin Nli de estructura de R-módulo. El R

módulo llin ¡Vii se dellomilla el /{müe diTecto del sistema dirigido 1Al;, j~¡ 1 /. 
Para cada lvli hay un homomorfismo Hatmal de R~módl1los.ti : Al; ; ~1\1i 

definido corno Ji . Claramente, estos hOlllolIlorfislllos satisfacen que 
fJ o = Ji. El límite directo {fulJA1i, Ji} es U11 objeto uníversal por tanto 

llHÍvocamellte determinado) el cual satisface la siguientE' li1vpicdadllnwe,."aL 
HTDado un R-lllódulo VV y una familia de R-holllomornslllos hí : Af,-+ 

los cuales satisfaceu que hJ o Jj i h" para todo i < .i, exist(~ tUl único R
homomorfismo h : fulJAli lV tal que h, h o para todo i. 

Ejercicio 1.4.2 DemuestTe que {limiVI¡, Ji } la propiedad 1l/l'it!Cl'sal ('1/./í1l_...._, 
ciada en el j)(írrafo antel'ior. 

en nWT:fisrno entre sistemas dirigidos. {A¿, ají / y {U;. hJí ¡Ile I (sobre d 
miS1110 conjunto indizallte 1) es una colección de R~ltOlllOlllOl'fislll()S h¡ : 

los cuales hacen conmutar el diagrama siguieute 

h, 
---> B; 

! ají ! bJi 

A
,J 

h, 
By 

Ulla secuencia de sistemas dirigidos A, BI Cí S(' llallla e:rada, si la corre
spolldiellte secuencia de R~lIlódulos es exacta para ntda ~. 

Proposición 1.4.3 Si Bi Cí es 'Ilua .secu.encia e:/,a('(a de sis!e'/l/.(!.'i 
dirigidos de R-módulos, entonces 

I~Ci -, () 

tam.bién es exacta. 

Dernostración. La delllostraciólI se deja COlllO cj<"ITÍcio al 1('('lm. • 

Ejemplo 1.4.4 Supongamos q'lle .N {Ni} ¡El es 'una colccrú)n de submódulos 
de 'Un R~1Tlód1tlO 1",1 la c1wl sat'isface que dados Ni y N j en /'/ e;r:úde Nk en la 

tal que Ni, N j e I\h. Dotemos a 1 del oTdeni :S j, si Ni e Ni' 
La condición anterior implica que J es dirigido. Si i:S definarrws T}I : '---+ 

como la 'inclusión de Ni en . Clammenle {Ni, T JI es un conjnnto 
diriyúlo. Al límite directo de este cOTlJunto se le denornina la 'wl,ión directa !le 
los submódulos Ni yident~ficu.T8e natumlm.cn.te cunan 8u/)rnódnlo de ilf 
que contiene a {odas los N,;. 
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Ejenlplo 1.4.5 Sea X UTI topolóyú:o y 1) e X UII pun.to. lJOtl'I/W8 

al conjunto de todos los en/.O/'1W8 n{¡ú,,.fo,, ¡j(' }J, ,dI' la relw'U)1I di' ()uiell 

U <; V si V e U. G/m'a.'mente El' con esta relal'l.óu de o/'(il'/I parcwJ (\, 

un dúigido. Sea {CO (U), PV!! [';,. el conjunto dinyuio donde cado 
CO(U) denota el conjunto de (>ontm/w'i 1'/1 U 1I "i U V 

denota el mapeo restncción qCle a co,du. f le WNiJIW, su l'I'sll'icnún a ,' 

Allím-lte dú'Ccto lliQUEE¡,CO(U) se le denO/llwa el CO/lfltllto de de 

funciones continuas en el pwtto p, :Y a la clase de ('(ula f eO (U) SI' 1(' denmllina 

el gerrrten de la función f en]J, NotCI/W8 q'lll' dos cluses de [fl [!J]c_ 

, donde f E elJ(U) :Y y eO(V) 50n si t¡ sólo si c:ristc un entorno (/.bÚ"rto 

de p, W e U n V tal que fll\' yln· 

Ejercicio 1.4.6 Decirnos qlle fp eH ('CTO ell 1) si f (]Y) [J, l'0:ral/./t 

clwlquiem del yerm,en f l!. A17U:stre ([lit' esta lwI'ú5n está {)ten definuia y lJue 

= 	 ()}, 

el conjunto de todos aquellos "P"'TI'P"'P, de fll1/.("W·lws contil/nus (j'i/I' s(' anlllnn ni 

p es un ideal ma:J:I'lfwI de ¡\Iv.!",trc ({/J(' es ti' I¡[cal I'S ('1 línú'u ld('(/I 1111/,,/.',111(11 

de eO '/1 po'/' tnnto estc (';; loco.!.T' ,J 

Sugcren.eia: deTnnestrc que todo e!ell/('/lto f l , que 110 SI' anule 1'1/ JI e,,, inl'l'rt· 

~ble. 

Con estos prelimillares illtrodu:t.calllos ahma PI CUllccpto di' slH'nJ y lH·cshcaf. 

Definición 1.4.7 Seo Xun Una prcsheaf :F de gl'lljHil) 

abeliano8 sobre X eons'tste de la 

1. 	 PaTa todo abiedo U e X ,un .l]ru]>o abchano :F (lJ) 

2. 	 Pan¡ toda inclUSión V e U de aiJú'lÚ¡S de X, UlI IWlrlO/l101jismo di' yl'/l..pO' 

abelúuws Pl/u::F (U) ---" :F ( que satLstán' las ('()Ildiciol/(>s. 

• 	 :F(0) O,Puu es el Tnapeo idenflilwi:F :F (U), para Cnali[IW'I 

ab'ieTfo U 

Lo;; elementos de :F ) SOll llalllados S(,CCÚII/i','; di' :F ;;obr<' U; los i:!Pllll'lltoS 

de 	:F (X) SOll llamados secciones qlobales. Llal1liU'CHlOS el los ]¡OJllolllornslllos 

Pvu h07710rnO'l:!is771os '/,fésf-¡ú;nón y escrilli¡l'lIlos l' ('JI lugar d(' PI IJ (8), SI 

S E :F(U). Es comÚll dCIlotar a :F(U) por I'(U, 
Si cada :F tiene UIla estru('tura adiciollaL por Pj('llIplo ¡[p atlillo, 

rnódulo, espacio vectorial, etc., :v cada Pvu ns 1l111110rfÜ,IllO (;Hln COlT(,SPOlHlicllt,e 
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direlllos que F es UIla pre,;]¡eHf de allíllos, lllúd1110';. 

etc. 
ElI el l<'lIguaje ele categorías, pmleulos frasear la ddiuicióll COIIIO sigUI'. 

Para cualquier espacio topológico, clefinalllo,; la categoría 'Top (X), cllyo,; ob
jetos ,;on lo:'> CCHljUlltos abiertos de X y los modismos SOll los lml/W()S inclusiólI. 
Una pn:sheaf de grupos abelúuw8 C8 un fundO!' conlHlvanlln{.c de la ('a¡e.l/orín 
Top (X) a la 2lb de g¡"u.¡;os abdúmos. Eu fOl'llm mús se puedl' 
dcfiuir ulla preshcaf COl! valores el! llllH ([ sllsl.ÍtU\'('IHlo H cada F (U) 
por un de ([ y a cada PI/U por \lH morfíslllo d(' ([. 

LIua sheaf es, a rasgos, lllla pre,;lwal' cuyas SP(TjOlJ('S ('stÚll ddí'rtlli

nadas ell forma UIlÍvoca por sus restriccíOlWS local('s. 

Definición 1.4.8 Una 'wt"'QtIPtl to]!olóql(,o X ('8 u.na slwaf 

S'L para abic7'to U X Y]Ja'I'Il cu1wtmú,nto a{¡ú:!'to U = U 
de U se 8utisface la "'"r¡'II',IP'n condición 

SI S" F(UoJ es 'Una culección de secciones tal q'lle 8" I(f rl(" 1[I,,(11 1,J/ (~ ? ! t 

para todo y en,tonas e:J:Íste una ú'lI:im" F(U) fo.l que 8" = 8'1i" ' JlU'IU 

cada 

En otras valabras, si las secciones 10cale::-: sobre los COlljUllto~ U" COíllCidl'll ell 
las illwrseccioIles, podpll1oS ellcoutrar \lIla única secl'Íóu glohal ,,0[)1"(' [r cuyas 
n'~tricciolles son las secciones dadas. Obsórvcs(' que la cOlldiciúll Hllt('rior ('S 

eq1livalente a decir que In sigui<,ute SCC1l811cia es ()xada 

o TIF TI F (Un (1 (U)) 

(n .,») 

donde 

(

f (8) f1 S U" g ( f1 .sn ) f1 18" ,) 
n (n,;)) \ 

Ejemplo 1.4.9 Sea Run anillo conrn.utatíuo y X un fopolóyú:o. Pa!'a 

cada abierto U c:: X F (U) es el anillo de las de U en R. nm la 8'11.111,11 

y rnultipl-icación usual de Ahom, si V U .. tUllw,mos PI'U ('0'11/0 la 
restr"¡cciónu8'ual de de U eL V, Se '/le ínrnedialalllcnte ¡¡u.e F ('S 111/,(/ 

shcaf de anillos sobre X. 

Ejelnplo 1..1.10 En el ante1'lOl' l)()de'lllo8 tOIlUl'I' (1 H ('(}!II.O el ('(J.III]iO 

de los nú¡neros 1'eales o de los núme1'OS complejos '!I (1 F (U) ('(mw el ('OIlJll.1ltO 

de toda:; [a8 con la 1't:.st,,.ú:nÚ'1I U.,'iIW.l de fu./l.cwl/.('.'i. 88 

uer que, yo, que la continuidad es 11.71.0. local, F ('8 ulla s1u'a( de auil
ntlllos 80b7'(; X. Esta se denota-rá ¡lO.,. ,Simila17n.cnt(', SI X (o (''11('8 

rnaT/.ifold y tomarnos F (U) como el de todas 

suaves COT!uo!oresrlélIle.';i o SI' ObtU"11<' ot'!'(/. s}¡('of que SI' 

denota usualmente po'/' C'Xl. si los valo'/'es son reales y JlO'!' . 81 SO/l. COlllli1e

Así misTfw, las huloIIt0'!:tó'8 (con Ir! 'I"<'stru'nón 1/. S ltu 1; defíll.l.das 
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el/. ahiedo::; de nn IIw{/.'ífold so!/. /UI./I s!r.c(l.l () IlI.s 
sohTeuna variedad o WI, (:sljwcma, Ot"{"()8 objetos !JIU" OCIII'I"('/I natulnlllwnte 1'11 

geom.etr'üJ, y topolog{a pueden verse (:{)(/I() sen:1U!lf'S de ('¡ntas ('0/110 por' 

ejemplo Las seccione" de nn fibnuio IJI'I'fOl"wJ o los Frl"mas dlfel"l"IU'w!l's SOIl,.('1I1I 

abieTto de un rnandold, COTlIO 8(' (!("I'Ó. ('11 el m.prtldo l¡'{'('('IV, 

Ejemplo 1.4.11 Si en el 1.4.1() SI' loma I (U) ('OIl!D d I'OIlJII.II.lo di' 
todas las funciones entoneié" I no es UlIll shl'ILI de l/milos. L08 (l,rWlIlUS 

de se satisfacen llel'O no la condición de shmf pOI' ejemplo. HU U 

y = {p E JR2 : Ipl < n}. Sn : UlI -, IR? C01!l.O 8" (p) Ipl. La 
únicll ,(1lución s cuyas TestTzccíoncs a eada coincide con Sil SIé{"Ü¡ la 
s(p) p12, pam todopE peTO dnf'(1ll1.ente (5:dajúnción 1101'.'1 am/ada. 

Ejemplo 1.4.12 Sea X un tOJ!Ulágim .tJ G un ym]!o alwlul.lw no Irluia/. 
Sea Qx la ]!resheaf 801ne X de (;()¡¡stardes definido por G. 
para todo 0 c/c U e X y Gx (0) {O}, con IIIU!J('()S resfr'/('eión PI ¡di;, .,i 
o V e U y p\,u O, si V (11. SlL]Jo'l/.gallw8 que X ('()/lfú'ne Ufl mlljnnto 

abie'I'to disconexo U ','ev,'cscnl.ado corno launúin disjunta de m'I/Juntos a.lnerto.': 
U UI uU2 , con UI :iU2 \0. Sean 01,0.'2 E G dos clelll("lIto,'; distintos y SI 

al E Gx (Ud = G, .'12 - 112 ) G, Lu r:O/rdieión 8111 nU.. 8'2 ('¡{Jo' 

se trivialmente ya (1(1C U¡ n U¿ -- \,1, j!Cf'(I, millO (! I iI:!.,!lO ens!e 

8 E Qx (U) = G tal que ,'2· 

Si Q" (U) se di' fUllI'w!l.l's [ul'ahllcuh' ('Olls!allh';., 

en U, con unlo'I"es en G, 1'/1 SIL ¡WJII{' /lna sll/'aI de qw'. 
abusando de la flotación, denotaH'lIw$ talll.birn ]lO/' G. 

Lo:o elementos de pueden pellsarse ell forma iutuit iva COIllO fUllCioucs 
en U que satisfacen Ulla cierta propiedad dr' carácter COlllO por ,.jPlllplo, 
la continuidad, la diferem:iabilidad, la jllopi<'dacl de ",pr !ocalmelltl: collstallt(\ 
et.c, Es necesario advertir, sill embargo, que lIO todas la", sh('a\'(~::i q lIe H[lal'l'Cell 

ImtllrallllRut.e en Geometría Algebraica SOlI sJ¡eitves de ¡üucíO!H:S, itllll(]lW, ('Olll() 

se \'erá más adelante, toda slwaf r<:sulta ser iSOlllorfa a 111m cim'tn "hl'Hf de 
funciones. donde la re"t.riccióll (;:S la usuaL 

Ejercicio 1.4.13 DenweslTP q'lle la /in:shea( C(Z de fllli('ÚJ'l/I'.'i conl'inlw,-.; 7'('i¡{ 

valuadas es '/U/.a 

De cada presheaf COllstruirse en forItta calH)llica Hna slwaf. Par¡¡ dIo 
lwcesitamos introducir la noción (Ir- stall; dI' UIla prl'sh('af el! Illl pUll! O. 

Definición 1.4.14 Sea T /tila so/J,.!' X .11 ,('(1 jJ .Y. Sob!'!' la /lllilÍlI 

U I (U) /a l'I'lu!'Íón dI' eCjllil'll/e!/(,lo::; I ( 
pEr; 

tE I(\/) son equivalpnte,~ si!J sólo si c:ú:-de '11.11 ('1110,.,10 al}/erto dI' 1), Ir Urn' 
tal que slw = tl\v' La clase de equiuu/enelo. de " se dl'lwtan¡ ¡Jln 81' .IJ SI' 

denominará el germen de :; en]J. Al conjnuto :f~} de clases dI' lo 
l/o:maTemos el stalk dc la ¡)'f'(:s!wo.f I en p. 
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Para todo p E U, existe un mapen restricción PI'!' : F -, F¡, <¡ue ('uvia 
cada sección s en su germen 8]'. Para cada !HUltO p ('l! X d ~talk tíC1J(' 

pstrllctura uatnral de grupo abeliano de tal llH1.lWra quc d lllit¡H'O p¡,[ f es lJll 

homomorfismo de grupos abelianos para nula entorllO U de p. Para ddinir la 
adicidn, tomemos dos clases sI' y tp en F p con 8 E F(U) y tE F(í/). Sea IV tUl 

entoruo de p contenido en un í/. Definimos la SUllla "71 tI! de 8]1 y t l ¡ como la 

clase ell de Pwut- Pwv (t). Es claro que la definición es indepéHldielltc 
de los representantes s F (U) y t F (V) y de las clases 8 1) y así mIllO del 
cntOl'110 Il-. 

Como vimos en el Ejemplo 1.4.5, si F c;s mm presheaf sohre X y si)) (, ;,;. la 
restricción de F a los entornos de p forman uu sistellla dirigido {F (U) , fi\l! l. 
donde el stalk FI) de la presheaf F en el punto jl X (~s <'1 límite <1i1"(;cto de los 
conjul!tos F(U) 

lilllF (U) . -_...;. 

Si F es mm sheaf, ulla "pccÍón 8 F dp F sohré' U (,,,tá cOlllph'lallH'ut<' 

determinada por sus imágenes ell los stalks F,,, para todo ji E U, Es c!ecir. 
s = t si y sólo si S1l tl' para todo J! E U. Esto Sp sigue illlllcdiatmtl<'llt(' (k la 
defiuicióll de sheaf. En efecto, si "p = t p para todo Ji e U ('U(.()ll('('S para nlda 
]J existe un entorno Up de ]J en U tal que . y COlUO ol)\'ialll('ll!<' los 

entornos U1l cubreu a U se sigue que t e11 (U). 
En la categoría de las preslleaves sobre UlI espacio X la llocióll (\(' modislllo 

es la siguiente. 

Definición 1.4.15 Si F Y 9 son .'101m' X, un morfismo 'P : F -, 9 
consiste de un homomorfismo dI? gl'upos (Lbelian08 :p[j : F g para 
cada alúerto U, tal ql1e paro. todo. mclusión ~í e U, 

F 'PI, 9 (U) 

PVl ,) J (1.10) 

F(í/) g(V) 

conTrL/da. donde PI U,Y Y son 108 /wrfI,ollwr/isrrws l'odl'/C('ión de F :ti 
S'l F :IJ g son "hea'(l('s, y es un 1i/.O'IjislllO .si lo e.'i ('OfflO 

Si F 11 G son ,,/¿euIJe,', de múllos, úl(jcbl'as, CSl)(L('WS 

:.p denornino. un uLO'I;h:.'i1IW de "heal'('s de IlTlillo!i, ályclnns. 
f::;pacw . ., etc., si 'Pu es WI m,tnfisll/.o (''1/. la m}c,Ilo'l'Ía 
El mapeo y se den01nina un isol1lorfismo si e:riste 'un 1I10r/i811U1 1/' : g , F. 

inue'rso a y a dc'recha. 

Si F y 9 son presheaves sobre X, el ccllljunto de modismos de pn:sheavcs ele 
F en Q se denotará por Homx g). Si 9 es una sheaf de grupos abeliauos, 
Homx es también un grupo abeliHIlo COl! la opmaciól! natural ('P 

't/Ju. Además, los morfismos puedell componerse en forma uatural, y ()s 
fácil ver que esta cOlllposición es asociativa. Lo anterior 110S Hllwslra que la::; 
pre"heaves (respectivamente sheaw*,) sobre X forman a su vez uua categoría. 
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Proposición 1.4.16 Un de lJ'l'eshmol's :p : :F ~; ¡ndll.l'(' en !i)/7¡W. 

natural 'un sobre los stalk" -~ 91" lIiL'1n cada lJ X, 

Demostración. Para cada]J E:: X ddinimos 'PI' : ----> 91" la f1lllCión <[lll' envía 
cada germell "p en F p en el germen ('Pu (s) dowle " PS cualquier J'('[Jl'('S('lltm!ti' 

de sI' Cll Ull abierto U que cout.i('lIC a 11, NotCllloc; <¡It(' ('c;(ú bictl ddillído. PUi''; 

si "[ F (UI ) y 82 :F (U2 ) tiCllPlI pI mismo ¡.:<~rulell ('11 p. ('lltiH!CPS, p()r dl'illli~ 

ciÓll. existe V rl U2 tal que 11 ti \' S2" Lm:¡.>;o 'PI (sil I ) y\ ("21 \ ) 
Y por ser :p UlI morfismo de sllPHves, (SI )1\ - y(l, (,-;:z)k, Por lo talltll 

\ = <1,[; (s'» y dararnclltc su ÍlUill,..>'(>!l !lO dC!)Clldc rl<'l n']m:S(mtallte, Se 
1 f1i r --,:2 ... 'P , ',? 

ve (>11 fonna inIIlediata qlle es \lit \lOl!lomorfis1lI0, • 

Ejercicio 1.4.17 Dp.lJmest'l"l' Ijue lodo mm:fis 711 o de s!te(lo('s 'P : :F 9 está_o) 

dP.ttTm:inado ))01' los 'lIwrfúmwsl.ndu('ido8 so/nI' los .':ita/kll, ('8 dCl'ir, si y, 1/' .'iOI! 

'Fn01/isrnos de .':iheaIH:.':i tales Ilue P,,-- l' PIl'/U ¡-¡u/a Ji \.. X, ('lItOI/I'('" y t', 

Definición 1.4.18 Una sllbsl!paf de !lila "hi'O}':F n II//U "hl'ilf F' tul Ijlll' pura 
todo abie'l'to U X.,:P (U) '11./1 sublj/"Ilpo dI' :F ,.11 1(),~!IIalw().s /'1 "fI'il'('jón 

de la sheaf son inducido.':i 1JOI' 108 'm apeos n'strÍ,ccú5n di' F. SI' SliJIU' de la 

definición que pam todo punto p, el stalk e.~ un sllby'l"upo de F1" 

Sea cp : F 9 un rn01:fismo de SI' de./il/r' la presheaf keruC'l de y, 
la presheaf cokernel de cp, y la preshcaf de l' eomo la,., que a 

cada abieTto U le los gT'Up08 U ...... ker 'Pu' U coker 'Pu, 11 U Illl 

Proposición 1.4.19 Sea y : :F o un morfis;11-O de "heaves, TAl, pl'cs/¡,euj' 

ke'l'nel de cp es 'una 8ubsheaf de :F, 

Demostración. Sea U UUa UI1 cubrimiento aIJÍ('rto !le U. COllsidcrelllos pi 
siguiellte diagrama conllllltativo 

ker Yt. :F 
<.({ 

0 
I 
-> 

ker :F ..-\ e.! 
1 1 

km :F 
ni '{',j 

G rl[! 

donde las lineas verticales denot.an los lllapeos restricción corn~sp()llClielltcs, Seall 
8« ker SU'" t.ales (llie s Ir' , CO!110 F es uua slt(;af exist.e;• 'a ,/"nu;! 

" F(U) tal que slu' Adclllá.'3, <lp cOlulmtat.iyiclad dd di¡)¡;rallla 
se que 'Pu (,,) 1u" " = O, Como 9 es tilia sllCaf, s(' ticue que: 
'fu (s) O Y por cOllsiguientp ,q ker 'Pu' Para demostrar la lillicidad dí' 8 

bast.a ver qlle si s E:: k('r 'Pu e F es tal que' si U" O ker 'Pu" e F ), 
entonces .'-i = O. Pero (:st.o es claro ya qw' F (:S una slH'af. • 

Proposición 1.4.20 En las -nn'~!lPIf<./1f'" cOA:e'l'nel (' illuu)rl/. no 8011 ,,1/PiLU!',', 
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{O} el plano complejO nWlws el o/'u¡cn !J 

holomOlfas sobrc X, y O~. la sheaf 
holomoTfas qv.e no se anulan 1''/1 nmq¡ín pl/nto de X. 

Si exp : 0.'\ --> 0*X es el nunfismo pOI' 

eXPr! : f exp(27rif), f 0.'\ (U), 

entance's la ]J7'esheaf dada por U ,) 1m (pxp¡: }no c.'; sheof. En e.tl'clo, si 

U I <C {;¡ IR : :c ~ ()} • 

e - {.r : ,1' 2> rn. 
= : en ,el/toll('(',., // 1m (exp¡ ;) ya que 

U I ) son coneTOS, y en consecuenC'Ía paede d(~finú's(' en ('(ula //,11() 

de estos abiertos una mmo de la logaritmo y pOI' 

!:Ji E 0-" definidas corno Yi = log(::), las cnales 

el/, Ui. PeTO no e::áste f E 1m (expu, uuJ eon r [ji Ji (i - 1,2) :ya qu,e una de 
tales fúnciones seria nn logaritmo en X (j'ue, como 8(' demuestra en los (,UI'.'i08 

elementales de análisis complejo. no se'!' definido en (C*. 

La proposición siguiente nos lI1U('stra que de toda pj'(~sJ¡C'af pupdc (,(Jllst.r\lirs(, 
en forllla canónica U11a sheaf asociada. 

Proposición 1.4.22 Dada una VI'I:sheaf F. e:rtste /Lila :F+ .lJ un 1I¡¡!I:tL~1I1.() 
O : :F :F+, tal qu.e lla7U sheaf g y morfisfIIo ::F g, 
existe lIU único uwr.fisTno ;,pT : :F+ -, g tal que ;,p = o IJ. POI' tunto el par 

(:F+ , O) úniCO, salvo Íl-iO mO'f:jism 08. :F-t- e8 llama.da la sh('afificnci(ill dI' la 
F. 

DernostracÍón. Comencemos por cOllstruir H :Fi , Pnm c¡¡da ¡thi<,rt (¡ U e X, 
sea (U) el conjunto de todas 1m; fU11Cioll0's .'i d(' U <l la lllÜÚll disjUllln. U :FI' 

I,e l ; 

de IoIi stalks de :F sobre los puntos de U, caks que 

i para cada p E U, s (p) Fp • 

ii para cada p E tJ. existe un entorno V de ji. contenido en U, y Illl Cl('11)('1Ito 
t E :F tal que para todo q V, el gel'mell t,¡ de 1" el! q es igual (\ '" 

Plll'de verificarse diH~ctamellt.e que :F+ con las restricciones nat.uraleli ('" lllJa 

"lwaL Si (J : F --+ :FT es el morfislHo deüllido por (J II (t) es la fum:Í6u que C11 p 

toma d valor t (p) entonces claramente (t) E . Es fácil v(~l' que' 
Oes un morüslIlo de presheaves. Veamos que se satisface la propiedad universal 
descrita. Sea g una sheaf .Y 'P : F g 1111 lIlorülimo. Tomemos ,'; E (U). 
Por la condición b existe un cuhl'imiPnto abierto (J U[]n d(' [! y dCIlWlltO:-;:e.C 

t o F (Ue,) talcs que para todo pE, (t,) p == ,,(ji) Si (1")1' )l' parH 
todo p n se sigup q llC 

15 
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Luego 

y VOl' tall\.O 

Como Q es UIla sheaf, por los axiomas de s[lC'aL exist,(, lllI lÍlllC() U ~; (e) tal 

que (tn) 111u. para cada Ddinillllos.p 
~ótese que si ]J Ú' entonces (p , para algún (Y) 

(.'i (p)) . 

Por tanto la construccióll de lIO depende de la colección {Un, 8,,} ('sco).';id(\.: 
si { } es otra colecciólI, 11;, (8) , para todo p U. y así = u,,, 
para todo p U. Se sigue ClltOIlCCS q\H' 1/' U en (; (U). n('::;ta probar (JI\(' si 
s = . con t F(Ul, entoIlces y7": (8) (tl. Tonllll11lo { C-' [ji COlllO 

cubrin1ÍcIJto de U, se tiene que 

(8) = (t. I ) YI! (/). 

Es fácil ver que es lÍuica, ya que coincide local11[('ute C011 y. • 

La sheaf puede intcrprct ars(' como la "l[(,<lf qW! "uwior aproxillla" <1 la 

presheaf F. 

Definición 1.4.23 Si y F G es nI! /llm:fis/lw de sh"(lu('s. d('fúllllW~ la 

imagen de :.p como la de la lrl'cshl'uf úl/agell <11' y :JI que !lellotu!'(,l/iliS 

(ab118ando de la tamb'ir.n como 1m 'f. DeI¡nil/w,~ el cok(']'J]<'! de y. 

denotado coke!' tp, como la de la lJ'l'Cslwoj' coke1'/wl de y. 

Ejercicio 1.4.24 DemucstTe usando la l'ropu:,da.d 'un'Íve'l'sal de la 8hea,Mi('(¡ciú'// 
que e:áste una mapeo naf'¡í'ml : Im:p Q (dondei de!lota la inclu8ión de 
la en Q ) el rual es y de (':da fln'1/1u. IIIl 
ident'ificaTse como ulla s'IJ,bshcaf dI' U. 

Definición 1.4.25 Dn'cllws que un TI/.O'I:ti.~1I1O de she(/.ues 'P : F ,0 es in-
SI ker tp O, Y sobreyecrivo 'Í + : Im.p --7 0 es U/I TS O'III.()/:fís !nO , Es 

costumb'/'e eSC'I"ib'i,'1' Im:p = Q ruando SI' que :p es 8obn'l/ectiuo. 

Diremos que 111111 secUI'llcia de sheavcs 

1 __ ; Fi ___ , F' '- 1 'f'" 

es exacta si para cada i SI' da iJue [(1'1' Ill1 

Lellla 1.4.26 Sea:p: F---> Q un mOlfislllo de shc(!ve,'i sol)'!'c X. Entonces ¡Jam 

cada p, (kcr ker e (1111:p))) 1m 'Pp' 
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Delnostración. Ambas afirmaciones se siguen directamente dd sígnielltc CÓIll
puto. 

ker = liW (ker (U) lli!; kc'r 'fu - kel' 

Similarlllellte. 

(U) = 1m 'P!! 1lll 

• 
Proposición 1.4.27 Sea y : F -, 9 un mortislllo de 811(;(10(':; solnr X. En
tonecs las .'ion 

II el mapco znducúio 8ob're lo:; sta/k!) punl lodu ]) X. 

iii yu es inyectivo ¡Jam todo U. 

Demostración. (i) (ii): Supongamos que 'P e;; iuyectivo. Elltollces k('1' 'p cee 

O. Por el Lema 1.4.26 se tielle que ker (ker'P)/) O y por tanto (:s 
illyecti vo. 

(íi) (iií): Supongamos que 'P es inym:tivo. Probemos quc: 'PI' C'S iIlVl'ctÍVOp 

para todo abierto U. Sea s F(U), y supongamos qlle (s) E (í (U) es O. 
Entonces, para todo p E U, la imageIl 'Pu (s)p de yu (s) eH e[ stalk 9" es o. 
Puesto que yp es illypctivo para cada p, se siguc qne 8 p = O ('11 F p para cada 
1) U. Por lo tanto, exist.e un entorno abierto \lVI' de Ji, con \IV!, c: U, tnl 
que 81 W¡, = O. Ahora U es eu bierto por enturnos tV,) d(' cada tlllO de SIlS 

puntos. así por los a..xiomllS de slwaL B es O sobrn U. Lw:go yu ('S inycctiva. 

(iii) (i): Supongamos que 'Pu es iuyectivo vara todo U. Ellt.Oll('I'S (U) 
ker yu Opara todo U. Por tanto ker.,:; 0, y el! COllSC'C\lCllcÍa y es ill)'enivo. 

• 
Proposición 1.4.28 Sea 'P : F 9 un rnO/:fismo de ,,{¡I'(/UI'S soh!'c X. EII
tonceB y es 'un si y sólo 8'1 el T/Wp(,O UldlU:ido 8olJ'/'e ¡o,; slalk" es 
un po/m todo Ji X . 

Demostración. Si es Ull isomorfismo es claro que' talllbiéu lo ('s. Recíp
rocamellte, supongamos que es un isomorfismo para toelo ]J X. Para 
probar que 'P un isomorfismo, basta probar que yu : F ~; (U) es 111l 

isomorfismo para todo U, puesto que podemos definir d modismo inverso 4' 
como 1, para cada U. De la Proposición 1.4.27, se sigue, que yu ('S 

illycctiva. Veamos que 'Pu es sobreve,ctiva. Para caela l' e dc' la solm'ycctivi
dad de 'f¡; se sigue que dado 8 9 (U), ('xish; Ull cntomo ,,~) U di, P tal quP 

(t (1') ) si vj! , para algún t (1') E F ( Sí p, q son (los pUlItOS Cllalesquiera, 

se ticue que t (p) IV;,m~¡ .Y t (q) IV;,nv¡ son dos SeCCíOllC'S el! F ("~, n 11,,), q1H: SOlI 

ellviadas por en si v nI" Por la illyectividad de y, estas secciolles COillCicktl, 
j) '1 

Y del axioma de slteaf, se deduce cIltonces que existe \lna Heccióll t F (U) tal 
que tl v¡, t(p), para cadap. Ya que IPu(t)i v" si",: debi' H(~r l'Ímto qm' 

yU (l.) = 8.• 
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Corolario 1.4.29 Uno. ser:w'ncia :F' :F -/ :FI! (','; e:rada SI ,1/ sólo SI jmrll 

cada p X la ('{)','"'V,'/Jf' :F;: es 

exacta. 

Delllostración. Es cOllseclwncia directa di' la Pro!losiciÓll 1..1.:2~. • 

Proposición 1.4.30 Sea !.p : :F-./ 9 'I1nmorfislfw de "how('s -'!)!!l(' X. LII,' 

afinnacioues 80'11 equivalentes. 

es sO/!'I'eyectíuo. 

11 el rnapcoindl1e.¿do sob'/'(, los 8tll.l/;:8 es sobl'('yedíllo. parll todo p X, 

¡ii para todo abierto U X.!I pnm todo g (U), ensll' 1111 ('nlwilllil''/Ito {Un} 
de U, 11 e~riste'll elementos t" ~ :F ), tale:; qu.!' ((. ) , ]Jara 

todo Un' 

DeIllostración. (i) (ii). sllpollgalllo,; <J\!(' f' ('S solm'v('('IiYI). Elltom'!'s 
Imy = (j. Por el Lema 1.'1.26, se timl(' que hll (lulIp)" -- 0" y por tauto 

es sobreyectivo. 
(ii) =} (Hi), supongamos que Y'j! es sobl'eycctivo ¡mm todo ]J X. Sea 

s O (U). Para cada p E U, sea Sil E gil d germell dI) s ('11 11. COlllO e,; 

sobrcyectiva. podemos Cllcolltrar tI' :Fp tal fJlW (t,,) = ,'11" SU¡)(}Jlgalllo,; qw' 
tJi esta representado pOI' Hila sección t (1») en llIla w,<:Ílldad ~'~, ele )i, EIlIOlJ('{'S 

'P~~, (t (p)) y 81 F,< son dos c1ClIlCUt.OS de 9 ( V~»), cuyo gel'llWJl es <'l mÍ:;lllo (pues 

(t (:r))i' 'Pp (tr) = sp)' Por t.anto, reelllplazando II¡, pUl' lllla wcimlad dI' Ji 

mas pequeüa, si fuera podelllos SupUl!('r <¡IIP 'PI'" (t(}!)) = ":V,,' Esto 
proporciona un eH orimiento abierto de U y secciones t (p) :F (1/;)) 1m; cual<,s 
satisfacen las condiciones requeridas Cll (iii). 

(iii) (ii) se sigue illlllerliatalllüllte dn las <!cnui("Íoll('s. 

Veamos que (íi) ~, (i). Si se satísfau' (ií). elltolln's 'PI' ('S ¡YO, y 
pOI' tanto talllbién lo e,; t¡: ) dO!l([(' j-+- : [lll'¡ --+ y (''; e] UlH!)(;() callóui('() indu('ido 
por la illclusión de la presIH,af' 1m 'P (,11 g. CO!110 ya salH'lUUS qUI' ('sIc Illap(:o loS 

inyedivo, se sigue de la Pro!>osicióll 1.:1.28 quc (,,.; 1111 isolllorfisllIo. • 

El siguiente llOS muestra qllP ~7 ¡me-de S('!" so]¡n'y('divo Sill que 't'~l lo 
sea en generaL El mapeo ex]! c,; sobn:ypctivo, COlllO s{' dl'lll\wst.l'a a cOlltillllacÍlín. 
y sin embargo, como se vio en el Ejemplo 1.,1.21, 'Pe- : ) --+ ) uo lo (':,;. 

EjeIllplo 1.4.31 Seo. Xo «> {O} ,1/ sen/l Oy In de qh'llll'!lc.'i dI' 

sub!'!' X. JI 0x la shcaf de de funcione;; h%

mm:fa,s que no se anulan en punto de X. Entonc!'s la .'(:C'/1('II.('/(1 

de 8heaues 

e8 exacta. 

O 
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Demostración. El único punto 110 trivial es delllostrar que el lIlortiSlllO <k 
sheaV('ii exp : Ox 0x sobreyectivo. Para cada ¡Hilito 11 X Y para cada 

0X,fJ' existe un entorno simplemente COllCXU U <in p tal qll(' f)) es el gerllH'lI 

en p de una fuución suave .f : U -) C* Como f(:;) O para todo,; [7. es 
posible cowitruir Ulla función suave 9 : U .-. C tal que' ('XP (y) - f: hasl a ddíllir 

g( = Wo 

donde la integral se toma sobre cualquier camÍllO que uua a Zo y .'; coutellido 
en Uw() es cualquier complejo que satisfaga =:;0. De aquí se SiglH' que 
C'xP = 11" donde 91' Ox,p es el germen de 9 en p, y por tanto (,xP ('sp p 

sohreyectivo, De la Proposición 1.4.30 se sigue qlW exp es sohrcyectivo. • 

Proposición 1.4.32 Para cada U X, el r -) qurua !le la cate
!ip sheavps sobrr X a la f'fII' f>fl(j'Y"/tl de y'I'I1]!O.~ alwl'Wlw8 eSlln fu·n.dof' e,rllt/o 

(/ 'izquierda, es .0'1 O----) F I F -) es una i3ccuencút e);uc/a de "h,caues, 
e-ntonCf'8 O ---t r (U, F I

) ,F) --) r (U, eh "/U/.a 8('1'I!I'Uóa e:wl'fll de 
grupos. 

F IIDernostración. Supougamos que la sccumlcia (J--, ,,", :F ('S <'xact·a. 
Por la Corolario 1.4.29, para cada p X se tielle que la SP('IH'lll'ia 

(1.11 ) 

es exact.a, Veamos que para cada U X, la secuencia 

o r (U, F I ) 'PI'. r (U, F) r (U, Pi) (1.12) 

m exacta, Si ker:,pu, entonces :,pu - O. COlIJo:,p es illyectivo, se sigue' 
que 8 O. y ell consecuencia :,pu es illyect.ivo. 

Como o 'Pu ('~) o "'ce O, f,<:mmnos que llU e k<~r . Para 
probar la otra inclusión, supongamos que 8 r (U, es tal qu<' (8) = O, 
Para cada 1) U, sea "p E el gerrnen en ]J de 8. Puesto que 1.11 es exacta 
.Y ) - (s)1' 01' = O, podemos encontrar ti' E' tal que UII) "¡i' 

Supongamos que tI' está I'cpI'es(~ntado por una seccióll t (p) eJl un ('ut.oI'110 \~I de 
p. De aquÍ que exista una sección tEr (U, tal qu<' ti v" t (JI) , para cada p 

y :PI! (t) 8, Así que" Im.pl! y por tant,o kl'l' 111l.p1/' Por ('ullsig:lli('lltl' 
1.12 es exacta. • 

Ejercicio 1.4.33 DemuestTe que pm'() jl'I'esheof F sob!'e .\ el III.()I'

,[¡smo e:F -) induce un SU/)'f'(' 108 stalA:s 811 : F I , ~ Fi! . 
SL F psuna. en X. demues!'/'p IJ'W; el mOTIi,~'llI() de jJlcs!tealws 8 ::F -) 
es un 

Q un mOl:[¡smo de tal (JIU' 'Pu : F (U)-, Q(U) ('8 

1HITa cada U. DemuestTe que el mapeo ind'IU:ído <p+ : F+ --, so/;"e 
e8 
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Sea F' una subsheaf de la s!teaf F. Parn cada nhiml.o U ddiw\.lllOli NI (U) 
F (U) (U) y PVU,H' como los mft!)('os inducidos splll(' ('1 coci('llj(' por los 
homolllorfismos PVU,:F' DenotC'llloS por rr¡; : F (U) -, N' (F) al hOlllolllorfi:-nuo 
canónico al cociente y por a rr U , para cada s e F (U). ElltOll(,(;S. para 
V U se tiene que 

PVU,h' ([8]) = [ (JI' (J,.F (,';) 1 r8 i' 

para cada E Tí' (U). Clarallwlltc PFU,rí' está biclI ddillido: Si [811 

elltollces 81 8'2 :F' (U); se que (SI 52}1" :F' (V') Y n ...,í h II! =-~ ["'21\'1 
Por lo tallto p.(, } es Ulta preshcaf ele gl'1lpOS abdiallos. Ddiuimos la 

cociente COlIJO la sheafifkacióll de la pn'sl!('af U f-c> N' 
irunediatamente de la definición qtI(.' para cada pUlIto IJ, d stalk 
cocielltc El mapco natural rr : F F / F ' de F a la s!tcaf c()ci('lItf.' F /F' 
es sobreyectivo y tiene kl'rIwl F 1. De lo ilnt('rior sr' Sigll(' q11(.' para cada sllbslwaJ 
:F ---+ F existe una secuellcia exacta 

0----) F' F .", F / F' ..; O. 

Recíprocamente, si O F F" () es 1llm sPc\wllcia ('xacla <1(' S!WHV('S. 

podemos idemificar a :r con la ~mbshcaf ) de F y a (,O!l el ('(Jcien!!' 

F / :F': del ejercicio anterior s(~ que la S(~(,lH'll('ia 

PS (,1 

o F' (U) 

induce llIl rnorfismo inyectivo O ~> F (U) hll (U) y por lo taulo 
un morfisIIlo illyectivo de sheaves F / j(:F') de tal formH qw.' el cliagranm 

o F' F ····7 ----) () 

li I1 

_······7O :F' F o 

COllnmt a. Se tliguc de quP F jj (F') F/l (~S Illl isomorfisl!lo (hast.a <1('
ltlotltrar esta última comlicióll sobw los 

1.4.3 Imagen directa de una sheaf 

Sea f : X Y Ulla función continua de ('¡.;pacios !.o]m!úgic()s. Para ('wt!qlli('r 

presheaf :F ,,;obre X, definimos la presllPaJ dinda solm' Y COl!lO 

(f*F) (V) F (f-l (V)) , para cada abierto 'V Y". Si IV \f. ('lltollces el 
homomorfismo restricción 

J (1/)) ---+ F 1 (W))'(W)j-'(\f),.F: F 

induce UB homomorfismo restricción (f*F) (V) ---+ (f,F) (W). 

Proposición 1.4.34 Si F es 'lino. 8heaf enl.o'l!(:('," tambihl lo es 
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Demostración. Sea V = U un cubrimiento abiel't o cl(~ 1/ Y. ElltollceH la 
siguiente secuencia es exacta 

(V) ) rr F (f-l (V,,)) 
ln.!1) 

donde los mapeos son como los definidos la Secuencia 1.9. P(~ro eS(H seclH'ucia 
es por definición 

o U.F) (V) rr U.F) W, I1 V3) 
(n.!)) 

que es exacta, ya que :F es ulla sheaf. _ 
El stalk de viene d.ado por 

(f-l(V)), 

donde el límite directo se tolIla sobre todoH los cOlljUlIt.OS abiertos V tI(' }' ([11(' 

contienen al punto q. 
Notemos que f. es un fundor de la categoría 6~ ) ele shnav('s s()I)]'(~ X, a 

la categoría 6~ (Y) de sheaves sobre Y. 

Ejercicio 1.4.35 Demuestn? que el fundor es elraeto (l es decir, 
F I F 11s'Í O --+ .• F --+ --+ O es una secuencia exacta en 61) (X), entonces 

0--+ f.F' f.F --+ es 'una secuencia elTada en 6~ (Y). 
Pam cualqUier F sobre X, dernnestl'e (JIU' r f. F) "'" r (X, F). 

1.4.4 Suma directa de sheaves 

Sea },El una familia de sheaves sobre X. Sea 

'H (U) = EB 
IEl 

la suma directa de los grupos :Fi (U) y. para \' U \ ddilliUllOS (T \ ¡; COlllO 

la SUIlla de los homomorfismos restrÍcCÍúu P~I! (L' ) (V). ElltO]l('('S 

¡11\ cr~} es una presheaf "obre X. Sea U X UUn Illl 

cubrimiento a.bierto üe U. Sea 

tal que 

Entonces 

/ . 

y por cOllsiguiente, existen secciones (únicas) s, E (U) tal('s ([W' """ - 8,11 1,,' 

Es claro qne es un elemento de EBiEl Eí (U) Y qtW I = (Ji;" /. 
Por lo tanto la. preslwaf 

U EBF;(U) 
iE / 

http:cOlljUlIt.OS
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es una sltcaf, llamada la s'/J.ma lió'cdlL (1<: { I .Y In cual sr: d,'llot aUl por 
EBicl F,. Para cada F, ,:xi::;te mm illclusióll w\tural TI : F, ) EBi( I .\' ulla 

pfoyecciólJ natural 7ri : EBJEl F) ---) 

Ejercicio 1.4.36 Dernuc,;/re qu.e [n slH'ilJ I F, es 1111 coprodllcto ('/1. [(/ ('(ll

ego'da de shea'ves. E.s decir. dada una 8h('(lf .IJ III()'''IL'II/(J,~ ~', : F, ,~;. ('.1'18/1' 

un único ,1: EB,q FI ---+~; tol (t//,(" "V, T, t'I' 

DeTlmestre qw: 1Hl'fU nula jJ e X e:áslc un !II(l1J1'o 1i.!J.II/.I'II,/ 

que res1¡[/;a ser peTO que en 

Si la familia {Ti 1 es fi.nita, la ::;lwaf SUlllH directa satisfan: la propil;dad 
universal ele un produdo en la categoría d(:; sIH'a\,es. Es decir, dada lIIla slwaf 9 
y una familia de mOrfiSUlOti de s[¡eaveti 'P, : id + F exish: IUI único lllodislllO ([l'

" 
sheaves p: 9 EBíEI F, tal quP 'Pi 7r, p. para todo i e J. 

1.4.5 o-Sheaves 

EH un gran mhnero de' tiituacioncs s(' parí.<: de llllH ¡m;sll(;;;f F ddiuída so!Jw 
ulla colección rest l'Íllgida B de abiertos (1<, X .r se quiere ('ollstruir ('11 forllla 
canónica lllla cierta s!waf asociada a pn rl.Ír dl' ('sra da! a. 

Sea B una colección de abú,rtos de X tal"s q!le para ('ada [lar {T ,\' V' ('1\ 8 
siplllpre existe uu \;V E B, TV e U rl \', Por ('j('lIlplo, si [i PS llllil hasl' ¡)¡1m [os 
abiertos ele X, B satisface esta propi(~dad. D(~ll()t(,ltl()S por 'B (.'() la (',ategoría 
cuyos objetos tiOll loa abiertos de B .Y los lllorlislllOti S,)!] los lllap('os íu('!1tsióll. 
Esta es una aubcategoría de la categoría 'Iop (X). Una B-VT'esheaf F de grupos 
abelianos es un functor contravariantc do la uü<:gorín 'B (X) a la cat(~g()ría 2lb 
de grupos abelianos. En forIlla explícita, !lila B-sheaf cOllsisto de lllla asiglla('ióll 
U para cada abierto U E B y I'<'striccjOl)(,s (JI!' : F(U) F(V) ¡mm 
cada par de abiertos Ven B,talcs qw' (!\\,V (!Hi (>\\'1:, si [J, V 11' B. 

COIllO siempre que U y V eslón en B ('xiste un IV e U n V ('11 B, ti('ll<' 

sentido deflnir el stalk de F 1" en cada p X, eu la nlÍslllH forma C01ll0 se hiílo 
cuanelo construirnos la sheafifieación ck tilla os tlpcir, como cIas(,s <1(, 
pquivalencia de elementos en UF(Up ) tioore todo;; lo,; entornos de JI 11tH' ('stÚIl 
en el conjunto B, Esto nos permite definír UIla til!Pélf asociada a F, shcafificéllldo 
a F de la lllisma forma como se hi,,;o allteriol'llwute. A ('st.a slwaf la llalllarelll()s 
la !:iheaf ilsuciada a la I3pl'eshelLf F, ,Y l'WllHlo no haya !)('/igro <1(, co¡¡fllsúíu, 

se denotará (abusando la Jlotación) por F. 

Ejercicio 1.4.37 Sea Xlln tO]Jo!(!yil'O, s('u X UUn 1111 (,/I!J1'1f11lenfo 

abierto de X, y !:i7Ll)(!'/uJII (l/U? pam cada ü estú defil/.liluli.lla :;I/('(/f F" so!Jn' [ 

y pa'l'a cada a, /3 un ·}~,'l7lIll'l'n·N1 

-, 1, 


tal q'ue 
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1. 	 Para cada G I 'P0:0: = Id 

2. 	 Para cadu G, ,,'Pa, 'Pa/, enU",nU¡3nU,. Demuestre que e.xiste 
1tna única sheaf F sobre X, e isomorfismos : Flu -> F", tales qne 
pam cada G, ,8, zPafJ o en Un n UfJ . " 

1.4.6 Espacios Anillados 

Muchas de las estructuras geométricas naturales consideradas en Geometría 
Diferencial o en Geometría Algebraica pueden ser descritas de manera conve
niente como espacios topológicos equipados con una cierta "sheaf estructural" 
la cual posee una estructura de anillo conmutativo con elemento identidad. 

Definición 1.4.38 Un espacio anillado es un l)ar (X, Ox) que consiste de un 
e8pacio tO]Jológico X y una sheaf de anillos conmutativos con elemento identidad 
Ox sobTe X. 

Un modismo de espacios anillados de (X, Ox) en (Y, Oy) es un par (J,1*) 
donde 1 : X -> Y es una función continua y 1* : Oy" -> I*Ox es un m01;fismo 
de sheaves de anillos sobTe Y, es deciT, para cada ab'ieTto V e Y, 

es un homomor:{Lsmo de anillos. 
Si 

(J,j*): (X,Ox) (Y, Oy) y (g, g*) : (Y, 01") -> (Z, Oz) 

son morfismos de espacios anillados, la composición (g,g*) o (J,1*) es el par 
que consiste de la función gol: X -> Z y del mor:{LSTlW (g o Ir = g. (J*) o g* , 
es decir, el mor:{Lsmo dado por la composición 

Definición 1.4.39 Un espacio anillado (X, Ox) se dice un espacio anillado 
local si para cada punto p EX, el stalk OX,p es un anillo local, es decir, un 
anillo que posee un único ideal maximal. 

Un IIlorfismo de espacios anillados locales es 'un mor:{Lsmo de espacios anil
lados, tal que pam cada punto p E X, el homomor;{Lsmo inducido de anüZos 
locales 1; ; Oy.t(p) -> Ox,p es un homomorfismo local de allillos, es decir, la 
imagen bajo 1; del ideal maxirnal de OF,f(p) está contenida en el ideal maximal 
de Ox,p' 

El horneorn01;{Lsmo 1; se de.{Lne de la signiente manem. El mor:fismo de 
sheaves 1* ; Oy -> I*Ox induce un homornor;{Lsrno de anillos Ji, : Oy CV) -> 

Ox (1-1 (ll)), pam cada abierto V en Y. Cuando II varía sobre todos los 
entornos de 1 (p), 1- 1 (V) varía sobre entornos de p y por tanto tiene sentido 
definir 1m homomor:{Lsmo 

limOy (V) ~Ox (r l (V)).-.----, 
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Por la propiedad universal del límite directo, existe un único homomorfismo 
nahLml de anillos ~Ox (1-1 (V)) -,Ox,p' 

Un isomorfismo de espacio anillados locales es un modismo con inversa a 
izquierda y derecha. En forma equivalente, un morfismo (1,1*) es un isomor
fismo si y sólo si f es un homeonwrfismo de espacio8 topológicos y 1* es un 
isomorfismo de sheaves de anillos. Dos espacios anillados se dicen isomorfos si 
existe un isomorfismo entre ellos. 

Ejemplo 1.4.40 Sea f : X Y una flLnción continua entre espacios tOJiológi
cos. Pam cada abierto V e Y definimos el mapeo p1Lll-back C~ (V) --, C~ (1-1 (V)) 
por 9 ;-t 9 o f· Este mapeo induce unmorfismo de sheaves 1* : C~. -> f*C~ y 
por tanto un mapeo de espacios anillados (1,1*) : {X, C~O -, (Y, Cn. 
Ejemplo 1.4.41 Similarmente, una función s'lLave f : l'vI N entre manifolds 
suaves, 'induce un morfismo de sheaves f* : -> f.C't} que corresponde al 
lmll-back de f: si VeN es un abierto, pam cadCL 9 E COC{V), 1*{g) = go fE 
C:XJ (1-1 (V)). Por lo tanto f define 1m m07fismo de espacios anillados (que, 
cómo se verá en el Capítulo JI, es local) (1,1*): (M,C't}) -> (N,C'N). 

Los ejemplos anteriores son casos particulares de la siguiente situación gen
eral. Supongamos que (X, Ox) Y (Y, Oy) son espacios anillados locales, y que 
las sheaves Ox y Oy satisfacen las siguientes propiedades. 

1. 	Ox y Oy son subsheaves de la sheaf de funciones real valuadas en X 
(respectivamente en Y), y para cada par de abiertos U e X y V e Y, 
tanto O x (U) como Oy (V) contienen a toda..'l la..'l funciones constantes en 
U, respectivamente en V. Esta última condición permite dotar a Ox (U) 
(respectivamente a Oy(V) de una estructura natural de lR-álgebra: si 
a, f E Ox (U), a . f se define como el producto ele la fUllción constante o: 
por f, (respectivamente, si a, fE Oy(V)). 

2. 	 Para cada par de puntos p E X Y q E Y, los ideales maximales mp de Ox,p 
y mq de OY,q consisten precisamente de aquellos gérmenes de funciones 
que se anulan en p (respectivamente en q). 

Teorema 1.4.42 BlLpongamos que (X, Ox) Y (Y, Oy) son espacios anillados 
locales, y que las sheaves Ox y Oy satisfacen [as dos condiciones anteriores. 
Entonces cada función continua f : X -, Y que satisfaga que 

1*(g) = 9 o fE OxU-I(V)), 

para cada 9 Oy(V), y V e Y abierto, define un morfismo de espacios anilla
dos locales U,1*) : (X, Ox) -> (Y, Oy), donde 1* : Oy -> f*Ox está definido 
como 1*(g) = 9 o f· 

Recíprocamente, si U, 1*) : (X, O)() -> (Y, Oy) es un morfismo de espacios 
anillados locales y el mapeo 1* es un homomorfismo de sheaves de lR-álgebras, 
entonces 1* es el pull-back determinado por' f, es decir, para cada abierto V Y,
Iv es el homomorfismo de lR-álgebTas que envía a cada g E OdV) en 9 o f 
OxU1(V)). 
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Demostración. Claramente, como f* (g) E Ox (f~ I (V)) se sigue que fv : 
Oy -> f,J:Jx está bien definida. Además, estos mapeos cOllmutan con la re
stricción usual de funciones y por tanto definen un morfismo. f* : Oy ~., f.Ox· 
Por último, si q f(p) y gr¡ E mr¡ es porque g(f(p)) == O Y por consiguieIlte 
f* (09) E mp. Esto muestra que el morfismo f* es local. 

Recíprocamente, supongamos que (f, f*) satisface las hipótesis del teorema, 
y sea V e Y un abierto cualquiera y fijemos 09 E Oy (V). Para cada punto p E 

f-I(V) la función 9 g(q) E mr¡, donde q = f(p)· Corno f; es un homomorfismo 

local de IR-álgebras se tíene que 

ft(g - g(q)) fv(g) -- g(g(q)) E mp' 

Pero como f* es IR-lineal NI (g(q)) = g(q) = (g o f)(p) de lo cual se sigue que 

N,(g)(p) - (09 o f)(p) = O, 

es decir, fv(09)(p) (g o f)(p). Esto muestra que N;(g) = (g o f) y por lo 

tanto f* coincide con el pull- back de f· • 

Notación 1.4.43 Todos los e.spacios anillados que considemrernos en los sigu
ientes cap'itulos satisfacen las condiciones (1) Y (2) enunciadas más (l7'riba, lo 
c'ual hace que f* quede detenninada 1mí/Jocamente como el pull-back inducido 
por f. Por tanto es razonable decir simplemente que f : (X, Ox) -} (Y, Oy) 
es 1},Ti morfismo de espacios anillados locales o simplement.e nn morfismo de 

espacios anillados, y omitir en la notación el par (t f*). 

1.4.7 Sheaves de Módulos 

En esta sección se introduce algunos conceptos que serán utilizados más ade
lante. Sin embargo, por razones de completez, hemos incluido más nociones de 
las que son estrictamente necesarias para la comprensión de los capítulos sigu
ientes. Si el lector lo desea, puede extraer aquello que juzgue conveniente y leer 
superficialmente el resto del material. A diferencia de otras secciones, el lector 
encontrará en esta sección un tratamiento menos detallado, y un gran número 
de ejercicios que servirán como complemento al texto. 

Definición 1.4.44 Sea (X, O)() un espacio anillado. Una sheaf de OX-lllóc!ulos, 
o simplemente un Ox-módulo, es una sheaf F sobre X tal que pam cada abierto 
U e X, el 9r111)0 F (U) es un Ox (U)-módulo, y pam cada inclus'lón V e U, 
el hornom.orfismo restricción F (U) ~, F (V) es compatible con la estT'1/.ctnTa de 
módulo, es deci'r, si f E Ox(U) Y s E F(U), entonces s¡v . flv = (s . n/v. 

1 

Un morfismo F -, 9 de sheaves de Ox -módulos es un morfismo de sheavcs, 
tal qv,e para cada abierto U e X, el rnapeo F (U) -> 9 (U) es un homomor:fisrno 

de Ox (U)-módulos. 
Una subsheaf F 1 de Ox-subrnódulos de F es una 8ubsheaf de F, tal q11e 

:F' (U) e F(U) es un Ox (U)-submódulo de F(U). 
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Si F ' es un Ox ~submódulo de F, la sheaf cociente F / F ' está dotada, en 
forma natural, de una estructura de Ox-módulo. 

Ejercicio 1.4.45 Demuestre que el kernel, cokernel e imagen de un mor:fismo 

de Ox-mód'ulos, es un Ox-mód1¡[0. 
Demuest7'e q1te la suma directa de Ox-módulos es a su vez un Ox-módulo. 

Notación 1.4.46 Si F Y g son dos Ox-módulos, denota1'errws al 9rulJO de 

mor:fismos de F en g p01' Homox (F, g). 

Ejercicio 1.4.47 Sea U un abierto de X, y F un Ox -módulo. Entonces Fl u 
es 1m Ox 1U -módulo. Si F Y g son Ox -módulos, denwestr-e que la presheaf 

es una sheaf de Ox -módulos, llamada la shc(4 Hom, y la cual se denota P01' 

Homox (F,g). 

Ejercicio 1.4.48 De.finirnos el producto tensorial Fwox g de dos Ox-módulos 
como la shea.fi.ficación de la preshe(~f producto tensorial U f-., F (U) (U) 

g (U). 

1. Demuestre que F wO g es canónicamente isomorfa a g F.x 

H), canónicarnentp. 

3. Demuestre que existe un isomor:fismo canónico F (x)ox Ox ::::: F. 

Definición 1.4.49 Un Ox-módulo F se dice libre si es isomorfo 11 1Lna she~f 
suma directa EB Ox· 

iEI 
Si para cada punto e:r:iste un entorno U t.al que Fl u es un Ox ¡u-módulo 

librp, entonces diremos quP F ps localmente libre. En este caso, pI rango de F 
sobre U es el número de sumandos Ox Iu ' en caso de ser .finito. Es fácil ver
que s'í X es conexo, el mngo de una sheaf local-mente libre es constante. Una 
she~f localmente libre de mngo 1 es llamada una sheaf invcrtible. 

Sea (X, Ox) un espacio anillado y sea E una sheaf localmente libre de Ox
módulos de rango finito. Definimos el dual de E, denotado por E*, como la sheaf 

Homo x (E, Ox). 

Ejercicio 1.4.50 Sea (X, 0:,\) un e8pacio anillado y sea E lLna sheet{ lomlmente 

hbTe de O.Y -módulo8 de rango .finito. 

1. Demuestre ljue(E*)* ~ E. 

2. Demue8tre que para cualquier L'Jx-móchtlo F, Hornox (E, F) ~ E* F. 

3. Demuestre que pam cualquier- par de Ox -módulo8 F y g 

Homox (EXio F,g) ~ Homox (F,7iomo x (E,g)).x 
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Ejercicio 1.4.51 Sea f : (X, 0x) --} (Y, Oy) un mor.fismo de espacios anilla
dos. Si:F es un Ox-módulo, demuestre que f*:F es un f*()x-módulo. l\1uestT'f' 
qne el mor:fismo 1* : Oy -> f*O.'( de sheaves de anillos sobre Y permite dotar
a f.:F de una estrltctu,m na/uml de Oy-módulo. Llamar'emos a éste la imagen 
directa de :F por el mor:fismo f· 

Finalmente, definamos las sheaves de ideales, que serán de gran utilidad 
en el próximo capítulo, una vez se introduzca la noción de sllbmanifold. Las 
sheaves de ideales permiten definir la noción de ser un slt1JObjeto en categorías 
más generales, como la categoría de variedades y esqnemas, y es por esta ra:.lÓll 
que hemos fraseado el concepto de submanifold en este lenguaje, 

Definición 1.4.52 Sea (X, 0x) un espacio anillado. Una sheaf de ideales so
bl'e X es una subsheafI de OX-8ubmódulos de 0.'(. Es decir, I(U) e :F(U) es 
Wt ideal, pam cada abierto U e X. 

Las sheaves de ideales aparecen típicamente como kerllcles de morfisIl1os de 
espacios anillados: si 

(j,1*) : (X, 0x) -> (Y, Oy) 

un morfismo de espacios anillados, la sheaf kernel del morfisIllo r :Oy -> f.Ox 
es UIla sheaf de ideales. 

Ejercicio 1.4.53 Sea X un espacio topológico y Z X 'un cer7'Udo. Denotemos 
por C~ y por C~ la sheaf de funciones continuas en X y Z, respectivamente. 
Sea p : C~ --> í.C~ el mor:fismo restricción a Z ql¿e envía cada f E C~ (U) 
en su restTiccíón fl unz en C~(U n Z), donde i denota la inclusión de Z en 
X. Denmestre que ker p es una sheaf de ideales y describa explícitamente los 
elementos de ker p(U) . 
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